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Samenvatting

Deze bachelorscriptie is een literatuuronderzoek naar het aantal klieken en on-
afhankelijke verzamelingen in bepaalde grafen. We zullen voor vier families van
grafen resultaten geven. Definieer k(G) en i(G) als respectievelijk het aantal klie-
ken en onafhankelijke verzamelingen van een graaf G. Voor bomen geldt dat on-
afhankelijke verzamelingen worden geminimaliseerd door de padgraaf Pn en ge-
maximaliseerd door de stergraaf Sn [4]. Er geldt voor bomen Tn op n punten dat
Fn+2 = i(Pn) ≤ i(Tn) ≤ i(Sn) = 2n−1 +1. Voor grafen met een vast aantal punten
geldt dat onafhankelijke verzamelingen worden gemaximaliseerd door de lex-graaf
[6][10][11] en klieken door de colex-graaf [16]. Onafhankelijke verzamelingen wor-
den in d-reguliere grafen gemaximaliseerd door de volledig bipartiete graaf [9][18]
en geminimaliseerd door de volledige graaf [7]. Er geldt voor d-reguliere grafen op n
punten dat (d+2)n/(d+1) = i(Kd+1)n/(d+1) ≤ i(G) ≤ i(Kd,d)

n/2d = (2d+1−1)n/2d.
Hieruit volgt een vergelijkbaar resultaat voor klieken. Voor grafen met een mini-
mumgraad δ geldt dat i(G) ≤ i(Kδ,n−δ), en dit wordt bewezen door te bewijzen
dat voor grafen met een maximumgraad ∆ op n = ∆ + 1 + b punten geldt dat
k(G) ≤ k(K∆+1 ∪Kb) [14].
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1 Inleiding

Deze scriptie is een literatuuronderzoek over een deelgebied binnen de grafentheorie:
klieken en onafhankelijke verzamelingen. Dat zijn deelverzamelingen punten die paars-
gewijs respectievelijk verbonden of juist niet verbonden zijn door lijnen. In Sectie 2
zullen we met meer detail ingaan op de definities. In het bijzonder gaat het over aan-
tallen klieken of onafhankelijke verzamelingen, soms van een bepaalde grootte, gegeven
bepaalde restricties op de graaf. Dit gebied van onderzoek behoort tot de extremale gra-
fentheorie [7][14]. We bekijken dus grafen in bepaalde grafenfamilies. In het bijzonder
richt deze scriptie zich op bomen, de lex- en colexgrafen [12], reguliere grafen, (volledig)
bipartiete grafen, en grafen met een minimum- of maximumgraad. In sommige gevallen
kan voor specifieke grafen het aantal klieken of onafhankelijke verzamelingen berekend
worden, in andere gevallen geven we een boven- of ondergrens. In het tweede geval
bekijken we ook welke grafen die boven- of ondergrens aannemen.

Klieken en onafhankelijke verzamelingen hebben verschillende toepassingen. Een
daarvan is het chromatisch getal van een graaf [13, p. 251]. Merk op dat wanneer je een
onafhankelijke verzameling in een graaf hebt (dus punten die onderling allemaal niet
verbonden zijn), dat je die punten dus dezelfde kleur kunt geven. Andersom moeten
de punten in een kliek (punten die allemaal met elkaar verbonden zijn) allemaal een
andere kleur hebben. Dit betekent dus ook dat wanneer je de grootste kliek hebt, dat je
dan ook een ondergrens voor je chromatisch getal hebt. Desondanks zullen we het niet
specifiek hebben over de grootste kliek (of onafhankelijke verzameling) van een graaf.
In plaats daarvan richt deze scriptie zich op het totale aantal klieken en onafhankelijke
verzamelingen.

Er zijn door de jaren heen verschillende artikelen over dit onderwerp geschreven; de
referenties in deze scriptie zijn slechts een greep uit de artikelen die hierover verschenen
zijn. De artikelen die in deze literatuurstudie genoemd worden zijn geschreven van de
tweede helft uit de 20e eeuw [4] tot vrij recent [3]. In deze scriptie zullen we verschillende
lemma’s en stellingen bekijken. Daarnaast bekijken we of er nog open problemen zijn.
Hierbij zullen we van sommige stellingen bewijzen geven, of deze verder ontleden, en
zullen we zo veel mogelijk met behulp van voorbeelden verduidelijken.

De scriptie is als volgt opgebouwd. In Sectie 2 lichten we de definities en notatie
verder toe. Vervolgens behandelen we in Sectie 3.1 wat algemene eigenschappen voor
klieken en onafhankelijke verzamelingen, en daarnaast behandelen we twee stellingen die
van pas komen in de latere secties. De eerste familie van grafen die we behandelen zijn
bomen in Sectie 3.2, en vervolgens kijken we in Sectie 3.3 naar grafen met een vast aantal
punten en lijnen. Daarna zijn in Sectie 3.4 d-reguliere grafen aan bod, en sluiten we af
met grafen met een minimum- of maximumgraad in Sectie 3.5. De scriptie sluit af met
een discussie in Sectie 4, waarin we kort het combineren van verschillende grafenfamilies
bekijken, en bespreken we nog wat open problemen.

Veel leesplezier toegewenst!
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2 Definities en notatie

Zoals wel vaker in de grafentheorie beginnen we met legio definities. We zullen deze met
behulp van voorbeelden verduidelijken en toelichten. We behandelen alleen eindige,
enkelvoudige, ongerichte grafen. Dat wil zeggen dat er geen dubbele lijnen tussen twee
punten zitten, punten niet met zichzelf verbonden zijn, en paren punten ongeordend zijn
(de lijnen hebben geen richting).

Definitie 2.1. Zij G = (V,E) een graaf. Een kliek is een verzameling punten U ⊆ V
zodat elk punt paarsgewijs verbonden door middel van een lijn. Dit betekent dat de
gëınduceerde deelgraaf een volledige graaf is.

1 2 3

4 5

6

Figuur 1: in rood: een kliek op drie punten

Er kunnen veel verschillende klieken van verschillende groottes in één graaf zitten. Merk
op dat één punt op zichzelf ook al een kliek is (ondanks dat de grafen enkelvoudig zijn),
en de lege verzameling ook, maar deze zijn op zichzelf natuurlijk niet erg interessant. We
zijn dan vaak ook gëınteresseerd in klieken van een bepaalde grootte. Hierbij gebruiken
we de volgende notatie:

Notatie 2.2. Met kt(G) geven we het aantal klieken van grootte t aan in een graaf. Dan
is k(G) =

∑n
t=0 kt(G) het totaal aantal klieken in een graaf G op n punten. Met kt(v)

en kt(e) geven we het aantal klieken van grootte t aan die respectievelijk punt v en lijn e

bevatten. Voor de graaf in Figuur 1 geldt k(G) =
∑6
t=0 kt(G) = 1+6+7+1+0+0+0 =

15.

Definitie 2.3. Zij G = (V,E) een graaf. Een onafhankelijke verzameling of stabiele
verzameling is een verzameling punten U ⊆ V zodat geen van de punten met elkaar
verbonden zijn door middel van een lijn.

1 2 3

4 5

6

Figuur 2: in rood: een onafhankelijke verzameling op drie punten

Merk ook hier op dat één punt en de lege verzameling ook altijd onafhankelijke verza-
melingen zijn.

Notatie 2.4. Met it(G) geven we het aantal onafhankelijke verzamelingen van grootte
t in een graaf aan. Dan is i(G) =

∑n
t=0 it(G) het totaal aantal onafhankelijke verza-

melingen in een graaf G op n punten. Met it(v) geven we het aantal onafhankelijke
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verzamelingen van grootte t aan die punt v bevat. Voor de graaf in Figuur 2 geldt
i(G) =

∑6
t=0 it(G) = 1 + 6 + 8 + 2 + 0 + 0 + 0 = 17.

Notatie 2.5. Zij G = (V,E) een graaf. Met G = (V,E) bedoelen we de complement-
graaf van G. Hierin is G complementair in de lijnenverzameling E.
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3 Klieken en onafhankelijke verzamelingen

Zoals eerder gezegd bekijken we het aantal klieken of onafhankelijke verzamelingen wan-
neer er bepaalde restricties op de graaf gelegd worden. Hierbij kan je alleen naar be-
paalde type grafen kijken, zoals bomen of (volledig) bipartiete grafen, of kun je kijken
naar grafen met een minimum- of maximumgraad. De opgave die we hebben zal dus zijn
om het aantal klieken of onafhankelijke verzamelingen te minimaliseren of maximalise-
ren gegeven de restricties. Dit maakt ons onderwerp dus een onderdeel van extremale
grafentheorie. Hieronder zal per sectie een aantal interessante lemma’s en stellingen
aangehaald worden, en later gaan we nog naar open problemen kijken.

3.1 Algemene eigenschappen

In deze sectie zullen een aantal algemene eigenschappen gegeven worden over het aan-
tal klieken of onafhankelijke verzamelingen van willekeurige grafen. We beginnen met
misschien wel de belangrijkste stelling, die we hierna nog vaak zullen gebruiken.

Stelling 3.1. Zij G = (V,E) een graaf, en G = (V,E) zijn complementgraaf. Voor elke
kliek U ⊆ V in G geldt dat U een onafhankelijke verzameling is in G, en vice versa.

1 2

3 4

1 2

3 4

Figuur 3: een graaf G en zijn complement G

Bewijs. Zij U ⊆ V een kliek in G. We nemen aan dat |U | ≥ 2. We hadden al gezien
dat de lege verzameling en ieder punt zowel een kliek als onafhankelijke verzameling
vormen, dus hiervoor geldt de stelling al. Omdat ieder punt in U door een lijn met
elkaar verbonden is in G, geldt dat ieder punt in U dus niet met elkaar verbonden is in
G, en hiermee is U het per definitie een onafhankelijke verzameling in G.

Gevolg 3.2. Zij G = (V,E) een graaf, en G = (V,E) zijn complementgraaf. Dan geldt
kt(G) = it(G) voor alle t, en dus ook k(G) = i(G).

Bewijs. Zij K(G) de verzameling klieken in G, en I(G) de verzameling onafhankelijke
verzamelingen in G. Uit Stelling 3.1 volgt dat elke kliek U in G een onafhankelijke
verzameling is in G. Dit betekent dat K(G) = I(G), ofwel er is een bijectie tussen
klieken in G en onafhankelijke verzamelingen in G. Het resultaat volgt meteen.

Bovenstaande stellingen worden normaal niet expliciet als stellingen gegeven in de arti-
kelen die over klieken en onafhankelijke verzamelingen gaan, maar als algemene waarheid
beschouwd [7][16]. Hieronder staan wat stellingen die iets zeggen over het aantal klieken
of onafhankelijke verzamelingen in een willekeurige graaf. Deze stellingen komen later
terug bij het bewijzen van andere stellingen, of het bepalen van het aantal klieken of
onafhankelijke verzamelingen van een graaf.

Stelling 3.3 (Prodinger-Tichy). Zij G1 = (V,E1) en G2 = (V,E2) grafen op dezelfde
puntenverzameling met E1 ⊆ E2. Dan geldt it(G1) ≥ it(G2) en kt(G1) ≤ kt(G2) voor
alle t.
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Bewijs. Wanneer E1 = E2 geldt dat it(G1) = it(G2) en kt(G1) = kt(G2) voor alle
t. Elke lijn die je toevoegt zorgt ervoor dat het aantal onafhankelijke verzamelingen
afneemt (of in ieder geval niet toeneemt), en het aantal klieken toeneemt (of in ieder
geval niet afneemt).

Gevolg 3.4 (Prodinger-Tichy). Zij G = (V,E) een graaf op n punten, dan geldt

n+ 1 = i(Kn) ≤ i(G) ≤ i(Kn) = 2n;

n+ 1 = k(Kn) ≤ k(G) ≤ k(Kn) = 2n.

Bewijs. Het moge duidelijk zijn dat een graaf zonder lijnen het aantal onafhankelijke
verzamelingen maximaliseert, en de volledige graaf het aantal klieken maximaliseert. De
ongelijkheden volgen onmiddellijk met Stelling 3.3. De onafhankelijke verzamelingen in
Kn zijn de lege verzameling en alle losse punten, en de onafhankelijke verzamelingen in
Kn zijn alle mogelijke puntendeelverzamelingen. Analoog voor klieken.

Stelling 3.5 (Prodinger-Tichy). Zij G1 = (V1, E1) en G2 = (V2, E2) grafen, dan geldt

i(G1 ∪G2) = i(G1) · (G2); (1)

k(G1 ∪G2) = k(G1) + k(G2)− 1. (2)

Hierbij is G1∪G2 de disjuncte vereniging van de twee grafen G1 en G2, dat wil simpelweg
zeggen dat je de twee grafen ‘naast elkaar zet’ en geen punten tussen de twee grafen
verbindt.

Bewijs. Voor elke onafhankelijke verzameling U1 in G1 en U2 in G2 geldt dat U1 ∪
U2 een onafhankelijke verzameling is in G1 ∪ G2. Het resultaat voor onafhankelijke
verzamelingen volgt hier meteen uit, omdat je voor U1 precies i(G1) mogelijkheden hebt,
en voor U2 zijn dat er i(G2). Omdat de punten in G1 en G2 niet met elkaar verbonden
zijn, kun je dus niet meer klieken maken met punten uit G1 en G2, en daarom tel je de
aantallen op. Omdat je de lege verzameling twee keer telt, moet je die er nog wel een
keer afhalen.

Stelling 3.6 (Prodinger-Tichy-Wingard). Zij G = (V,E) een graaf, v ∈ V , en Gv de
deelgraaf gëınduceerd door v en haar buren. Dan geldt

i(G) = i(G− v) + i(G−Gv).

Hierbij is G − v de graaf G waar het punt v uit is weggelaten en alle lijnen die v als
eindpunt hadden, en G−Gv de graaf waar de deelgraaf Gv is weggelaten, en alle lijnen
die een eindpunt hadden in Gv.

Prodinger en Tichy [4] gebruikten deze stelling eerder al, maar dan alleen op een blad
van een boom, ofwel een punt met graad één. Wingard [15] breidde deze uit naar een
algemenere versie.

Voorbeeld 3.7. Zij G de graaf zoals in Figuur 4. Neem voor het punt v = {1}, en

dus is Gv = {1, 2, 3}. Het is niet moeilijk om na te gaan dat i(G) =
∑4
t=0 it(G) =

1 + 4 + 2 + 0 + 0 = 7. Evenzo geldt k(G− {1}) + k(G−G1) = 5 + 2 = 7.

Bewijs van Stelling 3.6. Als we de onafhankelijke verzamelingen van G willen tellen,
dan kunnen we onderscheid maken in de onafhankelijke verzamelingen met of zonder
het punt v. Als we de onafhankelijke verzamelingen zonder v tellen, dan geeft dat per
definitie i(G − v) onafhankelijke verzamelingen. Als v er wel in zit, dan kunnen de
punten waar V mee verbonden is niet in de onafhankelijke verzameling zitten. Omdat
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1 2

3 4

2

3 4 4

Figuur 4: De grafen G, G− {1} en G−G1

we v al vast hebben genomen, zijn er dus i(G − Gv) van zulke verzamelingen. Als we
dit combineren krijgen we het gewenste resultaat. Merk op dat dit ook overeenkomt
met de onafhankelijke verzamelingen in Voorbeeld 3.7, waar je bij de onafhankelijke
verzamelingen van G−G1 punt {1} erbij moet denken.

Stelling 3.8 (Wood). Zij G = (V,E) een graaf, v ∈ V , en N(v) de deelgraaf gëınduceerd
door de buren van v (en dus niet v zelf). Dan geldt

k(G) = k(G− v) + k(N(v)) ≤ k(G− v) + 2deg(v).

Voorbeeld 3.9. Zij G de graaf zoals in Figuur 5. Neem voor het punt v = {1}, en

dus is N({1}) = {2, 3}. Het is niet moeilijk om na te gaan dat k(G) =
∑4
t=0 kt(G) =

1 + 4 + 5 + 2 + 0 = 12. Evenzo geldt k(G− {1}) + k(N({1})) = 8 + 4 = 12.

1 2

3 4

2

3 4 3

2

Figuur 5: De grafen G, G− {1} en N({1})

Bewijs van Stelling 3.8. Merk op dat X een kliek is van G die v bevat, dan en slechts dan
alsX = Y ∪{v} voor een kliek Y ⊆ N(v). Dat betekent dat het aantal klieken dat v bevat
precies k(N(v)) is. Elke kliek van G bevat v wel of niet, dus k(G) = k(G−v)+k(N(v)),
en de ongelijkheid volgt, omdat het aantal klieken dat v wel bevat hoogstens 2deg(v) is.
Dit komt ook weer overeen met de klieken in Voorbeeld 3.9. Bij de klieken in N({1})
moet je weer punt {1} erbij denken.

3.2 Bomen

Het eerste type grafen dat we behandelen zijn bomen. We beginnen met twee lemma’s
die voor twee specifieke grafen het aantal onafhankelijke verzamelingen berekenen. Ver-
volgens kijken we naar de boven- en ondergrens voor het aantal onafhankelijke verzame-
lingen van bomen. Deze resultaten zijn niet bijzonder lastig, en zijn een goede manier
om wat meer in het onderwerp te komen. Daarna behandelen we nog twee voorbeel-
den. Klieken zullen niet behandeld worden in deze sectie. Immers, voor een boom op
n punten geldt dat k(G) = 1 + n + (n − 1) = 2n; de lege verzameling, alle punten, en
alle lijnen vormen samen alle klieken in een boom. Er zijn geen 3-cykels, dus ook geen
grotere klieken.

9



In een artikel uit 1979 van Prodinger en Tichy [4] wordt het aantal onafhankelijke
verzamelingen in een graaf het Fibonacci-getal van een graaf genoemd. Waarom ze dat
doen wordt duidelijk door het volgende lemma.

Lemma 3.10 (Prodinger-Tichy). Zij Pn de boom op n punten, zonder vertakkingen.
Dan geldt i(Pn) = Fn+2 waarbij Fn het n-de Fibonacci-getal is, met F0 = 0, F1 = 1, en
Fn = Fn−1 + Fn−2.

1 2 3
. . .

n− 1 n

Figuur 6: de graaf Pn

Bewijs. Dit lemma kan eenvoudig met behulp van Stelling 3.6 en inductie op het aantal
punten bewezen worden. Voor n = 1, 2 is dit triviaal. Stel dat de gelijkheid geldt voor
zulke grafen op hoogstens n− 1 punten. Nu geldt door Stelling 3.6 dat

i(Pn) = i(Pn − {n}) + i(Pn − {n, n− 1})
= i(Pn−1) + i(Pn−2)

= Fn+1 + Fn

= Fn+2.

Lemma 3.11 (Prodinger-Tichy). Zij Sn de stervormige graaf op n punten. Dan geldt
i(Sn) = 1 + 2n−1.

1

2

3

4

5

6

n− 1

n

Figuur 7: de graaf Sn

Bewijs. Dit resultaat is niet moeilijk in te zien. We splitsen het aantal op in onaf-
hankelijke verzamelingen die het middelpunt {n} óf wel óf niet bevatten. De enige
onafhankelijke verzameling die {n} bevat is {n} zelf. Omdat de overige punten allemaal
onderling onafhankelijk zijn, zijn er 2n−1 onafhankelijke verzamelingen die {n} niet be-
vatten (de lege verzameling meegerekend). Dit samen geeft i(Sn) = 1 + 2n−1. Merk op
dat dit hetzelfde is als Stelling 3.6 toepassen op punt {n}.

Stelling 3.12 (Prodinger-Tichy). Zij Tn een boom op n punten, dan geldt

Fn+2 ≤ i(Tn) ≤ 2n−1 + 1.

10



Opmerking. Dit is meteen een strakke boven- en ondergrens, omdat het minimum en
maximum respectievelijk worden aangenomen in de bomen Pn en Sn.

Bewijs. We beginnen met de tweede ongelijkheid door middel van inductie op het aantal
punten van de boom. Voor n = 1, 2 is dit triviaal. Stel dat de ongelijkheid geldt voor
een boom Tn. Zij v een blad van Tn+1, en w het punt dat met v verbonden is. We zullen
weer Stelling 3.6 toepassen op v. Er geldt i(Tn+1) = i(Tn+1 − v) + i(Tn+1 −{v, w}). Er
geldt dat Tn+1−v een boom is op n punten, dus geldt i(Tn+1−v) ≤ 2n−1 +1 wegens de
inductiehypothese. Er geldt dat Tn+1 − {v, w} een graaf (niet noodzakelijk een boom)
is op n − 1 punten, dus geldt i(Tn+1 − {v, w}) ≤ 2n−1. Als we dit combineren krijgen
we i(Tn+1) ≤ 2n−1 + (2n−1 + 1) = 2n + 1.

Om de eerste ongelijkheid te bewijzen, is het nodig om het wat algemener te bekijken,
namelijk voor een bos. Merk op dat wanneer deze ongelijkheid geldt voor bossen, dat
het dan ook zeker geldt voor bomen. We gebruiken weer inductie op het aantal punten
van het bos. Voor n = 1, 2 is dit weer triviaal. Stel dat de ongelijkheid geldt voor
bossen met hoogstens n punten. Zij v een blad van het bos Tn+1, en w het punt dat
met v verbonden is. Met hetzelfde argument als net geldt dat i(Tn+1 − v) ≥ Fn+2 en
i(Tn+1 − {v, w}) ≥ Fn+1. Als we dit combineren krijgen we i(Tn+1) ≥ Fn+2 + Fn+1 =
Fn+3. We zijn er in dit tweede deel wel vanuit gegaan dat een bos op n punten een blad
heeft, maar dat is natuurlijk niet het geval voor het bos nK1 (n losse punten). Merk
op dat de eerste ongelijkheid nog steeds geldt voor nK1 (de tweede dan natuurlijk niet,
maar daarom hebben we in het bewijs van het eerste deel niet aangenomen dat het om
een bos ging).

Dit geeft het gewenste resultaat Fn+2 ≤ i(Tn) ≤ 2n−1 + 1.

We hebben al gezien dat de bomen Pn en Sn respectievelijk de onder- en bovengrens
aannemen voor het aantal onafhankelijke verzamelingen, we zullen nu ook nog bewijzen
dat dit de unieke extremale grafen zijn. Onderstaande resultaten komen van Li, Li en
Wang [17]. Hun artikel richtte zich op structuurformules van moleculen, en het aantal
onafhankelijke verzamelingen werd daar aangegeven als de σ-index van een graaf.

Gevolg 3.13 (Li-Li-Wang). Zij Tn een boom op n punten, dan geldt

i(Tn) = 2n−1 + 1 ⇐⇒ Tn = Sn.

Bewijs. We zullen dit weer bewijzen met inductie op n. De stelling is triviaal voor
n = 1, 2. Stel dat het waar is voor n ≥ 3. Zij v een blad. Wegens Stelling 3.6
geldt dat i(Tn+1) = i(Tn+1 − v) + i(Tn+1 − Gv). Merk op dat Tn+1 − v net als in het
bewijs van Stelling 3.12 een boom is op n punten. Wegens Stelling 3.12 geldt ook dat
i(Tn+1−v) = i(Tn) ≤ 2n−1+1. Tn+1−Gv is niet noodzakelijk een boom, maar een graaf
op (hoogstens) n−1 punten en daarom geldt wegens Gevolg 3.4 dat i(Tn+1−Gv) ≤ 2n−1.
We krijgen i(Tn+1) = i(Tn) + i(Tn+1 − Gv) = 2n + 1 ⇐⇒ i(Tn) = 2n−1 + 1 en
i(Tn+1−Gv) = 2n−1. Ofwel, de ongelijkheden voor Tn en Tn+1−Gv kunnen niet strikt
zijn als we aannemen dat i(Tn+1) = 2n + 1. Wegens de inductiehypothese geldt dat
Tn = Sn, en volgt dat Tn+1 = Sn+1.

Gevolg 3.14 (Li-Li-Wang). Zij Tn een boom op n punten, dan geldt

i(Tn) = Fn+2 ⇐⇒ Tn = Pn.

Bewijs. Het bewijs is analoog aan dat van Gevolg 3.13. Net als bij het bewijs van Stelling
3.12 zullen we de bewering algemener bewijzen, namelijk voor bossen. We zullen dit weer
bewijzen met inductie op n. De stelling is triviaal voor n = 1, 2. Stel dat het waar is voor
n ≥ 3. Zij v een punt met graad hooguit 1 (we nemen dit zonder verlies van algemeenheid
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aan). Wegens Stelling 3.6 en geldt weer dat i(Tn+1) = i(Tn) + i(Tn+1 −Gv). Ook hier
gebruiken we weer Stelling 3.12 zodat i(Tn) ≥ Fn+2 en i(Tn+1−Gv) ≥ Fn+1. We krijgen
i(Tn+1) = i(Tn) + i(Tn+1 − Gv) = Fn+3 ⇐⇒ i(Tn) = Fn+2 en i(Tn+1 − Gv) = Fn+1.
Wegens de inductiehypothese geldt dat Tn = Pn, en krijgen we Tn+1 = Pn+1.

We zullen de sectie nu afsluiten met het bepalen van het aantal onafhankelijke verza-
melingen voor twee specifieke bomen.

Voorbeeld 3.15 (Prodinger-Tichy). Zij Rn de graaf op 2n punten zoals in Figuur 8.

1 2 3 n− 1 n

n+ 1 n+ 2 n+ 3 2n− 1 2n

Figuur 8: de graaf Rn

Om het aantal onafhankelijke verzamelingen van Rn te bepalen, gebruiken we Stelling
3.6 twee maal, te beginnen bij het punt {2n}, en vervolgens op het punt {n} van de
graaf Rn − {2n}. Dit geeft:

i(Rn) = i(Rn − {2n}) + i(Rn − {2n, n})
= i(Rn − {2n, n}+ i(Rn − {2n, n, n− 1}) + i(Rn−1)

= i(Rn−1) + 2i(Rn−2) + i(Rn−1)

= 2i(Rn−1) + 2i(Rn−2).

Merk hierbij op dat de graaf Rn − {2n, n, n− 1} bestaat uit de graaf Rn−2 en het losse
punt {2n− 1}, waardoor we de factor 2 krijgen wegens Vergelijking (1). We hebben nu
een tweedegraads lineaire recursie, die we (bijvoorbeeld) op kunnen lossen met behulp
van een genererende functie, zoals beschreven in Combinatorics: A Guided Tour [13,
p. 138]. Prodinger en Tichy [4] geven de oplossing:

i(Rn) =
3 + 2

√
3

6
(1 +

√
3)n +

3− 2
√

3

6
(1−

√
3)n.

Voorbeeld 3.16. Zij Tn,h een perfecte, n-aire boom van hoogte h. Dat wil zeggen dat
elke punt precies n kinderen heeft, en alle bladen op dezelfde hoogte h zitten. Dan geldt
i(Tn,h) = i(Tn,h−1)n + i(Tn,h−2)n

2

.

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15

Figuur 9: De boom T2,4
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We gebruiken weer Stelling 3.6. Als we het 1e punt verwijderen, en vervolgens de punten
{2} tot en met {n + 1} (als we de telling van Voorbeeld 9 zouden aanhouden voor het
algemene geval), krijgen we het volgende:

i(Tn,h) = i(Tn,h − {1}) + i(Tn,h − {1, 2, . . . , n+ 1})

= i(Tn,h−1)n + i(Tn,h−2)n
2

.

Hier gebruiken we dat het algemene geval van Vergelijking (1). Als we de bovenste
punt weghalen, zijn er n bomen Tn,h−1, en n2 bomen Tn,h−2. Uiteindelijk krijgen
we een tweedegraads niet lineaire recursie, maar het is helaas niet gelukt om hier een
directe formule voor op te stellen. Wel maakt dit het alsnog makkelijker om het aantal
onafhankelijke verzamelingen te bepalen voor zulke bomen. We krijgen bij het voorbeeld
in Figuur 9: i(T2,4) = i(T2,3)2 + i(T2,2)4 = (i(T2,2)2 + i(T2,1)4)2 + 625 = 1.681 + 625 =
2.306.

3.3 Lex- en colexgraaf

In deze sectie kijken we naar grafen waarvan het aantal punten en het aantal lijnen
gegeven is. Hoe de lijnen over de punten verdeeld zijn, bepaalt natuurlijk hoeveel klieken
en onafhankelijke verzamelingen er zijn. Er zal blijken dat de lex- en colexgraaf hier een
sleutelrol spelen. Wat die precies zijn, en waarom ze het aantal klieken en onafhankelijke
verzamelingen maximaliseren, zal snel duidelijk worden.

Definitie 3.17. De lexicografsiche ordening op paren A = (a1, a2) en B = (b1, b2) met
elementen uit N is als volgt gedefinieerd: A <L B als a1 < b1 of als a1 = b1 en a2 < b2.
De colexigrafische ordening is zo gedefinieerd: A <C B als a2 < b2 of als a2 = b2 en
a1 < b1. Omdat we alleen gëınteresseerd zijn in lijnen van simpele grafen, bestaan paren
altijd uit twee verschillende getallen, en zetten we het kleinste getal op de eerste plek.

De eerste paar lijnen in de lex-ordening op E(Kn) zijn dan

{1, 2}, {1, 3}, . . . , {1, n}, {2, 3}, {2, 4}, . . . , {2, n}, {3, 4}, {3, 5}, . . .

en de eerste paar lijnen in de colex-ordening op E(Kn) zijn

{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 5}, {2, 5}, . . .

Definitie 3.18. De lex-graaf L(n,m) is de graaf op n punten, met de eerste m lijnen uit
de lexicografische ordening op E(Kn). De colex-graaf C(n,m) is de graaf op n punten,
met de eerste m lijnen uit de colexigrafische ordening op E(Kn) (zie ook [12]).

Als je kijkt naar de lex-graaf, dan zie je dat die met de eerste n− 1 lijnen de stergraaf
maakt, en dat is niet geheel ontoevallig de boom met het meeste aantal onafhankelijke
verzamelingen. De verdeling van lijnen is hier dan ook zo, zodat er zoveel mogelijk
punten zijn die nog niet met elkaar verbonden zijn. Als je kijkt naar de colex-graaf,
dan zie je dat die zoveel mogelijk klieken maakt. Met de eerste drie lijnen wordt een 3-
kliek gemaakt, en vervolgens een 4-kliek (die dus bestaat uit vier 3-klieken), enzovoorts.
Cutler en Radcliffe [6] merkten op dat onderstaande stelling een gevolg is van het werk
van Kruskal [11] en Katona [10]. Echter, in die artikelen gaat het niet zozeer om grafen,
maar bekijken ze het wat algemener: Kruskal had het over simplices, en Katona over
families van verzamelingen. We zullen deze onderwerpen niet verder toelichten. De
volgende stelling kan als gevolg van hun werk gezien worden.

Stelling 3.19 (Kruskal-Katona). Zij G een graaf op n punten, met m lijnen, dan geldt

i(G) ≤ i(L(n,m)).
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1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

Figuur 10: De grafen L(6, 7) (boven) en C(6, 8) (onder)

Wood [16] pakte het iets anders aan, hij keek naar het aantal klieken in grafen met n
punten en m lijnen. Niet geheel verrassend, wordt hier het maximum aantal klieken
behaald door de colex-graaf. Hij kwam tot het volgende resultaat:

Stelling 3.20 (Wood). Zij n,m ∈ N zodat m ≤
(
n
2

)
. Zij d, l ∈ N uniek, zodat m =

(
d
2

)
+l

waar d ≥ 1 en 0 ≤ l ≤ d− 1. Dan geldt voor een graaf G op n punten met m lijnen

k(G) ≤ k(C(n,m)) = 2d + 2l + n− d− 1.

Echter, in het artikel van Wood [16] wordt het woord colex-graaf niet één keer genoemd,
en niet alleen omdat het artikel niet in het Nederlands is. Hoewel Stelling 3.20 equivalent
is met Stelling 3.19, wordt ook niet naar de artikelen van Kruskal [11] en Katona [10]
verwezen. Waarschijnlijk was Wood niet op de hoogte van de lex- en colexgrafen, en
was in dit vakgebied überhaupt nog niet bekend dat Stelling 3.19 een gevolg was van
het werk van Kruskal en Katona.

Iets dat belangrijk is om op te merken is dat L(n,m) ∼= C(n,
(
n
2

)
−m). In Figuur 10

staan twee zulke complementaire grafen: de punten die in L(6, 7) niet verbonden zijn,
zijn dat in C(6, 8) juist wel (mits je de nummering omdraait natuurlijk). Het is ook niet
zo heel raar dat zulke grafen complementair zijn. Want waar in de lex-graaf eerst alle
andere punten met punt {1} worden verbonden, gebeurt dit in de colex-graaf juist niet
met punt {n}. Dit betekent dus dat

i(L(n,m)) = k(L(n,m)) = k(C(n,
(
n
2

)
−m)

en ook dat wanneer we Stelling 3.20 bewezen hebben, dat we dan ook Stelling 3.19
bewezen hebben. Hieronder gaan we verder met het bewijs van Wood [16].

Bewijs Stelling 3.20. We zullen eerst aantonen dat k(C(n,m)) = 2d+2l+n−d−1. Als
m =

(
d
2

)
+l zoals in de stelling, dan vormen de eerste d punten een kliek, en zijn de eerste

l punten verbonden met het punt {d+ 1}. Merk op dat dit inderdaad de colex-graaf op
n punten met m lijnen geeft. In Figuur 10 geldt dat m = 8 =

(
4
2

)
+ 2, en vormen de

eerste vier punten een volledige deelgraaf, en is punt {5} verbonden met punten {1} en
{2}. Die eerste d punten geven dus 2d klieken (inclusief de lege verzameling). Omdat de
l punten waar punt {d + 1} verbonden mee is, onderling ook allemaal verbonden zijn,
zijn er dus 2l klieken die het punt {d + 1} bevatten. Tenslotte zijn er nog n − d − 1
punten over, die evenveel klieken geven. In totaal heeft C(n,m) dus 2d + 2l + n− d− 1
klieken.

Nu moeten we nog bewijzen dat elke graaf G = (V,E) op n punten met m lijnen
hoogstens zoveel klieken heeft. We doen dit door middel van inductie op n + m. Als
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m = 0, dan geldt (onafhankelijk van n) dat d = 1 en l = 0, en dus k(G) = n + 1 =
2d + 2l + n− d− 1. Stel nu dat m ≥ 1. Laat v ∈ V een punt zijn van minimumgraad.

Dan geldt dus dat deg(v) ≤ d−1, want anders geldt m ≥ dn
2 ≥

d(d+1)
2 =

(
d+1

2

)
, en dat is

een tegenspraak met onze aannames. Door Stelling 3.8 geldt k(G) ≤ k(G− v) + 2deg(v).
Omdat G − v precies n − 1 punten en m − deg(v) lijnen heeft, kunnen we hier onze
inductiehypothese op toepassen. We maken onderscheid tussen twee gevallen.

Stel dat deg(v) ≤ l. Er geldt dat m− deg(v) =
(
d
2

)
+ l − deg(v), en dus krijgen we

k(G) ≤ k(G− v) + 2deg(v) ≤ 2d + 2l−deg(v) + (n− 1)− d− 1 + 2deg(v).

Het resultaat volgt als 2d + 2l−deg(v) + (n − 1) − d − 1 + 2deg(v) ≤ 2d + 2l + n − d − 1,
ofwel 2l−deg(v) + 2deg(v) − 1 ≤ 2l, en dat is waar omdat deg(v) ≤ l.

Stel nu dat l + 1 ≤ deg(v) ≤ d− 1. We gebruiken nu dat m− deg(v) =
(
d−1

2

)
+ d−

1 + l − deg(v) (merk op dat
(
d
2

)
=
(
d−1

2

)
+ d− 1), en dus krijen we

k(G) ≤ k(G− v) + 2deg(v) ≤ 2d−1 + 2d−1+l−deg(v) + (n− 1)− (d− 1)− 1 + 2deg(v).

Het resultaat volgt als 2d−1 +2d−1+l−deg(v) +n−d−1+2deg(v) ≤ 2d+2l+n−d−1, ofwel
als 2d−1+2d−1+l−deg(v)+2deg(v) ≤ 2d+2l. Als we 2l naar links halen, en 2d−1+2d−1+l−v

naar rechts, krijgen we 2l(2deg(v)−l−1) ≤ 2d−1−deg(v)+l(2deg(v)−l−1). En dit geldt weer
als l ≤ d− 1− deg(v) + l, en dat klopt, omdat deg(v) ≤ d− 1.

3.4 d-reguliere en bipartiete grafen

We richten ons in deze sectie op d-reguliere grafen. Dat wil zeggen, alle punten in de
graaf hebben graad d. Er zal blijken dat volledig bipartiete grafen een belangrijke rol
spelen bij het aantal onafhankelijke verzamelingen van zulke grafen. Immers, volledig
bipartiete grafen hebben twee deelverzamelingen punten die allemaal onafhankelijk van
elkaar zijn. Maar wat gebeurt er als er meer dan n ≥ 2d punten zijn? Voordat we die
vraag kunnen beantwoorden, zullen we eerst een eenvoudige graaf bekijken, en vervolgens
zullen wat definities gëıntroduceerd worden, voordat we naar de belangrijkste stelling
van deze sectie kunnen gaan. Aan het einde van de sectie komen klieken nog kort aan
bod komen aan de hand van de stellingen die we hebben bewezen over onafhankelijke
verzamelingen.

Voorbeeld 3.21 (Prodinger-Tichy). Zij Cn de cykelgraaf op n ≥ 3 punten, dan geldt
i(Cn) = Ln. Waarbij Ln het n-de Lucas-getal is, met L1 = 1, L2 = 3, en Ln =
Ln−1 + Ln−2. We maken weer gebruik van Stelling 3.6.

1

2

3n− 1

n

Figuur 11: de graaf Cn
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i(Cn) = i(Cn − {1}) + i(Cn − {1, 2, n})
= i(Pn−1) + i(Pn−3)

= Fn+1 + Fn−1

= Ln.

We gebruiken in de laatste gelijkheid een bekend resultaat over de Lucas-getallen [13,
p. 159].

Opmerking. Dit betekent dus ook dat elke (d − 3)-reguliere graaf op d punten precies
Ld klieken heeft, omdat zulke grafen het complement zijn van Cd.

Lemma 3.22. Zij Kn,m een volledig bipartiete graaf op n + m punten, dan geldt
i(Kn,m) = 2n + 2m − 1.

v1 v2 vn−1 vn

w1 w2 wm−1 wm

. . .

. . .

Figuur 12: de graaf Kn,m

Bewijs. Het bewijs hiervoor is redelijk eenvoudig. Omdat elk punt in het ‘bovenste’
deel verbonden is met ieder punt in het ‘onderste’ deel, en vice versa, zijn er geen
onafhankelijke verzamelingen die punten uit beide delen bevatten. Omdat de delen op
zichzelf uit losse punten bestaan, zijn er 2n en 2m onafhankelijke verzamelingen in de
beide delen respectievelijk. De lege verzameling wordt twee keer geteld, dus die halen we
er dan nog een keer vanaf. Dit geeft het gewenste resultaat. Merk op dat dit hetzelfde
is als klieken tellen in de complementgraaf Kn,m = Kn∪Km, en vervolgens Vergelijking
(2) toe te passen.

Opmerking. Hieruit volgt dat i(Kn,n) = 2n+1 − 1.

Zhao [18] heeft in zijn artikel uit 2009 de bovengrens voor het aantal onafhankelijke ver-
zamelingen in d-reguliere grafen op n punten bewezen, namelijk (2d+1−1)n/2d. Dit lijkt
natuurlijk enorm op het aantal onafhankelijke verzamelingen van Kd,d. De bovengrens
wordt dan ook aangenomen wanneer n deelbaar is door 2d, en we dus zoveel ‘kopieën’
hebben van Kd,d. Het vermoeden is voor het eerst verschenen in een artikel van Alon [1]
uit 1989, maar voor het eerst formeel opgesteld door Kahn [9] in 2001. Voor we met de
stelling en het bewijs komen, zijn er eerst nog wat definities die hier gebruikt worden.

Definitie 3.23. ZijG = (V,E) een graaf, en I(G) de verzameling van alle onafhankelijke
verzamelingen van G, dan is het onafhankelijkheidspolynoom (independence polynomial)
van G gedefinieerd als

P (λ,G) =
∑

I∈I(G)

λ|I|.

P (λ,G) is een gewone voortbrengende functie, waarbij de coëfficiënten van P (λ,G) bij
λk het aantal onafhankelijke verzamelingen van grootte k zijn. Merk op dat als λ = 1,
dat dan P (λ,G) = i(G).

16



Voorbeeld 3.24. We bepalen nu het onafhankelijkheidspolynoom van Kn,n. Kn,n heeft
natuurlijk één onafhankelijke verzameling van grootte 0, en omdat alle punten van de
bovenste en onderste delen respectievelijk met elkaar verbonden zijn, tellen we alleen de
onafhankelijke verzamelingen uit één deel, en vermenigvuldigen dat met twee. Voor een
onafhankelijke verzameling van grootte m ≤ n geldt dat je m punten uit moet kiezen,
dit kan op

(
n
m

)
manieren. Dit geeft:

P (λ,Kn,n) = 1 + 2

[(
n

1

)
λ+

(
n

2

)
λ2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
λn−1 +

(
n

n

)
λn
]

= 1 + 2

n∑
j=1

(
n

j

)
λj

= 2

n∑
j=0

(
n

j

)
λj − 1

= 2(λ+ 1)n − 1.

Opmerking. Als we λ = 1 nemen, dan krijgen we hetzelfde resultaat als het speciale
geval van lemma 3.22.

Stelling 3.25 (Kahn-Zhao). Zij G een d-reguliere graaf op n punten, en zij λ ≥ 0, dan
geldt

P (λ,G) ≤ P (λ,Kd,d)
n
2d = (2(1 + λ)d − 1)

n
2d .

Kahn [9] heeft deze stelling al bewezen voor bipartiete grafen. We zullen in het bewijs
van de stelling wel gebruik maken van dit resultaat, maar zullen deze niet meer bewijzen.
In zijn artikel maakt Kahn gebruik van entropie-methoden, en deze zijn niet bijzonder
relevant voor deze scriptie.

Gevolg 3.26 (Kahn-Zhao). Zij G een d-reguliere graaf op n punten, dan geldt

i(G) ≤ i(Kd,d)
n
2d = (2d+1 − 1)

n
2d .

Om Stelling 3.25 te bewijzen, maken we gebruik van Lemma 3.30. Het bewijs hiervan is
vrij technisch, en zal dan ook niet volledig gegeven worden, maar alleen in hoofdlijnen.
Maar voordat we daaraan kunnen beginnen, zijn er eerst nog wat definities.

Definitie 3.27. Zij G = (V,E) een graaf, en A,B ⊆ V . We zeggen dat A onafhankelijk
is van B, als er geen lijnen tussen punten van A en B zijn in G.

Notatie 3.28. J (G) is de verzameling paren (A,B) zodat A onafhankelijk is van B,
en G[A ∪B] bipartiet is. Hierbij is G[A] de door A gëınduceerde deelgraaf in G.

Voorbeeld 3.29. Omdat dit geen voor de hand liggende definities en notaties zijn,
zullen we een voorbeeld geven van een element uit J (G) voor een graaf G. In Figuur
13 zijn A = {1, 2} en B = {5, 6} aangegeven. Het is duidelijk dat we van G[A ∪B] een
bipartiete graaf kunnen maken. Het wordt ook meteen duidelijk dat G[A∪B] bipartiet
is, dan en slechts dan als G[A] en G[B] dat zijn.

Lemma 3.30 (Zhao). Voor elke graaf G = (V,E) bestaat er een bijectie tussen I(G)×
I(G) en J (G).

Bewijs. Voor elke W ⊆ V zodat G[W ] bipartiet is, neem een bipartitie (een partitie
die bipartiet is) W = W1 ∪W2 zodat W1 en W2 onafhankelijke verzamelingen zijn in
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1 2 3

4 5

6

Figuur 13: In rood: A, in blauw: B

G (Neem hiervoor de ‘bovenste’ en ‘onderste’ delen van G[W ] (in Figuur 13 zou dat
W1 = {1, 6} en W2 = {2, 5} kunnen zijn).

Zij H(G) de verzameling paren (A,B) met A,B ⊆ V zodat G[A ∪ B] bipartiet is.
Merk op dat J (G) ⊆ H(G) en I(G) × I(G) ⊆ H(G). Die tweede is wat moeilijker
in te zien. Als (A,B) ∈ I(G) × I(G), dan geldt G[A ∪ B] = G[A ∪ (B \ A)]. We
hebben dan twee onafhankelijke verzamelingen die in G onafhankelijk van elkaar zijn,
dus hiermee kun je dan je ‘bovenste’ en ‘onderste’ deel maken van je bipartiete graaf
(Als A = {1, 3, 4} en B = {1, 5} zoals in Figuur 13, dan is je ‘bovenste’ deel dus {1, 3, 4},
en je ‘onderste’ deel {5}).

We construeren nu een involutie (een afbeelding die haar eigen inverse is) op H(G)
als volgt. Voor een willekeurig paar (A,B) ∈ H(G), neem W1 ∪W2 als bipartitie van
W = A ∪B. Laat de involutie (A,B) dan sturen naar

((A ∩W1) ∪ (B ∩W2), (A ∩W2) ∪ (B ∩W1)).

Het is misschien niet meteen duidelijk, maar dit is een grootte-behoudende involutie van
H(G) die I(G) × I(G) naar J (G) stuurt, en vice-versa. We zullen het verduidelijken
met een voorbeeld van Figuur 13. Zij (A,B) = ({1, 2}, {5, 6}). Merk op dat dit geen
onafhankelijke verzamelingen zijn, en we dus ‘vertrekken’ vanuit J (G). We nemen voor
W1 = {1, 5} en W2 = {2, 6}. Dan wordt (A,B) gestuurd naar ({1, 6}, {2, 5}). Merk op
dat dit weer onafhankelijke verzamelingen zijn, en we dus in I(G) × I(G) terecht zijn
gekomen. Als we dit opnieuw doen, komen we weer bij (A,B) uit.

Nu we dit lemma hebben bewezen, kunnen we doorgaan naar het bewijs van Stelling
3.25. Maar voordat het zover is, komt er nog één definitie.

Definitie 3.31. Zij G = (V,E) een graaf met V = (v1, v2, . . . , vn). Dan is G ×K2 =
(U ∪ W, Ẽ) de bipartiete dubbele overdekking (bipartite double cover) waarbij U =
(u1, u2, . . . , un), W = (w1, w2, . . . , wn), en Ẽ = {{ui, wj} | 1 ≤ i, j ≤ n, {vi, vj} ∈ E}
(zie ook [18]).

Bewijs Stelling 3.25. Zij G = (V,E) een graaf. Laat G × K2 de bipartiete dubbele
overdekking vanG zijn. Dan corresponderen de onafhankelijke verzamelingen vanG×K2

met paren (A,B) van deelverzamelingen uit V zodat A onafhankelijk van B is. In
deze definitie is een punt onafhankelijk van zichzelf (we werken met simpele grafen),
dus in Figuur 14 is ({v1}, {v1}) ook zo’n paar (maar ({v1}, {v1, v2}) niet!). Als we
dan zo’n paar (A,B) hebben, dan wordt A gestuurd naar zichzelf in de ene helft van
de bipartiete dubbele overdekking, en B naar de andere. In Figuur 14 wordt (v1, v3)
gestuurd naar {u1, w3}. Omdat A onafhankelijk van B, krijgen we in G × K2 altijd
weer een onafhankelijke verzameling. Andersom: als we een onafhankelijke verzameling
hebben in G × K2, dan sturen we de elementen in de linkerhelft naar A, en die in de
rechterhelft naar B. Deze twee zijn dan onafhankelijk van elkaar, omdat de elementen
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Figuur 14: De grafen C4 en C4 ×K2

uit G ×K2 onafhankelijk zijn. Merk op dat i(C4 ×K2) = i(C4)2 = 49, in appendix A
ziet u alle paren (A,B) zodat A onafhankelijk van B is van de graaf C4.

Dus geldt voor λ ≥ 0,

P (λ,G×K2) =
∑

I∈I(G×K2)

λ|I| =
∑

A,B⊆V (G)
A onafh. van B

λ|A|+|B| ≥
∑

(A,B)∈J (G)

λ|A|+|B| =
∑

A,B∈I(G)

λ|A|+|B| = P (λ,G)2. (3)

Hier gebruiken we in de voorlaatste stap Lemma 3.30. Merk op dat G ×K2 d-regulier
is, omdat G dat ook is. Ook is G × K2 bipartiet, en we weten door Kahn [9] dat de
stelling hiervoor dus al waar is:

P (λ,G×K2) ≤ P (λ,Kd,d)
n
d . (4)

Als we (3) en (4) combineren, krijgen we

P (λ,G) ≤ P (λ,Kd,d)
n
2d

waarmee het bewijs rond is.

Cutler en Radcliffe [7] hebben een ondergrens voor het aantal onafhankelijke verzame-
lingen van een d-reguliere graaf gevonden. Voordat we naar die stelling kunnen, moeten
we eerst nog een lemma bewijzen.

Lemma 3.32 (Cutler-Radcliffe). Zij G = (V,E) een d-reguliere graaf op n = a(d + 1)
punten, dan geldt voor alle 1 ≤ t ≤ n en I ∈ It−1(G)

#{J ∈ It(G) : J ⊇ I} ≥ (a− t+ 1)(d+ 1).

Bewijs. Het aantal links is het aantal t-klieken om I en is gelijk aan het aantal punten
dat niet is verbonden met een van de punten in I. Dit zijn dus alle punten van G, zonder
de punten die wél verbonden zijn met een punt in I. Dit geeft

|V \
⋃
v∈I

Gv| ≥ n− (t− 1)(d+ 1) = (a− t+ 1)(d+ 1).

Hier is Gv de deelgraaf gëınduceerd door v en haar buren. De formule volgt, omdat
I precies t − 1 punten heeft, die daarnaast allemaal d buren hebben (dit hoeven niet
noodzakelijk allemaal verschillende punten te zijn, waardoor er een ongelijkheid staat).
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Stelling 3.33 (Cutler-Radcliffe). Zij G = (V,E) een d-reguliere graaf op n = a(d+ 1)
punten, dan geldt

i(G) ≥ i(aKd+1) = (d+ 2)a.

Hierbij is aKd+1 de graaf die bestaat uit a disjuncte kopieën van Kd+1. Tevens geldt
voor alle 0 ≤ t ≤ n

it(G) ≥ it(aKd+1) = (d+ 1)t
(
a

t

)
.

Opmerking. Als we de stelling bewijzen voor alle onafhankelijke verzamelingen van
grootte t, dan is de stelling bewezen, er geldt dan dat

i(G) =

n∑
t=0

it(G) ≥
n∑
t=0

(d+ 1)t
(
a

t

)
= (d+ 2)a

waarbij de ongelijkheid dus nog bewezen moet worden. Dat deze stelling voor elke
grootte van onafhankelijke verzamelingen geldt, maakt het een erg sterke stelling. Im-
mers, als een stelling iets zegt over het totaal aantal onafhankelijke verzamelingen, dan
zegt dat niet noodzakelijk iets over het aantal onafhankelijke verzamelingen van elke
grootte t, zoals hieronder zal blijken.

Voorbeeld 3.34. Bekijk Gevolg 3.26, deze geldt niet voor alle groottes van onafhan-
kelijke verzamelingen. Als we G = C8 (de cykelgraaf op acht punten) nemen, dan geldt

i2(C8) =

(
8

2

)
− |E(C8)| = 20 � 16 =

[(
4

2

)
− |E(K2,2)|

]2

= i2(K2,2)2

en zo zijn er nog vele voorbeelden te bedenken.

Bewijs van Stelling 3.33. We beginnen met het bepalen van het aantal onafhankelijke
verzamelingen van aKd+1. Het is niet moeilijk in te zien dat it(aKd+1) = (d + 1)t

(
a
t

)
.

Immers, we kiezen eerst de t (van in totaal a) kopieën van Kd+1 waar we een punt uit
nemen, en dan uit elke kopie specifiek welk punt we nemen.

We bewijzen de stelling met inductie op t. Voor t = 0, 1 is de stelling triviaal,
en omdat |E(G)| = |E(aKd+1)|, en dus ook het aantal ‘niet-lijnen’ hetzelfde is, is het
aantal onafhankelijke verzamelingen ook gelijk, en dus klopt de stelling ook voor t =
2. Stel nu dat t > 2. Elke onafhankelijke verzameling van t punten bestaat uit een
onafhankelijke verzameling van t−1 punten, met nog één punt erbij. We sommeren over
alle onafhankelijke verzamelingen op t−1 punten, maar omdat we nu elke onafhankelijke
verzameling t keer tellen, moeten we daar nog door delen:

it(G) =
1

t

∑
I∈It−1(G)

#{J ∈ It(G) : J ⊇ I}

≥ 1

t
it−1(G)(a− t+ 1)(d+ 1)

≥ (a− t+ 1)(d+ 1)

t
it−1(aKd+1)

=
(a− t+ 1)(d+ 1)

t
(d+ 1)t−1

(
a

t− 1

)
= (d+ 1)t

(
a

t

)
.

Hier gebruiken we Lemma 3.32 bij de eerste ongelijkheid, en de inductiehypothese bij
de tweede.
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Gevolg 3.35 (Cutler-Radcliffe). Zij G een d-reguliere graaf op n punten, dan geldt

i(G) ≥ i(Kd+1)
n
d+1 = (d+ 2)

n
d+1 .

Bewijs.
i(G)d+1 = i((d+ 1)G) ≥ i(nKd+1) = i(Kd+1)n = (d+ 2)n.

Hier gebruiken we Vergelijking (1) in de eerste en voorlaatste stap, en Stelling 3.33 bij
de ongelijkheid. Merk op dat n hier niet noodzakelijk een veelvoud van d + 1 hoeft te
zijn. We kunnen de stelling toch toepassen, omdat (d + 1)G een graaf is op n(d + 1)
punten.

We hebben nu voor elke d-reguliere graaf G op n punten een boven- en ondergrens voor
het aantal onafhankelijke verzamelingen:

(d+ 2)
n
d+1 = i(Kd+1)

n
d+1 ≤ i(G) ≤ i(Kd,d)

n
2d = (2d+1 − 1)

n
2d .

Hiermee kunnen we natuurlijk ook een boven- en ondergrens maken voor het aantal
klieken voor zulke grafen als we gebruik maken van de Stelling 3.1. Voor een d-reguliere
graaf G op n punten geldt:

(n+ 1− d)
n
n−d = i(Kn−d)

n
n−d ≤ k(G) ≤ i(2Kn−1−d)

n
2(n−1−d) = (2n−d − 1)

n
2(n−1−d) .

Cutler en Radcliffe [7] geven wel aan dat dit geen strakke grenzen zijn wanneer d vast
is en n zeer groot is.

3.5 Minimum- en maximumgraad

Na d-regulariteit is een logische volgende stap om die beperking iets los te laten, en te
kijken naar grafen met een minimum- of maximumgraad. Ook hier zullen volledige en
volledig bipartiete grafen een belangrijke rol spelen.

Een minimumgraad is vooral interessant voor het aantal onafhankelijke verzamelin-
gen van een graaf, en een maximumgraad voor het aantal klieken. Immers, een maxi-
mumgraad beperkt het aantal lijnen dat je kunt hebben, en dus ook het aantal klieken,
en door een minimumgraad moet er een minimaal aantal lijnen zijn, waardoor het aantal
onafhankelijke verzamelingen beperkt wordt. Merk op dat wanneer we het complement
van een graaf nemen, dat een minimumgraad een maximumgraad wordt, en vice versa.
Tegelijkertijd worden onafhankelijke verzamelingen klieken, en vice versa.

Er zijn de afgelopen jaren veel artikelen geschreven over dit specifieke onderwerp, te
veel om hier allemaal te behandelen. Veel van die artikelen geven een sterkere versie
van een bepaalde stelling dan een vorig artikel, of gaan in op vermoedens van andere
artikelen, zoals hieronder zal blijken. Daarnaast zijn er artikelen met bewijzen die te
lang of te technisch zijn om hier te bewijzen. We zullen daar in de discussie kort op
ingaan. Hier gaan we verder met een stelling van Gan, Loh, en Sudakov [14].

Stelling 3.36 (Gan-Loh-Sudakov). Zij δ ≤ n
2 . Voor elke t ≥ 3, en elke graaf G op n

punten met minimumgraad tenminste δ geldt

it(G) ≤ it(Kδ,n−δ) =

(
δ

t

)
+

(
n− δ
t

)
en als t ≤ δ dan is Kδ,n−δ de unieke graaf met zoveel onafhankelijke verzamelingen.
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Zoals eerder gezegd is deze stelling niet in één keer bewezen, maar hebben meerdere
wiskundigen hier een steentje aan bijgedragen. Alexander, Cutler en Mink [5] hebben
in 2012 de stelling bewezen voor bipartiete grafen met 2δ ≤ n en t ≥ 3. In 2014 hebben
Engbers en Galvin [8] de stelling bewezen voor algemene grafen met δ ≤ 3 en t ≥ 3,
en daarnaast ook voor δ > 3 en t ≥ 2δ + 1. Merk op dat we ook hier weer naar alle
groottes van onafhankelijke verzamelingen kijken, zij het vanaf t ≥ 3. Ook hier zijn weer
voldoende voorbeelden te bedenken waarbij de stelling niet geldt voor t = 0, 1, 2, net als
bij Voorbeeld 3.34 geldt

i2(C8) = 20 � 16 = i2(K2,6).

Het bewijs van Stelling 3.36 bestaat uit verschillende stappen. In het artikel wordt de
stelling eerst veranderd naar een stelling over het aantal klieken in de complementgraaf.
Daarna wordt het geval t = 3 behandelt, en ten slotte wordt daarmee bewezen dat het
dan ook waar is voor alle t > 3. Een hele klus dus, die we ook niet volledig zullen
bewijzen. Laten we bij het begin beginnen:

Propositie 3.37 (Gan-Loh-Sudakov). Zij 1 ≤ b ≤ ∆+1. Voor alle t ≥ 3, en elke graaf
G op ∆ + 1 + b punten met maximumgraad ∆ geldt

kt(G) ≤ kt(K∆+1 ∪Kb) =

(
∆ + 1

t

)
+

(
b

t

)
.

Als t ≤ b, dan is K∆+1 ∪Kb de unieke extremale graaf, en als b < t ≤ ∆ + 1, dan is
K∆+1 ∪H dat, waarbij H een willekeurige graaf op b punten is.

De eerste stap is inzien dat Stelling 3.36 en Propositie 3.37 equivalent zijn. Wanneer
we het complement nemen van Kδ,n−δ krijgen we twee volledige grafen en wordt de
minimumgraad een maximumgraad. Merk op dat hierbij n = ∆ + 1 + b en δ = b. We
bewijzen de propositie nu eerst voor t = 3.

Lemma 3.38 (Gan-Loh-Sudakov). Propositie 3.37 is waar voor t = 3.

Bewijs. We bewijzen dit met inductie op b. Als b = 0 dan is het triviaal; immers, het
aantal klieken wordt gemaximaliseerd in de volledige graaf. Stel nu dat het waar is voor
b− 1. We zullen twee gevallen behandelen: geval één is dat er (tenminste) één punt v is
met k3(v) ≤

(
b−1

2

)
. Geval twee is dat voor alle punten v geldt k3(v) >

(
b−1

2

)
.

We beginnen met het eerste geval, waar we het aantal 3-klieken van G splitsen in
3-klieken die ons punt v niet of wel bevatten, en krijgen

k3(G) = k3(G− v) + k3(v) ≤
(

∆ + 1

3

)
+

(
b− 1

3

)
+

(
b− 1

2

)
=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
zoals gewenst. Hier passen we de inductiehypothese toe op G − v, waardoor we een
afschatting kunnen maken. Ook geldt wegens de inductiehypothese dat G−v = K∆+1∪
H ′ waarbij H ′ een graaf op b − 1 punten is. Omdat punten in G (en dus ook K∆+1)
hooguit ∆ buren hebben, kan v alleen maar buren hebben in H, en dus G = K∆+1 ∪H.
Als k3(v) =

(
b−1

2

)
, dan geldt dat v verbonden is met elk paar punten in H, ofwel dat

H = Kb.
Stel nu dat voor alle punten v geldt k3(v) >

(
b−1

2

)
. Er geldt nu dat b ≤ d(v) ≤ ∆. We

zullen laten zien dat het aantal 3-klieken niet maximaal kan zijn. We bekijken drietupels
(u, v, w) van punten in G waarbij u en v wel verbonden zijn, en v en w niet. Hier zijn er∑
v∈V d(v)(n− 1− d(v)) van (elk punt v is met d(v) punten verbonden, dan zoeken we

nog een punt waarmee v niet verbonden is, en dat zijn er n−1−d(v)). Elke verzameling
van drie punten voegt ofwel 0 toe aan deze som (het is een 3-kliek of ze zijn allemaal
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niet verbonden), ofwel 2 (er zijn één of twee lijnen tussen de drie punten), zoals te zien
in Figuur 15.
Hiermee krijgen we∑

v∈V
d(v)(n− 1− d(v)) = 2

[(
n

3

)
− (k3(G) + k3(G))

]
.

Als we dit herschrijven, en gebruiken dat k3(G) ≥ 0, dan krijgen we

k3(G) ≤
(
n

3

)
− 1

2

∑
v∈V

d(v)(n− 1− d(v)).

Omdat b ≤ d(v) ≤ ∆, en b+ ∆ = n− 1 per definitie, geldt dat d(v)(n− 1− d(v)) ≥ b∆
(immers, als je b + ∆ invult voor n − 1, kan je het omschrijven naar d(v)(b − d(v)) ≥
∆(b − d(v)), en dit geldt omdat d(v) ≤ ∆ en b − d(v) ≤ 0). Als we dit weer invullen
krijgen we

k3(G) ≤
(
n

3

)
− nb∆

2
=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
− b(∆ + 1− b)

2
<

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
.

Die laatste ongelijkheid volgt omdat b ≤ ∆, maar de gelijkheid in het midden zal
misschien een beetje uit de lucht komen vallen, maar is in te zien met een combinatorisch
bewijs. Als we 3 elementen uit n = ∆ + 1 + b willen kiezen, dan kunnen we ook ofwel 3
elementen uit ∆ + 1 kiezen, ofwel 3 elementen uit b kiezen, of een mix. We krijgen dan
het volgende:(

n

3

)
=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
+

(
∆ + 1

1

)(
b

2

)
+

(
∆ + 1

2

)(
b

1

)
=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
+

(∆ + 1)(b)(b− 1) + (∆ + 1)(∆)(b)

2

=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
+

(b∆2 + b2∆ + b)− (∆b+ b− b2)

2

=

(
∆ + 1

3

)
+

(
b

3

)
+
nb∆

2
− b(∆ + 1− b)

2
.

Hiermee is dat het aantal 3-klieken niet optimaal, waarmee het tweede geval ook bewezen
is.

Lemma 3.39 (Gan-Loh-Sudakov). Als Propositie 3.37 waar is voor t = 3, dan is het
ook waar voor t > 3.

Merk op dat wanneer we dit lemma bewijzen, we dan Propositie 3.37 bewezen hebben,
waarmee we ook weer Stelling 3.36 bewezen hebben. Echter, het bewijs van dit lemma
is enorm technisch, en zal hier daarom ook niet behandeld worden. In het bewijs wordt
weer gebruik gemaakt van inductie op b, en worden verschillende gevalsonderscheidingen
gemaakt. Daarnaast komen bijna analytische bewijsmethoden van pas, waardoor het te
ver gaat om dit hier goed uit te werken.
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4 Discussie

Hoewel we een groot aantal lemma’s en stellingen hebben behandeld, is er natuurlijk een
stuk meer dat we niet hebben behandeld, maar zeker niet minder interessant. Zo zijn er
nog een aantal open problemen, en zijn er artikelen die verder borduren op de artikelen
die we hier hebben behandeld, of worden stellingen verbeterd, door bijvoorbeeld nog
scherpere grenzen te stellen aan het aantal klieken of onafhankelijke verzamelingen, of
door nog algemenere gevallen te behandelen.

Een van de open problemen die er zijn, is het bewijs voor Stelling 3.25 voor bipartiete
gevallen. Zoals eerder gezegd heeft Kahn [9] deze al bewezen met behulp van entropie,
maar een ‘gewoon’ bewijs is er nog altijd niet. Gan, Loh, en Sudakov [14] vroegen zich
ook af of Propositie 3.37 waar is voor grafen op a(∆+1)+b punten met maximumgraad
∆. Het bewijs van Lemma 3.39 kan veralgemeniseerd worden voor grafen op a(∆+1)+b
punten, en dus is weer de vraag of het aantal 3-klieken gemaximaliseerd wordt door deze
graaf. Dit is bewezen door Chase [2], waarmee dus ook dit algemene geval bewezen is.
Eerder is deze stelling ook bewezen door Cutler en Radcliffe [7] in 2013. Echter, het ging
hierbij alleen over het totaal aantal klieken, en niet klieken van een gegeven grootte.

Het is natuurlijk ook mogelijk om twee restricties te combineren. Zo hebben Alexan-
der, Cutler en Mink een bovengrens gegeven voor het aantal onafhankelijke verzame-
lingen in grafen op n punten met minimumgraad δ en maximumgraad ∆: i(G) ≤
i(Kδ,∆)n/2δ. Daarnaast is er de laatste jaren veel geschreven over grafen met een vast
aantal lijnen en een maximumgraad. Zeer recent is een vermoeden hierover bewezen
door Chakraborti en Chen [3]. Zij bewezen dat voor alle 3 ≤ t ≤ ∆ + 1 een graaf G met
m lijnen en maximumgraad ∆ geldt dat kt(G) ≤ kt(qK∆+1 ∪Cb), voor m = q

(
∆+1

2

)
+ b

en 0 ≤ b <
(

∆+1
2

)
. Hierbij is Cb de colex-graaf met b lijnen. Zij vroegen zich ook af

wat het maximum aantal Kt’s is in een graaf met m kopieën van Ks (0 < s < t) met
maximumgraad ∆. Er is dus nog genoeg te schrijven over klieken en onafhankelijke
verzamelingen, en we hebben er zeker nog niet het laatste over gelezen.
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Appendices

A Uitwerking correspondentie

v1 v2

v3v4

u1

u2

u3

u4

w1
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w3

w4

Figuur 16: De grafen C4 en C4 ×K2

C4 C4 ×K2

(Ø,Ø) Ø
({v1},Ø) {u1}
({v2},Ø) {u2}
({v3},Ø) {u3}
({v4},Ø) {u4}
(Ø,{v1}) {w1}
(Ø,{v2}) {w2}
(Ø,{v3}) {w3}
(Ø,{v4}) {w4}

({v1, v2},Ø) {u1, u2}
({v1, v3},Ø) {u1, u3}
({v1, v4},Ø) {u1, u4}
({v2, v3},Ø) {u2, u3}
({v2, v4},Ø) {u2, u4}
({v3, v4},Ø) {u3, u4}
(Ø,{v1, v2}) {w1, w2}
(Ø,{v1, v3}) {w1, w3}
(Ø,{v1, v4}) {w1, w4}
(Ø,{v2, v3}) {w2, w3}
(Ø,{v2, v4}) {w2, w4}
(Ø,{v3, v4}) {w3, w4}
({v1},{v1}) {u1, w1}
({v1},{v3}) {u1, w3}
({v2},{v2}) {u2, w2}
({v2},{v4}) {u2, w4}

C4 C4 ×K2

({v3},{v1}) {u3, w1}
({v3},{v3}) {u3, w3}
({v4},{v2}) {u4, w2}
({v4},{v4}) {u4, w4}

({v1, v2, v3},Ø) {u1, u2, u3}
({v1, v2, v4},Ø) {u1, u2, u4}
({v1, v3, v4},Ø) {u1, u3, u4}
({v2, v3, v4},Ø) {u2, u3, u4}
(Ø,{v1, v2, v3}) {w1, w2, w3}
(Ø,{v1, v2, v4}) {w1, w2, w4}
(Ø,{v1, v3, v4}) {w1, w3, w4}
(Ø,{v2, v3, v4}) {w2, w3, w4}
({v1, v3},{v1}) {u1, u3, w1}
({v1, v3},{v3}) {u1, u3, w3}
({v2, v4},{v2}) {u2, u4, w2}
({v2, v4},{v4}) {u2, u4, w4}
({v1},{v1, v3}) {u1, w1, w3}
({v3},{v1, v3}) {u3, w1, w3}
({v2},{v2, v4}) {u2, w2, w4}
({v4},{v2, v4}) {u4, w2, w4}

({v1, v2, v3, v4},Ø) {u1, u2, u3, u4}
(Ø,{v1, v2, v3, v4}) {w1, w2, w3, w4}
({v1, v3},{v1, v3}) {u1, u3, w1, w3}
({v2, v4},{v2, v4}) {u2, u4, w2, w4}

Tabel 1: Correspondentie tussen paren (A,B) van C4 zodat A onafhankelijk is van B
en de onafhankelijke verzamelingen van C4 ×K2
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