
5HQHZDEOH HQHUJ\ DQG
FRRSHUDWLRQ PHFKDQLVPV

^ŝŐŝ �ŵďƌŽƐŝƵƐ
ZĂĚďŽƵĚ hŶŝǀĞƌƐŝƚǇ EŝũŵĞŐĞŶ
�ĂĐŚĞůŽƌ DĂƚŚĞŵĂƟĐƐ

ϰƚŚ ^ĞƉƚĞŵďĞƌ ϮϬϭϰ



$FNQRZOHGJHPHQW

/ ǁŽƵůĚ ůŝŬĞ ƚŽ ƚŚĂŶŬ ŵǇ ƐƵƉĞƌǀŝƐŽƌ ĨƌŽŵ ��E &͘ �ĂůůĂ >ŽŶŐĂ͕ ǁŚŽ ŚĂƐ ďĞĞŶ Ă ƐŽƵƌĐĞ ŽĨ
ŚĞůƉ ĂŶĚ ĞŶĐŽƵƌĂŐĞŵĞŶƚ͘ / Ăŵ ŐƌĂƚĞĨƵů ĨŽƌ ŚŝƐ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ƚŽ Ăůů ŽĨ ŵǇ ƋƵĞƐƟŽŶƐ͘ ,ŝƐ
ŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ŵŽĚĞů ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŚĂƐ ŐŝǀĞŶ ŵĞ Ă ŶĞǁ ĞǆƉĞƌŝĞŶĐĞ ŽĨ ĂŶ
ĂƉƉůŝĐĂƟŽŶ ŽĨŵĂƚŚĞŵĂƟĐƐ͘ / ƚŚĂŶŬ ��E ĨŽƌ ƚŚĞ ŽƉƉŽƌƚƵŶŝƚǇ ŽĨ ƚŚŝƐ ĞĚƵĐĂƟŽŶĂů ŝŶƚĞƌŶƐŚŝƉ͘

$EVWUDFW

dŚŝƐ ƌĞƉŽƌƚ ĐŽŵƉŝůĞƐ ƚŚĞŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ďĂƐŝĐƐ ďĞŚŝŶĚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĨŽƌŵĞŵͲ
ďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ŽĨ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ ŝŶ ƚĞƌŵƐ ĂŶĚ ƉƌĂĐƟĐĞ͘ /Ŷ ƚŚĞ ĮƌƐƚ ĐŚĂƉƚĞƌ ƚŚĞ ƚŚƌĞĞ ĐŽͲ
ŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ĂŶĚ ĞǀĂůƵĂƚĞĚ͘ dŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ĐŚĂƉƚĞƌ ŐŽĞƐ ŝŶƚŽ ƚŚĞ
ŵĂƚŚĞŵĂƟĐĂů ƐŝĚĞ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͘ /ƚ ƐƚĂƌƚƐ ǁŝƚŚ Ă ƐŝŵƉůĞ ĐŽƐƚ ƐƵƉƉůǇ
ĐƵƌǀĞ ĂŶĚ ŝƚƐ ƐƵƌĨĂĐĞ ĨŽƌ ŽŶĞ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ ĂŶĚ ĞǀĞŶƚƵĂůůǇ ŝƚ ŝƐ ďƵŝůƚ ƵƉ ƚŽ ĂŶ ĂƌďŝƚƌĂƌǇ
ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ͘ �ŚĂƉƚĞƌ ƚŚƌĞĞ ŐŝǀĞƐ ĂŶ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ĂŶĚ ĂŶ ĂƉƉůŝĐĂƟŽŶ ŽĨ ^��н
ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͘

�ůƚŚŽƵŐŚ ƚŚĞ ŝŶĨŽƌŵĂƟŽŶ ĐŽŶƚĂŝŶĞĚ ŝŶ ƚŚŝƐ ƌĞƉŽƌƚ ŝƐ ĚĞƌŝǀĞĚ ĨƌŽŵ ƌĞůŝĂďůĞ ƐŽƵƌĐĞƐ ĂŶĚ ƌĞĂƐŽŶĂďůĞ ĐĂƌĞ
ŚĂƐ ďĞĞŶ ƚĂŬĞŶ ŝŶ ƚŚĞ ĐŽŵƉŝůŝŶŐ ŽĨ ƚŚŝƐ ƌĞƉŽƌƚ͕ ��E ĐĂŶŶŽƚ ďĞ ŚĞůĚ ƌĞƐƉŽŶƐŝďůĞ ďǇ ƚŚĞ ƵƐĞƌ ĨŽƌ ĂŶǇ ĞƌƌŽƌƐ͕
ŝŶĂĐĐƵƌĂĐŝĞƐ ĂŶĚͬŽƌ ŽŵŝƐƐŝŽŶƐ ĐŽŶƚĂŝŶĞĚ ƚŚĞƌĞŝŶ͕ ƌĞŐĂƌĚůĞƐƐ ŽĨ ƚŚĞ ĐĂƵƐĞ͕ ŶŽƌ ĐĂŶ ��E ďĞ ŚĞůĚ ƌĞƐƉŽŶƐŝďůĞ
ĨŽƌ ĂŶǇ ĚĂŵĂŐĞƐ ƚŚĂƚ ŵĂǇ ƌĞƐƵůƚ ƚŚĞƌĞĨƌŽŵ͘ �ŶǇ ƵƐĞ ƚŚĂƚ ŝƐ ŵĂĚĞ ŽĨ ƚŚĞ ŝŶĨŽƌŵĂƟŽŶ ĐŽŶƚĂŝŶĞĚ ŝŶ ƚŚŝƐ
ƌĞƉŽƌƚ ĂŶĚ ĚĞĐŝƐŝŽŶƐ ŵĂĚĞ ďǇ ƚŚĞ ƵƐĞƌ ŽŶ ƚŚĞ ďĂƐŝƐ ŽĨ ƚŚŝƐ ŝŶĨŽƌŵĂƟŽŶ ĂƌĞ ĨŽƌ ƚŚĞ ĂĐĐŽƵŶƚ ĂŶĚ ƌŝƐŬ ŽĨ
ƚŚĞ ƵƐĞƌ͘ /Ŷ ŶŽ ĞǀĞŶƚ ƐŚĂůů ��E͕ ŝƚƐ ŵĂŶĂŐĞƌƐ͕ ĚŝƌĞĐƚŽƌƐ ĂŶĚͬŽƌ ĞŵƉůŽǇĞĞƐ ŚĂǀĞ ĂŶǇ ůŝĂďŝůŝƚǇ ĨŽƌ ŝŶĚŝƌĞĐƚ͕
ŶŽŶͲŵĂƚĞƌŝĂů Žƌ ĐŽŶƐĞƋƵĞŶƟĂů ĚĂŵĂŐĞƐ͕ ŝŶĐůƵĚŝŶŐ ůŽƐƐ ŽĨ ƉƌŽĮƚ Žƌ ƌĞǀĞŶƵĞ ĂŶĚ ůŽƐƐ ŽĨ ĐŽŶƚƌĂĐƚƐ Žƌ ŽƌĚĞƌƐ͘



&RQWHQWV

ϭ /ŶƚƌŽĚƵĐƟŽŶ ϱ

Ϯ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ϳ
Ϯ͘ϭ �ƌŝƚĞƌŝĂ ĂŶĚ ĞǀĂůƵĂƟŽŶ ϴ

ϯ dŚĞ ŵŽĚĞů ϭϭ
ϯ͘ϭ ^ƚĂƟĐ ŵŽĚĞů ϭϭ
ϯ͘Ϯ :ŽŝŶƚ ^ƵƉƉŽƌƚ ^ĐŚĞŵĞ ϭϯ
ϯ͘ϯ :ŽŝŶƚ ƉƌŽũĞĐƚƐ ĂŶĚ ^ƚĂƟƐƟĐĂů ƚƌĂŶƐĨĞƌ ϭϳ
ϯ͘ϰ 'ĞŶĞƌĂůŝǌĂƟŽŶ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ D^Ɛ ŝŶ :^^ ϭϳ

ϰ ZĞĂůŝƚǇ ŽĨ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ϭϵ
ϰ͘ϭ fi ŝƐ Ă ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ͕ ĚŝīĞƌĞŶƟĂďůĞ ĂŶĚ ŝŶǀĞƌƟďůĞ ĨƵŶĐƟŽŶ ϭϵ
ϰ͘Ϯ pi ∈ R ĂŶĚ ŝƐ ĐŽŶƐƚĂŶƚ ϭϵ
ϰ͘ϯ Si ƉƌŽǀŝĚĞƐ Ă ŐŽŽĚ ĞƐƟŵĂƚĞ ŽĨ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ǇĞĂƌůǇ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ǁŝƚŚ

ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ ϮϬ

ϱ ^��н Ϯϯ
ϱ͘ϭ ^��н ĂďƌŽĂĚ Ϯϰ
ϱ͘Ϯ KƉĞŶŝŶŐ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ^��н ƌĞŐƵůĂƟŽŶ Ϯϱ

�ŝďůŝŽŐƌĂƉŚǇ Ϯϳ

ϯ



ϰ



�
,QWURGXFWLRQ

,ƵŵĂŶ ůŝĨĞ ŽŶ ĞĂƌƚŚ ŶĞĞĚƐ ĞŶĞƌŐǇ ĨŽƌ ŵĂŶǇ ŽďũĞĐƚƐ ƚŚĂƚ ŶĞĞĚ ĂŶ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽƵƌĐĞ ƚŽ ǁŽƌŬ͕
ůŝŬĞ ĐĂƌƐ ĂŶĚ ĐŽŽŬĞƌƐ͘ ^ŝŶĐĞ ĚĞĐĂĚĞƐ ƚŚĞ Žŝů ĂŶĚ ŐĂƐ ǁĞ ŚĂǀĞ ďĞĞŶ ƵƐŝŶŐ͕ ŚĂƐ ďĞĞŶ ĞǆͲ
ƚƌĂĐƚĞĚ ĨƌŽŵ ĚĞĞƉ ďĞůŽǁ ƚŚĞ ŐƌŽƵŶĚ͘ �ŶĚ ĨŽƌ ŵĂŶǇ ǇĞĂƌƐ ŶŽǁ ƚŚĞ ĂůĂƌŵ ďĞůů ŚĂƐ ďĞĞŶ
ŐŽŝŶŐ ŽŶ ĨŽƌ ƚŚĞ ĞŶĚŝŶŐ ƐƚŽĐŬ ŽĨ ĨŽƐƐŝů ĨƵĞůƐ͘ � ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽƵƌĐĞ ŝƐ Ă ƐŽƵƌĐĞ ǁŝƚŚ
ƵŶůŝŵŝƚĞĚ ƐƚŽĐŬ͕ ŝƚ ŝƐ ŶĂƚƵƌĂůůǇ ƌĞƉůĞŶŝƐŚĞĚ͘ �ǆĂŵƉůĞƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽƵƌĐĞƐ ĂƌĞ ƐŽͲ
ůĂƌ ĞŶĞƌŐǇ͕ ŚǇĚƌŽƉŽǁĞƌ͕ ƟĚĂů ĂŶĚ ǁĂǀĞ ƉŽǁĞƌ ĂŶĚ ŐĞŽƚĞƌŵŝŶĂů ĞŶĞƌŐǇ͘
/Ŷ ϮϬϬϵ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ �ŽŵŵŝƐŝŽŶ ƐĞƚ ƚŚĞ �ŝƌĞĐƟǀĞ ϮϬϬϵͬϮϴͬ��͕ ŝŶ ǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ďŝŶĚŝŶŐ ƚĂƌͲ
ŐĞƚ ŽĨ ϮϬй ŝŶ ϮϬϮϬ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŽĨ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĞŶĞƌŐǇ ĐŽŶƐƵŵƉƟŽŶ ŝŶ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ
hŶŝŽŶ ŝƐ ƐĞƚ͘ dŚŝƐ ƚŽ ďĞ ƉƌĞƉĂƌĞĚ ĨŽƌ ƚŚĞ ĞŶĚŝŶŐ ƐƚŽĐŬ ŽĨ ĨŽƐƐŝů ĨƵĞůƐ ŝŶ ƚŚĞ ĨƵƚƵƌĞ ĂŶĚ
ďĞŝŶŐ ƐĞůĨͲƐƵƉƉŽƌƚĞĚ ŝŶ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ͘ �ůƐŽ ŝŶ ƚŚŝƐ �ŝƌĞĐƟǀĞ ĂŶ ŝŶƚƌŽĚƵĐƟŽŶ ŽĨ ĐŽͲ
ŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ďĞƚǁĞĞŶ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ŝƐ ŐŝǀĞŶ͘ dŚĞƐĞ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ ĚĞƐŝŐŶĞĚ
ƚŽ ŵĂŬĞ ŽƉƟŵĂů ƵƐĞ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽƵƌĐĞƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ŽƉĞŶ �ƵƌŽƉĞĂŶ ŵĂƌŬĞƚ͘ dŚĞ
ŵŽĚĞů /ŵƉĂĐƚ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŽŶ ƚŚĞ ĚŝƌĞĐƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞƐ ĚĞͲ
ƉůŽǇŵĞŶƚ ΀Ϯ΁ ƉŝĐŬƐ ƚŚĞƐĞ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ƵƉ ƚŽ ŝŶƚƌŽĚƵĐĞ ƚŚĞ ŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ƐŝĚĞ ŽĨ ƚŚĞ
ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͘ �ŶĚ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ŝƐ ŝŶƚĞƌĞƐƚĞĚ ŝŶ ŝŶĐŽƌƉŽƌĂƟŶŐ ƚŚĞƐĞ
ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŝŶƚŽ ŝƚƐ ^��н ƌĞŐƵůĂƟŽŶ͘ dŚĞ ^��н ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ŝƐ Ă ƐƵďƐŝĚǇ ƌĞŐƵůĂͲ
ƟŽŶ ĨŽƌ ŝŶǀĞƐƚŽƌƐ ŝŶ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘ tŝƚŚ ƚŚŝƐ ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ǁĂŶƚƐ
ƚŽ ĂƩƌĂĐƚ ŝŶǀĞƐƚŽƌƐ ŝŶ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚŽ ŚĞůƉ ƚŽ ƌĞĂĐŚ ƚŚĞ ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ϭϰй ŽĨ
ƚŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ ďǇ ϮϬϮϬ͘

�ŚĂƉƚĞƌ ϭ͘ /ŶƚƌŽĚƵĐƟŽŶ ϱ



ϲ



�
&RRSHUDWLRQ PHFKDQLVPV

/Ŷ ϮϬϬϵ͕ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ �ŽŵŵŝƐƐŝŽŶ ƐĞƚ ƚŚĞ ďŝŶĚŝŶŐ ϮϬй ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŽĨ ƚŚĞ
ƚŽƚĂů ĞŶĞƌŐǇ ĐŽŶƐƵŵƉƟŽŶ ŝŶ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ ŝŶ ϮϬϮϬ͘ �ĂĐŚ DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞ ;D^Ϳ ŚĂƐ
Ă ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ŽĨ ϮϬй͘ dŚĞƐĞ ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚƐ ĚŽ ŶŽƚ ĂůǁĂǇƐ ƌĞŇĞĐƚ ƚŚĞ
ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽƵƌĐĞ ;Z�^Ϳ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ŽĨ ƚŚĞDĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞƐ͘ dŚĞ ĂǀĂŝůĂďŝůŝƚǇ ŽĨ ƌĞŶĞǁͲ
ĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ůŝŬĞ ďŝŽŵĂƐƐ͕ ǁŝŶĚ͕ ŚǇĚƌŽ͕ ƟĚĂů͕ ǁĂǀĞ͕ ĂŶĚ ƐŽůĂƌ ǀĂƌŝĞƐ ƐŝŐŶŝĮĐĂŶƚůǇ ĂĐƌŽƐƐ ƚŚĞ
ĚŝīĞƌĞŶƚ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ͘ dŚŝƐ ƌĞƐƵůƚƐ ŝŶ ĂŶ ŝŵďĂůĂŶĐĞ ŝŶ ĐŽƐƚƐ ďĞƚǁĞĞŶ DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞƐ ƚŽ
ƌĞĂĐŚ ƚŚĞŝƌ ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚƐ͕ ǁŚŝĐŚ ŝƐ ĐĂƵƐĞĚ ďǇ ĚŝīĞƌĞŶĐĞƐ ŝŶ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ĂŶĚ ĐŽƐƚƐ
ĨŽƌ ƉƌŽĚƵĐŝŶŐ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘

tŝƚŚ ƚŚĞ Ăŝŵ ŽĨ ďĂůĂŶĐŝŶŐ ƚŚĞ ĚŝƐƚƌŝďƵƟŽŶ ŽĨ ĐŽƐƚƐ͕ ƚŚƌĞĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ
ĨŽƌŵĞĚ ǁŚŝĐŚ ĂƌĞ ĂůůŽǁĞĚ ďǇ ƚŚĞ �ŝƌĞĐƟǀĞ͘ dŚĞ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂůůŽǁ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ǁŝƚŚ Ă
ůŽǁ Žƌ ĞǆƉĞŶƐŝǀĞ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂů͕ ƚŽ ƉĂƌƟĂůůǇ ĨƵůĮůů ƚŚĞŝƌ Z�^ ƚĂƌŐĞƚ ŝŶ ŽƚŚĞƌ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ ǁŝƚŚ
ŚŝŐŚĞƌ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂů Žƌ ůŽǁĞƌ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ͘ �ĂĐŚ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ ŚĂƐ ƉŽƚĞŶƟĂů Z�^ dĂƌͲ
ŐĞƚ͕ ďĂƐĞĚ ŽŶ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƚŚĞŝƌ ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚ ĂŶĚ ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƉƌŽĚƵĐŝŶŐ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘
�ĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞƐĞ ŶƵŵďĞƌƐ Ă ĐŽƵŶƚƌǇ ŝƐ Ă ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ Žƌ Ă ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ ǁŚĞŶ Ă ŵĂƚŚĞŵĂƚͲ
ŝĐĂů ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ ŝƐ ŵĂĚĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ŽĨ ƉŽƐƐŝďůĞ D^Ɛ ƚŚĂƚ ǁŝůů ĐŽŽƉĞƌĂƚĞ͘
&Žƌ ƚŚĞ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƚŚƌĞĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ƚŚĞ ƚĞƌŵƐ ͛ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ͛ ĂŶĚ
͛ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͛ ĐĂŶ ďĞ ƵƐĞĚ ĂŶĚ ƚŚĞǇ ĂƌĞ ŝŶƚƌŽĚƵĐĞĚ ŝŶ Z�^ϰ>�^^ ΀ϱ΁͘ � ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ ŝƐ Ă
DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞ ǁŚŝĐŚ ŝƐ ĞǆƉĞĐƚĞĚ ƚŽ ŚĂǀĞ ůŽǁͲƉƌŝĐĞĚ ƐƵƌƉůƵƐ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚŚĂƚ ĐŽƵůĚ
ďĞ ƐŽůĚ ǀŝĂ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͘ � ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͕ ĐŽŶǀĞƌƐĞůǇ͕ ŝƐ ĞǆƉĞĐƚĞĚ ƚŽ ŚĂǀĞ ŚŝŐŚ
ĐŽƐƚƐ ƚŽ ƌĞĂĐŚ ƚŚĞŝƌ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘ dŚĞ ƚŚƌĞĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ
ĐĂůůĞĚ :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚ͕ :ŽŝŶƚ ^ƵƉƉŽƌƚ ^ĐŚĞŵĞ ĂŶĚ ^ƚĂƟƐƟĐĂů dƌĂŶƐĨĞƌ͘ �Ŷ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ
ƚŚƌĞĞ ƚĞƌŵƐ ŝƐ ŐŝǀĞŶ ďĞůŽǁ͘

:ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚ ;:WͿ
:ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚƐ ĂƌĞ ƉƌŽũĞĐƚͲďĂƐĞĚ ĂŐƌĞĞŵĞŶƚƐ ďĞƚǁĞĞŶ ƚǁŽ Žƌ ŵŽƌĞ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ͕ ĚĞĮŶͲ
ŝŶŐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ŽĨ Ă ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ŝŶ ŽŶĞ ĐŽƵŶͲ
ƚƌǇ ǁŝůů ĨƵůůǇ Žƌ ƉĂƌƚůǇ ĐŽƵŶƚ ƚŽǁĂƌĚƐ ƚŚĞ Z�^ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ĂŶŽƚŚĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͘ dŚĞ ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ
ŵĂǇ ƉƌŽǀŝĚĞ ĮŶĂŶĐŝĂů ƐƵƉƉŽƌƚ ĨŽƌ ƚŚĞ Z�^ ƉƌŽũĞĐƚ ŝŶ ƚŚĞ ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ͘

:ŽŝŶƚ ^ƵƉƉŽƌƚ ^ĐŚĞŵĞ ;:^^Ϳ
DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞƐ ĐĂŶ ƵŶŝĨǇ Žƌ ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ ƚŚĞŝƌ ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞƐ ĂŶĚ ;ǀŝƌƚƵĂůůǇͿ ƐƉůŝƚ ƚŚĞ ƉƌŽͲ
ĚƵĐĞĚ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ĨŽƌ ƚĂƌŐĞƚ ĐŽŵƉůŝĂŶĐĞ͘

�ŚĂƉƚĞƌ Ϯ͘ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ϳ



^ƚĂƟƐƟĐĂů dƌĂŶƐĨĞƌ ;^dͿ
dŚŝƐ ŽƉƟŽŶ ŵĞĂŶƐ ƚŚĂƚ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ͕ ǁŚŝĐŚ ŚĂƐ ďĞĞŶ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ŝŶ ŽŶĞ ŵĞŵďĞƌ
ƐƚĂƚĞ͕ ŝƐ ǀŝƌƚƵĂůůǇ ƚƌĂŶƐĨĞƌƌĞĚ ƚŽ ƚŚĞ Z�^ ƐƚĂƟƐƟĐƐ ŽĨ ĂŶŽƚŚĞƌ DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞ͘ dŚĞƐĞ ĂĚĚĞĚ
ƐƚĂƟƐƟĐƐ ĐŽƵŶƚ ƚŽǁĂƌĚƐ ƚŚĞ ŶĂƟŽŶĂů Z�^ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƚŚĞ ůĂƩĞƌ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ͘

dŚĞƌĞ ŝƐ Ă ĨŽƵƌƚŚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŶĂŵĞĚ :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚ ǁŝƚŚ ƚŚŝƌĚ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ͕ ďƵƚ ŝƚ
ŝƐ ĚŝīĞƌĞŶƚ ŝŶ ƵƐĞ ƚŚĞŶ ƚŚĞ ŽƚŚĞƌƐ͘ � ƚŚŝƌĚ ĐŽƵŶƚƌǇ ĚŽĞƐŶ͛ƚ ŚĂǀĞ Ă ƚĂƌŐĞƚ ůŝŬĞ Ăůů D^Ɛ ŽĨ ƚŚĞ
�ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ ;�hͿ ŚĂǀĞ ĂŶĚ Ă ƉŚǇƐŝĐĂů ƚƌĂŶƐĨĞƌ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ ƚŽ ŵĂŬĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ
ƉŽƐƐŝďůĞ͘ dŚŝƐ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŝƐ ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ ŶŽƚ ŝŵƉůĞŵĞŶƚĞĚ ŝŶƚŽ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ͛/ŵͲ
ƉĂĐƚ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŽŶ ƚŚĞ ĚŝƌĞĐƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞƐ ĚĞƉůŽǇŵĞŶƚ͕͛
ƚŚĂƚ ŝƐ ƵƐĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ŶĞǆƚ ĐŚĂƉƚĞƌƐ͘

��� &ULWHULD DQG HYDOXDWLRQ
dŚĞƌĞ ĂƌĞ ĨŽƵƌ ŐƌŽƵƉƐ ŽĨ ĐƌŝƚĞƌŝĂ ƵƐĞĚ ƚŽ ƉŽŝŶƚ ŽƵƚ ƚŚĞ ĚŝīĞƌĞŶĐĞƐ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂͲ
ƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ďĞƚǁĞĞŶ D^Ɛ ǁŚŝĐŚ ĂƌĞ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ĚŽǁŶ ŚĞƌĞ ΀ϯ΁͘

�īĞĐƟǀĞŶĞƐƐ
dŚĞ ŵŽƐƚ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ĨŽƌ Ă ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŝƐ ŝƚƐ ĞīĞĐƟǀĞŶĞƐƐ͘ dŚĞ ĐŽͲ
ŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ƐŚŽƵůĚ ĨĂĐŝůŝƚĂƚĞ ŽǀĞƌĂůů Z�^ ƚĂƌŐĞƚ ĂĐŚŝĞǀĞŵĞŶƚ ďǇ ĂůůŽǁŝŶŐ Z�^
ĞǆĐŚĂŶŐĞ ǁŝƚŚŝŶ �ƵƌŽƉĞ͘ dŚĞ ƉŽůŝƟĐĂů ƐŝĚĞ ŽĨ ĂĐŚŝĞǀŝŶŐ ƚŚĞƐĞ ƚĂƌŐĞƚƐ ŝƐ ƚŽ ĞŶĂďůĞ Žƌ ĞǀĞŶ
ĨŽƌĐĞ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ƚŽ ŵĞĞƚ ƚŚĞŝƌ ŶĂƟŽŶĂů Z�^ ƚĂƌŐĞƚƐ͘ dŚĞ ƚǁŽ ǁĂǇƐ ƚŽ ĂĐŚŝĞǀĞ ƚŚŝƐ ĂƌĞ
ƉƌŽǀŝĚŝŶŐ D^Ɛ ǁŝƚŚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŽƉƟŽŶƐ ĂŶĚ ůĞĂǀŝŶŐ ƚŚĞ D^Ɛ ƚŚĞ ƉŽƐƐŝďŝůŝƚǇ
ƚŽ ŝŵƉƌŽǀĞ ƚŚĞ ĚĞƐŝŐŶ ŽĨ ƚŚĞŝƌ ŶĂƟŽŶĂů ƐƵƉƉŽƌƚ ŝŶƐƚƌƵŵĞŶƚƐ͘

�ŽƐƚͲĞīĞĐƟǀĞŶĞƐƐ
�ŽƐƚͲĞīĞĐƟǀĞŶĞƐƐ ŝƐ ƚŚĞ ŵĂŝŶ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘ dŚŝƐ ďĞĐĂƵƐĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ
ŚĞůƉ ƚŽ ĚĞǀĞůŽƉ ƵŶƚĂƉƉĞĚ ůŽǁͲĐŽƐƚ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ŝŶ �ƵƌŽƉĞ͕ ǁŚŝĐŚ ǁŽƵůĚ ƉŽƚĞŶƟĂůůǇ ĚĞͲ
ĐƌĞĂƐĞ ƚŽ ŽǀĞƌĂůů ĐŽƐƚƐ ŽĨ ĂĐŚŝĞǀŝŶŐ ƚŚĞ Z�^ ƚĂƌŐĞƚƐ͘

WŽůŝƟĐĂů ĐƌŝƚĞƌŝĂ
dŽ ĮŶĚ ǁŝĚĞ ƐƵƉƉŽƌƚ ĨŽƌ ƚŚĞ ƉƌŽƉŽƐĞĚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ƐŽŵĞ ŝŵƉŽƌƚĂŶƚ ƉŽůŝƟĐĂů
ĐƌŝƚĞƌŝĂ ĨŽƌ Ă D^ ŶĞĞĚ ƚŽ ďĞ ŵĞƚ͘ &Žƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƚŚĞ ƐŽǀĞƌĞŝŐŶƚǇ ŽŶ ƚŚĞ ŶĂƟŽŶĂů Z�^ ƉŽůŝĐǇ
ŝƐ ŽŶĞ ŵĂũŽƌ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ƚŚĂƚ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ďǇ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ D^Ɛ͘ KŶ ƚŚĞ ŽƚŚĞƌ ŚĂŶĚ ƌĞĂůŝǌŝŶŐ Ă
ƐŝŶŐůĞ �ƵƌŽƉĞĂŶŵĂƌŬĞƚ ŝƐ ŽŶĞ ŽĨ ƚŚĞǁŝĚĞůǇ ĂĐĐĞƉƚĞĚ ĂŝŵƐ ŽĨ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶhŶŝŽŶ͘ �ŵŽƌĞ
ĐŽŵŵŽŶ ƉŽůŝƟĐĂů ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ ŝƐ ƚŚĞ ƉƵďůŝĐ ĂĐĐĞƉƚĂďŝůŝƚǇ ŽĨ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚĂů ƉŽůŝĐŝĞƐ͘ &ĂŝƌŶĞƐƐ
ŽĨ ĞƋƵŝƚǇ ŽĨ ƉŽůŝĐǇ ƐƚĂŶĚƐ ŽƵƚ ŝŶ ƚŚŝƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘ dŚĞ ŬĞǇ ŝƐƐƵĞ ŝŶ ƚŚŝƐ ƌĞŐĂƌĚ ŝƐ ƚŽ ƐƉůŝƚ Z�^
ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ ďĞŶĞĮƚƐ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ ĂŶĚ ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͘ Z�^ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶƐ ĐƌĞĂƚĞ
ƐŽŵĞ ůŽĐĂů ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ ďĞŶĞĮƚƐ ƚŚĂƚ ĐĂŶŶŽƚ ďĞ ƚƌĂŶƐĨĞƌƌĞĚ ƚŽ ŽƚŚĞƌ D^Ɛ͘ &ƌŽŵ ƚŚĞ ƉĞƌƐƉĞĐͲ
ƟǀĞ ŽĨ ƚŚĞ ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ͕ Ă ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ƐĞĞŵƐ ŽŶůǇ ĂƩƌĂĐƟǀĞ ŝĨ ƚŚĞ ďĞŶĞĮƚƐ
ŽƵƚǁĞŝŐŚ ƚŚĞ ůŽĐĂů ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ ĚŝƐĂĚǀĂŶƚĂŐĞƐ͘ �ŶĚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ƉĞƌƐƉĞĐƟǀĞ ŽĨ ƚŚĞ ƵƐĞƌ ĐŽƵŶͲ
ƚƌǇ͕ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ ĂƩƌĂĐƟǀĞ ŝĨ ƚŚĞ ƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĨŽƌĞŝŐŶ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ
ŝƐ ůŽǁĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ĚŽŵĞƐƟĐ ƉƌŝĐĞ ĂŶĚ ĐĞƌƚĂŝŶ ĂĐĐĞƉƚĂŶĐĞ ƉƌŽďůĞŵ ĨŽƌ Ă Z�^ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ŝŶ
ƚŚĞ ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͘ ^Ž ŝŶ ƐŚŽƌƚ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŶĞĞĚƐ ƚŽ ƉƌŽǀŝĚĞ Ă ƐƉůŝƚ ŽĨ ĐŽƐƚƐ
ĂŶĚ ďĞŶĞĮƚƐ ƚŚĂƚ ĐŽŵďŝŶĞ ƚŚĞƐĞ ƚǁŽ ŝŶƚĞƌĞƐƚƐ͘ �ŶŽƚŚĞƌ ŝƐƐƵĞ ŝƐ ƚŚĞ ƐƉĞŶĚŝŶŐ ŽĨ ƉƵďůŝĐ Žƌ
ĐŽŶƐƵŵĞƌ ŵŽŶĞǇ ŽŶ Z�^ ƐƵƉƉŽƌƚ͘

dĞĐŚŶŝĐĂů ĐƌŝƚĞƌŝĂ
dĞĐŚŶŝĐĂů ĐƌŝƚĞƌŝĂ ĂƌĞ ƵƐĞĚ ƚŽ ĞǀĂůƵĂƚĞ ƚŽ ǁŚĂƚ ĞǆƚĞŶƚ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĐĂŶ
ĞĂƐŝůǇ ďĞ ƉƵƚ ŝŶ ƚŽ ƉƌĂĐƟĐĞ͘ dĞƌŵƐ ůŝŬĞ ĞĂƐǇ ŝŵƉůĞŵĞŶƚĂƟŽŶ ĂŶĚ ƚƌĂŶƐƉĂƌĞŶĐǇ ĂƌĞ ĐĞŶƚƌĂů
ŝŶ ƚŚŝƐ ĐƌŝƚĞƌŝŽŶ͘

ϴ



dŽ ďĞ ĂďůĞ ƚŽ ĞǀĂůƵĂƚĞ ƚŚĞ ƉĞƌĨŽƌŵĂŶĐĞ ŽĨ :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚƐ͕ ĚĞƐŝŐŶ ĨĞĂƚƵƌĞƐ ŽĨ ƚŚĞ ƉƌŽũĞĐƚƐ
ŶĞĞĚ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ ĮƌƐƚ͘ ^ƚƌŽŶŐ ƉƌŝŶĐŝƉĂůƐ ŽĨ ƚŚŝƐ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŝƐ ƚŚĂƚ ŝƚ ůĞĂǀĞƐ
D^Ɛ ƚŚĞŝƌ ƐŽǀĞƌĞŝŐŶƚǇ ŽŶ ĚŽŵĞƐƟĐ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ĂŶĚ ƉŽůŝĐŝĞƐ͘ �ŶĚ ĂůƐŽ ƚŚĞ ƟŵĞ ƚŚĂƚ
ŝƐ ŶĞĞĚĞĚ ƚŽ ŝŵƉůĞŵĞŶƚ Ă :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚ ŝƐ ƉƌŽďĂďůǇ ĨĂƐƚĞƌ ƚŚĂŶ ŶĞĞĚĞĚ ĨŽƌ ũŽŝŶƚ ƐƵƉƉŽƌƚ
ƐĐŚĞŵĞƐ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ŽĨ ĐĞƌƚĂŝŶ ĂƐƉĞĐƚƐ ůŝŬĞ ƚĞĐŚŶŽůŽŐŝĞƐ ĂŶĚ ǀŽůƵŵĞƐ͘ �Ƶƚ ŽŶ ƚŚĞ ŽƚŚĞƌ
ŚĂŶĚ ƚŚĞ ǁĞĂŬŶĞƐƐĞƐ ŽĨ ƚŚŝƐ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ŝƐ ƚŚĂƚ ŝƚ ŝƐ ŶĞŐŽƟĂƚĞĚ ĨƌŽŵ ĐĂƐĞͲƚŽͲĐĂƐĞ͕ ǁŚŝĐŚ
ĐŽƵůĚ ůĞĂĚ ƚŽ ĐŽŵƉůĞǆŝƚǇ ĂŶĚ ĐŽŵƉůŝĐĂƚĞĚ ĂŐƌĞĞŵĞŶƚƐ ŽĨ Z�^ ƐƵƉƉŽƌƚ ŝŶ �ƵƌŽƉĞ͘
:ŽŝŶƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞ ŐŝǀĞƐ Ă ƐŝŵŝůĂƌ ƌĞƐƵůƚ ĂƐ :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚƐ͘ /ƚ ĚŽĞƐ ƐƟŵƵůĂƚĞ ƚŚĞ ŝĚĞĂ ŽĨ
Ă ŚĂƌŵŽŶŝǌĂƟŽŶ ŽĨ Z�^ ƐƵƉƉŽƌƚ ŝŶ �ƵƌŽƉĞ͘ �Ƶƚ ƚŚĞ ďŝŐŐĞƐƚ ĚŝīĞƌĞŶĐĞ ŝƐ ƚŚĂƚ D^Ɛ ĮŶĚ ŝƚ
ĚŝĸĐƵůƚ ƚŽ ŶĞŐŽƟĂƚĞ ƚŚĞŵ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞǇ ŚĂǀĞ ƚŽ ĂŐƌĞĞ ŽŶ Ăůů ĂƐƉĞĐƚ ŽĨ Ă ĐŽŵŵŽŶ ƐƵƉƉŽƌƚ
ƐĐŚĞŵĞ͘
^ƚĂƟƐƟĐĂů ƚƌĂŶƐĨĞƌ ŝƐ ƚŚĞ ƐŝŵƉůĞƐƚ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ďĞƚǁĞĞŶ D^Ɛ͘ D^Ɛ ŬĞĞƉ ƚŚĞŝƌ ƐŽǀĞƌĞŝŐŶƚǇ
ĂŶĚ ŝƚ ŝƐ ĞĂƐŝůǇ ƉƵƚ ŝŶƚŽ ƉƌĂĐƟĐĞ͘ �ŵĂũŽƌ ĚŝƐĂĚǀĂŶƚĂŐĞ ŝƐ ƚŚĂƚ ŝƚ ƌĞůŝĞƐ ƚŽƚĂůůǇ ŽŶ ƚŚĞ ŶĂƟŽŶĂů
ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞƐ ŽĨ ƚŚĞ D^Ɛ ƚŽ ĚĞǀĞůŽƉ ĂĚĚŝƟŽŶĂů Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ͘
�ŌĞƌ ĞǀĂůƵĂƟŶŐ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ǁŝƚŚ ƚŚĞƐĞ ĐƌŝƚĞƌŝĂ ŝƚ ŝƐ ĐůĞĂƌ ƚŚĂƚ ƚŚĞƌĞ ŝƐ
ŶŽ ĐůĞĂƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ƚŚĂƚ ƐƚĂŶĚƐ ŽƵƚ͘ KŶĞ ƵŶĐĞƌƚĂŝŶƚǇ ƚŽ ƚĂŬĞ ŝŶƚŽ ĂĐĐŽƵŶƚ
ƚŚĂƚ ŽŶůǇ Ă ŚĂŶĚĨƵů ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ ƚĂŬĞŶ ŝŶƚŽ ƉƌĂĐƟĐĞ ǇĞƚ͘ &Žƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ
EŽƌǁĂǇ ĂŶĚ ^ǁĞĚĞŶ ƐƚĂƌƚĞĚ ŝŶ ϮϬϭϮ ĂƐ ĮƌƐƚ ĂŶĚ ƚŚĞ ŽŶůǇ ŽŶĞ ǇĞƚ ǁŝƚŚ Ă :ŽŝŶƚ ^ƵƉƉŽƌƚ
^ĐŚĞŵĞ͘

�ŚĂƉƚĞƌ Ϯ͘ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ϵ



ϭϬ



�
7KH PRGHO

dŚĞ ŵŽĚĞů ͛/ŵƉĂĐƚ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŽŶ ƚŚĞ ĚŝƌĞĐƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞƐ
ĚĞƉůŽǇŵĞŶƚ͛ ΀Ϯ΁ ŝƐ Ă ŵŝĐƌŽͲĞĐŽŶŽŵŝĐ ŵŽĚĞů͕ ŝŶ ǁŚŝĐŚ ƚŚƌĞĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂƌĞ
ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ŝŶ ŵĂƚŚĞŵĂƟĐĂů ƚĞƌŵƐ͘ dŚĞƌĞ ŝƐ Ă ĨŽƵƌƚŚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ͕ ŶĂŵĞĚ :ŽŝŶƚ
WƌŽũĞĐƚƐ tŝƚŚ dŚŝƌĚ �ŽƵŶƚƌŝĞƐ͕ ďƵƚ ŝƚ ŝƐ ŶŽƚ ŝŶĐůƵĚĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ŵŽĚĞů͘ �Ɛ ĞĂƌůŝĞƌ ŵĞŶƟŽŶĞĚ
ƚŚĞ �h ƐĞƚ Ă ƚǁĞŶƚǇ ƉĞƌĐĞŶƚ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŽĨ ƚŚĞ ŽǀĞƌĂůů ĞŶĞƌŐǇ ĐŽŶƐƵŵƉƟŽŶ
ďǇ ϮϬϮϬ͘ DĂŶǇ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ŝŶĐůƵĚŝŶŐ ƚŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ ĂƌĞ ĐƵƌƌĞŶƚůǇ ŶŽƚ ŽŶ ƚŚĞ ůĞǀĞů
ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚŽ ƌĞĂĐŚ ƚŚĞŝƌ ĚŽŵĞƐƟĐ ƚĂƌŐĞƚ ďǇ ϮϬϮϬ͘ dŚŝƐ ŵŽĚĞů ĞǆƉůĂŝŶƐ ƚŚĞ
ƉŽƐƐŝďŝůŝƟĞƐ ƚŽ ĐŽŽƉĞƌĂƚĞ ǁŝƚŚ ĂŶŽƚŚĞƌ DĞŵďĞƌ ^ƚĂƚĞ ;D^Ϳ ŽĨ ƚŚĞ �h ƚŽ ŝŵƉƌŽǀĞ ƚŚĞŝƌ
ůĞǀĞůƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘

��� 6WDWLF PRGHO
dŚŝƐ ƐĞĐƟŽŶ ĞǆƉůĂŝŶƐ ƚŚĞ ďĂƐŝĐƐ ŽĨ ƚŚĞŵŝĐƌŽͲĞĐŽŶŽŵŝĐŵŽĚĞů ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ
ďĞƚǁĞĞŶ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ͘ /ƚ ŝƐ ĐůĂƌŝĮĞĚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƐƵƉƉůǇ ĂŶĚ ĚĞŵĂŶĚ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ͘
/Ŷ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ ĞŶ ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ ŝŶƚĞƌĂĐƚ ƚŽ ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ ƚŚĞ ƋƵĂŶƟƚǇ ŽĨ ƌĞͲ
ŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƐŽůĚ ŝŶ Ă ŵĂƌŬĞƚ ĂŶĚ ƚŚĞ ƉƌŝĐĞ Ăƚ ǁŚŝĐŚ ŝƚ ŝƐ ƐŽůĚ͘ dŚĞ �ŽƐƚ ^ƵƉƉůǇ �ƵƌǀĞ
;�^�Ϳ ŝŶ ƚŚŝƐ ŵŽĚĞů ƐŚŽǁƐ ƚŚĞ ĐŽƌƌĞƐƉŽŶĚĞŶĐĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ƋƵĂŶƟƚǇ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ
ĂŶĚ ƚŚĞ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ͘ dŚĞ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ĂƌĞ ƚŚĞ ĐŽƐƚ ĨŽƌ ƌƵŶŶŝŶŐ ƚŚĞ ŵĂĐŚŝŶĞ͕ ďƵƚ
ĂůƐŽ ĨĂĐƚŽƌƐ ƐƵĐŚ ĂƐ ƚŚĞ ƉƌŝĐĞ ƚŚĂƚ ŝƐ ƉĂǇĞĚ ĨŽƌ ďƵŝůĚŝŶŐ ƚŚĞ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ͘

� ĨŽƌŵƵůĂ ĞǆŝƐƚƐ ŽƵƚ ŽĨ ǀĂƌŝĂďůĞƐ ĂŶĚ ĐŽĞĸĐŝĞŶƚƐ͘ dŚĞ ǀĂƌŝĂďůĞƐ ĂƌĞ ĚŝīĞƌĞŶƚ ĨŽƌ ĞĂĐŚ
ƐƉĞĐŝĮĐMSi͘ dŚĞ ŶƵŵďĞƌ i ƐƚĂŶĚƐ ĨŽƌ Ă ƐƉĞĐŝĮĐ D^ ĂŶĚ ŝƐ ĂŶ ĞůĞŵĞŶƚ ŽĨ [1, N ]͘ N ŝƐ ƚŚĞ
ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ͘ dŚĞ ĨŽůůŽǁŝŶŐ ǀĂƌŝĂďůĞƐ ĂƌĞ ƵƐĞĚ ƚŽ ĞƐƟŵĂƚĞ ĚŝƌĞĐƚ ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ
ďĞŶĞĮƚƐ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͗

�ŚĂƉƚĞƌ ϯ͘ dŚĞ ŵŽĚĞů ϭϭ



ͻ �ŶĞƌŐǇ ƉŽƚĞŶƟĂů ;uͿ ŝŶ dtŚ

ͻ �ŽƐƚƐ ;cͿ ŝŶ ĐƚeͬŬtŚ

ͻ �ůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ;pͿ ŝŶ ĐƚeͬŬtŚ

�Ŷ ĞǆĂŵƉůĞ ŽĨ Ă ďĂƐŝĐ ĐŽƐƚ ƐƵƉƉůǇ ĐƵƌǀĞ ŝƐ ŐŝǀĞŶ ŝŶ &ŝŐƵƌĞ ϭ͘ dŚŝƐ ŐƌĂƉŚ ƐŚŽǁƐ ƚŚĞ ĐŽƌƌĞͲ
ƐƉŽŶĚĞŶĐĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ZĞŶĞǁĂďůĞ �ŶĞƌŐǇ ^ŽƵƌĐĞ Ͳ �ůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ;Z�^Ͳ�Ϳ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ŽŶ ƚŚĞ
ŚŽƌŝǌŽŶƚĂů ĂǆŝƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ůĞǀĞůŝǌĞĚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ŽŶ ƚŚĞ ǀĞƌƟĐĂů ĂǆŝƐ͘ dŚĞ ƐǇŵďŽůƐ ƚŚĂƚ
ĂƌĞ ƵƐĞĚ ĂƌĞ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ u ĂŶĚ c ĂƐ ƐŚŽǁŶ ĂďŽǀĞ ĂƐ ƵƐĞĚ ǀĂƌŝĂďůĞƐ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ĐĂƐĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ
ŝƐ ƵƐĞĚ ĂƐ ƚŚĞ ĞŶĞƌŐǇ ƉŽƚĞŶƟĂů͘ � ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ ŝŶ ƚŚĞ ŐƌĂƉŚ ŝƐ (ui, ci) ĨŽƌ ĂMSi͘ dŚĞ ĨƵŶĐͲ
ƟŽŶ ŝƐ ĐĂůůĞĚ ƚŚĞ �ŽƐƚ ^ƵƉƉůǇ �ƵƌǀĞ ĂŶĚ ŝƐ ƵƐĞĚ ĂƐ Ă ůŝŶĞ͘ dŚĞ ĚŽƚ ŽŶ ƚŚĞ �^� ƌĞƉƌĞƐĞŶƚƐ
ƚŚĞ Z�^Ͳ� ƚĂƌŐĞƚ ŽĨ ƚŚĞ ĚŽŵĞƐƟĐ Z�^ ƚĂƌŐĞƚ ŽĨMSi͘ dŚĞ ƐƵďƐĐƌŝƉƚ ĨŽƌ ƚŚĞ Z�^ͲƚĂƌŐĞƚ ĐŽͲ
ŽƌĚŝŶĂƚĞƐ ŝƐ ŶŽƚ i ĂƐ ƵƐƵĂů͕ ďƵƚ Ti ĂƐ ƐŚŽǁŶ ĂďŽǀĞ ƚŚĞ ĚŽƚ͘ �ŌĞƌ ƚŚĞ ƚŚĞ Z�^ͲƚĂƌŐĞƚ ƚŚĞ
ĨƵŶĐƟŽŶ fi ĐŽŶƟŶƵĞƐ ĂƐ Ă ƐƚƌŝƉĞĚ ůŝŶĞ͘ dŚĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚŚĂƚ ĐĂŶ ďĞ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ĂŌĞƌ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ
ŝƐ ŽƉƟŽŶĂů ĨŽƌ MSi͘ dŚĞ ĚŽƩĞĚ ůŝŶĞ ƵŶĚĞƌ ƚŚĞ �^� ƐƚĂŶĚƐ ĨŽƌ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ƉƌŝĐĞ ;piͿ ŝŶ
MSi͘

&ŝŐƵƌĞ ϭ͗ ^ŝŵƉůĞ �ŽƐƚ ^ƵƉƉůǇ �ƵƌǀĞ ĨŽƌMSi

dŚĞ ĂƌĞĂ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ �^� fi ĂŶĚ pi͘ dŚŝƐ ĂƌĞĂ ;SiͿ ŝƐ ƵƐĞĚ ƚŽ ĐŽŵƉĂƌĞ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ
ǁŝƚŚ ĞĂĐŚ ŽƚŚĞƌ ĂŶĚ ƐĞĞ ŝĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŝƐ ƉƌŽĮƚĂďůĞ͘ dŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶ ĨŽƌ Si ŝƐ ĂƐ ĨŽůůŽǁƐ͗

Si(uTi) =

∫ uTi

0

(
fi(u)− pi

)
du

=

∫ uTi

0
fi(u)du− piuTi ;ϯ͘ϭͿ

�ŶŽƚŚĞƌ ŶŽƚĂƟŽŶ ƚŚĂƚ ŝƐ ƵƐĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ĨƌĂŵĞǁŽƌŬ ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂͲ
ŶŝƐŵƐ ŝƐ f−1

i = gi͘ dŚŝƐ ŝƐ ƵƐĞĚ ƚŽ ĚĞƐĐƌŝďĞ ƚŚĞ ƐĂŵĞ �^� ŝŶ ƚŚĞ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ĐŽƐƚƐ

ϭϮ



ĚŽŵĂŝŶ͘ /Ŷ ŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ƚĞƌŵƐ ƚŚĞ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŝƐ ƚŚĂƚ gi ƌĞŇĞĐƚƐ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƌĞŶĞǁͲ
ĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ Ă ĐĞƌƚĂŝŶMSi ŝƐ ǁŝůůŝŶŐ ƚŽ ďƵǇ Ăƚ Ă ŐŝǀĞŶ ƉƌŝĐĞ ĚƵƌŝŶŐ Ă ƐƉĞĐŝĮĞĚ ƟŵĞ ƉĞƌŝŽĚ͘
tŝƚŚ ƚŚĞ ƵƐĞ ŽĨ gi ŝƚ ŝƐ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ĞĂƐŝĞƌ ƚŽ ƐƵŵ ƵƉ ƚǁŽ �^�Ɛ ŝŶ ƚŚĞ ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ĨŽƌ ƚǁŽ
ĚŝīĞƌĞŶƚ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ͘

dŽ ŵĂŬĞ Ă ŵĂƚŚĞŵĂƟĐĂů ŵŽĚĞů͕ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ͘ dŚĞ ĨŽůůŽǁŝŶŐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ
ĂƌĞ ƵƐĞĚ ŝŶ &ŝŐƵƌĞ 1 ĂŶĚ Ăůů ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂƐ ĨŽƌ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͗

ͻ fi ŝƐ Ă ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ͕ ĚŝīĞƌĞŶƟĂďůĞ ĂŶĚ ŝŶǀĞƌƟďůĞ ĨƵŶĐƟŽŶ

ͻ pi ∈ R ĂŶĚ ŝƐ ĐŽŶƐƚĂŶƚ

ͻ Si ƉƌŽǀŝĚĞƐ Ă ŐŽŽĚ ĞƐƟŵĂƚĞ ŽĨ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ǇĞĂƌůǇ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚǁŝƚŚ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ͘

dŚĞ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ǁŚǇ ƚŚĞƐĞ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŵĂǇ ǇŝĞůĚ ŝƐ ĚŽŶĞ ŝŶ �ŚĂƉƚĞƌ ϰ͘

��� -RLQW 6XSSRUW 6FKHPH
tŚĞŶ ƚǁŽŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ĚĞĐŝĚĞ ƚŽ ŝŵƉůĞŵĞŶƚ Ă :^^ ƚŚĞ ĨŽůůŽǁŝŶŐ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĐĂŶ ďĞŵĂĚĞ
ĨŽƌ ƚŚĞ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ;�Ϳ͗

gC(c) = g1(c) + g2(c)

uTC = uT1 + uT2

cTC = fC(uTC ) = [gC ]
−1(uTC )

dŚĞ ĮƌƐƚ ĨŽƌŵƵůĂ gC(c) ƐƵŵƐ ƵƉ ƚŚĞ ƚǁŽ ĚŽŵĂŝŶƐ ŽĨ ƚŚĞ �^�Ɛ ŽĨ MS1 ĂŶĚ MS2͘ dŚŝƐ
ƌĞƐƵůƚƐ ŝŶ ƚŚĞ ĚŽŵĂŝŶ ŽĨ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ �^� gC(c) ĨŽƌ ƚŚĞ :^^͘ dŚĞ ƐĞĐŽŶĚ ĨŽƌŵƵůĂ uTC

ŐŝǀĞƐ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ƚĂƌŐĞƚ ǁŝƚŚ Ă ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƚǁŽ ƐŝŶŐůĞͲĐŽƵŶƚƌǇ ƚĂƌŐĞƚƐ͘ dŚĞ ůĂƐƚ
ĨŽƌŵƵůĂ cTC ŐŝǀĞƐ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƌĞĂĐŚŝŶŐ ƚŚĞ ũŽŝŶƚ ƚĂƌŐĞƚ uTC ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ƚǁŽ
ĨŽƌŵƵůĂƐ ĂďŽǀĞ͘ dŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶ fC(uTc) ŝƐ ƚŚĞ �^� ĨŽƌ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ŝŶ Ă :^^͘

tŚĞŶ ƚŚŝƐ ŬŝŶĚ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ǁŝůů ƚĂŬĞ ƉůĂĐĞ ƚŚĞ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ůĞǀĞůƐ ǁŝůů ĐŚĂŶŐĞ ŝŶ ƚŚĞ ƚǁŽ
ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ͘ &ŝŐƵƌĞ Ϯ ΀EƵŵďĞƌ ƌĞĨĞƌĞŶƟĞ΁ ǀŝƐƵĂůŝǌĞƐ ƚŚŝƐ ƐŝƚƵĂƟŽŶ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ĞǆĂŵƉůĞMS2 ŚĂƐ
Ă ŚŝŐŚĞƌ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚĂƌŐĞƚ ĂŶĚ ŚŝŐŚĞƌ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ƚŚĂŶ MS1͘ u∗

T1
ĂŶĚ u∗

T2

ĂƌĞ ƚŚĞ ŶĞǁ Z�^Ͳ� ƚĂƌŐĞƚ ĨŽƌ MS1 ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ MS2͘ dŚĞ ŶĞǁ ƚĂƌŐĞƚƐ ĐĂŶ ďĞ ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ
ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶ u∗

Ti
= gi(cTC ) ǁŝƚŚ i ƌĞƉƌĞƐĞŶƚƐ Ă 1 Žƌ Ă 2 ĨŽƌ MS1 Žƌ MS2͘ � ǀŝƐƵĂů

ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ĨŽƌ ƚŚŝƐ ĨŽƌŵƵůĂ ŝƐ ŐŝǀĞŶ ŝŶ &ŝŐƵƌĞ Ϯ͘ dŚĞ ŶĞǁ �^� fC ŚĂƐ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ
ƚĂƌŐĞƚ TC ͘ �Ɛ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ĞĂƌůŝĞƌ fC ŝƐ ƚŚĞ ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƚǁŽ ƐŝŶŐůĞͲĐŽƵŶƚƌǇ �^�Ɛ͘ dŽ
ŐĞƚ ďĂĐŬ ĨƌŽŵ fC ƚŽ f1 ĂŶĚ ƚŚĞ ŶĞǁ ƚĂƌŐĞƚ T ∗

1 = (u∗
1, c

∗
1) ŽŶůǇ ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶ g1 ŝƐ ŶĞĞĚĞĚ͘

dŚĞ ŽƵƚƉƵƚ ŽĨ g1(u) ŐŝǀĞƐ ƚŚĞ ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ c͕ ƚŚĂƚ ĐŽŵďŝŶĞƐ ƚŽ ƚŚĂƚ u ƐŽ ƚŚĂƚ ŝƚ ŝƐ Ă ĚŽƚ ŽŶ
ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶ f1͘ dŚĞ ƐĂŵĞ ǇŝĞůĚ ĨŽƌMS2 ĂŶĚ ŝƚƐ �^� f2͘

/Ŷ &ŝŐƵƌĞ Ϯ ĐĂŶ ďĞ ƐĞĞŶ ƚŚĂƚMS2 ŝƐ Ă ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ ĂŶĚMS1 Ă ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞ
ŶĞǁ Z�^ͲƚĂƌŐĞƚƐ ĂƌĞ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ ůŽǁĞƌ ĂŶĚ ŚŝŐŚĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů Z�^ͲƚĂƌŐĞƚ͘

dĂŬĞ ŝŶƚŽ ĂĐĐŽƵŶƚ ƚŚĂƚuT1+uT2 = uTC = u∗
T1
+u∗

T2
͘ /Ŷ ďŽƚŚ ĐĂƐĞƐ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ƚĂƌŐĞƚ

TC ŝƐ ƌĞĂĐŚĞĚ͘ dŚĞ ĮƌƐƚ ĐĂƐĞ ŝƐ ƚŚĞ EŽ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ;NCͿ͕ ŝŶǁŚŝĐŚ ĞǀĞƌƚŚŝŶŐ ƐƚĂǇƐ

�ŚĂƉƚĞƌ ϯ͘ dŚĞ ŵŽĚĞů ϭϯ



&ŝŐƵƌĞ Ϯ͗ :^^ Ͳ Ϯ D^Ɛ ƐĞƉĂƌĂƚĞ ŵĂƌŬĞƚƐ

ƚŚĞ ƐĂŵĞ ǁŝƚŚ T1 ĂŶĚ T2 ĂƐ Z�^Ͳ� ƚĂƌŐĞƚƐ ĨŽƌ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ MS1 ĂŶĚ MS2͘ dŚĞ ƐĞĐŽŶĚ
ĐĂƐĞ ŝƐ ƚŚĞ �ŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ;�Ϳ͕ ŝŶǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ T1 ĐŚĂŶŐĞƐ ŝŶƚŽ T ∗

1 ĂŶĚ T2 ŝŶƚŽ T ∗
2 ͘

dŚĞ ĚŝīĞƌĞŶĐĞ ŝƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ � ĐĂƐĞ ŵŝŐŚƚ ďĞ ŵŽƌĞ ƉƌŽĮƚĂďůĞ ƚŚĂŶ ƚŚĞ E� ĐĂƐĞ͘ dŚĞ ǁĂǇ ƚŽ
ĮŶĚ ƚŚŝƐ ŽƵƚ ŝƐ ƚŽ ĐĂůĐƵůĂƚĞ ƚŚĞ ĚŝīĞƌĞŶĐĞƐ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƚŚĞ ďŽƚŚ ĐĂƐĞƐ͘ dŚŝƐ
ŝƐ ĚŽŶĞ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ ;ϯ͘ϭͿ͘

dŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ ∆S = SNC − SC ǁŝůů ĐĂůĐƵůĂƚĞ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ŵŽŶĞǇ ƚŚĂƚ ĐĂŶ ďĞ ƐĂǀĞĚ
ŝŶ Ă ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ͘ SNC ŝƐ ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ ĨŽƌ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽƐƚƐ ŝŶ ĚĞ E� ĐĂƐĞ͕ ƚŚĂƚ ŝƐ͕ ƚŚĞ
ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ĂƌĞĂ S1(uT1) ĂŶĚ ƚŚĞ ĂƌĞĂ S2(uT2) ĂŶĚ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ǇŝĞůĚƐ ĨŽƌ SC ŝŶ ƚŚĞ �
ĐĂƐĞ͘ dŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĂƌĞ ĂƐ ĨŽůůŽǁƐ ŝŶ ŵĂƚŚĞŵĂƟĐĂů ƚĞƌŵƐ͗

SE� = S1(uT1) + S2(uT2)

=

∫ uT1

0
f1(u)du− uT1p1 +

∫ uT2

0
f2(u)du− uT2p2 ;ϯ͘ϮͿ

S� = S1(u
∗
T1
) + S2(u

∗
T2
)

=

∫ u∗
T1

0
f∗
1 (u)du− u∗

T1
p1 +

∫ u∗
T2

0
f∗
2 (u)du− u∗

T2
p2 ;ϯ͘ϯͿ

ϭϰ



hƐŝŶŐ ƚŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ SNC ĂŶĚ SC ĨƌŽŵ ĂďŽǀĞ∆S ďĞĐŽŵĞƐ͗

∆S = SNC − SC

=
(∫ uT1

0
f1(u)du− uT1p1 +

∫ uT2

0
f2(u)du− uT2p2

)

−
(∫ u∗

T1

0
f∗
1 (u)du− u∗

T1
p1 +

∫ u∗
T2

0
f∗
2 (u)du− u∗

T2
p2
)

=
(∫ uT1

0
f1(u)du− uT1p1 +

∫ u∗
T1

0
f∗
1 (u)du− u∗

T1
p1
)

+
(∫ uT2

0
f2(u)du− uT2p2) +

∫ u∗
T2

0
f∗
2 (u)du− u∗

T2
p2
)

= −
∫ u∗

T1

uT1

f1(u)du +

∫ uT2

u∗
T2

f2(u)du

−∆u
(
p2 − p1

)
;ϯ͘ϰͿ

/Ŷ ƚŚĞ ůĂƐƚ ƐŝŵƉůŝĮĐĂƟŽŶ ∆u := u∗
T1

− uT1 = uT2 − u∗
T2

ŝƐ ƵƐĞĚ͘ dŚŝƐ ĐĂŶ ďĞ ĚĞƌŝǀĞĚ
ĨƌŽŵ uT1 + uT2 = uTC = u∗

T1
+ u∗

T2
͘ tŝƚŚ uTC ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ƚĂƌŐĞƚ͘ dŽ ŵĂŬĞ Ă

ŶŽƟĐĞĂďůĞ ĚŝīĞƌĞŶĐĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƐĞǀĞƌĂů∆S ĨŽƌŵƵůĂƐ͘ /ƚ ŝƐ ďĞƩĞƌ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƚŽ ŵĂŬĞ ƵƐĞ
ŽĨ ƐƵďƐĐƌŝƉƚƐ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ƐŝƚƵĂƟŽŶ ŝƚ ĐŽƵůĚ ďĞ∆SJSS ͘

ZĞĨŽƌŵƵůĂƟŽŶ ŽĨ∆S

dŚĞƌĞ ŝƐ Ă ƌĞĨŽƌŵƵůĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ ∆S ƐŽ ƚŚĂƚ ŝƚ ďĞĐŽŵĞƐ ƉĂƌƟĐƵůĂƌůǇ ƵƐĞĨƵů ĂŶĚ
ŵĞĂŶŝŶŐĨƵů ĨŽƌ Ă ĐůĞĂƌ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ŚŽǁ Ă :^^ ĐĂŶ ďĞ ƵƐĞĚ͘ &Žƌ ƚŚĞ ƌĞĨŽƌŵƵůĂƟŽŶ ƚŚĞ
ŶĞǆƚ ƐƵďƐƟƚƵƟŽŶ ƌƵůĞƐ ĂƌĞ ƵƐĞĚ͗

ĨŽƌ f1 u → (u+ uT1)

ĨŽƌ f2 u → (uT2 − u)

dŚĞ �^� ŽĨ MS1 ŝƐ ƐŚŝŌĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ůĞŌ ǁŝƚŚ Ă ĚŝƐƚĂŶĐĞ ŽĨ uT1 ͘ ^Ž ƚŚĞ ĐŽƐƚ ƐƵƉƉůǇ ĐƵƌǀĞ ŽĨ
MS2 ŝƐ ŇŝƉƉĞĚ ĂƌŽƵŶĚ uT2 ĂƐ Ă ǀĞƌƟĐĂů ĂǆŝƐ ĂŶĚ f2 ŝƐ ŶŽǁ ƚŚĞ ĚĞŵĂŶĚ ĐƵƌǀĞ ŽĨMS2͘ /Ŷ
ŵŝĐƌŽ ĞĐŽŶŽŵŝĐ ƚĞƌŵƐ ƚŚĞ ĚĞŵĂŶĚ ĐƵƌǀĞ ŝƐ Ă ĨƵŶĐƟŽŶ ƚŚĂƚ ƌĞŇĞĐƚƐ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƌĞŶĞǁͲ
ĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ Ă ĐĞƌƚĂŝŶMSi ŝƐ ǁŝůůŝŶŐ ƚŽ ďƵǇ Ăƚ Ă ŐŝǀĞŶ ƉƌŝĐĞ ĚƵƌŝŶŐ Ă ƐƉĞĐŝĮĞĚ ƟŵĞ ƉĞƌŝŽĚ͘
�Ɛ ŝŶ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ĞƋƵĂƟŽŶ (3.4) ĨŽƌ ƚŚĞ :^^ ǁŝƚŚ ƐƵďƐƟƚƵƟŽŶ ;:^^ƐͿ ĐĂŶ ďĞ ƌĞǁƌŝƩĞŶ ĂƐ͗

∆SJSSs =

∫ ∆u

0

(
f2(uT2 − u)− f1(u+ uT1)

)
du

−∆u
(
p2 − p1

)
;ϯ͘ϱͿ

�ŌĞƌ ƚŚŝƐ ƉĂƌƚ ŝŶ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ƚŚĞ ŶŽƚĂƟŽŶ ŽĨ f1(u+ uT1) ĂŶĚ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ f2(uT2 − u) ĂƌĞ
ĐŚĂŶŐĞĚ ŝŶϕ1(u) ĂŶĚϕ2(u)͘ dŚŝƐ ƚŽ ŵĂŬĞ ĐůĞĂƌ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƵƐĞĚ ĨƵŶĐƟŽŶƐ ĂƌĞ ĚŝīĞƌĞŶƚ ƚŚĂŶ
ƚŚĞ ƵƐĞĚ ŽŶĞƐ ďĞĨŽƌĞ͕ ŶĂŵĞůǇ f1 ĂŶĚ f2͘ tŝƚŚ ƚŚĞƐĞ ĐŚĂŶŐĞƐ ŽĨ ŶŽƚĂƟŽŶ Ă ŶĞǁ ĮŐƵƌĞ͕
&ŝŐƵƌĞ ϯ͕ ĐĂŶ ďĞ ŵĂĚĞ͘ &ŝŐƵƌĞ ϯ ŐŝǀĞƐ ĂŶ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƐƵďƐƟƚƵƟŽŶƐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ŽůĚ
ĨƵŶĐƟŽŶƐ f1 ĂŶĚ f2 ĂƐ ƐƚƌŝƉĞĚ ůŝŶĞƐ͘

/Ŷ &ŝŐƵƌĞ ϯ Ăůů ƚŚĞ ƵƐĞĚ ƚĂƌŐĞƚƐ ĂŶĚ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ĐŽƐƚƐ ĂƌĞ ƐŚŽǁŶ͘ dŚĞ ĐŽůŽƌĞĚ ƐƵƌĨĂĐĞƐ ŽŶ
ƚŚĞ ůĞŌ ĂŶĚ ƌĞƐƉĞĐƟǀĞůǇ ŽŶ ƚŚĞ ƌŝŐŚƚ ŝŶ &ŝŐƵƌĞ ϰ ĂƌĞ ƚŚĞ ŽƵƚĐŽŵĞ ŽĨ ĨŽƌŵƵůĂ ;ϯ͘ϰͿ ĨŽƌ∆S

�ŚĂƉƚĞƌ ϯ͘ dŚĞ ŵŽĚĞů ϭϱ



&ŝŐƵƌĞ ϯ͗ :^^ Ͳ ƐĞƉĂƌĂƚĞ ŵĂƌŬĞƚƐ ĂŶĚ ƐƵďƐƟƚƵƟŽŶƐ

ĂŶĚ ƚŚĞ ŽƵƚĐŽŵĞ ŽĨ ĨŽƌŵƵůĂ ;ϯ͘ϱͿ ĨŽƌ ∆SJSSs ͘ �ŽƚŚ ƚŚĞ ƐƵƌĨĂĐĞƐ͕ ŐƌĞĞŶ ĂŶĚ ŐƌĂǇ͕ ĂƌĞ
ƚŚĞ ƐĂŵĞ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĐŚŽƐĞŶ ƐƵďƐƟƚƵƟŽŶƐ ĨŽƌ ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶƐ f1 ĂŶĚ f2 ƐŽ ƚŚĂƚ ƚŚĞ
ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ ĂƌĞĂ ŝŶ ďŽƚŚ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĂƌĞ ƚŚĞ ƐĂŵĞ͘ dŚŝƐ ƌĞĨŽƌŵƵůĂƚĞĚ ĐĂƐĞ ĨŽƌ Ă :^^ ŝƐ ƵƐĞĨƵů͕
ďĞĐĂƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ŵŽƌĞ ƐŝŵƉůĞ ŝŶƚĞŐƌĂů ĨŽƌ ĐĂůĐƵůĂƟŶŐ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ƐƵƌĨĂĐĞ∆S͘ /Ŷ &ŝŐƵƌĞ ϰ ďŽƚŚ
ƐƵƌĨĂĐĞƐ∆S ĂŶĚ∆SJSSs ĂƌĞ ƐŚŽǁŶ͘ dŚĞ ƚǁŽ ŐƌĂǇ ĂƌĞĂƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ŐƌĞĞŶ ĂƌĞĂƐ ĂƌĞ ƐŝŵŝůĂƌ͘

&ŝŐƵƌĞ ϰ͗ �ŽŵƉĂƌŝƐŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ∆SJSSs ĂŶĚ∆S

ϭϲ



hŶŝĮĞĚ ŵĂƌŬĞƚƐ

�Ɛ ŵĞŶƟŽŶĞĚ ŝŶ ĚĞ ĚĞĨĞŶŝƟŽŶ ŽĨ :^^ ŝŶ �ŚĂƉƚĞƌ ϭ͕ D^Ɛ ĐĂŶ ĚĞĐŝĚĞ ƚŽ ĐŽŽƌĚŝŶĂƚĞ ƚŚĞŝƌ
ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞƐ Žƌ ƵŶŝĨǇ ƚŚĞŝƌ ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞ͘

/Ŷ ƚŚŝƐ ůĂƐƚ ƉĂƌĂŐƌĂƉŚ ƚŚĞ ŽƉƟŽŶŽĨ Ă ƵŶŝĮĞĚŵĂƌŬĞƚƐ ŝŶ Ă ũŽŝŶƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ƐĐŚĞŵĞ ŝƐ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ͘
/ƚ ŐŝǀĞƐ ĂŶ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ĂŶ ĞǆƚƌĞŵĞ ǀĞƌƐŝŽŶ ŽĨ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ D^Ɛ ŽŶ ƚŚĞ ĞůĞĐͲ
ƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚ͘ D^Ɛ ǁŝůů ƵŶŝĨǇ ƚŚĞŝƌ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚƐ ĂŶĚ ŐĞƚ Ă ƵŶŝĨŽƌŵ ƉƌŝĐĞ ṗ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ
ƵŶŝĮĞĚ ƐŝƚƵĂƟŽŶ Ă ŶĞǁ ĨŽƌŵƵůĂ ĨŽƌ∆S ĐĂŶ ďĞ ŵĂĚĞ ĂŶĚ ĐĂůůĞĚ∆Su ĂƐ ĨŽůůŽǁƐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ
ƵƐĞ ŽĨ ∆Su = S − Ṡ ǁŝƚŚ S ĂƐ ƚŚĞ E� ĐĂƐĞ ĂŶĚ Ṡ ĂƐ ƚŚĞ ƵŶŝĮĞĚ ŵĂƌŬĞƚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ
ĐĂƐĞ ǁŝƚŚ ƵŶŝĮĞĚ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚƐ͘ dŽ ĐŽŵĞ ƚŽ ƚŚĞ ůĂƐƚ ƐŝŵƉůŝĮĞĚ ĨŽƌŵƵůĂ ƚŚĞ ǁĞŝŐŚƚĞĚ
ĂǀĞƌĂŐĞ p̃ =

p1uT1+p2uT2
uT1+uT2

=
p1uT1+p2uT2

uTC
ŝƐ ƵƐĞĚ͘

∆Su =
(
S1(uT1) + S2(uT2)

)
−
(
Ṡ1(uT∗

1
) + Ṡ2(uT∗

2
)
)

= −
∫ u∗

T1

uT1

f1(u)du +

∫ uT2

u∗
T2

f2(u)du

−
(
uT∗

1
ṗ+ uT∗

2
ṗ− uT1p1 − uT2p1

)

= −
∫ u∗

T1

uT1

f1(u)du +

∫ uT2

u∗
T2

f2(u)du

−
(
(uT∗

1
+ uT∗

2
)ṗ+

uTC

uTC

(−uT1p1 − uT2p1)
)

=

∫ ∆u

0

(
f2(uT2 − u)− f1(u+ uT1)

)
du−

(
(u∗

T1
+ u∗

T2
)ṗ− uTC (

uT1p1 + uT2p2
uTC

)
)

=

∫ ∆u

0

(
f2(uT2 − u)− f1(u+ uT1)

)
du+ uTC

(
ṗ− p̃

)
;ϯ͘ϲͿ

��� -RLQW SURMHFWV DQG 6WDWLVWLFDO WUDQVIHU
dŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĨŽƌ ƚŚĞ ƚǁŽ ŽƚŚĞƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ :W ĂŶĚ ^d ĐĂŶ ďĞ ĚĞƌŝǀĞĚ ĨƌŽŵ
ƚŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ŽĨ :^^ ŝŶ ^ĞĐƟŽŶ Ϯ͘ � �^� ĐŽŶƐŝƐƚƐ ŽĨ ƐĞŐŵĞŶƚƐ ĂŶĚ Ă :W ĐĂŶ ďĞ ŽŶĞ ƐĞŐŵĞŶƚ
ŽĨ ƚŚĞ �^�͕ Žƌ Ă ĨƌĂĐƟŽŶ ŽĨ Ă ƐĞŐŵĞŶƚ Žƌ ĞǀĞŶŵƵůƟƉůĞ ƐĞŐŵĞŶƚƐ͘ /Ŷ ĐŚĂƉƚĞƌ ϰ ĂŶ ĞǆƚĞŶƐŝǀĞ
ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŝƐ ŐŝǀĞŶ ŽĨ ǁŚĂƚ Ă �^� ŝŶ ƌĞĂů ůŝĨĞ ŝƐ͘

^d ŝƐ ƚŚĞ ĞĂƐŝĞƐƚ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵ ďĞƚǁĞĞŶ D^Ɛ ƚŽ ŝŵƉůĞŵĞŶƚ͘ /ƚ ŝƐ ũƵƐƚ Ă ƐĞŐŵĞŶƚ
ŽĨ Ă ĨƌĂĐƟŽŶ ŽĨ Ă ƐĞŐŵĞŶƚ ŽĨ Ă �^�͕ ďƵƚ ǁŝƚŚ ƚŚŝƐ ŽƉƟŽŶ ƚŚĞ ƐƵƉƉůǇ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ
ŝƐ ůŝŵŝƚĞĚ͘

��� *HQHUDOL]DWLRQ DPRXQW RI 06V LQ -66
dŽ ƐĐĂůĞ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ůĞǀĞů ƵƉ ƚŽ ĂŶ ĂƌďŝƚƌĂƚǇ ŶƵŵďĞƌ ŽĨ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐŵŽƐƚ ŽĨ ƚŚĞ ĞƋƵĂƟŽŶƐ
ǁŝůů ĐŚĂŶŐĞ͘ tŚĞŶ ŝŶĐƌĞĂƐŝŶŐ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ D^Ɛ ƚŽ N ƚŚĞ ƐƵŵ ŽĨ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚƐ ďĞĐŽŵĞƐ
uTC =

∑N
i=1 uTi ĂŶĚ ĞĂĐŚMSi ŚĂƐ ŝƚƐ ŽǁŶ ƚĂƌŐĞƚ uTi ͘ �ĂĐŚMSi ĐŚĂŶŐĞƐ ŝƚƐ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ

ĨƌŽŵ uTi ƚŽ u∗
Ti
͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ŐĞŶĞƌĂůŝǌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ǁĞ ĚĞĮŶĞ∆ui = uTi − u∗

Ti
͘ dŚĞ∆ui ĂƐ ƵƐĞĚ

ĨŽƌ ƚǁŽ D^Ɛ ĐĂŶ ďĞ ĐĂůůĞĚ∆u͕ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞ ĚŝƐƚĂŶĐĞ ƚŽ ďŽƚŚ ƚŚĞ ŶĞǁ ƚĂƌŐĞƚƐ ŝƐ ƚŚĞ ƐĂŵĞ͘
/Ŷ ƚŚĞ ŐĞŶĞƌĂůŝǌĂƟŽŶ ĐĂƐĞ ƚŚŝƐ ƵŶůŝŬĞůǇ ƚŽ ŚĂƉƉĞŶ͘ �Ƶƚ ŝŶ ĞǀĞƌǇ :^^ ƚŚĞ ĨŽůůŽǁŝŶŐ ĨŽƌŵƵůĂ
ŝƐ ƚĞ ƐĂŵĞ͗

N∑

i=1

∆ui

�ŚĂƉƚĞƌ ϯ͘ dŚĞ ŵŽĚĞů ϭϳ



dŚŝƐ ĨŽƌŵƵůĂ ĞƋƵĂůƐ ǌĞƌŽ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞ ƚŽƚĂů Z�^Ͳ� ƉŽƚĞŶƟĂůƐ ŝŶ ƚŚĞ E� ĐĂƐĞ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ƚŚĞ
ƐĂŵĞ ĂƐ ŝŶ ƚŚĞ � ĐĂƐĞ͘ /Ŷ Ă :^^ D^Ɛ ǁŝƚŚ ƐƵƌƉůƵƐ ƉŽƚĞŶƟĂů ǁŝůů ĐŽŵƉĞŶƐĂƚĞ ƚŚĞ ŽƚŚĞƌ D^Ɛ
ǁŝƚŚŽƵƚ ƐƵƌƉůƵƐ ƉŽƚĞŶƟĂů ŝŶ ƚŚĞŝƌ �^�͘ &ŝŐƵƌĞ ϱ ŝƐ ĂŶ ĞǆĂŵƉůĞ ŽĨ Ă :^^ ĨŽƌ ƚŚƌĞĞ D^Ɛ ǁŝƚŚ
ƚŚĞ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ŶĞǁ ƚĂƌŐĞƚƐ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ĞǆĂŵƉůĞ ŝƚ ŝƐ ĐůĞĂƌ ƚŽ ƐĞĞ ƚŚĂƚ∆u1͕∆u2 ĂŶĚ∆u3 ĚŝīĞƌ
ĨƌŽŵ ĞĂĐŚ ŽƚŚĞƌ͘

&ŝŐƵƌĞ ϱ͗ :^^ Ͳ ϯ D^Ɛ ƐĞƉĂƌĂƚĞ ŵĂƌŬĞƚƐ

�ĂĐŬ ƚŽ ƚŚĞ ĂƌďŝƚƌĂƌǇ ŶƵŵďĞƌ ŽĨD^Ɛ ƚŚĞ ŶĞǁĞƋƵĂƟŽŶƐ ĨŽƌSNC͕SC ĂŶĚ∆S ǁŝůů ďĞĐŽŵĞ͗

SE� =
N∑

i=1

Si(uTi),

S� =
N∑

i=1

Si(u
∗
Ti
),

∆S =
N∑

i=1

(∫ uTi

u∗
Ti

fi(u)du− pi∆ui

)
. ;ϯ͘ϳͿ

/Ŷ ƚŚĞ ƐƵďƐĞĐƟŽŶ ZĞĨŽƌŵƵůĂƟŽŶƐ ŽĨ ∆S ϕ1 ĂŶĚ ϕ2 ĂƌĞ ŝŶƚƌŽĚƵĐĞĚ͘ dŽ ŐĞŶĞƌĂůŝǌĞ ƚŚĞƐĞ
ĨŽƌŵƵůĂƐ Ă ĚŝƐƟŶĐƟŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ŚŽƐƚ ĂŶĚ ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌŝĞƐ ŽĨ ƚŚĞ N D^Ɛ ŶĞĞĚ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ͘
� ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ ŝƐ Ă MSi ǁŝƚŚ ∆ui ≤ 0 ĂŶĚ Ă ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ ŝƐ Ă MSi ǁŝƚŚ ∆ui ≥ 0͘
dŚĞƌĞĨŽƌ ϕ1 ďĞĐŽŵĞƐ ƚŚĞ ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ Ăůů ƚŚĞ D^Ɛ ƚŚĂƚ ƌĞĚƵĐĞ ƚŚĞŝƌ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĂŶĚ ϕ2

ƚŚĞ ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ Ăůů ƚŚĞ D^Ɛ ǁŝƚŚ ĂŶ ŝŶĐƌĞĂƐ ŽĨ ƚŚĞŝƌ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ͘ dŚĞ ŐĞŶĞƌĂůŝǌĞĚ ϕ1 ĂŶĚ
ϕ2 ĂƌĞ ĂƐ ĨŽůůŽǁƐ ĂŶĚ ĐĂŶ ƌĞƉůĂĐĞ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů ŽŶĞƐ ŝŶ ĨŽƌŵƵůĂ ;ϯ͘ϱͿ͗

ϕ1(u) =
∑

i:∆ui≤0

fi(u+ uTi),

ϕ2(u) =
∑

i:∆ui≥0

fi(uTi − u).

ϭϴ



�
5HDOLW\ RI DVVXPSWLRQV

�Ɛ ŵĞŶƟŽŶĞĚ ŝŶ ƐĞĐƟŽŶ Ϯ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ŚĂǀĞ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ ƚŽ ďĞ ĂďůĞ ƚŽ ŵĂŬĞ Ă ŵĂƚŚĞͲ
ŵĂƟĐĂů ŵŽĚĞů͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ƉĂƌĂŐƌĂƉŚ Ă ĚĞĞƉĞƌ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŝƐ ŵĂĚĞ ŽĨ ǁŚǇ ǇŽƵ ĐĂŶ Žƌ ĐĂŶ
ŶŽƚ ŵĂŬĞ Ă ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ůŝŬĞ ŝƐ ĚŽŶĞ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ŵŝĐƌŽͲĞĐŽŶŽŵŝĐ ĨƌĂŵĞǁŽƌŬ ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ
ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĂŶĚ ƐŽŵĞ ƉŽƐƐŝďŝůŝƟĞƐ ŚŽǁ ǁƌŽŶŐ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ĐĂŶ ďĞ ĮǆĞĚ͘

��� fi LV D FRQWLQXRXV� GLIIHUHQWLDEOH DQG LQYHUWLEOH
IXQFWLRQ

� �^� ŽĨ Z� ŝƐ ŶŽƚ Ă ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ ƌŝƐŝŶŐ ŐƌĂƉŚ ŝŶ ƌĞĂůŝƚǇ ůŝŬĞ ƐŚŽǁŶ ŝŶ &ŝŐƵƌĞ 1͘ /ƚ ŝƐ Ă ĚŝƐĐƌĞƚĞ
ĐŽůůĞĐƟŽŶ ŽĨ ƐĞŐŵĞŶƚƐ͘ �ĂĐŚ ƐĞŐŵĞŶƚƐ ŝƐ Ă Z�^ ǁŝƚŚ ĐĞƌƚĂŝŶ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ͘ � ƐĞŐŵĞŶƚ
ŝƐ ƚŚĞ ƐƵŵŵĂƟŽŶ ŽĨ ŽŶĞ Žƌ ŵŽƌĞ Z� ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶƐ͘ dŚĞ ĮƌƐƚ ƐĞŐŵĞŶƚ ŽĨ ƚŚĞ �^� ŚĂƐ ƚŚĞ
ůŽǁĞƐƚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ ƚŚĞ ĐŽƐƚƐ ƌŝƐĞƐ ǁŝƚŚ ĞĂĐŚ ƐĞŐŵĞŶƚ͘ ^Ž ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶ ŝƐ ĂůǁĂǇƐ
Ă ƌŝƐŝŶŐ ĨƵŶĐƟŽŶ͘
dŚĞ ƉƌŽƉĞƌƟĞƐ ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ͕ ĚŝīĞƌĞŶƟĂďůĞ ĂŶĚ ŝŶǀĞƌƟďůĞ ĐĂŶ ŶŽƚ ďĞ ĂƐƐƵŵĞĚ ǁŝƚŚŽƵƚ Ă
ŐŽŽĚ ĞǆƉůĂŶĂƟŽŶ ŽĨ ŚŽǁ ƚŚĞ ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ ĨƵŶĐƟŽŶ fi ŝƐ ŵĂĚĞ ŽƵƚ ŽĨ ƚŚĞ ƐĞŐŵĞŶƚ ĨƵŶĐƟŽŶ
hi͘ tŝƚŚ ƚŚŝƐ ĚĞĮŶŝƟŽŶ ŐŝǀĞŶ͕ ŝƚ ŝƐ ƉŽƐƐŝďůĞ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶ fi ŝƐ ĐŽŶƟŶƵŽƵƐ͕ ďƵƚ ŶŽƚ
ĚŝīĞƌĞŶƟĂďůĞ ĂŶĚ ŝŶǀĞƌƟďůĞ Ăƚ ƚŚĞ ƐĂŵĞ ƟŵĞ͘ tŚĞŶ ƚĂŬŝŶŐ ƚŚĞƐĞ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ĂƐ ƚƌƵĞ ĨŽƌ
fi͕ ƚŚĞŶ ƚŚĂƚ ĐĂŶ ĂīĞĐƚ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ďĂƐŝƐ ĨŽƌ Ăůů ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂƐ ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͘
KǀĞƌĂůů ǇŝĞůĚƐ ƚŚĂƚ ĂƐƐƵŵŝŶŐ ƚŚŝŶŐƐ Ă ŵŽĚĞů ŶĞĞĚƐ͕ ĂŶǇ ƉŽƐƐŝďůĞ ŵŽĚĞů ĐĂŶ ďĞ ŵĂĚĞ͘ dĂŬĞ
ŝŶƚŽ ŵŝŶĚ ƚŚĂƚ ǁŚĞŶ ůŽŽŬŝŶŐ ƚŽ ƚŚĞ ƌĞĂůŝƚǇ ŽĨ Ă ŵĂĚĞ ŵŽĚĞů ůŝŬĞ ƚŚĂƚ͕ ƚŚĞ ŵŽĚĞů ŚĂƐ Ă ďŝŐ
ĐŚĂŶĐĞ ƚŽ ĨĂŝů ŝŶ ƌĞĂůŝƚǇ͘

��� pi ∈ R DQG LV FRQVWDQW

�Ɛ ŵĞŶƟŽŶĞĚ ĞĂƌůŝĞƌ pi ŝƐ ĐĂůůĞĚ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ͘ �ŶĚ ŝƚ ŝƐ ǁĞůů ŬŶŽǁŶ ƚŚĂƚ
ĞǀĞƌǇ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ŶŽƚ ĐŽŶƐƚĂŶƚ͘ /ƚ ĚĞƉĞŶĚƐ ŽŶ ƚŚĞ ƐƵƉƉůǇ ĂŶĚ ĚĞŵĂŶĚ ŽŶ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚ͘
^Ž pi ĚĞƉĞŶĚƐ ŽŶ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĚĞƉůŽǇĞĚ Z�^ ƉŽƚĞŶƟĂů ui͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ŶĞǁ ƐŝƚƵĂƟŽŶ pi ŝƐ ĐĂůůĞĚ
pi(ui)͘ dŚĞ ŶĞǁ ĞƋƵĂƟŽŶƐ ĨŽƌ Si(uTi) ƚŚĞŶ ďĞĐŽŵĞƐ͗

Si(uTi) =

∫ uTi

0
fi(u)du− pi(uTi)uTi ;ϰ͘ϭͿ

�ŚĂƉƚĞƌ ϰ͘ ZĞĂůŝƚǇ ŽĨ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ ϭϵ



tŚĞŶ Ă MSi ŝƐ ŐŽŝŶŐ ƚŽ ĐŽŽƉĞƌĂƚĞ ǁŝƚŚ ĂŶŽƚŚĞƌ MSj ͕ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů Z�^Ͳ� ƚĂƌŐĞƚ ŝŶ ƚŚĞ
ƉŽƚĞŶƟĂůƐ uTi ĐŚĂŶŐĞƐ ŝŶƚŽ u∗

Ti
= uTi + ∆u ŝĨ MSi ŝƐ Ă ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ ĂŶĚ ƌĞƐƉĞĐƟǀŝůǇ

−∆u͕ ŝĨMSi ŝƐ Ă ƵƐĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ͘ tŝƚŚ ƚŚĞ ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƟŽŶ∆u & uTi ƚŚĂƚ ǁŝůů ŚŽůĚ ŝŶ ŵŽƐƚ
ĐĂƐĞƐ͘ /ƚ ŝƐ Ă ĚŝīĞƌĞŶƚ ƐƚŽƌǇ ǁŝƚŚ :^^͕ ďĞĐĂƵƐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĐŚĂŶŐĞƐ ŽǀĞƌ ƚŚĞ ǇĞĂƌƐ ǁŝƚŚŝŶ ƚŚĞ
ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ͘ EŽǁ pi ĐĂŶ ďĞ ĞǆƉĂŶĚĞĚ ƚŽ ƚŚĞ ĮƌƐƚ ŽƌĚĞƌ ŽĨ ƚŚĞ dĂǇůŽƌ ƐĞƌŝĞ ŽĨ pi(u∗

ti)͗

pi(u
∗
Ti
) = pi(ui) + p′i(ui)(u

∗
ti − uti)

= pi(ui)± p′i(ui)∆u

= pi(ui)± εpipi(uTi)∆u

= pi(ui)(1± εpi

∆u

uTi

)

;ϰ͘ϮͿ

/Ŷ ƚŚŝƐ ƌĞĨŽƌŵƵůĂƟŽŶ ƚŚĞ ĞůĂƐƟĐŝƚǇ ŽĨ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ƉƌŝĐĞ εpi ǁŝƚŚ ƌĞƐƉĞĐƚ ƚŽ Ă ĐŚĂŶŐĞ ŝŶ
Z�^Ͳ� ƐƵƉƉůǇ ŝƐ ƵƐĞĚ͘

εpi =
uTi

pi(uTi)

dpi
du

=
uTi

pi(uTi)
· p′i

;ϰ͘ϯͿ

� ŚŝŐŚĞƌ ŽƌĚĞƌ ŽĨ ƚŚĞ dĂǇůŽƌ ƐĞƌŝĞƐ ŝƐ ŶŽƚ ƵƐĞĚ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ĂĚĚŝŶŐ ŵŽƌĞ ƚĞƌŵƐ ǁŝůů ŵĂŬĞ ƚŚĞ
ĞƋƵĂƟŽŶ ůĞƐƐ ƵŶĚĞƌƐƚĂŶĚĂďůĞ͘ dŚĞ∆S ǁŝƚŚ pi ƚŚĂƚ ĚĞƉĞŶĚƐ ŽŶ ƚŚĞ ui ďĞĐŽŵĞƐ∆Spi ĂŶĚ
ŝƐ ĂƐ ĨŽůůŽǁƐ͗

∆Spi =

∫ ∆u

0

(
f2(uT2 − u)− f1(u+ uT1)

)
du

−∆u
(
p2(u

∗
T2
)/(1± εp2(∆u/uT2)

)

−∆u
(
p1(u

∗
T1
)/(1± εp1(∆u/uT1)

)
;ϰ͘ϰͿ

��� Si SURYLGHV D JRRG HVWLPDWH RI WKH WRWDO \HDUO\
VXSSRUW FRVWV DVVRFLDWHG ZLWK WKH WDUJHW

tŚĞŶ ŵĂŬŝŶŐ ĂŶ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶ ŽĨ Ă ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ ĨƵŶĐƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů ŽŶĞ͕ Ă ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ
ďĞƚǁĞĞŶ ďŽƚŚ ĨƵŶĐƟŽŶƐ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ŵĂĚĞ ĂŶĚ Ă ŵĂƌŐŝŶ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ƐĞƚ͘ dŚĞ ĂƌĞĂ Si ĨŽƌMSi

ƌĞŇĞĐƚƐ ƚŚĞ ƌĞĂůŝƚǇ ŽĨ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ǇĞĂƌůǇ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ;CͿ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚǁŝƚŚ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ͕ ŝĨ ŝƚ ĚŽĞƐ
ŶŽƚ ĚŝīĞƌ ŵƵĐŚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů ĂƌĞĂƐ ƵŶĚĞƌ ƚŚĞ ƐĞŐŵĞŶƚƐ͕ ŽĨ ǁŚŝĐŚ ƚŚĞ �^� fi ŝƐ ďƵŝůƚ
ƵƉ͘ tŝƚŚŽƵƚ ŵĂŬŝŶŐ Ă ĐŽŵƉĂƌŝƐŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ŽƌŝŐŝŶĂů ƐĞŐŵĞŶƚ ĨƵŶĐƟŽŶ hi ĨŽƌMSi ĂŶĚ
ƚŚĞ ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ ĨƵŶĐƟŽŶ fi͕ ƚŚĞ ǁŚŽůĞ ŵŽĚĞů ŝƐ ďƵŝůƚ ƵƉ ǁŝƚŚŽƵƚ Ă ŐŽŽĚ ďĂƐĞ͘
&Žƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ hi ĞǆŝƐƚƐM ƐĞŐŵĞŶƚƐ ǁŝƚŚ ĞĂĐŚ ĂŶ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ ďĞŐŝŶŶŝŶŐ ĞŶĞƌŐǇ ƉŽƚĞŶƟĂů uk

ŽĨ ƚŚĞ ƐĞŐŵĞŶƚ ĂŶĚ Ă ĐŽƐƚ ůĞŶŐƚŚ ck ;k ∈ M Ϳ͘ dŚĞŶ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĂƌĞĂ ƵŶĚĞƌ hi ŝƐ
∑M

k=1(uk −
uk−1)ck͘ dŽ ŐĞƚ ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ ĨŽƌ ƚŚĞ ĂĐƚƵĂů ĐŽƐƚƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ ŵĂĚĞ ƚŽ ƌĞĂĐŚ ƚĂƌŐĞƚ Ti =

(uTi , cTi)͕ ƚŚĞ ůĂƐƚ ƐĞŐŵĞŶƚ͕ ǁŚŝĐŚ Ti ĐŽŶƐŝƐƚ͕ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ƐƉůŝƚ ƵƉ͘ >ĞƚƐ ĐĂůů ƚŚĞ ůĂƐƚ ƐĞŐŵĞŶƚ
ƚŚĂƚ ŝƐ ŶĞĞĚĞĚ l ∈ 1, ...,M ͘ dŚĞ ůĞŌ ƉĂƌƚ ĨƌŽŵ l ĨƌŽŵ ƚŚĞ ǀĞƌƟĐĂů ůŝŶĞ u = uTi ŝƐ ƵƐĞĚ͘ ^Ž
ŶŽǁ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽƐƚƐ ĂƌĞ C =

(∑l−1
k=1(uk − uk−1)ck

)
+ (uTi − ul−1)cl͘ dŚĞ ĐĂůĐƵůĂƟŽŶ

ŽĨ ƚŚĞ ĚĞǀŝĂƟŽŶ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĂƉƉƌŽĂĐŚŝŶŐ ĐŽƐƚƐ ŝŶ ĐŽŵƉĂƌŝŶŐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĂĐƚƵĂů ĐŽƐƚƐ ;DC Ϳ ŝŶ

ϮϬ



ƉĞƌĐĞŶƚĂŐĞ ĐĂŶ ďĞ ĚŽŶĞ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĨŽůůŽǁŝŶŐ ĞƋƵĂƟŽŶ͗

C − Si

C
· 100й ;ϰ͘ϱͿ

dŽ ĚĞĐŝĚĞ ǁŚĂƚ ƉĞƌĐĞŶƚĂŐĞ ŝƚ ŵĂǇ ďĞ ĚĞƉĞŶĚƐ ŽŶ Ă ůŽƚ ŽĨ ĨĂĐƚŽƌƐ͕ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƚŚĞ ƚŽƚĂů
ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ŵŽŶĞǇC ƚŚĂƚ ƚŚĞ ĨƵŶĐƟŽŶƐ hi ŝƐ ĂďŽƵƚ͘ dŝůů ŶŽǁ ŶŽŵĂƌŐŝŶ ŚĂƐ ďĞĞŶ ƐĞƚ͕ ƐŽ ŶŽ
ĐŽŶĐůƵƐŝŽŶƐ ĐĂŶ ďĞŵĂĚĞ ĂďŽƵƚ ƚŚĞ ĞƐƟŵĂƚĞĚSi͕ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ǇĞĂƌůǇ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ
ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƚĂƌŐĞƚ͘

�ŚĂƉƚĞƌ ϰ͘ ZĞĂůŝƚǇ ŽĨ ĂƐƐƵŵƉƟŽŶƐ Ϯϭ



ϮϮ



�
6'(�

dŚĞ ƐƵďƐŝĚǇ ŝŶ ƚŚĞ ^��н ĂƌƌĂŶŐĞŵĞŶƚ ŝƐ Ă ĐĂůĐƵůĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ ŵŝŶƵƐ ƚŚĞ ĐŽƌͲ
ƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ͘ dŚĞ ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ďĂƐĞĚ ŽŶ ƚŚĞ ŝŶǀĞƐƚŵĞŶƚ ĂŶĚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ĂŶĚ Ă
ƌĞĂƐŽŶĂďůĞ ƉƌŽĮƚ ŵĂƌŐŝŶ͕ ĚŝǀŝĚĞĚ ďǇ ƚŚĞ ĞǆƉĞĐƚĞĚ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƉƌŽĚƵĐĞĚ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶͲ
ĞƌŐǇ͘ dŚŝƐ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ĨŽƌ ƚŚĞ ƚŽƚĂů ĐŽŵƉĞŶƐĂƟŽŶ ƉĞƌŝŽĚ͘ dŚĞ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ŵŽƌĞ
ĐŽŵƉůŝĐĂƚĞĚ͕ ĚĞƉĞŶĚŝŶŐ ŝŶ ǁŚŝĐŚ ĐĂƚĞŐŽƌǇ ƚŚĞ ĞŶĞƌŐǇ ŝƐ ƉƌŽĚƵĐĞĚ͘ /Ŷ ƐŝŵƉůĞ ƚĞƌŵƐ ƚŚĞ
ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ƚŚĞ ĂǀĞƌĂŐĞ ŽĨ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ƉƌŝĐĞ ĨƌŽŵ :ĂŶƵĂƌǇ ƚŽ �ĞĐĞŵďĞƌ ŝŶ ǇĞĂƌ
x ŽŶ ƚŚĞ �WyͲĞŶĞƌŐǇ ĞǆĐŚĂŶŐĞ͘ �Ƶƚ ĨŽƌ ŵŽƐƚ ŽĨ ƚŚĞ ĐĂƚĞŐŽƌŝĞƐ ƚŚĞƌĞ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ĂĚĚĞĚ ŝŵͲ
ďĂůĂŶĐĞ ĐŚĂƌŐĞƐ ;0 < c ≤ 1Ϳ͘ ^Ž ƚŚĂƚ ŝƚ ĐŽǀĞƌƐ ƵŶŬŶŽǁŶ ĨĂĐƚŽƌƐ ůŝŬĞ ǁŝŶĚ͘ � ůŽǁĞƌ ĞŶĞƌŐǇ
ƉƌŝĐĞ ŝƐ ĚĞĮŶĞĚ ƚŽ ůŝŵŝƚ ƚŚĞ ĐŽŵƉĞŶƐĂƟŽŶ͘ dŚŝƐ ŽĐĐƵƌƐ ǁŚĞŶ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ
ŝƐ ĞƋƵĂů Žƌ ůŽǁĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ ĞŶĞƌŐǇ ƉƌŝĐĞ͘ �ĂĐŚ ĂƌƌĂŶŐĞŵĞŶƚ ŝŶ ƚŚŝƐ ĐŽŵƉĞŶƐĂƟŽŶ ƐǇƐƚĞŵ
ŚĂƐ Ă ŵĂǆŝŵƵŵ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ĐŽŵƉĞŶƐĂƟŽŶ͘ dŚŝƐ ŵĂǆŝŵƵŵ ĂŵŽƵŶƚ ŝƐ ƐĞƚ ďǇ ƚŚĞ ĨƵůů ůŽĂĚ
ŚŽƵƌƐ͕ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ŚŽƵƌƐ ƚŚĂƚ Ă ƉƌŽĚƵĐƟŽŶͲŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ƉƌŽĚƵĐĞƐ Ăƚ ĨƵůů ƌĂƚĞĚ ƉŽǁĞƌ͘
�ŽǁŶ ŚĞƌĞ ƚŚĞ ĨŽƌŵƵůĂ q(pa) ĨŽƌ ƚŚĞ ƐƵďƐŝĚŝǌĂƟŽŶ ŝŶ ΦĐƚ ƉĞƌ ŬtŚ ĚĞƉĞŶĚŝŶŐ ŽŶ ƚŚĞ ŵĂƌͲ
ŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ ĨŽƌ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ůŝŬĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ĂŶĚ ŐĂƐ͘ dŚĞƌĞ ŝƐ Ă ƐŝŵƉůĞ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ
(5.1) ĚĞĮŶĞĚ ĂŶĚ Ă ĐŽŵƉůŝĐĂƚĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ (5.2)͘ dŚĞ ĚŝīĞƌĞŶĐĞ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ƚǁŽ
ŝƐ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ĐŽŵƉůŝĐĂƚĞĚ ĨƵŶĐƟŽŶ ŚĂƐ ŵŽƌĞ ǀĂƌŝĂďůĞƐ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞƌĞ ĂƌĞ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ
ƚǇƉĞƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ ƵŶĨŽƌĞƐĞĞĂďůĞ ƚĂŬĞ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƐŽůĂƌ ĂŶĚ ǁŝŶĚ ƉŽǁĞƌ͘ tŝƚŚŝŶ ƚŚĞ ^��н ĨŽƌ
ƚŚĞƐĞ ƚǇƉĞƐ ƚŚĞƌĞ ŝƐ ǁŽƌŬĞĚ ǁŝƚŚ Ă ƉƌĞĚŝĐƟŽŶ ĨĂĐƚŽƌ͘ /Ŷ ƌĞĂůŝƚǇ ŝƚ ĐĂŶ ďĞ ƚŚĂƚ ƚŚĞ ƉƌĞĚŝĐƟŽŶ
ƐƵŶ ŚŽƵƌƐ ĂƌĞ ŶŽƚ ƌĞĂĐŚĞĚ Žƌ ŝƚ ĐĂŶ ďĞ ŵŽƌĞ͘ dŽ ĐŽŵƉĞŶƐĂƚĞ ďŽƚŚ ĐĂƐĞƐ ƚŚĞ ǀĂƌŝĂďůĞƐ pa͕
c ĂŶĚ pb ĂƌĞ ƵƐĞĚ ĂŶĚ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ďĞůŽǁ͘

q(pa) = B − Cpa ;ϱ͘ϭͿ

B −min{pa · c, pb} ;ϱ͘ϮͿ

q = ƐƵďƐŝĚǇ ƉĞƌ ΦĐƚͬŬtŚ

B = ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ ƉĞƌ ΦĐƚͬŬtŚ

Cpa = ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ ΦĐƚͬŬtŚ

min = ŵŝŶŝŵƵŵ

pa = ĂǀĞƌĂŐĞ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚǁĞůǀĞ ŵŽŶƚŚƐ ƉĞƌ ΦĐƚͬŬtŚ

c = ƉƌŽĮůĞ ĂŶĚ ĚŝƐďĂůĂŶĐĞ ĐŽƐƚƐ

pb = ďĂƐŝĐ ĞŶĞƌŐǇ ƉƌŝĐĞ ΦĐƚͬŬtŚ

�ŚĂƉƚĞƌ ϱ͘ ^��н Ϯϯ



&ŝŐƵƌĞ ϲ͗ �ŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ŝŶ ^��н

��� 6'(� DEURDG
dŽ ƵƐĞ ƚŚĞ ^�� ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ŝŶ ŽƚŚĞƌ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ŽĨ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ ;�hͿ͕ ƚŚĞƌĞ ĂƌĞ
ƐŽŵĞ ŶƵŵďĞƌƐ ƚŚĂƚ ŚĂǀĞ ƚŽ ĐŚĂŶŐĞ ƚŽ ŬĞĞƉ ŝƚ ĨĂŝƌ ĨŽƌ ďŽƚŚ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ĂŶĚ ƚŚĞ
ŽǁŶĞƌ ŽĨ Ă ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ͘ dŚĞ ƚǁŽ ďŽƩůĞŶĞĐŬƐ ĂƌĞ ƚŚĞ ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ ĂŶĚ ƚŚĞ
ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ͘ &Žƌ ƚŚĞ ^�� ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ŝŶ ƚŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ ƚŚĞ ĐŽůůĞĐƚĞĚ ĚĂƚĂ ůŝŬĞ ŵĂƌŬĞƚ
ƉƌŝĐĞ͕ ƐƵŶ ŚŽƵƌƐ ĂŶĚ ǁŝŶĚ ƐƚƌĞŶŐƚŚ ĂƌĞ ĚĞƚĂŝůĞĚ͘ /Ŷ ŽƚŚĞƌ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞƐ ŽĨ ƚŚĞ �h ƚŚĞ
ĚĂƚĂ ĂƌĞ ĚŝīĞƌĞŶƚ ĂŶĚ ĚŝĸĐƵůƚ ƚŽ ĐĂůĐƵůĂƚĞ ĂĐĐƵƌĂƚĞůǇ͘ dŚĞ ŵĂŝŶ ƉƌŽďůĞŵ ĨŽƌ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚ
ƉƌŝĐĞ ŝƐ ƚŚĂƚ ĞĂĐŚ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ ŝŶ ƚŚĞ �ƵƌŽƉĞĂŶ hŶŝŽŶ ŚĂƐ ŝƚƐ ŽǁŶŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ͘ dŚĞ ŬĞǇ
ƋƵĞƐƟŽŶ ƚŚĂƚ ƌŝƐĞƐ ƚŚĞŶ ŝƐ͗

tŚĂƚ ŝƐ ƚŚĞ ŵŽƐƚ ĞĸĐŝĞŶƚ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ƚŽ ƵƐĞ ŝŶ ƚŚĞ ^�� ĨŽƌ ĂŶ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ŝŶ ĂŶŽƚŚĞƌ
ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ ŽĨ ƚŚĞ �h͍

^ŝŵƉůĞ ŽƉƟŽŶƐ ĨŽƌ ƚŚĞ ĞůĞĐƚƌŝĐŝƚǇ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ͗
ϭ͘ p ŽĨ �ƵƚĐŚ ŵĂƌŬĞƚ ;�WyͿ
Ϯ͘ p ŽĨ ŚŽƐƚ ĐŽƵŶƚƌǇ
ϯ͘ p ĂƐ ŵĂǆŝŵƵŵ ŽĨ ďŽƚŚ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ
ϰ͘ p ĂƐ ŵŝŶŝŵƵŵ ŽĨ ďŽƚŚ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ
ϱ͘ p ĂƐ ĂǀĞƌĂŐĞ ŽĨ ďŽƚŚ ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞƐ

dŚĞ ĮƌƐƚ ŽƉƟŽŶ ŝƐ ƚŚĞ ŵŽƐƚ ƐŝŵƉůĞ ŽƉƟŽŶ͕ ďƵƚ ŶŽƚ ƚŚĞ ŵŽƐƚ ůŝŬĞůǇ͘ dŚŝƐ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞ ŝŶƐƚĂůͲ
ůĂƟŽŶ ŝƐ ďƵŝůƚ ŝŶ ĂŶŽƚŚĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ ǁŚĞƌĞ ŽƚŚĞƌ ĐŽƐƚƐ ĞǆŝƐƚƐ͘ /Ŷ ƚŚĞ ^�� ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ĞĂĐŚ ĐĂƐĞ
ŝƐ ŝŶĚŝǀŝĚƵĂůůǇ ƐƉĞĐŝĮĐĞĚ͘ /Ĩ ƚŚĞ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ŝƐ ĂďƌŽĂĚ͕ ƚŚĞŶ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ŝƐ ƉƌŽďĂďůǇ
ŶŽƚ ƚŚĞ ĞǆĂĐƚ ƐĂŵĞ ĂƐ ƚŚĞ �Wy ƉƌŝĐĞ ĂƐ ƵƐĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ǁŚŽůĞ ^�� ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ďǇ ŶŽǁ͘ dĂŬŝŶŐ
ƚŚĞ ŵĂǆŝŵƵŵ Žƌ ŵŝŶŝŵƵŵ ŝƐ ƉƌŽďĂďůǇ ŽŶůǇ ƵƐĞĨƵů͕ ǁŚĞŶ ƚŚĞ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ĐĂŶ ďĞ
ƐŽůĚ ĂƐ ǁĞůů ĂƐ ŝŶ ƚŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ ĂƐ ŝŶ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ͘ /ŶĐŽƌƉŽƌĂƟŶŐ ƚŚŝƐ
ŽƉƟŽŶ ŝƐ ǁĂǇ ƚŽŽ ĚŝĸĐƵůƚ ƚŽ ďƌŝŶŐ ŝŶƚŽ ƉƌĂĐƟĐĞ͘
dĂŬŝŶŐ ƚŚĞ ŵĂǆŝŵƵŵ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ƌĞƐƵůƚƐ ŝŶ ƚŚĞ ůŽǁĞƐƚ ƐƵďŝĚǇ͘ dŚŝƐ ǁŝůů ďĞ Ă ďĞŶĞĮƚ ĨŽƌ
ƚŚĞ ^�� ƌĞŐƵůĂƟŽŶ ĂŶĚ ƐŽ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ͘ KŶ ƚŚĞ ĐŽŶƚƌĂƌǇ ƚĂŬŝŶŐ ƚŚĞ ŵŝŶŝŵƵŵ ŽĨ
ƚŚĞ ƚǁŽ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ ƌĞƐƵůƚƐ ŝŶ Ă ŚŝŐŚ ƐƵďŝĚǇ͘ &Žƌ ĞĂĐŚ ŽƉƟŽŶ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ŝƐ
ĚŝīĞƌĞŶƚ͕ ďƵƚ ŝŶ ĞĂĐŚ ĐĂƐĞ ƚŚĞ ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ B ŝƐ ŝŶĚĞƉĞŶĚĞĚ ĨƌŽŵ ƚŚĞ ĂĐƚƵĂů ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ
ĂŶĚ ŝƐ ĮǆĞĚ Ăƚ ƚŚĞ ďĞŐŝŶŶŝŶŐ ŽĨ ĞĂĐŚ ƉƌŽũĞĐƚ͘ ^Ž ƚŚĞ ĞƐƟŵĂƚĞĚ ƐƵďƐŝĚǇ ŝŶ ΦĐƚ ƉĞƌ ŬtŚ ŝƐ ĂůͲ

Ϯϰ



ǁĂǇƐ ƚŚĞ ƐĂŵĞ͘ KŶůǇ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ĨŽƌ ŶĞǁ ƉƌŽũĞĐƚ ĐŚĂŶŐĞƐ͕ ďĞĐĂƵƐĞ ŝƚ ĚĞƉĞŶĚƐ
ŽŶ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚŚĞ ǇĞĂƌ ŝŶ ǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ƐƚĂƌƚƐ͘

dŽ ŝŶĐŽƌƉŽƌĂƚĞ Ă ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ǁŝƚŚŝŶ ƚŚĞ ^��н ƐŽŵĞ ŽƉƟŽŶƐ ĂƌĞ ĂůƌĞĂĚǇ ĞǆͲ
ĐůƵĚĞĚ͘ dŚĞ :ŽŝŶƚ ^ƵƉƉŽƌƚ ^ĐŚĞŵĞ ŝƐ ƐĞĞŶ ĂƐ ƚŽŽ ĚŝĸĐƵůƚ ƚŽ ŝŵƉůĞŵĞŶƚ͘ dŚĞ ŽŶĞƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ
ůĞŌ ĂƌĞ :ŽŝŶƚ WƌŽũĞĐƚ ĞŶ ƐƚĂƟƐƟĐĂů ƚƌĂŶƐĨĞƌ͘

��� 2SHQLQJ WKH 'XWFK 6'(� UHJXODWLRQ
dŚĞƌĞ ĂƌĞ ƐŽŵĞ ƉƌŽďůĞŵĞƐ ǁŝƚŚ ŽƉĞŶŝŶŐ ĚĞ ^��н ĨŽƌ ŽƚŚĞƌ D^Ɛ ŽĨ ƚŚĞ �h͘ dŚĞ �ƵƚĐŚ
ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ǁĂŶƚƐ ƚŽ ƉƌĞǀĞŶƚ ĂƐ ŵƵĐŚ ĂƐ ƉŽƐƐŝďůĞ ƚŚĂƚ Ă ƉƌŽũĞĐƚ ĂďƌŽĂĚ ŐĞƚƐ ŵŽƌĞ ƐƵďͲ
ƐŝĚǇ ƚŚĂŶ Ă ƐŝŵŝůĂƌ ƉƌŽũĞĐƚ ŝŶ ƚŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ͘ dŚŝƐ ƉƌŽďůĞŵ ƐƚĂŶĚƐ ŝŶ ƚŚĞ ďĂƐŝĐ ƉƌŝĐĞ ĂŶĚ
ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ͘ dĂŬĞ ĨŽƌ ĞǆĂŵƉůĞ ŚŝŐŚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶ ĐŽƐƚƐ ǁŝƚŚ Ă ůŽǁ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ͘ dŚŝƐ
ǁŝůů ƌĞƐƵůƚ ŝŶ Ă ǀĞƌǇ ŚŝŐŚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶƉƌŝĐĞ͘ dŚĞƌĞ ĂƌĞ ŽƉƟŽŶƐ ƚŽ ƉƌĞǀĞŶƚ ƚŚŝƐ ƉƌŽďůĞŵ ĨƌŽŵ
ŚĂƉƉĞŶŝŶŐ͘ dŚƌĞĞ ŽƉƟŽŶƐ ĚŽǁŶ ŚĞƌĞ͗

ŽƉƟŽŶ ϭ͗ &ŝǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶƉƌŝĐĞ

dŚŝƐ ƉƌŝĐĞ ĐĂŶ ĨŽƌ ĞǆĂŵƉůĞ ďĞ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚŚĞ �Wy Žƌ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚŚĞ
D^ ŝŶǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ƐƚĂŶĚƐ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ĐĂƐĞ Cpa ǁŝůů ďĞ Ă ƐĞƚ ƉƌŝĐĞ ;psͿ͘

ŽƉƟŽŶ Ϯ͗ &ŝǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶƉƌŝĐĞ± ĞǆƚƌĂ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ

dŚŝƐ ŽƉƟŽŶ ŐŝǀĞƐ Ă ǁŝĚĞƌ ƌĂŶŐĞ ǁŝƚŚ ŵŽƌĞ ƉŽƐƐŝďŝůůŝƟĞƐ͘ hƐŝŶŐ Ă ĮǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶƉƌŝĐĞ ĂŶĚ
ƚŚĞŶ ĐŽŵƉĂƌĞ ƚŚŝƐ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĂĐƚƵĂů ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ŽĨ ƚŚĞ ŵĞŵďĞƌ ƐƚĂƚĞ ŝŶǁŚŝĐŚ ƚŚĞ ŝŶƐƚĂůůĂͲ
ƟŽŶ ŝƐ ďƵŝůƚ͘ dŽ ƉƌĞǀĞŶƚ ŝŶĞƋƵĂůŝƟĞƐ ďĞƚǁĞĞŶ ŝŶƐƚĂůůĂƟŽŶ ŝŶ ĚŝīĞƌĞŶƚ D^ Ɛ͛ ƚŚĞƌĞ ŝƐ Ă ŵĂƌͲ
ŐŝŶ ŝŶ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞ ŽĨMSi ĐĂŶ ŇƵĐƚƵĂƚĞ ǁŝƚŚŽƵƚ ĐŚĂŶŐŝŶŐ ƚŚĞ ĮǆĞĚ ŵĂƌŬĞƚ
ƉƌŝĐĞ͘ /Ŷ ƚŚŝƐ ĐĂƐĞ ƚŚĞ ĞǆƚƌĂ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ŝƐ ǌĞƌŽ͘ tŚĞŶ ƚŚĞ ŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ŽĨ MSi ŝƐ ŽƵƚƐŝĚĞ
ƚŚĞ ƐĞƚ ŵĂƌŐŝŶƐ ĂƌŽƵŶĚ ƚŚĞ ĮǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ͕ ƚŚĞŶ ƚŚĞƌĞ ǁŝůů ďĞ ĂŶ ĞǆƚƌĂ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ͘
dŚŝƐ ĞǆƚƌĂ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ŝƐ ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĚĞǀŝĂƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ĮǆĞĚ ƉƌŝĐĞ ;pͿ͕ ƚŚĞ ƐĞƚ ƉƌŝĐĞ
;psͿ ĂŶĚ ƚŚĞ ŵĂƌŐŝŶ ;mͿ͘

Cpa =





ps ŝĨD < 0,

ps −D ŝĨD > 0.

ǁŝƚŚD = p− ps −m ƚŚĞ ĚĞǀŝĂƟŽŶ ŽƵƚƐŝĚĞ ƚŚĞ ŵĂƌŐŝŶƐ͘

ŽƉƟŽŶ ϯ͗ �ŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ ďĂƐĞĚ ŽŶ �Wy н ĞǆƚƌĂ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ

dŚŝƐ ŽƉƟŽŶƐ Ă ƋƵŝƚĞ ƐŝŵŝůĂƌ ƚŽ ŽƉƟŽŶ Ϯ͕ ďƵƚǁĞ ƵƐĞ ŶŽǁ ƚŚĞ �WyŵĂƌŬĞƚƉƌŝĐĞ ŝŶ ƚŚĞEĞƚŚĞƌͲ
ůĂŶĚƐ ĂƐ ͛ĮǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶƉƌŝĐĞ͛͘ �Ƶƚ ƚĂŬĞ ŝŶ ŵŝŶĚ ƚŚĂƚ ƚŚŝƐ �Wy ƉƌŝĐĞ ĐŚĂŶŐĞƐ ĞǀĞƌǇ ǇĞĂƌ͘ /Ĩ
ƚŚĞƌĞ ŝƐ ĐŚŽŽƐĞŶ ĨŽƌ ƚŚĞ ƉŽƐƐŝďŝůǇ ŽĨ ƚĂŬŝŶŐ ƚŚĞ �Wy ƉƌŝĐĞ ŽĨ ŽŶĞ ǇĞĂƌ ĂƐ ĮǆĞĚ ƉƌŝĐĞ͕ ƚŚĂŶ
ǁĞ͛ƌĞ ďĂĐŬ ŝŶ ŽƉƟŽŶ Ϯ͘

�ŚĂƉƚĞƌ ϱ͘ ^��н Ϯϱ



�ǆĐůƵƐŝŽŶƐ

&Žƌ ŶŽǁ ĂůƌĞĂĚǇ ƐŽŵĞ ƐŝŵƉůĞ ĞǆĐůƵƐŝŽŶƐ ĐĂŶ ďĞ ŵĂĚĞ ĨŽƌ ĐĂƐĞƐ ƚŚĂƚ ĐĂŶ ŶŽƚ ĞŶƚĞƌ ƚŚĞ
^��н͘ dŽ ďŝŶĚ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ƚŚĂƚ ŝƐ ƉĂŝĚ ďǇ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ͕ Ă ŵĂǆŝŵƵŵ
ĂŵŽƵŶƚŵŽŶĞǇ ŽĨ Ăůů ƚŚĞ ƐƵďŝƐĚǇ ƚŽŐŚĞƚŚĞƌ ŝƐ ƐĞƚ͘ �ŶĚ ĂƐ ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ĞĂƌůŝĞƌ ƚŚĞ ^��н ŽƉĞŶƐ
ĞǀĞƌǇ ǇĞĂƌ ƵƉ ĮƌƐƚ ĨŽƌ ƚŚĞ ůŽǁĞƐƚ ĐŽƐƚ ƉƌŽĚƵĐƟŽŶƐ ŽĨ Z� ĂŶĚ Ăƚ ůĂƐƚ ƚŚĞ ŚŝŐŚĞƐƚ ĐŽƐƚ ƉƌŽͲ
ĚƵĐƟŽŶƐ ŽĨ Z�͘ ^Ž ĂůƐŽ ƚŚĞ ^��н ƉƌŽũĞĐƚƐ ĨƌŽŵ ĂďƌŽĂĚ ƚŚĂƚ ǁŝůů ĞŶƚĞƌ ĂƌĞ ůŝŵŝƚĞĚ͘

&ŝŐƵƌĞ ϴ ŐŝǀĞƐ Ă ĐůĞĂƌ ŝŵĂŐĞ ŽĨ ǁŚŝĐŚ Z� ƉƌŽũĞĐƚƐ ĂƌĞ ŵŽƌĞ ůŝŬĞůǇ ƚŽ ĞŶƚĞƌ ƚŚĞ ^��н ƌĞŐƵͲ
ůĂƟŽŶ͘ dŚĞ ƌĞĚ ůŝŶĞƐ k ĂŶĚ j ƌĞƉƌĞƐĞŶƚƐ Z� ƉƌŽũĞĐƚ ƚŚĂƚ ĂƌĞ ĞǆĐůƵĚĞĚ ĨŽƌ ĞŶƚĞƌŝŶŐ ^��н͕
ďĞĐĂƵƐĞ Ă Cpa ƚŚĂƚ ŝƐ ŚŝŐŚĞƌ ƚŚĂŶ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ NL1 ďƌŝŶŐƐ ŚŝŐŚ ƌŝƐŬƐ ǁŝƚŚ
ŝƚ ĨŽƌ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ͘ dŚĞ ŐƌĞĞŶ ůŝŶĞƐ h ĂŶĚ i ƌĞƉƌĞƐĞŶƚ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ĨŽƌ
Z� ƉƌŽũĞĐƚƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ ĐŽŶƐŝĚĞƌĚ ĨŽƌ ^��н͘ /ƚ ŝƐ ĐůĞĂƌ ƚŚĂƚ ƉƌŽũĞĐƚ ǁŝƚŚ Ă ƐƵďƐŝĚǇ ŽĨ ĂŵŽƵŶƚ
h = b − c ĐƚeͬŬtŚ ŝƐ ŵŽƌĞ ĂƩƌĂĐƟǀĞ ƚŽ ƐƵďƐŝĚŝǌĞ ƚŚĂŶ Ă ƉƌŽũĞĐƚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ
ƐƵďƐŝĚǇ ŽĨ i = b− d ĐƚeͬŬtŚ͘

&ŝŐƵƌĞ ϳ͗ ŝŶͲ ĂŶĚ ĞǆĐůƵĚĞ ƐŝƚƵĂƟŽŶƐ ^��н ĂďƌŽĂĚ

�ƐŵĞŶƟŽŶĞĚ ŝŶ ƚŚĞ ďĞŐŝŶŶŝŶŐ ŽĨ ƚŚŝƐ ƐĞĐƟŽŶ͕ ƵƐŝŶŐ Ă ĮǆĞĚ ĐŽƌƌĞĐƟŽŶ ƉƌŝĐĞ ĨŽƌ Ăůů ƉƌŽũĞĐƚƐ
ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƐĂŵĞ Z� ŝƐ ĂŶ ŽƉƟŽŶ͘ �ƚ ƚŚĞ ďĞŐŝŶŶŝŶŐ ŽĨ ĞĂĐŚ Z� ƉƌŽũĞĐƚ ǁŝƚŚŝŶ ƚŚĞ ^��н ƚŚĞ
ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇ ŝƐ ƐĞƚ ĨŽƌ ƚŚĞ ǁŚŽůĞ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ ďĞƚǁĞĞŶ ƚŚĞ �ƵƚĐŚ ŐŽǀĞƌŶŵĞŶƚ ĂŶĚ
ƚŚĞ ŝŶǀĞƐƚŽƌ͘ dĂŬĞ ŝŶƚŽ ĂĐĐŽƵŶƚ ƚŚĂƚ ƚŚĞŵĂƌŬĞƚ ƉƌŝĐĞƐ ĐŚĂŶŐĞƐ ĞĂĐŚ ĚĂǇ͕ ƐŽ ŝƚ ĐĂŶ ďĞ ƚŚĂƚ Ă
ƉƌŽũĞĐƚ ƐƚĂƌƚƐǁŝƚŚ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ƐƵďƐŝĚǇh ĂŶĚ ĂŌĞƌ ƐŽŵĞƟŵĞ ŝƚ ĐŚĂŶŐĞƐ ŝŶƚŽ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ
ŽĨ i͘ dŚĞŶ ƚŚĞ ŝŶǀĞƐƚŽƌ ŝƐ ƵŶĚĞƌƐƵďƐŝĚŝǌĞĚ͘ dŚŝƐ ďĞĐĂƵƐĞ ƚŚĞ ŝŶǀĞƐƚŽƌ ŵŝƐƐĞƐ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ
ŽĨ c− d ĐƚeͬŬtŚ͘ KŶ ƚŚĞ ŽƉƉŽƐŝƚĞ Ă ƉƌŽũĞĐƚ ŝƐ ŽǀĞƌƐƵďƐŝĚŝǌĞĚ ǁŚĞŶ ŝƚ ƐƚĂƌƚƐ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ
ǁŝƚŚCpa = i ĂŶĚ ĐŚĂŶŐĞƐ ŝŶƚŽCpa = h͘ /Ŷ ƚŚĞ ůĂƐƚ ĐĂƐĞ ƚŚĞ ĂŵŽƵŶƚ ŽĨ ŽǀĞƌƐƵďƐŝĚŝǌŝŶŐ ŝƐ
c− d ĐƚeͬŬtŚ͘
� ƐŽůƵƟŽŶ ĨŽƌ ƚŚĞƐĞ ŬŝŶĚ ŽĨ ƉƌŽďůĞŵƐ ƚŚĂƚ ǁŝůů ŽĐĐƵƌ ǁŝƚŚ ĚŝīĞƌĞŶƟĂƟŽŶ ƉĞƌ ĐŽƵŶƚƌǇ ŝƐ Ă
ĮǆĞĚ C − pa ĨŽƌ Ăů ƉƌŽũĞĐƚ ǁŝƚŚ ƚŚĞ ƐĂŵĞ Z� ůŝŬĞ ĨŽƌ ŝŶƐƚĂŶĐĞ ƚŚĞ ƐŝŵƉůĞ ŽƉƟŽŶƐ ƚŚĂƚ ĂƌĞ
ĞǆƉůĂŝŶĞĚ ŝŶ ƐƵďƐĞĐƟŽŶ 5.1͘ &Žƌ ƐŽ ĨĂƌ ƚŚĞƌĞ ĂƌĞ ŶŽ ƚĞƐƚ ĐĂƐĞƐ ŬŶŽǁŶ͘ ^Ž ƚŚĞ ƌĞƐƵůƚƐ ŽĨ
ƚŚĞ ƉƌŽďůĞŵƐ ƚŚĂƚ ǁŝůů ŽĐĐƵƌ ŝŶ Ă ƐƉĞĐŝĮĞĚ ƐŝƚƵĂƟŽŶ ĂƌĞ ŶŽƚ ŬŶŽǁŶ ǇĞƚ͘ dŽ ƉƌĞǀĞŶƚ ƚŚĞ
ŽƉĞŶŝŶŐ ŽĨ ƚŚĞ ^��н ĨƌŽŵ ĨĂŝůŝŶŐ ĞǆĐůƵƐŝŽŶƐ ŚĂƐ ƚŽ ďĞ ĚŽŶĞ͘

Ϯϲ



%LEOLRJUDSK\

ϭ �ƵƌŽƉĞĂŶ �ŽŵŵŝƐƐŝŽŶ �/Z��d/s� ϮϬϬϵͬϮϴͬ�� K& d,� �hZKW��E W�Z>/�D�Ed
�E� K& d,� �KhE�/> ŽŶ ƚŚĞ ƉƌŽŵŽƟŽŶ ŽĨ ƚŚĞ ƵƐĞ ŽĨ ĞŶĞƌŐǇ ĨƌŽŵ ƌĞŶĞǁĂďůĞ
ƐŽƵƌĐĞƐ͕ ϮϬϬϵ͘

Ϯ &͘ �ĂůůĂ >ŽŶŐĂ͕ ,͘ <ůŝŶŐĞͲ:ĂĐŽďƐĞŶ͕ >͘ WĂĚĞͲ,ĂŶƐĞŶ͕ ĂŶĚ E͘ �ĂůĚĞƐ /ŵƉĂĐƚ ŽĨ ĐŽŽƉͲ
ĞƌĂƟŽŶ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ŽŶ ƚŚĞ ĚŝƌĞĐƚ ƐƵƉƉŽƌƚ ĐŽƐƚƐ ŽĨ ƌĞŶĞǁĂďůĞƐ ĚĞƉůŽǇŵĞŶƚ͕ ϮϬϭϰ
ƵŶƉƵďůŝƐŚĞĚ͘

ϯ �͘ <ůĞƐƐŵĂŶŶ dŚĞ ĞǀŽůƵƟŽŶ ŽĨ ŇĞǆŝďŝůŝƚǇ ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ĨŽƌ ĂĐŚŝĞǀŝŶŐ �ƵƌŽƉĞĂŶ ƌĞͲ
ŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ƚĂƌŐĞƚ ϮϬϮϬʹĞǆͲĂŶƚĞ ĞǀĂůƵĂƟŽŶŽĨ ƚŚĞ ƉƌŝŶĐŝƉůĞŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ͕ ϮϬϬϵ͘

ϰ �͘ <ůĞƐƐŵĂŶŶ͕ W͘ >ĂŵĞƌƐ͕ D͘ ZĂŐǁŝƚǌ͕ '͘ ZĞƐĐŚ �ĞƐŝŐŶ ŽƉƟŽŶƐ ĨŽƌ ĐŽŽƉĞƌĂƟŽŶ
ŵĞĐŚĂŶŝƐŵƐ ƵŶĚĞƌ ƚŚĞ ŶĞǁ �ƵƌŽƉĞĂŶ ƌĞŶĞǁĂďůĞ ĞŶĞƌŐǇ ĚŝƌĞĐƟǀĞ͕ ϮϬϭϬ͘

ϱ ǁǁǁ͘ƌĞƐϰůĞƐƐ͘ĞƵ
ϲ ŶŽƟƟĞ �� KƉĞŶŝŶŐ ^��н ǀŽŽƌ Z�^ͲƐĂŵĞŶǁĞƌŬŝŶŐƐŵĞĐŚĂŶŝƐŵĞƐ͗ WƌŽďůĞĞŵƐƚĞůůŝŶŐ͕

ϭϬͬϬϲͬϮϬϭϰ

�ŝďůŝŽŐƌĂƉŚǇ Ϯϳ



Ϯϴ



��E
tĞƐƚĞƌĚƵŝŶǁĞŐ ϯ W͘K͘ �Žǆ ϭ
ϭϳϱϱ >� WĞƩĞŶ ϭϳϱϱ �' WĞƩĞŶ
dŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ dŚĞ EĞƚŚĞƌůĂŶĚƐ

d нϯϭ ϴϴ ϱϭϱϰϵϰϵ
& нϯϭ ϴϴ ϱϭϱϰϰϴϬ
ŝŶĨŽΛĞĐŶ͘Ŷů
ǁǁǁ͘ĞĐŶ͘Ŷů
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