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Voorwoord

In deze scriptie zullen we gaan bekijken welke getallen we als som van n kwa-
draten kunnen representeren en hoe we deze representaties op efficiénte manier
kunnen vinden. Aangezien de algoritmes die deze representaties geven gebruik
maken van verschillende gebieden in de getaltheorie zal er een breed spectrum
van informatie besproken worden. Ook komt complexiteit aan bod, omdat we
willen weten hoe efficiént de besproken algoritmes zijn.

Deze scriptie is geschreven voor mensen die als voorkennis het verplichte deel
van de bachelor wiskunde aan de Radboud Universiteit Nijmegen met beginjaar
2014 hebben.
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1 Inleiding

Er zijn veel bekende wiskundigen die zich bezig gehouden hebben met het re-
presenteren van getallen als som van kwadraten. Zo liet Fermat zien welke
priemgetallen als som van twee kwadraten geschreven kunnen worden en gaven
Legendre, Hermit, Serret, Gauss en Jacobsthal algoritmes om priemgetallen als
som van twee kwadraten te schrijven.

Het overlappende thema geeft het probleem, de enige algoritmes die goed onder-
zocht zijn, zijn de algoritmes voor het representeren van priemgetallen als som
van twee kwadraten, maar hoe zit het met natuurlijke getallen, of getallen die
niet als som van twee kwadraten, maar wellicht met meer kwadraten geschreven
kunnen worden. Er is hier nog niet veel naar gekeken, omdat er nog geen goede
reden is om getallen te representeren als som van kwadraten.

In deze scriptie zullen we bekijken welke getallen representeerbaar zijn als som
van 2, 3 en 4 kwadraten en waar het mogelijk is verschillende algoritmes bekij-
ken om de representaties te vinden. We hoeven niet naar sommen van meer dan
4 kwadraten te kijken, omdat zal blijken dat we met sommen van 4 kwadraten
alle natuurlijke getallen kunnen representeren. We zullen geen brute force algo-
ritmes bespreken, aangezien deze niet efficiént en niet interessant zijn.

Veel bevindingen op het gebied van representaties als 3 of 4 kwadraten zijn op-
gesomd in het werk van Rabin en Shallit [5] en hier zal dus vaak naar verwezen
worden.



2 Som van twee kwadraten

2.1 Representeerbare getallen

Voordat we naar algoritmes gaan kijken die getallen als som van twee kwadraten
kunnen representeren, is het belangrijk om te weten welke getallen te represen-
teren zijn als som van twee kwadraten. Het is belangrijk dat we 0 als kwadraat
tellen (namelijk 0?) en dat een kwadraat h? dus te representeren is als som van
twee kwadraten h? = h? +02. We volgen voornamelijk het bewijs zoals Stillwell
gegeven heeft in [13] Sectie 6, met wat toevoeginen uit het werk van Grosswald
[6] Chapter 2.

Stelling 2.1.1 (Fermats twee kwadraten stelling) Een priemgetal p is te
schrijven als som van twee kwadraten dan en slechts dan als p Z3 mod 4

Voor het bewijs van Fermats stelling gaan we de gehelen van Gauss (Z[i]) ge-
bruiken en hebben we de volgende definities nodig.

Voor een element z = a + bi uit Z[i] met a,b € Z, noemen we z = a — bi de
complex geconjugeerde.

Voor een element 2z = a + bi uit Z[i] met a,b € Z, noemen we N(z) = a® + b>
de norm van z. Merk op dat 2Z = N(z)

Een priemelement uit de gehelen van Gauss is een v € Z[i] met norm groter
dan 1 die niet het product is van elementen uit Z[i] van kleinere norm.

Al hoewel we het niet zullen bewijzen geldt binnen Z[i] de priemdeler eigen-
schap; als voor a, b, p € Z[i] met p een priemelement geldt dat p een deler is van
ab, dan is p een deler van a of van b.

De volgende stelling laat zien waarom priemelementen uit Z[i] een rol zullen
spelen in het bewijs van Fermats twee kwadraten stelling.

Stelling 2.1.2 Voor een priemgetal p € N geldt:
p is een som van twee kwadraten < p is geen priemelement wit Z[i].

Bewijs. (=) Stel p € N is een priemgetal met p = a? + b* met a,b € Z dan
p = (a+ bi)(a— bi)
en N(a+bi) = N(a—bi) < N(p) = p? dus p is geen priemelement uit Z[i].

(<) Stel p € N is een priemgetal maar geen priemelement uit Z[i], dan is p dus
het product van delers met kleinere norm:

p=(a+bi)y
voor a,b € Z, (a + bi),y € Z[i] met norm kleiner dan p?. Maar dan
P> = (a+bi)y(a+bi)y
= (a+bi)(a—bi)yy
(a® +0*)N(7)



met a® +b% > 1 en N(y) > 1 en beide zijn gehele getallen. De enige factorisatie
van p? die hieraan voldoet is pp, dus p = a® + b>. O

Dit betekent dat wanneer we bewijzen dat een priemgetal p een priemelement
uit Z[i] is dan en slechts dan als p = 3 mod 4 we Fermats stelling bewezen
hebben. Hiervoor hebben we nog één lemma nodig,.

Lemma 2.1.3 FEen priemgetal p = 4n+1 voor een n € N deelt m? + 1 voor een
meEZ.

Bewijs. De enige elementen binnen (Z/pZ) die hun eigen inverse zijn, zijn 1 en
—1=—1 mod p. Dit betekent dat in (p—1)! elk element tegen zijn inverse weg
valt op 1 en —1 na, dus

-1 = 1-(-1) (mod p)
= (p-D! (mod p)
= 1-2---4n (mod p)
= (1-2---2n)((=2n)---(=2) - (=1)) (mod p)

(omdat p— k= —k mod p)
= (1-2---2n)%(=1)*" (mod p)
= (1-2---2n)* (mod p).
Dus met m = (2n)! krijgen we m? = —1 mod p en dus p | (m? + 1). O

Bewijs van Fermats twee kwadraten stelling. Elk priemgetal is gelijk aan
2 of gelijk aan 1 (mod 4) of 3 (mod 4).

2 =12 4+ 12 en dus een som van twee kwadraten.

Stel p=1 mod 4, dan p | (m? + 1) voor een m € Z, en

m? +1=(m—i)(m+1).

Echter deelt p wel (m? 4 1) maar niet (m — i) of (m +14) want mp_i, mT” & 7[i],

dus p is geen priemelement uit Z[i] en dus een som van twee kwadraten.

Stel p =3 mod 4, stel a,b € Z. Aangezien a®> =0 mod 4 of a2 =1 mod 4 en
hetzelfde geldt voor b, krijgen we a? + b?> = ¢ mod 4 voor een ¢ € {0,1,2} en
aangezien p = 3 mod 4 is dus p # a? + b%. Dus p is niet te schrijven als som
van twee kwadraten. O

Nu vast staat welke priemgetallen te representeren zijn als som van twee kwa-
draten, kunnen we bekijken welke natuurlijke getallen zo te representeren zijn.

Stelling 2.1.4 Fen natuurlijk getal n € N is te representeren als som van twee
kwadraten dan en slechts dan als elk priemgetal ¢ = 3 (mod 4) dat n deelt dit
in een even macht doet. Met andere woorden, de grootste m € N waarvoor q™
een deler is van n is even voor elke priemfactor ¢ = 3 (mod 4) van n.



Bewijs. (=) Stel ¢ =3 mod 4 is een priemfactor van n. Stel 2% + y? = n voor
een 7,y € Z dan 22 = —y? (mod ¢), maar omdat —1 een kwadratische niet-
rest is modulo ¢ (zie hiervoor Lemma 2.3.3 en zijn gevolg), geldt dit alleen als
x =y =0 (mod q). Dus zowel z als y is deelbaar door ¢, dus n is deelbaar door
q%. Stel n = ¢?n; en n, is deelbaar door ¢ dan kunnen we hetzelfde argument
gebruiken om te zien dat n; deelbaar moet zijn door ¢? en met inductie zien we
dat g in een even macht voor moet komen.

(«=) Stel elke priemfactor ¢ = 3 (mod 4) van n komt in even macht voor, dan is n
te ontbinden in factoren die allen te schrijven zijn als som van twee kwadraten (g
komt in een even macht, zeg m voor dus ¢ = (qm/ 2)24+02 en we hebben al gezien
dat alle andere priemfactoren te schrijven zijn als som van twee kwadraten). Stel
r=a?4+b%y=c?>+d* met z,y €N, a,bc,d€Zdan

vy = (a®+b*)(*+d?)
— a202+a2d2—|—bzc2+b2d2
= (ac+ bd)? + (ad — bc)?.

Dus met inductie zien we dat n te schrijven is als som van twee kwadraten. [J

2.2 Legendres algoritme

In 1808 presenteerde Legendre het eerst bekende algoritme voor het represen-
teren van een priemgetal p = 1 (mod 4) als som van twee kwadraten, wat
besproken wordt door Davenport in [4] Sectie 5 en Barnes [1]. Dit algoritme
maakt gebruik van Kettingbreuken.

2.2.1 Kettingbreuken

Definitie 2.2.1 FEen kettingbreuk is ecen "breuk”van de vorm

21 21
g+ ————— of ap+
22 z22
qQ+— QG+

. e 23
qQ+ — 2+ —

n

met q;, z; € Z voor alle i € N.

We noemen zo’n kettingbreuk een simpele kettingbreuk als z; = 1 voor alle
i €N.

In deze definitie staat breuk tussen aanhalingstekens, omdat een oneindige ket-
tingbreuk geen rationaal getal is.

Om kettingbreuken leesbaar te houden voeren we de volgende notaties in:

S + it
—_—— e e qO _—,
Gt get 22

q + 1

Q2+i

qo +



[q07q17"'] '=qo +
+7

a1 1

QQ+i

Vanaf nu zullen we met kettingbreuken simpele kettingbreuken bedoelen tenzij
anders aangegeven.

Eindige kettingbreuken kunnen we omschrijven naar een gewone breuk waar de
teller en noemer copriem zijn; zo wordt

1 qoq1 + 1
Go+— = —
q1 q1
1 1 qoqiq2 +qo+ g2
Go+—— = 02
Q1+ g2 G1q2+1
o+ L 1T 1 %9293 + 9093 +q2q3 + 1
g1+ g2+ g3 419293 + q1 + g3
Voor de teller en noemer van [qg, g1, - - ., ¢m] Op z0'n manier uitgeschreven,

schrijven we A,, respectievelijk B,,; deze worden ook wel de teller en noemer
van de convergenten van de kettingbreuk genoemd, we zullen voor het gemak
A,, en B, convergenten noemen, ook al is dit niet de traditionele definitie.
Hiermee krijgen we

Ao = qo By =1
A1 =qoq1 +1 Bi=q (1)
Am = QmAm—l + Am—2 Bm = QmBm—l + Bm—2

en voor m > 0
AmBm1— Ay 1By = (1)L (2)

2.2.2 Kwadratisch irrationale getallen

Kwadratisch irrationale getallen zijn verbonden aan kettingbreuken en spelen
een belangrijke rol in Legendres algoritme voor het vinden van een representatie
van een priemgetal p =1 (mod 4) als som van twee kwadraten.

Definitie 2.2.2 Een irrationaal getal dat de oplossing is van een kwadratische
vergelijking met gehele coéfficiénten heet een kwadratisch irrationaal getal.

Een voorbeeld van een kwadratisch irrationaal getal is v/ N van een natuurlijk
getal N dat geen kwadraat is. Als VN & Z geldt ook dat VN ¢ Q, want als
a,b € Z met ggd(a,b) =1 dan ($)* ¢ Z. Dus VN is irrationaal en een oplossing

voor 22 — N = 0.

We kunnen direct een verband zien met kettingbreuken als we naar volledig
periodieke kettingbreuken gaan kijken.



Definitie 2.2.3 FEen volledig periodieke kettingbreuk o is een kettingbreuk
die periodiek is vanaf het begin. Dit wil zeggen

@ = [QO7q17"'aQWL]7

waar de overlijning betekent dat het overlinde stuk oneindig herhaald wordt,
dus

1 1 1 1
a:qo_i_ii...ii.
G+ @+ gnto

11 .11

= die positief is, dan zien we net

? —_— . .
Stel we hebben zo'n a = qo + e e

zoals bij (1), dat
aAm + Amfl

a=——7—""".
Ole + Bm—l
Uitgeschreven levert dit op
&?By, 4+ a(Bym—1 — Ap) — Ay = 0. (3)
Aangezien « een oneindige kettingbreuk heeft, is « irrationaal en omdat
Apy A1, By, By—1 € Z is « een kwadratisch irrationaal getal.

We voeren nu voor een kettingbreuk [ag,a1,...,a,] de notatie
A, = [[ag,a1,...,a,]] in (dit geeft ook automatisch B, = [[a1,as,...,a,]]).
Euler liet met een formule (Eulers formule) zien dat we A,, kunnen berekenen
door de som te nemenen van: het product van alle termen (dus ag - a1 - - - ay,),
alle producten van alle termen met één paar opvolgende termen weggelaten, alle
producten van alle termen met twee paren van opvolgende termen weggelaten,
enzovoorts. Hierbij wordt het product waar precies alle termen weggelaten zijn
1. Dit wordt duidelijker met een voorbeeld.

[[90, 21592, a3]] = 90919293 + G293 + qogs + q0q1 + 1,

waar we bijvoorbeeld gyqs krijgen door het opvolgende paar q1, g2 weg te laten.
Een voorbeeld met oneven lengte eindigt nooit op een 1, omdat er altijd een
even aantal termen wordt weggelaten.

(90, 41, 42, 43, 4a]] = G0q142G344 + 424394 + Q043G4 + G0q144 + Q0q1G2 + 44 + G2 + qo,
Waar we bijvoorbeeld ¢s krijgen door de paren qg, ¢ en g3, qqs weg te laten.

Als we de definitie/constructie van A,, en B, bekijken net boven (1) zien we
dat in het algemeen geldt

Am = QOBm + [[Q27 o ,Qm]]
of uitgeschreven

g0, q1,- - am]] = qollar, - - -, aml] + a2 - - -, am]]- (4)

We weten dat voor de eerste twee gevallen geldt [[ag]] = ao en [[ao,a1]] =
apa; + 1. Dus als we uitgaande van de correctheid van Eulers formule voor



de twee convergenten van het rechter lid van (4) kunnen bewijzen dat Eulers
formule geldt voor het linker lid hebben we met inductie bewezen dat Eulers
formule altijd correct is.

Stel Eulers formule klopt voor convergenten met m — 1 of minder coéfficiénten,
dan is [[q1,. .., qm]] de som van de producten van de termen op alle manieren
met elke mogelijkheid van opvolgende paren weggelaten, dus gol[q1, . .., qm]] is
de som van alle producten van de termen met elke mogelijkheid van opvolgende
paren behalve de paren die gg bevatten weggelaten. Dit houdt in dat precies alle
producten waar het paar qo,q1 weggelaten moeten komen uit [[go, ..., ¢n]] en
dat is precies wat Eulers formule oplevert voor [[¢2, . . ., ¢m]], dus Eulers formule
is correct.

Door met Eulers formule [[ag, a1, ..., a,]] uit te schrijven zien we direct dat

[[ao, a1, ... an]] = [[an, Gn-1,- -, a0]]

Dit betekent dat als we in ons geval 8 = [ @m,Gm—_1,---,Go | nemen, en de
convergenten van /3 met een accent aangeven, krijgen we

’

‘w1 =Bm, B,=An., B

A=A, A m_1 = Bm_1

Dus krijgen we voor de (8

’

_ ﬂA;n—'_Amfl _ ﬁAm+Bm

B= "7 — =
ﬁBm + Bm_1 6Am—1 + Bm—l

en dus
BQAm—l + ﬂ(_Am + Bm—l) - Bm =0

Hiermee zien we dat —% een oplossing is voor (3). Aangezien « en [ door

constructie hetzelfde teken hebben, betekent dit dat f% het andere nulpunt is

van de kwadratische vergelijking van a. We noemen —% de geconjugeerde
van «. We weten dat > 1, omdat g, > 1 en dus hebben we het volgende
lemma.

Lemma 2.2.4 FElke positieve volledig periodieke kettingbreuk is gelijk aan een
kwadratisch irrationaal getal o dat groter is dan 1 en een geconjugeerde —%
heeft, waar B de kettingbreuk is met de termen omgedraaid. Deze geconjugeerde

ligt tussem —1 en 0.
Dit lemma vraagt om een nieuwe definitie.

Definitie 2.2.5 FEen kwadratisch irrationaal getal o heet gereduceerd als
a > 1 en voor zijn geconjugeerde o geldt —1 < o/ < 0.

Stelling 2.2.6 FEen kettingbreuk van een gereduceerd kwadratisch irrationaal
getal is volledig periodiek.



Bewijs. Stel « is een gereduceerd kwadratisch irrationaal getal, dan zijn er
a,b,c € Z met a,c # 0 zodanig dat

ac® +ba+c=0.
Dit geeft voor bepaalde P,Q € Z en D € N, waarbij D geen kwadraat is

b+t vVb2 —4ac PE+vD
o= = .
2a Q

Aangezien we het teken van v/ D kunnen aanpassen door dat van P en ) aan
te passen kunnen we zelfs aannemen dat

oo PHVD
S Q

en dat geeft voor de geconjugeerde

Er zijn een aantal belangrijke eigenschappen die we nu vast kunnen stellen.
1. a—a’:2%>06ndusQ>0.
2. a+a’=2£>0endusP>O.
3. o/ <0,dus P <VD.
4. a>1,dus Q < P++D < 2VD.

5. P26D = b27(b22a74ac) = 2¢, dus (P? + D) is een veelvoud van Q.

We kunnen a nu gaan ontwikkelen als kettingbreuk. a > 1, dus er zijn ¢o € N
en a1 € R zodanig dat
1
o= — )
do + o (5)
maar go + 1 > a. We zullen vanaf nu zo'n ¢y het gehele deel van « noemen.
Dit betekent dat
O/ =qo + VR
aq
dit geeft
-1
qo —a'
Aangezien ¢y € N en o < 0, hebben we go —a’ > 1, dus —1 < o} < 0, dus a3
is een gereduceerd kwadratisch irrationaal getal. Dit betekent ook dat als we
op een zelfde manier as, as, ... . definiéren, deze ook gereduceerde kwadratisch
irrationale getallen zijn.

o) =



We kunnen de bijbehorende vergelijking voor « vinden uit die van «

1 P —Qqo+ VD
—_— a _— qO P— — .
aq Q
. D—P2
Definicer Py = —P + Qqop en Q1 = Tla dan
o Q P +vD
! 7P1 + \/5 Ql ’

Het is duidelijk dat P; € Z, maar ook Q1 € Z, want (D — P?) is een veelvoud
van Q en P = —P (mod Q). Omdat «; gereduceerd is, zijn P; en Q; zelfs
natuurlijk en is (P? — D) een veelvoud van Q1. We kunnen dit proces blijven
herhalen en krijgen zo

o, = Tnt VD

n Qn b

met dezelfde eigenschappen als eerder gegeven voor «, P,Q en D. Nu moet
voor elk paar P,, @, gelden dat 0 < P, < v/D en 0 < Q,, < 2v/D, aangezien
zowel P, als @, natuurlijk zijn, zijn er maar een eindig aantal verschillende
mogelijkheden. Dus uiteindelijk komen we op een paar P,,, @, uit dat al eerder
is voorgekomen, dus «a,, = a,, voor een m < n, dus « is periodiek.

1
An41

We hebben nu voor «,, als geconjugeerde o, = ¢, + . Definieer nu 3, =

—ai,. Dan geldt 5, > 1 en

1 1
_7:(]n_ﬁn ) of ﬂn 1=¢qn+ —5.
ﬂn +1 * /Bn

Dus g, is zowel het gehele deel van «,, als van S, 41.

Stel a, = ayp, met n < m. Dan zijn hun geconjugeerden ook gelijk en dus
Bn = Bm. Met wat we hierboven gezien hebben betekent dit dat ¢, het gehele
deel is van (3, en ¢, van B,,, dus ¢, = ¢,,. Aangezien

1 1

Qp—1 =(qn-1+ — Om—1 = gm-1+ —,

Qp O
geldt ook ay,—1 = ay,—1 en als we dit doorzetten krijgen we ay,—,, = . Dit
betekent dat

o= [QOa(Ila sy menflaa]o
Dus « is volledig periodiek. O
We moeten nog een aantal eigenschappen voor de kettingbreuk van v N bewij-

zen, voor een natuurlijk getal N, voordat we naar het algoritme van Legendre
kunnen gaan kijken.

Lemma 2.2.7 Voor een natuurlijk getal N heeft de kettingbreuk van de wortel
de vorm

\/N: [QOthQQ,---aQQv%,QQO ]



Bewijs. Laat go het gehele deel van /N zijn, dan is VN + ¢y een kwadra-
tisch irrationaal getal. Aangezien de geconjugeerde —v/N + qo is en aangezien
—1 < —V/N 4+ g9 < 0 geldt zelfs dat VN + qo gereduceerd is. Neem nu
a = VN + ¢ en stel dat de periode van « gelijk is aan n, dan krijgen we

0‘:[2CIO7Q1;(]27~~7(]n}~ (6)
We hebben al gezien dat voor de inverse periode moet gelden

1

_& = [q’n7Q’nfl7"'7q172q0 ]

Maar met (6) hebben we omdat o’ = —v/N + g,

1
_J = [q17QQ7~~'aqn72q0}~

Dit geeft dat voor alle m € N met 0 < m < n geldt dat ¢, = gn—m+1 en dus

\/N: [q07q17q27"'7QQ7q172qo ]

2.2.3 Het algoritme

In deze sectie gaan we een priemgetal p = 1 (mod 4) schrijven als som van twee
kwadraten door middel van het algoritme van Legendre. De eerste stap is om
/D te schrijven als kettingbreuk.

Lemma 2.2.8 /p kan geschreven worden als

\/13:[QOa(117~-~7Qman»~--,Q172CI0}- (7)
Met andere woorden, de kettingbreuk van \/p heeft periode van oneven lengte.

Dit kan bewezen worden door twee lemma’s die Perron heeft bewezen in [11],
Satz 3.18 en Satz 3.22.

Lemma 2.2.9 De vergelijking x> — Dy? = —1 heeft een oplossing dan en slechts
dan als het aantal termen in de periode van de kettingbreuk voor /D oneven is.

Lemma 2.2.10 Voor een priemgetal p = 1 (mod 4) is 22 —py? = —1 oplosbaar.

Het spreekt voor zichzelf dat deze twee lemma’s samen met de resultaten van
Sectie 2.2.2 een bewijs geven voor Lemma 2.2.8.
We definieren « als de kettingbreuk
1 1 1 1
Gm-1t @+ 200+t @t
= [gm- 01,200,015 - G |

a = gm+t
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waar de ¢; deze zijn van (7).

Omdat \/I) = [q07q17"'aqquma'"aQ172q0aQ17"'7qm] krijgen we
VP = 10001, qm, ] of \/p = Zg%gm:(zie (1)). Dit betekent dat we met

(2) a kunnen schrijven als een kwadratisch irrationaal getal.

O[Am + Am—l
\/]3 B aBm + Bmfl

= (Ole + Bmfl)\/f? = OzAm + Am,1
= Oé(Am — Bm\/ﬁ) =—A,_1+ Bm—l\/ﬁ

—Ap- _
- o= m—1 1 Bm 1\/]3

Am - Bm\/f)

N o= (_Am—l + Bm—l\/ﬁ)(Am + B?n\/ﬁ)

— A Ay 1+ pByBoq + (—1)™1
N o 1+D 1+ (=1) \/]3

A%, —pB7,
Als we o schrijven voor de geconjugeerde van « krijgen we

o = —AnAm—1+pBnBpo1 + (_l)m\/ﬁ
a A2, —pB3,

en

*AmAm— Bm,Bm— 2
aa/:( 1tp 1) P__q

(A%, —pB7)?

Dus als we het volgende definiéren

T =pBnBm_1— AmAm—1
y = A, — By,
krijgen we p = 22 + y2.

Nu moeten we nog een constructie vinden voor de kettingbreuk van ,/p. Noem
nu h(n) het gehele deel van n. Definieer

ap = /p +h(V/Pp)
1

n = Ap—1 — h(anfl)

Zodra je een n gevonden hebt zodat a,, = ay, geldt

\/I) = [h(\/ﬁ)v h(ai),..., hian) ]

Dit is dezelfde constructie die we bij (5) hebben gebruikt om aan te tonen dat
gereduceerde kwadratische irrationale getallen zich als kettingbreuk uit laten
bouwen met behulp van andere gereduceerde kwadratische irrationale getallen.
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We kunnen met een voorbeeld zien dat het werkt. Neem p = 29, dan kunnen
we berekenen dat v/29 = [5,2,1,1,2,10 ], dit houdt in dat

A = [[5,2,1]] = 16, A1 =[[5,2]] = 11,
B, =[[2,1]] = 3, Bn-1=12]] =2
Dit geeft
r=29-3-2-16-11 = -2, y=16%-29.3% = —5.

En we zien dat 29 = (—2)% + (=5)2.

Wat we nu nog willen weten is hoe efficiént dit algoritme is. Hiervoor bespreken
we eerst kort een stukje theorie over complexiteitstheorie.

2.2.4 Complexiteit

In deze scriptie zal de complexiteit van de algoritmes niet uitvoerig behandeld
worden en hebben we aan een aantal eenvoudige definities genoeg.

Definitie 2.2.11 Big O (O) is een notatie die gebruikt wordt om de complexi-
teit van een functie of algoritme aan te geven. Stel f,g zijn reéle functies dan
betekent f(x) = O(g(x)) dat er een positief reéel getal M en een reéel getal x
bestaan zodanig dat voor elke x > xo geldt |f(x)] < M |g(z)].

Voor algoritmes wordt O gebruikt voor het aantal operaties die het kost om een

algoritme uit te voeren.

We zullen een voorbeeld doornemen van O. Laat f(x) = 62° — 1223 + 322 + 1,
dan geldt

|f(z)] = [62° — 122° + 32* + 1]
< |62°| + |122°| + |32®| + [1]

< Tad (Voor groot genoege x)

Dus f(x) = O(zP).

Algoritmes kunnen we onderscheiden in twee complexiteitsklassen, algoritmes
die oplosbaar zijn in polynomiale tijd en algoritmes die dit niet zijn. Algoritmes
die niet binnen polynomiale tijd oplosbaar zijn, worden in het algemeen gezien
als inefficiénte algoritmes die snel in complexiteit zullen stijgen voor grotere
input.

Definitie 2.2.12 Fen algoritme is oplosbaar binnen polynomiale tijd als hij
met input van grootte n een compleziteit heeft van O(nk) voor een positieve k.

Merk op dat een algoritme waarbij de complexiteit niet als een macht van de
grootte van de input genoteerd wordt, dit niet betekent dat hij niet binnen
polynomiale tijd oplosbaar is, want er kan wel een bovenafschatting zijn die een

12



macht van de grootte van de input is.

De grootte van de input van een getal is in het algemeen niet de waarde van het
getal zelf. Wij zullen voor onze algoritmes als input enkel natuurlijke getallen n
hebben en hiervoor kunnen we de complexiteit aangeven met log,(n) of simpel
weg log(n), dit geeft de lengte van het natuurlijk getal als deze binair geschreven
wordt. We zullen het ook ooit over verwachte polynomiale tijd hebben, hiermee
wordt bedoeld dat er ergens willekeurig iets gekozen moet worden en met de
verwachte kans dat we een juiste keuze maken, zal het algoritme in polynomiale
tijd uit te voeren zijn.

2.2.5 Efficiéntie van het algoritme

Hiervoor hebben we een bovengrens nodig voor het aantal termen waaruit de
kettingbreuk van ,/p kan bestaan. In theorem 4.2 van [2] bewijst Becceanu het
volgende lemma.

Lemma 2.2.13 Voor een natuurligk getal D > 1 dat geen kwadraat is, geldt
voor een k € N dat k> < D < (k+ 1)? en dat de lengte van de periode van de
kettingbreuk van /D kleiner is dan %k + %

Voor een groot genoege D betekent dit dat het aantal stappen kleiner is dan
2k of 2¢/D en dat het algoritme voor het uitrekenen van de kettingbreuk voor
V/D een complexiteit heeft van O(f(D)- D) waar f(D) de complexiteit is voor
het uitrekenen van één volgende getal in de kettingbreuk. We hebben in Sectie
2.2.3 gezien dat dit neer komt op een breuk, aftrekking en het berekenen van het
gehele deel van een getal. Al hoewel deze allemaal in polynomiale tijd kunnen,
is O(D%) al geen polynomiale tijd en zal Legendres algoritme op deze manier
niet binnen polynomiale tijd te berekenen zijn.

Lenstra [9] geeft aan dat door het algoritme anders aan te pakken de complexiteit
van het algoritme van Legendre voor het bepalen van een representatie als som
van twee kwadraten voor een priemgetal p = 1 (mod 4) gelijk wordt aan O(p#)
of door het aannemen van de Riemann-hypothese zelfs O(p%), maar beide is
geen polynomiale tijd, aangezien de input van grootte log, p is.

2.3 Algoritmes vanuit kwadratische resten
2.3.1 Serret en Hermite

In 1948 publiceerden zowel Serret [12] als Hermite [7] een artikel met vrijwel
hetzelfde algoritme voor het representeren van een priemgetal p = 1 (mod 4)
als som van twee kwadraten. Met notaties zoals besproken in Sectie 2.2 is het
algoritme te beschrijven met de volgende twee stappen.

1. Vind een h € Nmet 0 < h < § zodanig dat h* = —1 (mod p)

2. Bepaal de kettingbreuk voor % totdat By, < /p < Bj,_,. Dan geldt
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p= (hBI/c+1 - PA%H)Q + (Bllc+1)2'

In dit geval gebruiken we de notatie A} en B], in plaats van A, en B, voor

de convergenten van de kettingbreuk van %, omdat we deze later willen kunnen

onderscheiden van de convergenten van een andere kettingbreuk. Dit zijn dus
geen geconjugeerden of dergelijke.

We kunnen weer het voorbeeld p = 29 nemen om dit algoritme uit te testen.
We zien dat 12% = 144 = —1 (mod 29) en 12 < 22. We berekenen dat voor 12
geldt dat B) =5 en Bj = 12. We berekenen nu
(12B — 29A%)? + (BY)? = (12 -5 — 29 - 2)% 4+ 52
— 22 + 52
=29

2.3.2 Brillhart

In 1972 liet Brillhart [3] zien dat het niet nodig is om de convergenten uit te
rekenen en dat we in plaats van het bepalen van de kettingbreuk eenvoudigweg
het algoritme van Euclides kunnen toepassen. Dit algoritme gaat als volgt

1. Vind een h € Nmet 0 < h < & zodanig dat h* = —1 (mod p)

2. Pas het algoritme van Euclides toe op p en h met resten Ry, Rs, ... totdat
je een k vindt zodanig dat Ry < \/p < Ri_1. Dan

p=R;+ R, als Ry > 1,
p=nh?+1 als Ry = 1.

Laten we weer het voorbeeld p = 29 testen. We hebben in Sectie 2.3.1 gezien
dat 122 = —1 (mod 29) en 12 < Z. Het algoritme van Euclides geeft

20=2.12+5,

12=2-5+2,
5=2.2+41,
2=2-1+0.

Aangezien 5 < /29, krijgen we p = 52 + 22.

Brillhart bewees de correctheid van dit algoritme aan de hand van de correctheid
van het algoritme van Serret en Hermite en een stelling uit [11].

Stelling 2.3.1 Voor P,Q € N met P > @Q > 1 en ggd(P,Q) = 1 heeft g een

symmetrische kettingbreuk met een even aantal termen als Q? + 1 deelbaar is

door P.

14



Bewijs. Perron [11] bewijst in Satz 2.3 dat elk rationaal getal op precies 1
manier als symmetrische kettingbreuk met even aantal termen te schrijven is.
Dus als % een kettingbreuk heeft van n + 1 termen met n oneven, dan

P A,

éZ[QmC]la--wQMQO]ZE (8)

omdat A, en B, copriem zijn (zo zijn ze namelijk gedefinieerd), geldt
P = A,,Q = B,. Perron [11] heeft in paragraaf 11 bewezen dat als

%Z = [ag,a1,...,a,] dan 2 = [an,an_1,...,a0] en dus is voor ons
A, _ A . — TH
1. = g~ endus 4,1 = By, dus uit (2) volgt

Aan,1 - Br21 = (_l)n_l
en omdat we vastgesteld hebben dat P = A,,,Q = B,
PB, 1 =Q*+(-1)"!

dus Q2 + (—1)"7! is deelbaar door P. Dit samen met Perron Satz 2.3 bewijst
de stelling. O

Perron[11] bewijst in paragraaf 11 ook dat voor coprieme P en @) waar g een

periode heeft van lengte 2k dat 245541 = Ai + A%_l.

Uit (1) zien we nu, omdat we weten dat p = Asg11, h = Aoy,
D = Qart1h+Aok_1, h = qurAok_1+Aok_o, Aop_1 = qar—1Aok—2+As_3,

Omdat A, 41 > A, voor elke n € N, geeft dit het algoritme van Euclides. Dit
betekent dat Asg,_1 = Ry, Aog_2 = Ra,... Dus p = Ri + Rzﬂ.

We moeten nog aantonen dat Ry de eerste rest is kleiner dan /p. Het is duidelijk
dat Ry < \/]3

Als k =1, dan is Ry dus de eerste rest kleiner dan /p.

Als k > 1, dan zien we uit (8) dat Rx_1 = Apy1 = Bj,_, en bij het algoritme
van Serret en Hermite is B}, > \/p.

Als Ry =1, dan p = qoh+1en p/h = [qo, qo] = q0—|—qi0, dusqo = henp=h?+1.

Nu we weten dat het algoritme werkt, zijn er nog twee dingen die we moeten
achterhalen; we moeten namelijk A nog bepalen en willen weten hoe efficiént
het algoritme is. Het bepalen van h = —1 (mod p) kan op veel verschillende
manieren, een efficiénte manier is besproken in [5].

We weten door middel van de hoofdstelling van de algebra dat de veelterm
22 + 1 = 0 hoogstens twee nulpunten heeft in (Z/pZ). We kunnen met behulp
van het Legendre-symbool en Eulers criterium aantonen dat er precies twee
oplossingen bestaan.
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Definitie 2.3.2 Als A de verzameling van alle priemgetallen is, is het Legendre-
symbool een functie (N x A) — {—1,0,1} gedefinieerd door

—1 als a een kwadratische niet-rest is modulo p,

ayl )0 alsa=0 (mod p),
)1 als a een kwadratische rest is modulo p
ena#0 (mod p)

Lemma 2.3.3 (Eulers criterium) Laat p een priemgetal zijn en a een na-
tuurligk getal dat copriem is met p, dan

<Z> =a" (mod p).

Bewijs. Aangezien a # 0, geldt met de kleine stelling van Fermat a?~! = 1
(mod p) oftewel

p—1 p—1

a?'—1=(az —1)(a 2 +1)=0 (mod p).

Als a een kwadratische rest is, dan bestaat er een x € (Z/pZ) zodanig dat
22 = a. Hiermee geldt voor het linker lid a2 = (x2)p771 =1 (mod p), vanwege
de kleine stelling van Fermat. Omdat 22 = y? (mod p) & z = y (mod p) of
x = —y (mod p), en omdat —y Z y (mod p) voor p =4k + 1 met k € N, zijn er
precies 2k kwadratische resten in (Z/pZ). Met de hoofdstelling van de algebra
zien we dat precies alle kwadratische resten de nulpunten geven van T — 1,
dus in alle andere gevallen wordt (a%1 + 1) gelijk aan 0. Dit betekent dat als

a geen kwadratische rest is, dan geldt a”z = —1 (mod p). O

Omdat (71)271" =1, is —1 een kwadratische rest voor alle priemgetallen van de
vorm p = 4k + 1, dus is er minstens 1 nulpunt voor 22 + 1 = 0. Noem dit
nulpunt uy, dan is us = —u; = p — u1 ook een nulpunt en aangezien p oneven
is geldt ug = p — uy # uy.

Zoals gezien in het bewijs van Lemma 2.3.3 zijn voor p = 4k + 1 de oplossingen
van 2% — 1 = 0 precies alle 2k kwadratische resten.
Bekijk nu voor 0 < b < p de veelterm

fo(x) =(x—b)2+1=2%—2bx+b*+1

Dan zijn de nulpunten van f, dus u1 + b en us +b. Als nu precies één van deze
nulpunten, zeg dat u; + b een kwadratische rest is, dan geldt

ged(fo(x),a® = 1) =2 —u — b (9)

wat zou betekenen dat we u; en us (en dus h) gevonden hebben. Voor het
vinden van zo'n b gebruiken we het volgende lemma.
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Lemma 2.3.4 Voor ay,as € (Z/pZ) met a; # as geldt

-1
#{b:be (Z/pZ), a1 +b en as + b zign van verschillend type} = pT

Met verschillend type bedoelen we dat beide niet 0 zign en dat precies één van
de twee een kwadratische rest is modulo p.

Bewigs. a1 + b en as + b zijn van verschillend type dan en slechts dan als beide
ongelijk zijn aan 0 en met Eulers criterium

(p—1)/2
a1 +b
(a2+b) Z1 (mod p),

want dit quotiént is equivalent aan 1 dan en slechts dan als de teller en noemer
beide equivalent zijn aan 1 of beide equivalent zijn aan —1.

Aangezien voor elke z € (Z/pZ)* geldt dat 2P~1 =1 (mod p), geldt dus

(p—1)/2
a1 +b
=-1 .
(a2 n b) (mod p)

We hebben al gezien dat 22* — 1 precies de pT_l kwadratische resten als nulpunt
heeft in (Z/pZ). Bekijk de afbeelding

ai+0b

6+ (Z/oD) — {=az}) — (Z/pD)— (1)), 600) = Ty

Dit is welgedefinieerd, omdat voor elke b € ((Z/pZ)—{—az}) geldt dat az+b # 0

b — ar+b’
Stel 443 = 415 (mod p), dan

(a1 +b)(az + V') = (a1 + V) (az +b)
alb/ + CLQb = (llb + agb/
(a1 — a2)b' = (a1 — az)b

b=V (want a; # as)

Dus ¢ is een bijectie. Dit betekent dat er voor precies prl waardes b geldt dat

o(b)P=D/2 = 1 O

Dit betekent dat we de gezochte b gemiddeld in 1% = 2 pogingen zullen vinden
als we hem willekeurig pakken uit (Z/pZ).

De volgende stap is om de ggd te berekenen zoals in (9). Schrijf 2k in binaire
representatie, dus 2k = 2% +292 4 ... 429 Als dan d = 2" voor een natuurlijk
getal 7, kan ¢" (mod fy(x)) berekend worden door herhaald x te kwadrateren
mod fp(x), dus met

g=2" (mod fy(x)), go=g7 (mod fo(z)),..., ¢ =gr_1 (mod fo(x)).
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Omdat fy(x) = 2% — 2bx + b% + 1, zal elke g; van de vorm coz + ¢; zijn met
o, c1 € (Z/pZ). Dit betekent dat er een vaste bovengrens bestaat voor het bere-
kenen van g;,; uit g; die afhangt van f, en niet van g;, dus kan 22 (mod f,(z)),
met 0 < i < log, p berekend worden in O(log p) operaties. Noem nu g(z) = 22*
(mod fyx), aangezien 2k = 24 4292 4 ... 4 29m kan g(z) met m vermenigvuldi-
gingen uitgerekend worden. Omdat geldt ggd(fy(z), 22 —1) = ged(fyz, g(x)—1)
kan (9) in O(logp) operaties berekend worden.

Van het algoritme van Euclides voor n en m is bekend dat dit gemiddeld in
polynomiale tijd berekend kan worden.

Dit alles bij elkaar betekent dat het algoritme van Brillhart in verwachte poly-
nomiale tijd uitgevoerd kan worden.

2.3.3 Rabin

In 1977 publiceerde Rabin een algoritme dat ook gebruik maakt van het algo-
ritme van Euclides en vergelijkbare complexiteit heeft. Dit algoritme is later
uitgebreider besproken in een artikel van Rabin en Shallit [5] en gaat als volgt.

1. Vind een h € (Z/pZ) zodanig dat h? = —1 (mod p)
2. Bereken ggd(h + i,p) = x + iy binnen Z[i], dan p = 2% + y?

Laten we weer naar ons voorbeeld p = 29 gaan kijken. We krijgen net als in
Sectie 2.3.2 dat h = 12. Het algoritme van Euclides met 29 en 12 + 9 geeft nu

29 =2(12+14) + (5 — 24),
12+i=(2414)(5—2i) +0.

Dus ggd(29,12 +i) =5 — 2i en p = 52 + (—2)2.

Aangezien h? = —1 (mod p), geldt (h+i)(h—1i) = h?+1 = mp voor een m € Z.
h € (Z/pZ) betekent dat h < p en dus N(h+i) = N(h—i) = h2 +1 < p?. Dus
1 < N(ggd(u + i,p)) < N(p) wat betekent dat ggd(u + i,p) = = + iy een deler

is van p, dus N(z +iy) = 22 + y? is een deler van N(p) = p>.

We hebben in de Sectie 2.3.2 gezien dat we h met O(logp) operaties kunnen
berekenen. De complexiteit van het algoritme van Euclides voor z,w € Z[i]
hangt van de norm van z en w af. Dit is omdat delen met rest vereist dat de norm
van de rest kleiner is dan beide startwaardes en bij het algoritme van Euclides
binnen de natuurlijke getallen moet de rest kleiner zijn dat beide startwaarde.
Dit betekent dat de complexiteit van het algoritme van Euclides voor z,w € Z]i]
gelijk is aan O(log(max(N(z), N(w))). Aangezien bij het algoritme van Rabin
de norm van p de grootste norm is bij het algoritme van Euclides, is ook het
algoritme van Rabin uit te voeren in O(logp) operaties.
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2.4 Jacobsthal en Gauss

In 1906 publiceerde Jacobsthal een artikel waarin hij een constructie gaf voor het
bepalen van de representatie van een priemgetal p = 1 (mod 4) als som van twee
kwadraten. Gauss gaf in 1825 een formule voor het vinden van de representatie
die een speciaal geval is van Jacobsthals constructie. Beide worden besproken in
[4] en [9]. Ook al zijn dit geen efficiénte manieren om de representatie te bepalen
(beide O(p) zoals beschreven in [9]) is het toch interessant om te bekijken.
Jacobsthals formule maakt gebruik van het Legendre-symbool zoals gedefinieerd
bij 2.3.2.
Jacobsthals constructie is als volgt:

1. kies a,b € Z met (9) =1, (9) =-1
P P

p—1 2 p—1 2
_ —b
2. bereken =z :% > (7”("17 “)>7 Y= % 3 (7”("1) ))
n=1 n=1
Dan is p = 22 + y2.

Het mooie van deze constructie is dat het heel overzichtelijk is wat er berekend
moet worden, echter is is het berekenen van 2p — 2 Legendre-symbolen niet zeer
efficiént.

Gauss’s formule is als volgt

Stelling 2.4.1 Als p een priemgetal is met p = 4k + 1 voor een k € N en

T = 2((2:‘))'2 (mod p), y=(2k)lz (mod p)
dan p = 2% + 2.
Deze x is gelijk aan Jacobsthals constructie met a = —1.
Dit geeft x = épZi (@)

Met Eulers criterium zien we dat (W) = (n® +n)?* (mod p).

Omdat voor alle n € N geldt dat n?~! =1 (mod p) krijgen we
71 .

pzni _ [0 (modp) alsiz0 (modp-1)

ot 1 (modp) alsi=0 (modp-—1)

en dus z = 2((215,;; (mod p).

Al hoewel we hieruit y niet specifiek op de manier van Gauss kunnen vinden,
weten we dat p = 22 + 9% dus y = \/p — 22.
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2.5 Representatie van natuurlijke getallen

We hebben nu een aantal algoritmes besproken die priemgetallen p = 1 (mod 4)
als som van twee kwadraten kunnen representeren, maar hebben nog geen algo-
ritme gegeven dat dit doet voor alle representeerbare natuurlijke getallen.

Het algoritme van Legendre werkt voor alle getallen n waarvoor y/n een oneven
periode heeft. Perron laat in [11] Satz 3.19 zien dat dit alle getallen zijn die te
schrijven zijn als som van twee coprieme kwadraten. In het bijzonder geldt dit
dus voor kwadraatvrije natuurlijke getallen.

De algoritmes zoals besproken in Sectie 2.3 werken voor alle getallen n waarvoor
—1 een kwadratische rest is modulo n. Aangezien dit voor lang niet alle natuur-
lijke getallen geldt, werkt dit algoritme in het algemeen niet voor de natuurlijke
getallen.

We zien dus dat de eerder beproken algoritmes niet in het algemeen zullen
werken er zijn ook nog geen efficiénte algoritmes bekend die dit wel kunnen.
We kunnen voor een natuurlijk getal n voor alle paren van natuurlijke getallen
x,y < \/n proberen of 22 + y? = n, maar dit is voor grotere n een heel traag
algoritme.

Wat we ook zouden kunnen doen om n te representeren als som van twee kwa-
draten, is de priemfactorisatie zoeken. We weten uit eerdere resultaten dat elke
priemgetal p = 3 (mod 4) in even macht voorkomt in de priemfactorisatie van n
en we kunnen met de eerdere algoritmes de priemgetallen ¢ = 1 (mod 4) schrij-
ven als som van twee kwadraten. We weten ook dat het product van sommen van
twee kwadraten weer een som van twee kwadraten oplevert. Het probleem met
deze methode is dat het vinden van de priemfactorisatie heel erg inefficiént is,
zelfs zo inefficiént dat dit het principe is waar verschillende encryptiemethodes
gebruik van maken.
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3 Som van drie kwadraten

3.1 Representeerbare getallen
3.1.1 Kwadratische vormen

In deze sectie gaan we bewijzen welke getallen representeerbaar zijn als som van
drie kwadraten. Dit zullen we doen met een bekend bewijs van Dirichlet dat be-
schreven staat in Chapter 4 van [6]. Dit bewijs maakt gebruik van kwadratische
vormen.

Definitie 3.1.1 Een kwadratische vorm is een veelterm van de vorm
n
Q(xl,xg,...,xn) = E aijxixj.
i,j=1
Dus een homogene veelterm van graad 2.

Als we het over een gehele kwadratische vorm hebben zullen we bedoelen
dat ai; € Z en voor ¢ # j,a;; + aj; € Z. Vanaf nu zullen we met kwadratische
vormen altijd gehele kwadratische vormen bedoelen. We mogen aannemen dat
a;; = a;; aangezien dit dezelfde veeltermen oplevert en zullen dit vanaf nu ook
doen.

Definitie 3.1.2 De determinant van de matrix A = (a;;) die bestaat uit de

coéfficiénten van Q(x1,...,x,) heet de determinant van Q en wordt genoteerd
door d(Q).

We kunnen het verband tussen A en @ eenvoudig laten zien. Als we x de
kolomvector van x1,Ts, ..., T, nemen, dan geldt voor - het inproduct en z¢ de

getransponeerde van x
zt (Az) = Q(z1, 29, ..., p).

Zij C = (c¢;5) een matrix met gehele coéfficiénten. Als we y1,...,y, definiéren
door

zi=) ey (10)
j=1

en als de determinant |C| van C gelijk is aan 1
yi = djix; (11)
i=1

met d;; gehele getallen en de x;’s van een kwadratische vorm Q(z1, ..., z,) ver-
vangen door de (10) gedefinieerde waardes, krijgen we een nieuwe kwadratische
vorm Q1(y1,-..,yn). We zeggen dat als @ en @1 door (10) en (11) in elkaar te
transformeren zijn dat @ ~ Q1. Het is direct te zien dat ~ een equivalentiere-
latie is.
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Definitie 3.1.3 We noemen een kwadratische vorm @ met bijbehorende matrix
A= (aij)i’je{l’gw’k} een kwadratische diagonaalvorm als voor alle i,j €
{1,2,...,k} geldt a;; # 0 en voor i # j geldt a;; = 0.

Als @ een kwadtratische diagonaalvorm is zonder negatieve coéfficiénten is
Q = Zf:o a;z? een som van kwadraten. Als @1 met de eerder gedefinieerde
equivalentierelatie ~ equivalent is aan een zo’'n @), dan noemen we ()1 positief
definiet.

3.1.2 De representeerbare getallen

Grosswald bewijst in Chapter 4.5 van [6] de volgende twee lemmas.

Lemma 3.1.4 Fen kwadratische vorm Q = Zijzl ai;x;x; 15 positief definiet
dan en slechts dan als alle leidende hoofdminoren van de bijbehorende matrix
A = (a;) positief zijn. Dit wil zeggen dat

a1l a2 ais
a1 az agg| >0,
as; asz2 ass

a1l ai2

>0 ai1| > 0.
a1 g ’ ja11]

3

Lemma 3.1.5 FElke positief definiete kwadratische vorm Q = Zi,j:l

met determinant 1 is equivalent aan een som van drie kwadraten.

aijximj

Dit betekent dat wanneer we voor een natuurlijk getal n een positief definite
kwadratische vorm Q = ZS’ =1 Gij T vinden die voor zekere x1, T2 en x3 gelijk
is aan n, hij te representeren is als som van drie kwadraten.

Stelling 3.1.6 (Legendres drie kwadraten stelling) Een natuurlijk getal n
is te schrijven als som van drie kwadraten tenzij n = 4%(8k + 7) met a, k € N.

Bewijs. Stel n = 4%(8k + 7) met a,k € N, als a > 0 dan is n deelbaar door 4*
en omdat geldt

4yt 427 = - e (22)° 4+ (29)° + (22)° =,

~1 3

geldt ook: 4%(8k + 7) is te schrijven als som van drie kwadraten dan en slechts
dan als 8k + 7 te schrijven is als som van drie kwadraten.

Aangezien 0, 1 en 4 alle kwadratische resten mod 8 zijn, kan een som van
drie kwadraten nooit 7 mod 8 zijn, dus n is niet te schrijven als som van drie
kwadraten.

Stel n natuurlijk getal met n # 4*(8k+7) voor a, k € N. Bekijk de kwadratische
vorm
Q(w1, 29, 23) = a1127 + 2a192179 + 22173 + agers + na3,

dan Q(0,0,1) = n, dus als @ positief definiet is en determinant 1 heeft, is n te
schrijven als som van drie kwadraten. Met Lemma 3.1.4 en lemma zien we dat
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hiervoor moet gelden dat

a;p ajp 1
aip > 0, b=ai1a90 — G%Q > O, d=|as1 aoe 0|=1.
1 0 n

Aangezien d = nb — ase en kan de laatste conditie vervangen worden door
azo = bn — 1. Hiermee zien we voor n > 2 als aan de tweede conditie voldaan
is dat agg = nb—1>2b—1> 0 en ajjas = aly +b > 0, dus a;1 > 0. Dit
betekent dat we de eerste conditie kunnen schrappen.

Om te laten zien dat we de geschikte a;; kunen krijgen gebruiken we een bekende
stelling van Dirichlet die zegt dat voor ggd(k, m) = 1 geldt dat {kr +m | r € N}
oneindig veel priemgetallen bevat.

Stell n =2 (mod 8) of n =6 (mod 8). Omdat ggd(4n,n — 1) = 1 zien we met
Dirichlets stelling dat er een m € Z en een priemgetal p bestaan zodanig dat
dnm + (n — 1) = p. Neem b = 4m + 1 zodat p = bn — 1, dan zien we met het
Legendresymbool en Jacobisymbool dat

G)=()=6-(5)-G)=

Dit gebruikt wat theorie over Jacobisymbolen wat niet besproken is in deze
scriptie, dit is wel te vinden in Chapter 5.2 van [8]. Dit betekent dat ase =
bn —1=p > 0en dat —b = a?, (mod p) een oplossing heeft. Hiermee zien we
ook dat agy een deler is van b en dat aj; = (b + a2,)/agz een geheel getal is en
dus dat er een positief definiete () bestaat met determinant 1 die n aanneemt,
dus n is te schrijven als som van drie kwadraten.

Steln =1 (mod 8) of n =3 (mod 8) of n =5 (mod 8). Kies een ¢ € N zodanig
dat ¢cn — 1 = 2 (mod 4), dan ggd(4n, (cn — 1)/2) = 1 en bestaan er volgens
Dirichlets stelling een m € N en een priemgetal p zodanig dat 4nm+(cn—1)/2 =
p. Neem b = 8m + ¢, dan geldt 2p = (8 + ¢)n — 1 = bn — 1. We kunnen nu
door slim te rekenen met Jacobisymolen zien dat voor alle drie gevallen —b een
kwadratische rest is modulo 8.

Bijvoorbeeld voor n =1 (mod 8), kunnen we ¢ = 3 nemen, zodat b = 3 (mod 8)
enp=(2n—1)/2=1 (mod 4). Omdat (F2) = (') (#) = 1, krijgen we

(3)-B)E)-(2)-(3)-()

Nu zien we op dezelfde manier als bij n = 2 (mod 8) en n = 6 (mod 8) dat
aze = bn — 1 = 2p en dat zowel —b = 22 (mod p) als —b = 22 (mod 2) een
oplossing hebben. Dus —b = a?, (mod 2p) heeft een oplossing zodat ay; =
(b + a?,)/azn een geheel getal is. Dit betekent dat er een positief definiete Q
bestaat met determinant 1 die n aanneemt.

Stel n =0 (mod 8) of n =4 (mod 8), dan geldt n =0 (mod 4) en is n deelbaar
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door 4, wat betekent zoals we eerder gezien hebben dat n te schrijven is als som
van drie kwadraten dan en slechts dan als 2 dat is. Dit betekent dat tenzij

4
n = 4%(8k + 7) voor bepaalde a,k € N, we altijd door herhaaldelijk door 4 te
delen op een van de andere situaties uitkomen. O

3.2 Rabin en Shallit voor priemgetallen als som van drie
kwadraten

In deze sectie gaan we een algoritme uit [5] bespreken dat een priemgetallen
p £ 7 (mod 8) als som van 3 kwadraten representeert. Als p = 2 of p = 1
(mod 4) kunnen we met verschillende algoritmes uit Sectie 2 een representatie
voor p als som van twee kwadraten vinden. We hoeven dus alleen het geval p = 3
(mod 8) te bekijken. We zullen dit gaan doen met behulp van het algoritme
voor het vinden van h = —1 (mod p) uit Sectie 2.3.2 en het algoritme voor de
representatie als som van twee kwadraten uit Sectie 2.3.3. Hiernaast zullen we
een paar lemmas nodig hebben.

Lemma 3.2.1 Z[/—2] is een Euclidisch domein. Dit wil zeggen dat we het
algoritme van Euclides kunnen toepassen binnen Z[+/—2].

Bewijs. Het is duidelijk dat Z[v/—2] een commutative ring is. Definieer binnen
Z[\/=2] voor z = a+by/—2 dat |z| = VaZ + 2b2. Stel we hebben «, 3 € Z[\/—2]
en bekijk een rooster van rechthoeken met breedte |3] en lengte |3v/—=2| = V2|4
waarvan de eerste hoekpunten 0, 3, 3v/—2 en 5(1++/—2) heeft. Noem de afstand
van « tot het dichtstbijzijnde hoekpunt van het rooster p. Aangezien de afstand
van een hoekpunt tot het middelpunt van een rechthoek in het rooster gelijk

2 2
is aan (@) + (%) en a maximaal die afstand van een hoekpunt op het

4 (3) ()
4

rooster ligt, geldt

Dus er bestaan voor iedere a en 3 een p en een p zodanig dat o = pfS + p en
|p| < |B|- Dit betekent dat we het algoritme van Euclides toe kunnen passen
binnen Z[v/—2]. O

Lemma 3.2.2 (Het lemma van Gauss) Laal p een oneven priemgetal zijn
en a een geheel getal dat copriem is met p. Definieer

—1 —1
nHma|m€N7 lﬁmng, ma (mod p) isgmterdanp2 }’
Dan geldt (g) = (—1)".
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Bewijs. Neem Z =a-2a-3a----- %a, dan hebben we % termen en geldt

dus Z =aP~D/2(1.2.3..... 221} (mod p).

Definieer nu de functie f als volgt
flz) =

2
p—1

T als 1 <z <221
p—z alstH5 <p-1.

Aangezien p — x = = (mod p) en n het aantal keer is dat een term uit Z in het
tweede geval van f valt, krijgen we

7= (1 (f@- 20 S50 )

2

Stel f(ra) = f(sa) (mod p) voor r,s € N, dan geldt r = £s (mod p). Dit

betekent dat alle f(a), f(2a), ..., f(p;1 a) allemaal verschillend zijn en dus geldt

-1
Z=(-n" (12p2> (mod p).
Dit betekent dat

aP—1)/2 (1231);1> =(—1)" <1.2 ..... p;l) (mod p),

en omdat (1-2-3----- %) # 0 (mod p), krijgen we
aP=V/2 = (1)  (mod p).

Lemma 3.2.3 —2 is een kwadratische rest voor p =3 (mod 8).
Bewijs. We gaan het lemma van Gauss gebruiken, dus we bekijken
p—1

2
We zien dat er hiervan LprlJ groter zijn dan p—1 modulo p. Dus als p = 8k +3

voor een k € N, dan is n, zoals in het lemma van Gauss, gelijk aan 2k. Dus
(32) = (- =1. O

Als we nu het algoritme voor het vinden van h = —1 (mod p) uit Sectie 2.3.2
iets aanpassen, door f, aan te passen naar

fo(x) = (z —b)* 42,

vinden we een h = —2 (mod p). We kunnen nu zoals in Sectie 2.3.3 met het
algoritme van Euclides een representatie voor p vinden. Echter moeten we dit
nu in Z[v/—2] doen. Want ggd(h + /=2, p) = 22 + 2y? voor bepaalde x,y € Z
en N(h++v/=2) = N(h—v/=2) < N(p), dus p = 2% + > + >

Aangezien we nu voor elke situatie het algoritme van Rabin voor twee kwadraten
kunnen toepassen, is dit algoritme ook uit te voeren in O(logp) operaties.

—2.1,-2-2,...,-2-
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3.3 Algoritme gebaseerd op vermoedens

Rabin en Shallit [5] gaven ook een algoritme voor het representeren van (bijna)
alle natuurlijke getallen die representeerbaar zijn als som van 3 kwadraten. De
efficiéntie van dit algoritme hangt echter af van een aantal vermoedens.

Vermoeden 3.3.1 Conjecture H van Hardy en Littlewood. Elk groot genoeg
natuurlijk getal n is een kwadraat of de som van een priemgetal en een kwadraat.
Het aantal oplossingen N(n) hiervoor is

Nn) ~ 0,

logn
met C(n) gedefinieerd als

C(n) = H 1—

p een oneven priemgetal

Met groot genoeg wordt bedoeld dat er een natuurlijk getal N bestaat zodanig
dat het geldt voor elke n > N.

h\)/gF;z is al een redelijke schatting, aangezien er ongeveer y/n kwadraten kleiner

zijn dan n en van deze kwadraten zijn er ongeveer logn priem.

Voor het volgende vermoeden bestaat al een bewijs, maar dit hangt af van het
waar zijn van de Riemann Hypothese.

Vermoeden 3.3.2 Er bestaat een constante M € N zodanig dat

- M
loglogn’

C(n)

Het laatste vermoeden die we nodig hebben gaat over een meer specifiek geval.

Vermoeden 3.3.3 Elk natuurlijk getal n = 8k + 3 met k > 1 kan geschreven
worden als som van een kwadraat en twee keer een priemgetal, dus

n=a>+2p

voor een x € N en een priemgetal p.
Het aantal verschillende presentaties is

Vi

M(k) ~ 2logk

C(k)

Met C(k) hetzelfde als vermoeden 3.3.1.

Met het aannemen van deze vermoedens beschrijven we het algoritme als volgt:
Stel N is representeerbaar als som van 3 kwadraten, dan N # 4%(8k + 7) voor
elke a, k € N.
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Als N een kwadraat is zijn we klaar.

Als N =0 (mod 4) voer dan het algoritme uit op &; als 22 + y? + 22 = & dan
(22)2 + (2y)? + (22)* = N.

Als N =3 (mod 8)

1. Neem z een willekeurig natuurlijk getal met 2 < v/N.

2. Bereken p = (n — 2?).

3. Herhaal dit totdat p priem is.

4. Bereken y, z zodanig dat p = y? + 22, dan is N = 22 + (y + 2)? + (y — 2)?
Als N =1 (mod 4) of N =2 (mod 4)

1. Neem z een willekeurig natuurlijk getal met z </ N.

2. Bereken p = n — 22.

3. Herhaal totdat p priem is.
4. Bereken y, z zodanig dat p = y? + 22, dan is N = 22 + 3% + 22

We moeten nog bewijzen dat in deze laatste twee gevallen p = 2 of
p=1 (mod 4) want anders kunnen we geen kwadraatrepresentatie bepalen voor

p.

Stel n = 3 (mod 8), als n = 22 + 2p, dan 22 + 2p = 3 (mod 8). Aangezien
0,1 en 4 de kwadratische resten zijn in (Z/87Z), moet gelden dat 2p = 2, 3 of 7
(mod 8) en dus p =1 of 5 (mod 8) wat betekent dat p =1 (mod 4).

Stel n =1 (mod 4) en n = 22 + p, dan 2 + p = 1 (mod 4). Omdat 0 en 1
de kwadratische resten zijn in (Z/4Z), geldt dus dat p = 0 (mod 4) of p = 1
(mod 4). Als p =0 (mod 4), dan kan p geen priem zijn, dus p =1 (mod 4).

Steln =2 (mod 4) en n = 2% +p, dan kunnen we het vorige argument gebruiken
om te zien dat p = 1 (mod 4) of p = 2 (mod 4) en het enige priemgetal dat
gelijk is aan 2 (mod 4) is 2.

Dus als vermoedens 3.3.1, 3.3.2 en 3.3.3 waar zijn, dan kunnen we elk groot
genoeg natuurlijk getal binnen verwachte polynomiale tijd als som van drie
kwadraten schrijven.
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4 Som van vier kwadraten

In de volgende twee secties gaan we bewijzen welke getallen representeerbaar zijn
als som van vier kwadraten. Er zijn verschillende manieren om dit te bewijzen,
wij zullen hier de Hurwitz quaternionen voor gebruiken, omdat deze later terug
zullen komen bij een algoritme voor de representatie. Dit bewijs zal in het
algemeen het bewijs van Stillwell uit [13] volgen.

4.1 Hurwitz quaternionen

Definitie 4.1.1 De Hurwitz quaternionen is de verzameling

1
H:= {aeriJrchrdk: alle a,b,c,d € Z of alle a,b,c,d € (Z+2)}

waar i,j en k zo gedefinieerd zijn als bij de gewone quaternionen.
De Hurwitz quaternionen zijn dus gelijk aan de verzameling Z[%, 1,7, k]
De norm op de Hurwitz quaternionen is gedefinieerd als N(a + bi + ¢j + dk) =
a2+ 0>+ %+ d? = |a+bi+cj+ dk|?.

Het is aan te tonen dat voor elke a, 8 € H er een p € H bestaat zodanig dat

| — uB| < |B|, wat niet zo is bij de gewone quaternionen. Hierdoor kunnen we
het algoritme van Euclides niet toe passen op de gewone quaternionen.

Stel a,b,¢,d € Z dan N(a + bi + ¢j + dk) € Z. Stel a,b,¢,d € (Z—F%) dan zijn
era’,b,c,d =1 (mod 2) zodanig dat %/ :a,% :b,%/ :c,%/ =d

N(a+bi+cj+ dk) = a® + b* + * + d?

a/Q b/2 C/Q d/2

2 fa Ty ty

a’2+b’2+c’2+d’2
4

Aangezien a,b',c¢/,d = 1 (mod 2) geldt a'?,b?,¢?,d?> = 1 (mod 4) dus
N(a+bi+ cj+ dk) € Z. Ook zijn de Hurwitz quaternionen gesloten onder
optellen, aftrekken en vermenigvuldigen. Dit wil zeggen dat de Hurwitz quater-
nionen gehele getallen zijn en we priemelementen in de Hurwitz quaternionen
kunnen definiéren.

Definitie 4.1.2 Een priemelement in de Hurwitz quaterionen is een ele-
ment wit de Hurwitz quaternionen van norm groter dan 1 die geen product is
van twee elementen van norm groter dan 1.

Net zoals bij de gehelen van Gauss en de quaternionen hebben we bij de Hurwitz
quaternionen geconjugeerdes.

Definitie 4.1.3 Voor een quaternion ¢ = a+bi+cj+dk heet ¢ = a—bi—cj—dk
zijn geconjugeerde.
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We willen natuurlijk dat ¢gg = N(q) en dat is ook zo

qq = (a+bi+c¢j + dk)(a — bi — cj — dk)
=a® — abi — acj — adk + abi — (bi)? — beij — bdik
+acj — beji — (¢j)? — cdjk + adk — bdki — cdkj — (dk)?
a® +b? — bek + bdj + bek + ¢* — cdi — bdj + cdi + d*
R ST S

Aangezien de Hurwitz quaternionen net zoals de gewone quaterionen niet com-
mutatief zijn, kunnen we niet zomaar spreken van een grootste gemene deler,
maar moeten we een linkerdeler of rechterdeler kiezen.

Definitie 4.1.4 Voor twee quaternionen « en [ is v een gemene rechter
deler als
a=409y, [=c¢ey wvooreend e

We noemen v de grootste gemene rechter deler (ggrd) als v de gemene
rechter deler is met de grootste norm.

Aangezien we het algoritme van Euclides toe kunnen passen op de Hurwitz
quaternionen om de ggrd te berekenen, weten we dat

ggrd(a, ) = por+v3
voor zekere u, v € H.
We kunnen deze eigenschap gebruiken om het volgende lemma te bewijzen

Lemma 4.1.5 Als p een priemgetal is dat ook een priemelement is in H en p
deelt a8 dan is p een deler van a of 5.

Bewijs. Stel p deelt a8 maar p is geen deler van «, dan geldt

gerd(p, @) = pp +va =1

en dus

Bup + Pra=p
Omdat per aanname p een deler is van «af3, is p een deler van het linker lid en
dus ook het rechter lid. O

4.2 Representeerbare getallen

We gaan nu de Hurwitz quaternionen gebruiken om te bewijzen dat alle natuur-
lijke getallen te representeren zijn als som van vier kwadraten.

Lemma 4.2.1 FElk priemgetal p dat geen priemelement is in H, kan geschreven
worden als som van vier kwadraten.
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Bewigs. Neem een priemgetal p dat geen priemelement uit H is. Dan geldt voor
bepaalde a,b,c,d € Z of a,b,c,d € (Z+ ) eny € H

p = (a+bi+cj+ dk)y
Aangezien p zijn eigen geconjugeerde is, geldt ook

p="(a—bi —cj — dk)
Als we beide vergelijkingen vermenigvuldigen

p? = (a+ bi+ cj + dk)yy(a — bi — cj — dk)
=(a+bi+cj+dk)(a—bi=cj=dk)vy
= (@® + b+ ¢ + &)y’
Met (a?+b%+c2+d?),|V|? € Z~1, maar p is priem, dus a®+b*+c2+d? = |2 = p.

Elke Hurwitz quaternion ¢ = a+bi+cj+dk met a, b, c,d € (Z+%) kan geschreven
worden als ¢ =w +a’' +bi+cj+d'k, met o/,0,c,d € 2Z en w = %
Dit geeft wio = 1. Als we nu p uitschrijven krijgen we

p=(a+bi+cj+dk)(a—bi—cj—dk)
=w+d +bi+dj+dk)@w+ad —bi-cj—dk)
=(w+ad +bi+dj+dk)oww+ad —bi—j—dk)

We kunnen nu het eerste gedeelte uitrekenen
wrad +bi+dj+rdk)w=ww+ (@ +Vi+cj+dk)w=A+Bi+Cj+ Dk
J J

Aangezien ww = 1 en a/,b,c,d € 27 geldt A,B,C,D € Z.

(wWt+ad +Vi+dj+dk)w=w@+ad —Vi-cj—dk)
Dus p = A% + B2 + C? + D?. O

We willen bewijzen dat elk oneven priemgetal geen priemelement is in H, waar-
door we met het vorige lemma elk oneven priemgetal als som van vier kwadraten
kunnen schrijven. Hiervoor hebben we eerst nog het volgende lemma nodig.

Lemma 4.2.2 Voor elk oneven priemgetal p = 2n + 1 bestaan er I,m € Z
zodanig dat p een deler is van 1+ 1% +m?

Bewigs. Stel z,y € {0,1,2,...,n} met 22 = 4? (mod p) dan

22 —9y*=0 (modp)= (z —y)(x+y)=0 (modp)
>z=yofz+y=0 (mod p)

Maar z,y < n dus als 2 = y? dan # = y (mod p). Dit geeft ons n + 1 incon-
gruente kwadraten. Maar omdat nu alle 22 voor = € {0,1,2,...,n} incongruent
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zijn, zijn alle —1 — 22 dit ook, dit geeft n + 1 incongruente —1 — m?2.

Aangezien er maar 2n + 1 incongruente waardes zijn, moeten er dus Il,m €
{0,1,2,...,n} zijn zodanig dat

?’=-1-m? (mod p)

Dus is p een deler van 1 4 1% + m?. O

We hebben nu alles wat nodig is om het volgende lemma te bewijzen.

Lemma 4.2.3 Elk oneven priemgetal p kan geschreven worden als som van vier
kwadraten

Bewijs. We weten uit Lemma 4.2.2 dat een oneven priemgetal p deler is van
1 + 12 + m? voor bepaalde I,m € N.
Stel p is een priemelement in H.

14+ 124+ m?=(1+1li4+mj)(1 —li —mj)

Dit betekent dat we met Lemma 4.1.5 weten dat p een deler is van (1 +1i +mj)
of van (1 —li—myj). Echter is p > 2 en dus is % geen coéfficiént dat als reéel deel
voor kan komen bij de Hurwitz quaternionen, dus p is geen deler van (1+41i+mj)
of (1 —1i —myj), dus p is geen priemelement uit H, dus p is met Lemma 4.2.1 p
te schrijven als som van vier kwadraten. O

We kunnen nu met het vorige lemma bewijzen dat alle natuurlijke getallen te
representeren zijn als som van vier kwadraten.

Stelling 4.2.4 (Lagranges vier kwadraten stelling) FElk natuurlijk getal is
te schrijven als som van vier kwadraten.

Bewijs. Het is eenvoudig in te zien dat ook 0,1 en 2 te schrijven zijn als som
van vier kwadraten, dus als we bewijzen dat een product van sommen van vier
kwadraten weer een som van vier kwadraten oplevert zijn we klaar.

(af + a3 + a3 +af)(b] + b3 + b3+ b3) =  (a1by — asby — agbs — asbs)?

)
+ (a1b2 + a2b1 + azbs — a4b3)2
+ (a1b3 — agby + agby + a4b2)2
+ ( )

a1b4 + agbg — a3b2 + CL4b1 2

Met inductie zien we dat dit geldt voor elk eindig product van sommen van vier
kwadraten. (]

4.3 Algoritme met behulp van priemgetallen

Het eerste algoritme dat we gaan bekijken voor het representeren van een na-
tuurlijk getal n als som van vier kwadraten maakt gebruik van de constructie
voor het vinden van h = —1 (mod p) uit Sectie 2.3.2 en is bedacht door Rabin
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en besproken in [5].

Laat n een natuurlijk getal zijn en bekijk
n=a"+y>+p (12)

met z,y,p € N en p priem. Als we zo'n vergelijking vinden voor n met p = 1
(mod 4) kunnen we één van de algoritmes voor representatie als som van twee
kwadraten toepassen op p zodat p = 22 +w? en n = z? + y? + 22 + w?. Het
hoeft natuurlijk niet zo te zijn dat we altijd zo’n p vinden, maar we kunnen wel
het aantal mogelijkheden beperken.

Lemma 4.3.1 Als n = 2(2k + 1) voor een natuurlijk getal k en als x,y,p een
oplossing is voor (12), dan p =2 of p=1 (mod 4).

Bewijs. n = 2 (mod 4). De enige kwadratische resten in (Z/47) zijn 0 en 1.
Als 22 = y?> = 1 (mod 4) dan kan p geen priem zijn, maar was een eis. Als
2?2 =y? =0 (mod 4), moet n gelijk zijn aan 2, anders is n geen priem. Als een

van de twee rest 1 heeft mod 4 dan p =1 (mod 4). O
We gaan dit gebruiken om de representatie voor n te vinden.

Stel n = 2(2k + 1) en kies willekeurig z,y < /n, als we zo'n z en y vinden,
zodanig dat p = n—z2 —y? een priemgetal is, kunnen we een algoritme voor het
vinden van een twee kwadraten representatie voor p toepassen en zijn we klaar.
Wat echter gemiddeld sneller is, is om niet te testen of p priem is, maar gewoon
het algoritme voor het vinden van een twee kwadraat representatie van Rabin
toe te passen. Je doet één poging om een b te vinden zoals in Sectie 2.3.2, als
dit niet werkt om u? + 1 =0 (mod p) te vinden, kiezen we andere x en y.

Alsn # 2(2k+1) en n is oneven, bekijken we m = 2n. Aangezien n oneven is, is
n = 2k+1 voor een natuurlijk getal k en m = 2(2k+1). Als we een representatie
kunnen vinden voor m kunnen we hieruit een representatie voor n bepalen. m is
even, dus als m = 2 +y?+22+w? dan moet gelden 22 +y%+2%2+w? = 0 (mod 2)
en kunnen we x,y, z,w opdelen in twee paar wiens kwadraten equivalent zijn
mod 2, bijvoorbeeld 22 = y? (mod 2), 22 = w? (mod 2). Dit geeft ook meteen
x =y (mod 2),z =w (mod 2) en

n=-m= %(x2+y2+z2+w2)
= (a4 ) + (5@ —9) + (54w + (5~ ).

Aangezien x =y (mod 2),z =w (mod 2), zijn (3(z = y)) en (5(z = w)) gehele
getallen en hebben we dus een representatie voor n als som van vier kwadraten.

Als n even is en niet van de vorm n = 2(2k + 1) dan n = 2%(2k + 1) met
d > 2. In de vorige sectie hebben we bewezen dat een product van sommen
van vier kwadraten weer een som van vier kwadraten is. Als d oneven is, dan
n = (204=1/2)2.9(2k + 1) en als d even is, kunnen we vanuit de representatie
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van 2 de representatie van 29! berekenen.

We weten nu dat het algoritme werkt zolang n een representatie heeft zoals in
(12). Linnik bewijst in [10] het volgende lemma.

Lemma 4.3.2 Er bestaat een reéle A > 0 en een natuurlijk getal ng zodanig
dat

An

ng < n = het aantal oplossingen van (12) is groter dan ———— .
log n loglogn

We weten de waarde van deze ng echter niet en weten dus niet of er voor klei-
nere n altijd een oplossing is voor (12). Dit probleem is op te lossen door in
plaats van een paar z,y te kiezen alle drietallen z,y, 2 < v/n op lexicongrafische
volgorde af te gaan en na de controle of u 4+ 1 = 0 (mod p) te controleren of

n —x? — y? — 22 een kwadraat is.

Dit betekent dat voor n > ng het algoritme voor een constante ¢ binnen
Ole- log? nloglog n) waar we log® n hebben in plaats van logn, omdat we nog
een representatie voor p moeten zoeken nadat we (12) opgelost hebben. Voor
n < ng hoeft dit algoritme niet binnen verwachte polynomiale tijd te werken.

4.4 Hurwitz quaternion algoritme

Rabin en Shallit [5] hebben een algoritme bedacht voor het vinden van een vier
kwadraat representatie dat gebruikt maakt van de Hurwitz quaternionen. Naast
wat we al besproken hebben in Sectie 4.1 zullen we nog twee definities nodig
hebben om het algoritme te kunnen omshrijven.

Definitie 4.4.1 Een g € H heet een eenheid als N(g) = 1.
Dit zijn de elementen £1,+4,4+j5, +h en %

Definitie 4.4.2 Een h € H heet een geassocieerde van g als er een eenheid €
bestaat zodanig dat g = ch.

Het is belangrijk om op te merken dat elk element uit H een geassocieerde heeft
die bestaat uit enkel gehele coérdinaten.

Het algoritme van Rabin en Shallit voor het representeren van N € N als som
van vier kwadraten, gaat als volgt

1. Schrijf N als product van een macht van 2 en een oneven getal, dus N =
2¢n voor bepaalde ¢,n € N met n oneven.

2. Vind a,b € (Z/nZ) met a,b < |n|, zodanig dat a* + b> = —1 (mod n).
3. Bereken g = ggrd(a + bi + j,n) € H.

4. Als N(g) = n, dan geven de vier codrdinaten van elke geassocieerde van g
die uit slechts gehele coordinaten bestaat de vier getallens wiens kwadraten
gesommeerd n opleveren. Als N(g) # n dan N(g) = kn met k | n en
kunnen we stap 1 tot en met 4 van het algoritme uitvoeren op k en n/k.

33



5. Bereken vanuit de kwadraatrepresentatie van 2°¢ en de delers van n de
kwadraatrepresentatie van N.

Dit algoritme spreekt niet voor zich en we zullen de meeste delen nog moeten
bewijzen.

Rabin en Shallit bewijzen in [5] Theorem 3.1 de volgende stelling.

Stelling 4.4.3 Als n oneven is en ggd(k,n) = 1. Dan kunnen we een oplossing
vinden voor z% + y?> = k (mod n) in verwachte polynomiale tijd.

Het idee van het bewijs is om w en z willekeurig te kiezen uit (Z/nZ) en nemen
r = w? + 22, dan zoeken we x en y zodanig dat

(® +y*)(w? + 2%) = kr (mod n)

Door aan te tonen dat kr min of meer willekeurig is uit (Z/nZ) zouden we vaak
een kr moeten krijgen die een een priemmacht is (p™) waarvoor we eenvoudig
een representatie van twee kwadraten kunnen vinden, dus p = u? + v2, dan

(22 + ) (w? + 2%) =u® +0?  (mod n)
en krijgen we
z = (uw +vz)(w? +2*)71  (mod n)
y = (vw —uz)(w® + 22)"1  (mod n)
Hiermee is stap 2 dus binnen verwachte polynomiale tijd te berekenen.

Met de volgende stelling zullen we bewijzen dat ook stap 3 binnen verwachte
polynomiale tijd berekend kan worden.

Stelling 4.4.4 Stel g,h € H, dan kunnen we ggrd(g,h) met allemaal gehele
coordinaten in verwachte polynomiale tijd berekenen.

Voor het bewijs van deze stelling hebben we een aantal lemma’s nodig.

Lemma 4.4.5 Voor elk quaternion x bestaat er een Hurwitz quaternion h zo-
danig dat en N(xz —h) < % Hierbij bedoelen we dat x geen gehele coéfficiénten
voor 1, i, j en k hoeft te hebben en dat deze reéel mogen zijn.

Bewijs. Het is eenvoudig in te zien dat een quaternion x het verst van de Hurwitz
quaterionen verwijdert ligt als hij in 2 coérdinaten % van een Hurwitz quaternion
af ligt en in de andere twee codrdinaten hetzelfde is. Dit betekent dat als h het

dichtstbijzijnde Hurwitz quaternion van x is, dan N(z —h) <2-(3)*=3. O

Dit kunnen we gebruiken voor het volgende lemma.

Lemma 4.4.6 Stel h,g € H, dan bestaan er q,r € H zodanig dat h = qd+1 en
N(r) < %N(d).
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Bewijs. Neem ¢ het Hurwitz quaternion het dichtst bij hd~' en neem r = h—qd,
dan krijgen we met Lemma 4.4.5

1
N(hd71 *Q) < 5

en omdat voor de norm geldt dat N(a-b) = N(a)- N(b

=

N(r) = N(h—qd) = N(hd™" = q)N(d) <
O

Lemma 4.4.7 Stel g,h € H, dan kunnen we ggrd(g, h) binnen polynomiale tijd
berekenen.

Bewijs. Neem g = gh+ 1 zoals in Lemma 4.4.6 en herhaal dit met h en r totdat
je op 0 uit komt. Dit is in feite het algoritme van Euclides.

Dit werkt omdat wanneer g = gh 4+ r, dan r = gh — g dus als = een gemene
rechter deler is van h en 7 is hij dit ook van g, als = een gemene rechter deler is
van h en g is hij dit ook van r, dus gerd(g, h) = ggrd(h,r).

Met Lemma 4.4.6 zien we dat elke stap de norm op zijn minst halveert en dus
zijn we in maximaal log, max(N(g), N(h)) stappen klaar is. O

Aangezien elke Hurwitz quaternion een geassocieerde heeft met gehele codrdinaten
geeft Lemma 4.4.7 een bewijs voor stelling 4.4.4.

Nu weten we dat stap 2 en 3 kloppen en in polynomiale tijd uitgevoerd kunnen
worden, moeten we stap 4 nog bewijzen. Omdat a® 4+ b? = —1 (mod n), geldt
n | N(a+bi+j). Omdat a,b < 3 |n|, geldt N(a+bi+ j) < n?. Dit betekent dat
g| (a®?+b*+1) en N(g)|n?, dus N(g) = n of N(g) = kn voor een k | n en klopt
het algoritme. Aangezien n maximaal logn keer zo opgesplitst kan worden kan
het algoritme berekend worden in polynomiale tijd.
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5 Slot

We hebben in deze scriptie verschillende algoritmes besproken voor het repre-
senteren van getallen als som van kwadraten en voor de volgende gevallen zijn
er algoritmes die dit binnen (verwachte) polynomiale tijd kunnen bepalen.

1. De representatie van een priemgetal p = 1 (mod 4) als som van twee
kwadraten door middel van het algoritme van Brillhart of Rabin uit Sectie
2.3.

2. De representatie van priemgetallen p # 7 (mod 8) als som van drie kwa-
draten door middel van een algoritme van Rabin en Shallit uit Sectie 3.2.

3. De representatie van natuurlijke getallen n # 4%(8k + 7) met a,k € N
als som van drie kwadraten uit Sectie 3.3, mits we een aantal vermoedens
aannemen.

4. De representatie van alle natuurlijke getallen als som van vier kwadraten
uit Sectie 4.4.

In principe hebben we alleen geen algoritme dat in polynomiale tijd natuurlijke
getallen n die representeerbaar zijn als som van twee kwadraten zo te represen-
teren.
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