6. Lineaire operatoren

Dit hoofdstukje is een generalisatie van hoofdstuk 2. De meeste dingen die we in hoofdstuk 2 met de R™
deden, gaan we nu uitbreiden tot andere lineaire ruimten

Definitie. Een lineaire afbeelding van een lineaire ruimte V naar een lineaire ruimte W is een functie

AV — W waarvoor geldt:

AR+Y)=AX+ Ay vooralle X,y € V
AMR) =\ AX voor alle X € Ven A € R

In plaats van lineaire afbeelding zegt men ook wel lineaire operator of functor

Voorbeeld 1. A : V — V gedefinicerd door A(f) = f' (waarbij V de lineaire ruimte van alle
oneindig vaak differentieerbare functies is). Dat A een lineaire afbeelding is, betekent niks anders dan
(f+9) =f+7¢ en (Af) =Af'. Men noemt deze A de differentiaaloperator

Voorbeeld 2. Zij V als in voorbeeld 1. De functie A : V — R? | gedefinieerd door A(f) = (£(0), f"(5)),
is dan een lineaire afbeelding, want hij voldoet aan A(f + g) = A(f) + A(g) en aan A(Af) = MNA(f)

Voorbeeld 3. De functie 4 : R® — R, gedefinieerd door A(f) = |f|, is géén lineaire afbeelding, want
| sin + cos| # |sin| + | cos|

Eigenschappen. Als A een lineaire afbeelding is, dan geldt:

A(0)=0
AMxX1 4+ + AnXn) = MAXT + -+ A%,

Kern en bereik. Voor een lineaire afbeelding A : V. — W definiéren we:

def . - . R
KerA = de verzameling van alle X € V waarvoor AX = O

ImA = de verzameling van alle beelden AX van elementen X uit V

Ker A en Im A hebben weer soortgelijke eigenschappen als in hoofdstuk 2:

e Ker A is een lineaire deelruimte van V
e Im A is een lineaire deelruimte van W
e dim(Ker A) + dim(Im A) = dim V

Deze laatste eigenschap (de dimensiestelling) is natuurlijk alleen interessant als deze dimensies eindig zijn

Voorbeeld 4. Zij P, de lineaire ruimte van alle veeltermfuncties van graad < 4, en zij A : P4 — P4 de
differentiaaloperator A(f) = f’. Dan:

e Ker A is de lineaire deelruimte van P4 die bestaat uit alle constante functies

dim(Ker A) = 1, want Ker A wordt opgespannen door de functie ¢ — 1

e Im A bestaat uit alle veeltermfuncties van graad < 3 . 1
—

t—t
t 12
t—t3

dim(Im A) = 4, want Im A is het opspansel van de vier functies

e De dimensiestelling zegt dat dim(Ker A) + dim(Im A) = dim P4 en dus 1+ 4 = 5 (maar dat wist je
vermoedelijk al)
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Voorbeeld 5. Zij V de lineaire ruimte van alle functies op R van het type t — acost + bsint, en zij
AV — R? gedefinieerd door A(f) = (f(0), f”(0)). Dan is

e Ker A = [sin], want A beeldt alleen de veelvouden van sin op (0, 0) af
e Im A =[(1,—-1)], want de A-beelden zijn precies alle vectoren (a, —a)

e De dimensiestelling klopt alweer: 14+ 1 =2

Matrix van een lineaire afbeelding. Zij V een lineaire ruimte met basis €3,...,€en, en W een
lineaire ruimte met basis fy, ..., . FEen lineaire afbeelding A : V. — W is dan volledig vastgelegd door
de beelden Aeq, ..., Ae,.

Als Aé; = alif; 4+ a,m-f;1 (voor i =1,...,n), dan heet

a1 - Qin
de matrix van A ten opzichte van de bases €3,...,e, en f1,...,
am1 *°° Qmn
In de i-de kolom van deze matrix vinden we dus de coéfficiénten van f, ..., f, in Aé;

Voorbeeld 6. Zij Py de lineaire ruimte van alle veeltermfuncties van graad < 2, en A de lineaire
operator op Py die iedere f transformeert in de functie t — 3f'(¢) + f(5t). Anders gezegd: A : Py — Py
wordt vastgelegd door

(Af)(t) =3f'(t) + f(51)

Kies een basis van Py, en bepaal ten opzichte van de gekozen basis de matrix van A

e1(t) =1
Oplossing. We kiezen als basis €7, €3, €3 waarbij { e2(t) =1
es(t) =t2

Vervolgens moeten we Aée, Aez en Aez uitrekenen. Dat gaat als volgt:
(Aeq)(t) = 3e1'(t) +e1(5t) =1 dus Ae; = €31
(Ae3)(t) = 363 (t) + ex(5t) = 3 + 5t dus Ae;z = 361 + 5é2
(Ae3)(t) = 3e3'(t) + e3(5t) = 6t 4 25¢2 dus Aez = 663 + 25€3

0

6

1 3
De matrix van A ten opzichte van de basis €3, €3, €3 is dus 0 5
00

[}

5

Opmerking. Met behulp van deze matrix kunnen we, analoog aan hoofdstuk 2, voor allerlei functies
f héél snel Af uitrekenen.
Bijvoorbeeld: als f(t) = 2t2 — 3t + 7 (of, anders gezegd, f = 7e1 — 3€2 + 2€3), dan kan f voorgesteld

7
worden door de ‘kolomvector’ | —3 | en kunnen we Af berekenen via matrixvermenigvuldiging:
2
1 3 0 7 -2
Af=10 5 6 -3 |=| -3 en dus is Af de functie t — 50t? — 3t — 2
0 0 25 2 50
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Voorbeeld 7. Zij Spieg de lineaire transformatie van R? die gedefinieerd is door
Spieg(X) 4 et spiegelbeeld van X in de spiegel [(3,7)]

In hoofdstuk 2 heb je de matrix van Spieg bepaald. Daarmee bedoelde je toen: de matrix van Spieg ten
opzichte van de natuurlijke basis. Jouw uitkomst was een nogal ingewikkelde matrix:

20

. 29 29
Spieg = 21 20
29 29

Je kunt ook de matrix van Spieg ten opzichte van een andere basis bepalen. Laten we maar eens een
f1=(3,7)

£ =(7,-3)

We gaan eens kijken wat de matrix van Spieg ten opzichte van deze nieuwe basis is. Hiervoor moeten we
Spleg(fl) en Spleg(f2) uitrekenen, de uitkomsten weer in f; en f3 uitdrukken, en de gevonden coéfficiénten

in de kolommen zetten. Dat lijkt misschien een vreselijk ingewikkeld karweitje, maar dat valt reuze mee:
Spieg(f1) = f1 en Spieg(fz) = —f3

andere basis kiezen: de basis f;, £, met {

De matrix van Spieg ten opzichte van de basis f;, f5 is dus ( (1) 01 )
Merk op dat deze matrix dezelfde determinant heeft als de matrix van Spieg ten opzichte van de natuurlijke
basis: beide determinanten zijn —1. Dat verbaast je niks, want de determinant is de vermenigvuldigings-
factor van oppervlakken (met nog een minteken omdat de oriéntatie in de spiegel andersom is). En die
factor is natuurlijk niet afhankelijk van wat voor basis die dwaze wiskundigen zoal verzinnen. Ook het
spoor van beide matrices (dat wil zeggen de som van de getallen op de hoofddiagonaal) is gelijk. En ook
dat is geen toeval, maar het is mij streng verboden natuurwetenschappers lastig te vallen met het begrip
spoor. Vergeet dat dus maar gauw weer

Samenstelling en inverse. Samenstelling en inverse van lineaire afbeeldingen zijn (als ze bestaan)
zelf ook weer lineaire afbeeldingen. En net zo als in hoofdstuk 2 is de matrix van B o A ten opzichte van
een gegeven basiskeuze weer het product van de matrix van B met de matrix van A

Voorbeeld 8. Zij Diff de differentiaaloperator op [cos, sin]. Ten opzichte van de basis cos, sin is dan

0 1 . 0 —1 , -1 0
Diff = Diff ! = Diff® = .
-1 0 1 0 0 -1

e Ik heb de matrix van Diff kolom voor kolom uitgerekend: ‘ Diff(cos) = —sin ‘ levert de eerste kolom

als resultaat, en | Diff(sin) = cos | de tweede kolom

e De matrix van Diff ' heb ik met de betreffende techniek uit het vorige hoofdstuk uitgerckend,
maar die had je natuurlijk ook rechtstreeks kolom voor kolom kunnen bepalen, want Diff ™! is de
primitiveringsoperator die aan iedere functie uit [cos, sin] zijn primitieve uit [cos, sin] toevoegt

e De matrix van Diff? is simpelweg het matrixproduct Diff - Diff, maar ook die had ik rechtstreeks
kunnen berekenen door Diff? te interpreteren als de operator die aan iedere functie f uit [cos, sin]
zijn tweede afgeleide [ toevoegt

Determinant. De determinant van een lineaire transformatie A van V reken je als volgt uit:

e Kies een basis van V
e Bepaal de matrix van A ten opzichte van deze basis

e Bereken de determinant van deze matrix

(wees zo lief zonder bewijs te geloven dat de uitkomst onafhankelijk is van de gekozen basis)
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Voorbeeld 9. Bereken de determinant van de transformatie A van Py die iedere veeltermfunctie f
transformeert in de functie t — f(3t + 5)

Oplossing.
ei(t) =1
e Als basis van Py kies ik maar weer saal €1, €3, €3 met eat) =t
es(t) =t2

e De matrix van A ten opzichte van deze basis vind je door de kolommen stuk voor stuk uit te rekenen:

Kolom 1: Aéi = |t—e1(3t+5)| = |t—1 = e
Kolom 2: Ae; = |t—e3(3t+5)| = = bey + 3e2
Kolom 3: Ady = [t—e(3t+5)| = |t (3t+5)?°| = 2561 +306; + 963

25
De gevonden matrix van Ais | 0 3 30
0 9

e De determinant van A is dus 27

Eigenwaarden, eigenfuncties. Als je het verschijnsel AX = AX tegenkomt met X £ 6, mag je A een
eigenwaarde noemen, en X een eigenvector (of, als de lineaire ruimte uit functies bestaat, een eigenfunctie).
Soms kun je deze dingetjes opsporen met gezond verstand, maar je mag ook je toevlucht nemen tot de
trucs die je in het vorige hoofdstuk hebt geleerd:

A is een eigenwaarde van A <= det(A—AI)=0

de eigenruimte bij A is Ker(A — AI)

Voorbeeld 10. Zij P de lineaire ruimte van alle veeltermfuncties, en zij A de differentiaaloperator op
P. Dan is het getal 0 de enige eigenwaarde, en de bijbehorende eigenfuncties zijn de constante functies

Voorbeeld 11. Bereken de eigenwaarden en eigenvectoren van de transformatie A van Ps die iedere
veeltermfunctie f transformeert in de functie t — f(3t + 5)

5 25
Oplossing. Ten opzichte van de in voorbeeld 9 gekozen basis is de matrix A= | 0 3 30
1—2A 5 25
Nu de eigenwaarden: det(A — A\I) = det 0 3—-X 30 =(1-=-XM)B-=-XN(9-X)

0 0 9—-A

en dit is 0 als A een van de getallen 1, 3 en 9 is. Tenslotte bepalen we de eigenfuncties:

0 5 25
e Bij A =1 vinden we Ker(A—I)=Ker| 0 2 30 | =][(1,0,0)] = [ei]
0 0 8

De eigenfuncties bij eigenwaarde 1 zijn dus de constante functies
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-2 5 25
e Bij A =3 vinden we Ker(A—3I)=Ker | 0 0 30 | =[(5,2,0)] = [5€1 + 23]
0 0 6

De eigenfuncties bij eigenwaarde 3 zijn dus de functies van het type ¢t — a(5 + 2t)

-8 5 25
e Bij A = 9 vinden we Ker(A —97) = Ker 0 —6 30 | =[(25,20,4)] = [25€1 + 20e3 + 4e3
J 7 )
0 0 O

De eigenfuncties bij eigenwaarde 9 zijn dus de functies van het type t — (25 + 20t + 4t2)

Ik heb in deze kernberekeningen de vegen-met-rijen techniek uit hoofdstuk 2 gebruikt. De details heb ik
je ditmaal maar bespaard, in de hoop dat je met zoiets geen problemen (meer) hebt. Interessant is nog,
wat er gebeurt als je een uit eigenfuncties bestaande basis van Ps kiest. Laten we dat maar eens doen:

fi(t) =1
We kiezen de basis f;, f;, f; met f;(t) =5+2t
fa(t) = 25 + 20t + 4¢°

100 Afy = f;
De matrix van A ten opzichte van deze nieuwe basisis dan | 0 3 0 | wegens Afy = 3f,
009 Afy = 9f3

De moraal: als je de lineaire transformaties die je in het dagelijks leven ontmoet op een eenvoudige manier
wil beschrijven, kies dan een basis die uit eigenvectoren bestaat
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Opgaven hoofdstuk 6

Opgave 1. Zij P3 de verzameling van alle veeltermfuncties van graad < 3, en zij A : P3 — P3
gedefinieerd door A(f) = f”

a) Bepaal Ker A
b) Bepaal Im A

¢) Voldoen jouw uitkomsten aan de dimensiestelling? Zo nee, raad dan wie in de fout ging, de arme
student of de goed betaalde geleerden die de dimensiestelling hebben bedacht

Opgave 2. Zij F : R? — R? de lineaire afbeelding met matrix < z 01 ) ten opzichte van de
natuurlijke basis

a) Bereken F'(1,3), en schrijf de uitkomst als lineaire combinatie van (1,3) en (—2,1)

b) Bereken F'(—2,1), en schrijf de uitkomst als lineaire combinatie van (1,3) en (—2,1)

c) Bepaal de matrix van F ten opzichte van de basis (1,3), (—2,1) van R?

3 -1
d) Heeft de in (c) gevonden matrix nog steeds dezelfde determinant als de gegeven matrix ( 5 ) ?

Zo nee, wie ging er weer grandioos de mist in?

-1
0

natuurlijke basis van R2. Zoek een nieuwe basis fi,fs van R2 z6 dat de matrix van I ten opzichte van

3
Opgave 3. Zij F : R? — R? de lineaire afbeelding met matrix ( 5 ) ten opzichte van de

L e 0
f1, f2 de volgende gedaante heeft: ( 0 )

Opgave 4. P; is de verzameling van alle veeltermfuncties van graad < 2. Zij A de lineaire transformatie
van Py die gegeven wordt door A(f) = f” + 71

a) Maak een basis voor Po
b) Bepaal de matrix van A ten opzichte van de door jou gekozen basis

¢) Bepaal alle eigenfuncties van A

Opgave 5. Zij Pg de verzameling van alle veeltermen in ¢ van graad < 6, en zij A : Pg — Pg gedefinieerd
door A(f) = f"

a) Bereken det(A)
b) Bepaal de eigenwaarden van A

c) Bepaal de matrix van A% ten opzichte van de basis fy,... fo van V met f,(t) = (2t + 3)"

Opgave 6. Bepaal alle eigenfuncties van de lineaire functor F op [cos, sin] die vastgelegd wordt door

{ F(cos) = sin

F(sin) = cos
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Opgave 7. Zij A de lineaire transformatie ‘ schrap de eerste term ‘ in R*

A(x15z27x37x4,"'> = (z2,1‘3,1‘47"')
Bepaal de eigenruimte bij de eigenwaarde 7
Opgave 8. Zij I de lineaire functor op Ps die iedere veeltermfunctie f transformeert in de veeltermfunc-

tie

d
tH%(t-f(t+3))

a) Bereken alle eigenwaarden van F

b) Bepaal alle eigenfuncties van F' bij de eigenwaarde 3

Opgave 9. Zij I de functor op de lineaire ruimte van alle differentieerbare functies uit R® die gedefinieerd
wordt door

E(f)=3f+f
a) Bepaal de kern van F

b) Zoek een eigenfunctie van F' bij de eigenwaarde 5
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Zelfstudiepakketje bij hoofdstuk 6

1 -1
Opgave 1. Zij A de lineaire transformatie van R? met matrix ( L3 ) ten opzichte van de na-
.. f1=(1,-1)
tuurlijke basis. Bepaal de matrix van A ten opzichte van de basis f;, fa waarbij . 0.1)
f2 =(0,1

Opgave 2. Zij TPy de lineaire ruimte van alle functies van het type ¢t +— ag + a1 cosx + as cos2x +
by sinx + bg sin 22 (dat soort functies noemt men trigonometrische polynomen van orde < 2), en zij DD
de lineaire transformatie van TPy die iedere functie overvoert in zijn tweede afgeleide. In formule:

DD (f) = f"
a) Bepaal de matrix van DD ten opzichte van de basis ¢g, €1, €2, S1,s2 van TPy waarbij

Co is de functie t — 1
¢, is de functie t — cost
Cs is de functie t — cos 2t

s1 is de functie ¢t — sint

S is de functie ¢ — sin 2¢

b) Bereken de determinant van DD

c¢) Bepaal de kern van DD

Opgave 3. Zij V de lineaire ruimte van Py die bestaat uit alle veeltermfuncties f van graad < 2 die
voldoen aan f(37) =0, en zij A de operator die bij iedere functie zijn afgeleide optelt:

Af=f+f
a) Bepaal een basis van P

b) Is A een lineaire transformatie van Py?
Is je antwoord op deze vraag ja, ga dan na of A regulier of singulier is;
is je antwoord nee, leg dan uit waarom A geen lineaire transformatie van Ps is

c¢) Bepaal een basis van V'

d) Is A een lineaire transformatie van V7
Is je antwoord op deze vraag ja, ga dan na of A regulier of singulier is;

is je antwoord nee, leg dan uit waarom A geen lineaire transformatie van V' is
Opgave 4. Zij V de lineaire ruimte van alle functies f € R® die voldoen aan f”(z) = f'(2) voor alle
2 €R, enzij A: V — R? gedefinieerd door A(f) < (£(0), £(2))
a) Bepaal een basis van V

b) Bepaal de matrix van A ten opzichte van de door jou gekozen basis van V en de natuurlijke basis
van R?

c¢) Bepaal Ker A
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Opgave 5. Zij V de lineaire ruimte van alle oneindige rijen van reéle getallen (a1, az,as,aq,...) die

voldoen aan a, = 3a,_2 voor alle n > 3, en zij A de operator ‘schrap de beginterm‘ op V. Netjes

geformuleerd:
def
A(al, az,as, .. ) = (ag, as, a4, . . )
a) Verzin een basis van 'V

b) Is A een lineaire transformatie? Zo ja, bepaal de matrix van A ten opzichte van de in (a) gekozen
basis

Opgave 6. Zij P3 de lineaire ruimte van alle veeltermfuncties van graad < 3, en zij A : P53 — P3
gedefinieerd door

Af 2f de tweede-orde Taylorbenadering van f in x =1

of, anders geformuleerd, (Af)(z) < f(1)+ f/(1) - (= 1)+ L (1) - (x — 1)?2
a) Kies een basis van P3, en bepaal de matrix van A ten opzichte van de door jou gekozen basis
b) Bepaal Ker A
¢) Bepaal Im A

Opgave 7. Zij V het vlak in R3 met vergelijking x1 + 3x2 —5x3 = 0. We definiéren lineaire afbeeldingen
A en B van R3 naar R? door:

A% X pet spiegelbeeld van X ten opzichte van V'

B ¥ de projectie van X op V/

Kies een basis van R3, en bepaal ten opzichte van de door jou gekozen basis:
a) de matrix van A
b) de matrix van B

¢) de matrix van Ao Bo A~}

1
Opgave 8. Zij V de lineaire ruimte van alle f € P3 waarvoor / f(x)de =0
0

a) Bepaal een basis van V/

b) Zij A: V — V de lineaire afbeelding, gedefinieerd door (A(f))(z) = f(1 — ). Bepaal de matrix van
A ten opzichte van de in (a) gevonden basis

Opgave 9. Zij V de lineaire ruimte van alle oplossingen van de differentiaalvergelijking f” + 3f' = 0.
We definiéren een lineaire atbeelding A : V — V door A(f) = f’

a) Bepaal een basis van V/
b) Bepaal de matrix van A ten opzichte van de gevonden basis

¢) Bepaal Ker A

Opgave 10. We definiéren lineaire deelruimten V en P3 van RF door

def

\% de verzameling van alle functies van het type ¢t — asin(t + 3)

def
Py, =

de verzameling van alle veeltermfuncties van graad < 3

Maak een matrix van de lineaire afbeelding A : V' — P3, die aan iedere functie uit V zijn derdegraads
Taylorbenadering toevoegt
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Oplossingen
Opgave 1. Methode: bereken Af; en Af;, en druk deze uit in f; en f;. Je vindt: Af; = 2f; en

o _, _, oo 2 -1
Afy = —f; 4+ 2f5. De matrix van A ten opzichte van de basis f;, fa is dus ( 0 o )

Opgave 2.

a) Eerst even de DD-beelden van de basisvectoren uitrekenen:

—

DD(cp) =0 DD(c¢i) = —-¢ DD(c3) = —4c3 DD(s1) = —s1 DD(s3) = —4s3

De matrix van DD ten opzichte van de basis cgp, 1, €3, S1, S3 is dus

o o o o o
\
>~

o o o o

b) De determinant van DD is 0

¢) De kern van DD is [¢p], en dat is de verzameling van alle constante functies

Opgave 3.

NI
=
-
=
Il
—

a) Je kunt als basis van Py bijvoorbeeld de drie functies €1, €2 en €3 nemen met

—~
~

~—
I

. o

2

wi

—~
~

~
I

b) Ja. Deze A is regulier, wat je bijvoorbeeld kunt ontdekken door de matrix van A ten opzichte van
de in (a) gevonden basis op te stellen:

1 10
A=10 1 2
0 0 1

en vervolgens te constateren dat de determinant hiervan 1 is

f1(t) =t — 37

¢) Een mogelijke basis van V is f;, f; waarbij
fa(t) = (t — 37)2

d) A is géén transformatie van V', want Afy is de functie ¢ +— t — 36, en deze zit helaas niet in V'

Opgave 4.

a) Als f € V, dan is f” constant, en dus f een veelterm van graad < 2. Zij f(z) = A + pux + vz?. Dan
fev e ffle)=f2) © v=p+4v & p=-2v.
V bestaat dus uit alle functies van het type f(z) = X\ — 2va + va? = A +v(2? — 22).
Een basis van V is dus €1, €z waarbij €1(x) = 1 en €3(z) = 22 — 2z

1 0
b) Ae; = (1,1) en Aéz = (0,0), dus de gevraagde matrix is < Lo )

¢) Uit (b) volgt direct: Ker A = [€2]
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Opgave 5.

e1 = (1,0,3,0,9,0,27,0,81,0,243, .. .)

a) Als basis €1, €2 van V kunnen we nemen: _
ex = (0,1,0,3,0,9,0,27,0,81,0,...)

A(i+y):($2 +y2,l‘3+y3,$4+y4,...)ZAi+Ay

b) A is lineair, want
A(A)E) = ()\IQ, )\$3, )\$4, .. ) = \AX

0 1
Aej = 3e3 en Aes = €3, dus de matrix van A ten opzichte van €7, €3 is ( 5 )

0
Opgave 6.
ei(r) =1 Aer =e;
L exr)=x—1 Aes = e2
a) Een handige basis van P3 is €1, €2, €3, €4 met . Hiervoor geldt: B B
ez(z) = (x —1)2 Ae; = e3
&ilw) = (z—1)° Ay = 6
10 00
oL . 01 00
De matrix van A ten opzichte van €3, €3, €3, €3 is dus 00 10
0 00O
b) Ker A = [e3] = de verzameling van alle f € P3 van het type f(z) = A(xz — 1)3
¢) ImA = [ée1,€2,63] = Po
Opgave 7. Bij deze opgave kun je je heel wat rekenwerk besparen door een slimme basiskeuze.
fi = (3,-1,0)
Kies bijvoorbeeld f1 en fo in V,en f5 loodrecht op V: fy = (5,0,1)
fs = (1,3,-5)
Afy = f; 10 0
a) Uit de definitie: Afy = £ De matrix van A ten opzichte van f;, f;, faisdus | 0 1 0
Afz = —f3 00 -1
Bfy =fi 100
b) Uit de definitie volgt Bfy = f;  De matrix van B ten opzichte van f;, f;, faisdus | 0 1 0
Bfs =0 0 0 0

c) Ao Bo A~! = B, want de samengestelde handeling ‘eerst spiegelen, daarna projecteren en tenslotte
weer spiegelen’ is hetzelfde als ‘projecteren’

80



Opgave 8.

1
1 1 1
a) Stel f(x) = ag + a1z + azz? + azz3. Dan / f@)de=ap+ a1+ zaz + —as
0

2 3 4
1 1 1
Dus feV «<— o = —501 — 503 — 743
De algemene gedaante van een f uit V is dus:
1 1 1 1 1 1
f(@) = (—5m = ga2 = Ja3) + a1z + aze® + gz’ = ar (2 — 5) +az(e® = 2) +as(® — )
€i(r)=z—1%
Dus V = [é1, €3, €3] waarbij { €3(z) = 2% — 3
es(x) =a° — 1
b)
(Ae1)(z) =e1(l—2) =3 —z = —e€1() dus Ae; = —€3
(Aé3)(z) = 62(1 —2) = 2 — 2z + 2% = €3(x) — 261 (x) dus Aez = €2 — 263
(Aez)(z) = 3 — 3z + 322 — 23 = —e3(z) + 363(x) — 3€1(z) dus Ae; = —€; + 363 — 363
-1 -2 -3
De matrix van A ten opzichte van de basis €3, €3, €3 is dus 0 1 3
0o 0 -1
Opgave 9.

a) V bestaat uit alle functies van het type t — A + Bsintyv3 + Ccostv/3. Een basis van V is dus
€1, 63, €3 waarbij €1(t) =1, €3(t) = sintv/3 en €3(t) = cos tV3

b) Ae1 =0, Ae; = V3 €3 en Aez = —/3 €3. De matrix van A ten opzichte van €7, €3, €3 is dus

0 0 0
0 0 -3
0 v3 0

¢) Ker A = [é1] = de verzameling van alle constante functies

Opgave 10. asin(t + () = « cosﬂsmt ta smﬂcost Als basis voor V kunnen we dus sin, cos nemen.
Verder nemen we voor Ps de basis 1 t, t2 t3, waarin bijvoorbeeld 2 een afkorting is voor de functie
t — t2. Uit Wiskunde 1 herinneren we ons nog levendig:

£3

A(sin) = € — §

Afcos) =1 — 1t
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De matrix van A ten opzichte van de gekozen bases is dus

o = O
R
N[

o=
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