Antwoorden XI

'Y Uitwerking XI-1. B(a161 + ages + ages, biey + boeo + b3€3) = ai1bs + a1bs + asby +
asbs + asby + asba, en Claje; + asea + asges, brer + baea + bzes) = arby + a1bay — a1bs +
asby + asbs — azby + agbs — 3asbs.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Rechtstreeks (door te laten zien dat elke coéfficiént bij a;b; hetzelfde is als die bij
a;b;, voor alle paren (i, j)), of door eerst de matrix uit (ii) te maken en te zien dat
die symmetrisch is.

01 1
In de Grammatrix van B staan de B(e;, e;) op positie (¢,7),dus [ 1 0 1 | voor B
1 10
1 1 -1
en { 1 0 1 | voorC. (Merk op dat dit op twee manieren kan — door direct
-1 1 -3

te zien dat de coéfficiént van a;b; op positie ¢, j in de matrix komt, of door B(e;, ;)
uit te rekenen. de Tweede methode bewijst de correctheid van de eerste.)

Voor B’: in stap 1) neem je (bijvoorbeeld) ¢ = 1, j = 2 dus v; = e; + e3. Dan
w = (1,1,2) en de kern van u; + us + 2uz = 0 wordt opgespannen door (1, —1,0) en

1 1 2
(2,0,—1).DusT=|1 -1 0 | en
0 0 -1
1 1 0 0 1 1 1 1 2 2 0 0
TV.M-T=11 -1 0 1 01 1 -1 0 |=(0 —2 =2
2 0 -1 1 1 0 0 0 -1 0 -2 —4
. -2 =2 . )
Herhaal nu het algoritme op Lo 4 )i meem i = j = 1 en v; = e; zodat

w = Mvy = (—2,—2) en de kern wordt opgespannen door (1, —1). Dat geeft

)3 20 H)-(0 L)

2 0 0
Dus B’ heeft matrix | 0 —2 0
0o 0 =2

Voor C': neem i = j =1 en v; = e, dan w = (1,1, —1) en de kern van uy + ug — us
wordt opgespannen door (1,—1,0) en (1,0,1). Dan

1 0 0 1 1 -1 1 1 1 1 0 0
TV M- T=(1 -1 0 1 0 1 0 -1 0]l=(0 -1 -2
1 0 1 -1 1 -3 0 0 1 0 —2 —4

Op <_1 :i) losgelaten krijgen we

(2 5) (= )6 A) -0 0)

1 0 O
Dus C" heeft matrix [ 0 —1 0
0O 0 O

Nee, want de invarianten zijn verschillend: 2 =n_(B) # n_(C) = 1.



(v) Qc = 22 + 21179 — 27123 — 323 + 27973 = (71 + 72 — 73)? — 5 + 4wo73 — 422, en dat

is (z1 + 29 — 23)% — (22 — 223)? hetgeen gelijk is aan y7 — y3 als we y; = 21 + 22 — 13,
Yo = To — 223 nemen.
(vi) @B = 2z1x2 + 22123 + 22223 herschrijf je bijvoorbeeld door net als in onderdeel (iii)

tl 1 1 2 T
eerst de vector (z1,z2,73)" te vervangen door | to | = |1 -1 0 x|,
t3 0 0 -1 T3

Waardoorje krijgt Qs = 2(t1 +t2—|—2t3)(t1 —t2)+2(t1 +t2+2t3)(—t3)+2(t1 —tg)(—tg)
hetgeen vereenvoudigt tot 2t3 —2t2—4t2 —4t,t3 (vergelijk met de matrix uit onderdeel
(iii)!). Daarna vervang je —2t3 — 4¢3 — 4tot3 door —2(ts + t3)% — 2t3.
& Uitwerking XI-2. [ Het meetkundige en het rekenkundige gemiddelde ]
() (2y7y)? = 4oy < (v +y)? omdat (z +y)? — 4oy = (z —y)? > 0.
De ongelijkheid van Cauchy-Schwarz voor de vectoren <\/E> en (\/§> geeft (zie

vi) U

6.3.9(iii)) dat 2v/z\/y < (z +y)(y + z).

(i1) Stel ¥rixe -z < Iﬁ“kﬂ Dan
ity oty 1 <y1+y2 Yok—1 +y2k> > i/(% +y2)_”(y2k71 +y2k)

T Tt 2 2 2

2k k

en dat is weer groter of gelijk {/\/ylyg - \/Y2k—1Y2k, vanwege (i), k keer toegepast.
Dat geeft het resultaat direct.
(iii) Weer gegeven:
r1+ 2o+ -+ T

aoiaco - a1 <
142 k> L

Het gevraagde
1+ a2+ + T

E=Voprixo - Tr_1 <
Vv A1L2 k—1 > k—1 )

is equivalent met

$1+$2+"'+$k71)k,1
k—1

122 Tp—1 < (

)

en dus met
1+ T2+ -+ Tp—1
k—1

T+ T2+ + Ti-a

k

) < (

T1T2 " xk—l(

wat weer equivalent is met

k-1 k-1 ’

maar de rechterkant hier is gelijk aan

5 R R T+ X+ T
T122 - Tp—1( ) <

21w 4 ap (TS
k )
en dan volgt het resultaat uit de gegeven ongelijkheid in het speciale geval dat
T = -Tl+<752]:‘;"1+<7:k—1.
(iv) Laat de rechthoek zijden z; en x5 hebben; dan is de omtrek 2(zq + z2) en de

oppervlakte z1z9. Volgens (i) is z12o < (Ilzﬂ)Q = 52, en voor het vierkant geldt
hier gelijkheid.

(v) Het ligt hier voor de hand de ongelijkheid van rekenkundig en meetkundig gemid-
delde voor k = 3 te gebruiken; de truc is echter om er een kleine twist aan te geven:
laten de zijden z,y, z zijn, dan is de oppervlakte O = 2(xy + 2z + yz) en de inhoud
natuurlijk V' = zyz. Neem nu niet x1 = x,22 = y en 3 = 2z, maar r; = xy,
ry = xz en x3 = yz, dan is Ywyrzyz = v/ (ryz)? = {/V2 Kleiner dan of gelijk aan
W = %O, oftewel O > 6/V2 = 24, in dit geval. Maar voor de kubus met
zijde 2 is O juist 6 -2 -2 = 24, en dus minimaal.



