Antwoorden XII

& Uitwerking XII-1.
(i) Laat w € W NW+; dan per definitie < u,v >=0als u € W en v € WL. Neem nu
u=0v=w,dan < w,w >= 0. Dus w = 0.

(ii) Laat vi,...,v, een orthogonaal stelsel van niet-nul vectoren zijn. Veronderstel dat
v=> " Av;=0. Danis voor i =1,...,n: 0 =<0,v; >=< v,v; >= \; < v;,v; >
dus A\; = 0, maar dan is vy, ..., v, lineair onafhankelijk.

& Uitwerking XII-2.

(i) Laten v en w orthogonale vectoren zijn; dan is
v+ wl)? =<v+wv+w>=<v,0>+2 <v,w >+ < w,w >= ||[v||* +||w|].
(ii) Voor alle v en w geldt

o+ w||> + v —w||* =< v+w,v+w >+ <v—wv—w>=2||v||> + 2||w|*

# Uitwerking XII-3.
(i) < f.g>= fol xezdxlz fol rde® = ze®|} — fol efdr=e—(e—1)=1,
I =< £.f >= [ atde = Ja®h = § aus ] = &
1 X X
191 =< g.g >= [, **da = 3¢**[§ = 5(e* — 1)
|| f+9]|> =< f+g, f+g >= fo z+e®)3dz = fo 12 +2ze"+e2dr = $+2-1+5(e?—1)
(ii) Aan de Cauchy-Schwarz ongelijkheid wordt voldaan: 1 < % (3 —1) = 1.844
Aan de driehoeksongelijheid wordt voldaan omdat 2 < f,g >=2-1> 0.
& Uitwerking XII-4. Voor m,n € Z is fo% eimTe= Ty en als m # n is dat gelijk aan
fo% ellm=mrdy = i(ml,n) em=m)z |27 Voor m = n wordt de integraal: fOQW 1/3™ = 2m. Dus
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& Uitwerking XII-5. [ Legendre polynomen |

(i) We orthogonaliseren het stelsel: wy = v; = 1, en || ||> == ! Jlde =zt = 2.
Dan is < x,w; >= f_llxdacz %x2|11 =0enwy =v9—0=2x. Omdat < 22w >=
f_lledz = 3L, = % en < z2,wy >= f (2?dz = fzt|L; = 0 zien we dat
w3 = V3 — %ﬂ —0=22—1 Normaliseren geeft dan wy = \}5 en wy = \/gac omdat
lwal[ = [, a%de = 2 en wy = (/2(32% — 1) omdat [Jus|* = [, (2% — })%dz =
(255 —223/9 4+ z/9)|1y = £ — Z—é = . De eerste drie Legendre polynomen zijn

dan ook:
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(ii) Om het polynoom f(z) = 322 + 2z + 1 op de orthonormale basis uit onderdeel (i)
te schrijven hoeven we volgens Propositie 10.15 slechts de < f, w; > te berekenen:

(327 —1).
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< fow >:/ —(32% + 22+ 1) = 2V/2,
' _1\/5( )

YV3 2
< fowg >= (32 +22+1) = 26,
frwa /,1\/530(36 z+1) 3



RV 2
= [ —=@B2"-1)32"+2z+1)==V10
< f,wz > /_12\/5(35 )(Bz® + 22+ 1) z ,

enis f(z) = 242w + %\/gwg + %\/ﬁwg
(i) [I£]* = (2v2)? + (+3v6)? + (2v10)? = 8+ 8/3 + 8/5 = 184/15, dus ||f|| = 242
(iv) Voor de projectie van g(x) = z3 op V() berekenen we < g,w; >= 0 =< g, w3 > en
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dus de projectie van g op V) is v = @wg = %x
(v) Volgens Stelling 10.17 isnu g = v + z met v € V(2 de projectie van g; dan moet

z:g—v:x?’—%x.



