Antwoorden VIII

& Uitwerking VIII-1. Laat V de vectorruimte Q3 zijn en W = Q2.

(i)

(iii)

(iv)

Gebruik dat bjb; =0 als 7 # j en 1 als 4 = j, en dat b} lineair is, zodat
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Het is erg instructief om na te rekenen in een voorbeeld dat dit goed is, bijvoorbeeld
1

door de matrix met | 0 | te vermenigvuldigen en te laten zien dat het klopt!
1

FT(et)br = (ciof)br = i f(b1) = ¢i(—c1) = —=Len fT(cf)ba = (ciof)ba = ¢ f(b2) =

¢i(2c2) = 0 en fT(ci)bs = (cf o f) 3 = ¢if(bs) = ci(er +ca) = 1; fT(ch)by =

(c50 f)br = c5f(b1) = c5(—c1) =0 en fT(c3)ba = (c5 0 fby = ¢ f(b2) = ¢5(2ca) = 2
2

en fT(c5)bs = (c5 0 )bz = c3f(b3) = c3(c1 +¢2) = 1.
-1 0

Dus B*MJ(ET* = 0 2 | ten opzichte van de de bases C* en B*. Dat is precies de
1 1

getransponeerde van M fB.



& Uitwerking VIII-2. Laat V de reéle 3-dimensionale vectorruimte R? zijn en laat U
een vlak door de oorsprong zijn. Steeds isv+U ={v+wu:u e U}.

(i) Alsvy —ve = u € Udanis v; + U = (va +u) + U = ve + U; omgekeerd, als
v1 + U = vg + U dan moet v; + 0 00k in ve + U zitten (want 0 zit in elke lineaire
deelruimte), dus is er een w in U met v + 0 = vy + u, zodat v1 — vy =u € U.

(ii) Als (v1 +U)N(ve +U) # O dan zit er een vector in, zeg w. Dan zijn er u en v’ in U
met v1 +u=w =wvy +u, dus v1 — vy = v’ — u € U omdat U lineaire deelruimte is.
Volgens (i) is dan v1 +U = va+U. Dus (v1 +U)N(v2+U) is leeg of v1 +U = vo+U.

(iii) Per definitie: (w+U)+(v1+U) = (w+v1)+U en (w+U)+(ve+U) = (w+wv2)+U. Als
nu v1+U = va+U dan volgens (i) is v1 —v2 € U, maar dan ook (w+wv;)—(w+wve) € U,
zodat opnieuw volgens (i) geldt dat (w4 v1) + U = (w+v2) + U.

(iv) (i) is niet waar, (ii) wel, en (iii) ook: een vlak U dat niet door de oorsprong gaat is
te schrijven als U = ¢t + T met ¢ een niet-nul vector en T" een vlak dat wel door de
oorsprong gaat. Nuis v1+U = vo+U dan en slechts dan als vy +t+7T = vo+t+T, en
volgens (i) op T toegepast geldt dat dan en slechts dan als (vy +¢) — (va+t) = v1 —v2
in T zit — niet in U! De bewijzen uit (ii) en (iii) kunnen net zo aangepast worden
door T ipv U te gebruiken; meetkundig gezien geldt (ii) nog steeds omdat twee
evenwijdige vlakken samenvallen of disjunct zijn.

(v) Ja, we hebben nergens gebruikt dat de dimensie 3 is, of het lichaam R.

& Uitwerking VIII-3. [ Uitwendig product en normaalvergelijking ]
Laat een vlak V in R3 gegeven zijn door de vectorvergelijking & = p'+ A§ + u#, voor onaf-
hankelijke vectoren 7 en 7 in R3, met A, i € R. Met (@, b) geven we het standaardinproduct
van @,b € R3 aan.

(i) (71,7 = p) = (i, A\G+ pr) = AT, @) + p(i1, 7) = 0.

(ii) (7,q) # 0 is in tegenspraak met £ = p+ ¢in V en dus 0 = (77, & — p) = (7, 7). Net

70 VOOr 7.
q27T3 — 4372
(i) (¢, [ —q17m3 +a3r1 | = @1q2r3 — 1G372 — Q2173 + q2G371 + @312 — q3qer1 = 0, en
qir2 — Q271

idem voor 7.
(iv) Voor alle Z met eindpunt in V:

1 @1 T P1 @1 T 1 — D q2T3 — q3r2
det | 22 g2 ro | —det | p2 g ro | =l z2—p2 |, —urs + @1 |),
T3 g3 T3 P3 g3 T3 3 — p3 QT2 — gar1

en dat is 0 volgens het vorige onderdeel.
(v) Neem voor p één van de gegeven vectoren, en voor ¢ en 7 twee verschillen; dus
bijvoorbeeld p=d, §=d—benr=d— ¢

1 —1 0 1 -1 0
det | o 3 1| —-det|2 3 1| =0,
rs 2 2 3 2 2

geeft de normaalvergelijking 41 + 223 —23 = (4 —2-(—=2)+3-(—1)) =5. Vul ter
controle de drie punten in!



