Computer Algebra 2010 Exercises III March 23, 2010

ITI-1. [eindige kettingbreuken]

I1I-2.

(i)
(if)

(iii)

Implementeer (in Magma) het kettingbreuk-algoritme voor rationale getallen.
Schrijf een functie die voor een gegeven rij van wijzergetallen de rij van conver-
genten oplevert.

Schrijf een functie die voor gegeven n > 1 in Z het getal ¢(n) > 1 bepaalt dat als
volgt gedefinieerd is:

e(m)= min  (maxw(m/n)),
gcd(_m,g)zl

waar w(m/n) de rij wijzergetallen van de kettingbreuk voor m/n is.

Probeer, voor gegeven 1 < M < N zo snel mogelijk maxy<,<n c(n) te bepalen.
Bepaal hiermee een tabel van waarden van dit maximum voor de paren M =
k-103, N = (k+1)-103 voor k = 0,...,100, alsmede voor de n waarvoor dit
maximum optreedt. | Het onbewezen vermoeden van Zaremba zegt dat er een
van n onathankelijke constante C' bestaat zodat ¢(n) < C voor alle n.]

[sommen van kwadraten] Implementeer Legendre’s methode om een priemgetal
p = 1 mod 4 als som van twee kwadraten te schrijven; die methode gaat als volgt.
Legendre bewees dat voor zulke p de kettingbreuk van ,/p altijd oneven lengte heeft.
Volgens Stelling 1.2.13 is de periode dan ay, as, ..., Gm, Gy Gy—1, - - - , A2, 1, 200 (met
ag = |/p]). Schrijf nu z,, = (P, + /p)/Qn, voor n > 0, als in de tekst. Dan heeft
X, zuiver periodieke kettingbreuk, met periode

Amy, Gm—1,y- -, 02,01, 20,0, A1,A2, ..., Am,
en volgens de stelling van Galois 1.2.12 is ook x,, = —1/Z,,, zodat
P +\/p _ 1 _ Qm
Qm LmQ_\/Z_) P, — \/]_7,

oftewel: P2 —p=—Q2 ena= P,,,b=Q,, is de gezochte oplossing.



