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Waarde Lezer,

Hier wil ik op de eerste plaats mijn dank betuigen aan mijn
co-promotor, Professor W. Kuyk. Het feit dat hij zich ooit eens
aan de Wiskunde wijdde, en daardoor —volgens mijn persoonlijke
ervaring met hem— aan de mensen die dat ook willen doen, is voor
het tot stand komen van deze thesis van veel groter belang dan
hij zelf wellicht vermoedt. Mijn dankbaarheid tegenover hem is
dan ook veel groter dan datgene wat deze regels kunnen laten uit-
schijnen.

Ook voor miijn promotor, Professor L. Bouckaert wil ik mijn
waardering laten blijken. Zijn nooit-aflatend geloof in de reali-
satie van een dergeliik werk is voor mij een belangrijke stimulans
geweeast,

Nog velen ben ik dank verschuldigd, en ik kan ze allien in &én
keer verncemen door te zeggen dat het diegenen zijn die steeds met
hoop en/of geloof en/of liefde mijn verrichtingen van de vele voor-
bije iaren gevolgd hebben. .

Speciaal wil ik hier Greetje, mijn vrouw bedanken, want zij
heeft én de hoop, én het geloof, én de liefde omtrent dit werk
ten toon gespreilid en dit ondanks het "leed" dat ook wel eens om
het hoekje komt kijken bij het verrichten van een dergelijke arbeid.

Ik hoop nu echter dat u allen ook zult mogen delen in de vreug-
de die ik bij dit schrijven ervaar. Dat u daar iets van zoudt ge-
waar worden is het beste bewijs dat deze dankwoorden oprecht gemeend
z13n.

Op een bijzonder plaatsje komt het dankwoordje voor Nina
De Maesschalck-Vlieugels die met veel zorg het tikwerk voor haar re-
kening genomen heeft. Mocht u vreugde beleven aan dit werk, dan
bent u, waarde lezer, haar eveneens dank verschuldigd.

Heverlee, 27 Jjanuari, 1975.
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INLETDING

In de algebraische Getallentheorie wordt een belangrijke plaats
ingenomen door de studie van een aantal multiplikatieve, oneindige
abelse groepen die op een of andere wijze aan een getallenveld ge-
associeerd zijn, zoals de eenhedengroep, de idealengroep e.a.. In
sommige gevallen kan het ook nuttig zijn aandacht te besteden aan
quotiénten van dergelijke groepen. Bijvoorbeeld, is L een totaal-
kompleks getallenveld van graad 2 over een totaal-reeel deelveld K,
dan is het quotiént van de eenhedengroep van L over die van X een!
eindige groep, wat aanleiding geeft tot resultaten in verband met
klassegetal-problemen (zie [11], [12] en [26]). De orde van deze
quotiéntgroep is,. in het geval dat 1 abels is over @, uitvoerig
door Hasse bestudeerd, en blijkt een belangfijke rol te speilen in
de analytische uitdrukking voor het klassegetal van L (zie [184],[27]
en [28]). Andere sifuaties, waarin bijvoorbeeld de eindigheid van
het quotiént van de eenhedengroep van een getallenveld modulo de
deelgroep voortgebracht door eenhedengroepen van meerdere deelvel-
den van grote betekenis is voor de aritmetica van deze velden,
treft men ondermeer aén in [ 1.1 en [23].

De gevallen waarin dergelijke quotiénten oneindig zijn hebben
echter weinig de aandacht getrokken; we kunnen hier slechts het werk
van Liang citeren ([201), waarin de orde van de torsie-deelgroepen van
een dergelijke quotiéntgroep (in een normale uitbreiding van Q) on-
derzocht wordt. '

Dit deed ons echter opmerken dat, wegens Dirichlet's eenheden-
stelling, de torsie-deelgroep van elk quotiént van'eenhedengPOepen
steeds eindig is. Men kan bijgevolg steeds -aan een willekeurige
uitbreiding L van een getallenveld X (met eénhédengroepen respek-.
tievelijkAUL en UK)'een soont‘“genheden—index“-koppelen, namelijk,fT
de orde van de torsie-deelgroep van de quotiéntgroep U;/U, of, wat
op hetzelfde neerkomt : de index van Uy in zijn radikaal in:ULﬁ-;,
Aangezien het precies deze index is die in de eerste van de hierbo-
vengenoemdé gevallen een zo belangrijke rol speelt, leek het ons op-
portuun hem in het meest algemene geval te onderzoeken en te
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proberen iets van ziin aritmetische betekenis te achterhalen.

Spoedig hebben we dan kunnen vaststellen dat ook andere multi-
plikatieve groepen van getallenvelden bij dit onderzoek konden be-
t+rokken worden. Meer bepaald bleken een aantal groepen, geassoci-
eerd aan een getallenveld K, eveneens van eindige index te zijn in
een radikaal (dat met een eindige uitbreiding van K kon gedefini-
cerd worden), en konden de aldus bekomen invarianten met andere
aritmetische grootheden in verband gebracht worden. Het zijn nu

precies deze bevindingen die het onderwerp van deze thesis uitmaken.

In een eerste hoofdstuk geven we een overzicht van klassieke re-
sultaten uit de algebraische getallentheorie. We zagen ons daartoe
genoodzaakt wegens de afwezigheid van een "gangbare” terminologie

in de nederlandse tadl voor een groot aantal begrippen uit die tak

van de Wiskunde. We hebben echtenfgeen p1aats voorzien voor een

overzicht van resultaten uit de “eleméﬁtaire“ getallentheorie en de

Algebra, omdat we veronderstellen dat de, 1ezer Vertrouwd is met hetgeen

op dit gebied verderop gebrulkt wordt._ We Verw1jzen hier enkel naar
de werken 18] en’ [29] i S

i
R

In hoofdstuk II Zetten we de arltmetzca van blkwadratlsche vel-

den uiteen. De hlerln voorkomende resultaten 213n nlet nleuw, we

nen terugv1nden, wat een eerste motlef ultmaakte voor het neerschrlj—
ven van dit hoofdstuk.v Ander21jds worden we hler gekonfronteerd met
de belangrljkheld Van de eenheden 1ndex 1n de dlepe formule voor het
klassegetal, zodat het ulteenzetten ervan Ons als een noodzaak voor-
kwam. Een gedetallleerde bespveklng van de rol van. deze 1ndex heb—”
ben we echter achterwege gelaten,. aangﬂzien deze in [1&], S§20 26"
voorkomt, en we voornameligk 00g gehad hebben voor de veralgemenlng o

ervan.

In hoofdstuk III verlaten we de getaliénthﬁqbie'eh beschouwen we,
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zuiver algebraisch, de index van de multiplikatieve groep van een
veld K in ziin radikaal in een uitbreidingsveld L. De motive-
ring voor deze sprong is gelegen in het feit dat we'bij een eerste
onderzoek naar de mogelijke waarden van eenheden-indices tot het
inzicht kwamen dat het probleem verband hield met radikaaluitbrei-
dingen van een veld, zodat dit algebraisch kon aangepakt worden.

De bedoeiing van de uiteenzetting is te komen tot stelling IIE.
4.5, die we als nieuw aanzien. Het bewijs ervan dient in twee
stappen te geschieden. Een eerste betreft het cyclische geval.

We bereiken hier een veralgemening van het bewlijs dat door Hasse en
later door Uchida geleverd werd in het geval van totaal-komplekse
getallenvelden van graad twee over een totaal-redel veld (zie [1u]
en [27]; het bewijs via Cohomologie in [28] is een bijzdnder geval
van het hier voorgestelde, aangezien de in stelllng IT1I.3.2.2.
voorkomende groep (WL) /(W )A niets anders is dan nte,u )) Een
tweede stap betreft ultbreldlngen door toevoeging van nde machts~-
wortels. Over dergelljke ultbpeldlngen werd onlangs door Schinzel
(efr. [241) informatie 1ngewonnen die de. tekst yvan §4.2. aanzien-
1ijk kan verkorten. We hebben echter gemeend ar goed aan te doen
onze oorspronkelljké tekst te behouden,'ener21jds omdat Schlnzel'
resultaat (naar. mondellnge med'dellng) steunt Op dlepere resultaten

van Kneser -en er toch slechts"”n,gedeeltevmagdxuﬁd:wxﬁt,am&ﬂmlym

omdat we de’ ulteenzettlng van §_a2g als noodzakelljk voor de con-

tinuiteit. van het geheel aanzm*n;; ,3,

In hoofdstuk IV keren we: terug tot de Getallentheorle. Eers£7'
gaat onze aandacht naar de 8- eenhedengroep (waarvan de eenheden—i :
groep een bljzondep geval 15) Ons hoofdresultaat is Vervat in
stelling 1IV,1.2.2.. - “Het is een eenvoudlge toepa831ng van de the6~}_
rie der %-modulen en .van. het resultaat dat in vorig hoofdstuk bemif
relkt werd, Als nevenresultaat bekomen we. een karakterlserlng van=§
abelse groepeni die, modulo tor81e, van - elndlge rang z13n (stelllng‘

IvV. 1.9.1.). Het is ons nlet mogellgk deze resultaten 1n de 11tera~7f'7'

tuur te 51tueren.

" Vervolgens onderzoeken we, met het oog op de arltmetlsche bete~
kenls van de eenheden—lndlces, radlkalen 1n 1dealengroepen._ bit




in deze richting moet gezocht worden

levert ons twee nieuwe invarianten, namelijk, de globale ramifika-
tie-index (waaraan in de literatuur blijkbaar geen aandacht ge-
schonken wordt) en de index van de hoofdidealengroep in zijn radi-
kaal t.o.v. een uitbreiding. Deze laatste is een invariant waar-
van de betekenis vrij diep ligt, en die in het volgend hoofdstuk
meer aan bod zal komen. Het onderzoek naar zijn prieﬁdelers bracht
ons tot het resultaat van stelling IV.?.H.Q.,‘dat tot nog toe

H
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slechts in bijzondere situaties werd toegepast (zie [30], voorname-
1ijk de referentiec naar [ 81 op blz. 16 ). ‘

In het laatste hoofdstuk worden enige van de hoger ingevoerde
invarianten in enige bljzondere gevallen besproken. De grootste
aandacht gaat hier in de eerste plaats naar het radikaal van de
hoofdidealengroep bij cycllsche ultbreldlngen. We worden hier via
Herbrand's eenhedenstelllng (stelling V. 1.44) tot de diepere "genus-
theorie" gebracht. De hieerVen bekomen 1nvar1anten in verband
met de idealengrocpen kunnen 1nderdaad met behulp van norm-indices
aan Chevalley's formule voor het 1nert1e klassegetal gekoppeld Wor-

den. Dat dit tot Sterke resultaten_ULt_de theorle der klassenVel~

In 82 worden kwadratlsche ultbreldlngen_beschouwd wéfQiﬁdén' 

quotlént van twee regulatoren te vevvangen doov een nleuwe soort

'regulator die men- bEhOOPlljk kan verwerken 1n de formule VOOP het

relatieve klassegetal We bekomen dan een ultdrukklng waarln de :
eenheden-index als. factor oPtPeedt Het was ons’ echter nlet moge—7:fff

1ijk te achterhalen of .de: arltmetlschej betekenls ‘van: deze 1ndex.}.

- In’ §3 v1nden we, naast de reeds ge01teerde toepassing, een s.*l:elwE

_11ng die het "eenheden—lndex 1 of 2 probleem“ volledlg 0plost 1n




K. Omgekeerd, 18 P een priemideaal van ¥, dan bestaan er pre-
cies v priemidealen Pi""’Pr van L waarvoor Pi n OK = p. Men
zegt dat Ei boven p ligt, en we schrijven Pilp.' Yoor, de kano-

nieke faktorisatie van het ideaal pOL van L geldt

1 er
pOL = Pl . .Pr R
waarbii e ..« »€y € N,. We noemen &; ='e(Pilp) de ramifikatie-

index van Pi t.0.V, P.

Verder kan het restklassenveld L, als een uitbreiding van Kp
- i
aangezien worden, en er geldt :
[LP : Kp] z fi = f(?ilp) < oo,

Men noemt f de res%klassengraad van P t.0.v. P De getallen e

en f. voldoen verder nog aan de betrekklng

=

fl B [L : K}. o

i

Ho~—1+3

i

Ze zijn bovendieﬁ-mult}piigéﬁiéffﬁﬁ_kétens;' Dit betekent

!_l

ecqlP--.n.ew--lpf)- se@lp o

£(Q{P,). f(P 1p) f(QlP) _?_ .

waarin Q een prlemxdeaal is van een elndlge ultbreldlng F van -

1, waarvoor QIPi.

De groep IK kan als deelgroep van ILIaangézieﬁ_wordsn-wegens o

het feit dat de afbeeldlng

LA e é.OL'

een injektief-homomorﬁisme'iSs jOmgekeard.bestaat_ér een .



homomorfisme ¥, van IL naar I,. 7iin waarde op een priemideaal

P van L is gegeven door :

F(Pip)
kP = p >

waarbij P niets anders is dan PN OK' is B een element van L*,

dan geldt

waarbij NL/K de gewone norm is van L ‘tot K. We zullen NL/K

eveneens de norm van 1, tot X noemen,

Is a een ideaal van K, dan heeft de ring OK/a een eindig aan-
tal elementen dat met NK(a) zal. aangeduid worden. Er geldt ver-

der :

Q(a) = By (a). % .

is A € IL’ dan gel@p ¢Venegg§ :

Indlen L/K een galOlS ultbreldlng 18 met ga101s groep G, dan

vormen de elementen 0 van <3 waarvoor GP P (P een prlemdeler

van, L) een deelgpoep GP van G,;de dekomposltlegroep van P genoemd.

Is

een ontblndlng van € in nevenklassen volgens GP’ dan is {0 P}
pre01es de Verzamellng van alle prlemldealen van L - dle boven {fﬂ; ~ﬂ

p o= P-O-OK liggen, Bovendlen geldt !

Tl
o o

1
]

e(o,Plp) e(quip)

e

£(o,Plp) o Pl

R 1]
.

n
)




De getallen e, en fp noemt men de ramifikatie-index, respektieve-

1lijk de restkiassengraad van p in L.

Wat betreit de norm van een ideaal A van L, geldt de relatie

Wy 1 (A0, =
KL T eg

De diskriminant.

7i% L een eindige uitbreiding van een getallenveld K, en zij

SL/K het spoor van L tot K.

De elementen x van L waarvoor geldt : SL/K(XOL) C QK’ vor-
men een ideaal van L. De nowm NL/K van zijn inverse is een ge-

heel ideaal van K en wordt de diskriminant van de uitbreiding

L/K genoemd. Hij wordt met DL/K aangéduid._

Is p een priemideaal’ van K dan geldt plDL/K dan en slechts
‘dan als er een prlemldeaal P van 1, boven p bestaat waarvoor

e(P|p) > 1. Dergelljke p noemen we Vertakt (de ‘andere heten on-

vertakt) in L.

AR {ui,...,u } (m %2{ Q}) een 1ntegrale baSlS van K, en

713 {01, R } de verzamellng van, alle 1nbeddangen van K in E

-~ Het getal :

"Dy = (det(ci(éj)»?,_:"'“

behoort tot %, en wordt de diskriminaﬁi vanhj< genoemd, .Het'vepfyv o

band me’c.DK“Q wordt gegeven door';

Dy-% = Dysq -



Onvertakte en volledig splitsende priemidealen.

72ij X een getalienveld, L een eindige uitbreiding van K.

7.i3 p een priemdeler van K. Er geldt

(1). Is F een eindige uitbreiding van L, dan is p onvertakt
in F enkel en alleen als p onvertakt is in L, en elke ;

priemdeler van L bhoven p onvertakt is in F.

(2). Is E een andere eindige uitbreiding van X, en is p onver-
takt in L, dan is elke priemdeler van E boven p onvertakt

in het compositum L E.

(3). Zijin E, en E, tuwee eindige uitbreidingen van K, en is p

onvertakt in Ei en By, dan is p onvertakt in E122

¢

Ten priemdeler p van K heet vOllédig gesplitst in L, als er

precies n = [L : K] verschlllende prlemdelers van L boven p lig-
gen. De elgenschappen (1) (2) en (3) b113ven geldlg wanneer het

woord "Onvertakt" vervangen wordt door "Volledlg gesplltsf“

§2. VALUATIES VAN GETALLENVELDEN

* Algemeenheden over valuaties. .

ben yaluatic van eon veld X is con funktie v i K + R die velw

doet aan : | | o | |
(1) :via) = 0 en V(@) = 0= o =0
(2)  v(aB) = v(a)v(B)

(3) Er bestaét éen e (éIR),'> A 36‘@at'

- v(a) € 1 = v(i-*q)ié.ﬂ,_




2.

Fen valuatie definieert een topologie op K. Twee valuaties

die dezelfde topologie definiéren worden equivalent genoemd.

Fen valuatie v heet niet-archimedisch als men £ = 1 kan nemen

in (3), zoniet heet v archimedisch.

Is v een nietr~archimedische valuatie, dan vormen de elementen
o van K waarvoor v(um) < 1 een ring, OK(V). De elementen o van K

met v(a) < 1 vormen een maximaal ideaal PK(V) in OK(V).

Een veld k noemt men volledig ten opzichte van een valuatie

als elke Cauchyrij konvergeert. Een veld K met valuatie v kan
steeds aangezien worden als een deelveld van een volledig veld K
(met valuatle v waarvoor VIK = v) waarin K overal dicht is.

~

K is enig (op 1somorflsme na) en wordt de vervolledlglng van K

t.o.v. v genoend, Is v arohlmedlsch dan is K ofwelIR ofwel C;

korresponderend hlermee wordt v dan Peeel of komgleks genoemd.

Valuaties'VanzgefélléﬁVéidéﬁf_ fgff"
. R -

7ij K een getallenveld, p _.'é_én._'_Pi’_ifa'm.idea_ali van K.

- m (u) S '
Is o een element van K en qO K H p P de kanOnleke fakto*g
P

risatie van het 1deaal aOK,_dan lS, vaor elke c. 6 0, i}, de funk»

tie vp o b K »ZR, gedeflnleerd door. | -
» :
m, (o)
: p
ok e
Vpac ¢
¢ 9 0,

een niet- archlmedlsche valuatle van K. - Is c' € (D 1) dan 18.1"

p, v equlvalent met vp_c' Bovandlen geldt 0 ﬂ P (vp é)

Neemt men c =W (p) 1, dan noemen we vp c de (genormeerde) valua-

t1e gea88001eerd aan_g of de pwadleke valuatle. Is v’ een




niet-archimedische valiuatie van K, dan is PK(V} M OK een priem-
deler van K waarvan de geassocleerde valuatie equivalent is met

v; de priemdeler P, (v) 0 0y wordt geassocieerd aan v genoemd.

21ij {01""’0n} de verzameling van alle inbeddingen van K in
C. Voor elke i € {1,2,...,n} is de funktie |} ‘i : K » R, gedefi~

nieerd door
| i, raw foy ()]

(|| 1is de gewone-absoluté‘waarde op £), een archimedische valua-
tie van XK. Omgekeerd, elke arohimedisehe valuatie van K is

equivalent met een van de | I. (1 = 1 2,...,of n). Bovendien ziin

i
I Ii en | lj dan en slechts dan equlvalent ale i = j of o4 = Ej,

- waarbij Ej de kompleksvtqegevgeg@e<;s,van ay- ‘

213 L een elndlge ultbreldlng van K,‘ 213 v een valuatle

v u1tbve1dt (notatle : W‘V)w

_:1onver—

vertakt 18. De vervolledlglng van K~t,o;v4_sfikan steeds aange~“;f;f

zien worden als een deelveld van de vervolledlglng van L t o y.j7:fffh

W. De graad van de UltbPELdlng 19 elndlg, en wordt de lokale "

_graad van de ultbremdlng L/K t o V. wlv gen@emd Is p het PPlem— Solnl
1deaa1 geassocmeerd aan v, en P het prlemldeaal van IJ geasso-

c1eerd aan s (in het nletwarchlmedlsch geval) dan geldt steeds; 2




dat de lokale graad gelijk is aan e(Plp). . £(P{p). 1In het archime-
dische geval is de lokale graad steeds 1 of 2, al naargelang wiv

onvertakt is of niet.

Indien de uitbreiding L/K galois is, dan is voor elke w die Vv

Luitbreidt de lokale graad dezelfde en wordt daarom de lokale graad

van v in L genoemd. ¢

Voor onvertakte valuaties gelden verder nog eigenschappen anar

loog als die in 1. 4.

53, WET KLASSEGETAL
}

In deze paragraaf is K één_gétailénveld van graad .m over Q.

De groep der Sﬁégnheéen:;l

7ij- S een yé@zaﬁéii’g éh*c_déflinéfﬁiéﬁféqgivaiente valuaties.

van KX, '3g5:

an' K zodat v(s) 1 voov a11e3

Een,S-eenheld 1s een?elament

v die met geen enkel element n fS equ;valent len De S—eenhe#_-”

) zullen aandulden.=f'

SChPleen in plaats Van U (¢)

Veronde?stel nu dat %S “f d \_W, en: dat S alle 1ne‘ﬁ

lente archlmedlsche valuatles van K bevat._ De groep U (S) lS ‘dan

het dlrekt produkt van WK met %d 1 (dlt 1s de zogenaamde ﬂstelll

van Dlrlchlet voor S eenheden”) Er bestJan dus S eenhaden
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€ s B4, -4 dat elke S-eenheid ¢ kan geschreven worden als
s a; _ad-1
= Q.El ...Ed_l E

waarbij ¢ € W, en a, € % eenduidig bepaald zijn door e. Een der-

K e

gelijk stel {ei,,..,e } wordt een fundamenteel systeem van S-

d-1
eenheden voor K genoemd. ‘ ,

De eenhedengroep en de regulator.

Zij S = {vi,...,vrj.de verzameling van alle niet-equivalente
archimedische valuaties. 1In dit geval zal in alle voorgaande de-

finities en notaties de letter "S$" weggelaten worden.

De eenhedengroep Uk valt samen met de groep der inverteerbare

elementen van OK' Bovendien géldt-{-
e € Up = ]NK/Q(Q)]_:

Omgekeerd, is o €0 K3 en is ]NK/Q(a)} 1, dan geldt Do €Uy,
Een andere karakterlsering van UK 1s dat het de kern is van het

:i

homomorflsme :

PN O"OK R

Laat di,...50$'de reéle inbeddingen vaﬁfk_inf¢ zijn.(d;w;zr
0 (K) ‘C}R VOOP :1. = 1,!-1,8), en laat GS+1QGS+15!IOQGS+t,G -'t 'de

komplekse 213n (o is hler LU, gevolgd door komplekse toevoeglng)

We zullen verderop veronderstellen dat de elementen v, .van 8 geden“:f]l

finieerd worden door F

- lﬁi(d)l -yoor iiéli
Vi(d) = : L . : | )
| | I?j(u)l_ - voor s+l < S s+t
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(Noteer dat #S = s+t}. 21i] {61""’€s+t—1} een fundamenteel sys-

teem van eenheden. De regulator van K is de absolute waarde van

cen (willekeurige !) (s+t-1) X (s+t-1)~minor uit de matrix :

(in v, (e.:))
1773  4a1, ., . ,stt; 351,000 ,stto]

De regulator van K zal steeds met Ry aangeduid worden. De keuze,
van het fundamenteel systeem van eenhaden heeft geen invloed op de

waarde van RK'

Het klassegetal van een getallenveld.

De hoofdidealen van K z1in de idealen van de vorm a.0ys o € K*

7ij vormen een deelgroep van Ty die we met Py zullen aanduiden. De

faktorgroep EK/PK wordt de'ideaalklassengroég van‘}Q genoemd. Een

nevenklas van PK wordt een ideaalklas genoemd. De ordé van de ide-

aalklassengroep is altiid elndlg en wordt het klassegetal van K

genoemd, Ve dulden het aan met h

Voor veble waarden van s, > 1, is de reeks !

- a NK(a)S

waarbi) o de gehele ldealen van K doorioopt konVergent Zij
stelt in het gebled S ? 1 + 8, 6 > D een kontlnue functle van s

voor : de Dedeklnd zetawfunktle van l< Deze funktle noteren we

als g,(s)., Het verband mel het klassegetal van }< 11gt in de be~f.-
14 v

trekking

1im (sﬂi)a (s) K
sl _ _ (WK 1)!‘ I

>
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In sommige gevallen (zoals : abelse uitbreidingen van @) kan de
1imiet nog verder omgewerkt worden (cfr. [4%]1). Hierop komen we
terug in volgend heofdstuk. Verder zal nog gebruik gemaakt wor-

den van de identiteit van Euler, i.e.

-1

CK(S) = 0 (1 - NK(p)*i) (voor s > 1),
P

waarbij p de priemidealen van K doorioopt.
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HOOFDSTUK 11

BIKWADRATISCHE VELDEN

De bedoeling van dit hoofdstuk is, met een klassiek voorbeeld ?
aan te tonen‘hoe een bepaalde invariant, namelijk de index van de
eenhedengroep van een getallenveld K in de eenhedengroep van een
eindige uitbreiding L van K een belangrijke rol speelt bij de

berekening van het klassegetal van L.

Volledigheidshalve, en tevens met de bedoeling de resultaten
uit het voorgaande hoofdstuk. te illustreren, geven we hier het ge-
deelte van de theorie’def bikwadratische velden dat nodig is om

het kiassegetal uit zijn analytische uitdrukking te berekenen.

51. OVERZICHT VAN DE THEORIE DER KWADRATTSCHE VELDEN

De pring der‘gghéﬁeh;  :   :_3J

Een kwadratlsch veld 15 een uitbreldlng van graad 2 van Q

Dergelljke velden z&jn van het type Q(vr) _waarbag Qr (%) eeg

wortel is van de Vergelljklng
()  e?-d=o,
waarin voor d een kwadraatvrlj geheel getal kan genomen worden

VePSChlllende dergelljke d geven versch;llende kwadratlsche ve1~jl

den. Is d < 0 dan heet Q(VF) 1mag1na1r of komgleks, anders heet '>j-_

het Peaﬁ

(%) ‘ : :
Met vﬁ_bedoeléﬂ we hier het positieve getal 8 waérqurfez =-d indien. d

positief is en iv—d indien d;négatief is. -
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STELLING II.1.1. 24J 4 € %, & kwadraatvrij. Een integrale ba-
sis voor K = Q(Vd) is dan {1,wK}, waarbij .

Vd 1

5 1 (mod u)

1l

indien d

|

vd indien d = 2 of 3 (mod W)

BEU}EJS- Zie [ 3]5 cha II; 7;2'

Gevolg : Voor de diskriminant D, van K geldt wegens I.1.4.

m

d indien d 71'(mod %)

i

4d indien d 2 of 3 (mod 0

+

Priemidealen inﬂkwadrgtischeryeldeh.

Zij X = QWd), d € &, 4 kwa@p@aﬁvpij,

7173 peen_phiémiéeéél-Q%ﬁ Q;;fE§ ;i5h;gléchts drie soorten p
te onderscheideh?'néﬁéliﬁi;g;ii.?; ;f;2:u ' |
o o _T:   a:  _- | ; i

(1). deze waarvoor pO ;— pipg, p1 en p2 twee verschlllende
prlemidealen van X waarvoor f(P lp) =51 (deze P Spllt—'

sen volledlg 1n K),

(2). deze waarvoar pO p een prl'ﬁldeaal 15 van K, éhuﬁaar¥='

-blj f(plp) 2,1 In dlt geval zegt men dat ;) prlem blljftffg
(3). Deze waaryoof'pOK het kwadréai is van éen"?riemideaal_P .

van K waarvoor f(p{p}vz'l-(déze p o zidin. vertakt inL;K){Lif

713 (£) net Jacobi-symbool. We definiéren de funktie

Xg ¢+ &~ (0,1,-1} alstvOlgtl:
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- XK(X) = 0 = (X,DK) # 1

- voor (x,DK) = 1 heeft men

-

(TgT) indien d = 1 (mod H);

®-1

———an

X (0 = q (-1) 2 (T?W) indien d = 3 (mod 4); 2

x2—1,+x~l d'-1
8 77 T2

(-1) (Tg%T), indien d = 2d'.

DEFINITIE II.1.2. De funktie XK.wordt het karakter van het veld
K gencemd, ‘
STELLING II.1.2. Is p een priemideaal van Q don geldt :

(1) p splitst volledig in K = X (p) = 1
(2) p biijft priem in ¥ F*]XKFP) = =1

(5) p 48 vertakt in K = x,(p) = 0

BEWIJS. Zie [ 31, ch. III., 8.24 .. . .

De eenhedengroep.

Yoor een 1mag1na1r kwadratisch veld K = m(v”), d kwadraatvrlj,
d < 0 zijn de getallen 8 en t uit I 3 2. gelljk aan D, respekt1e~
velijk 2. Dus, Uy = Wy« Verder is | | "

"

{£1,£1) voor d _—

"
Fat
e

33
(IS
~

{£1} en alle overige gevallen,
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Voor @ > 0 heeft men : s = 2, t = 0. Alle eenheden van K zijn
dus van de vorm in', waarbij n een fundamentele eenheid is en
n € %. De eenheden n_l,wn en —n"l zijn echter, samen met n, even-
eens fundamenteel. Een en slechts een onder hen is echter groter

dan 1 : deze noemen we dan de fundamentele eenheld van K, en we

noteren T]K.

Het klassegetal.

713 d een kwadraatvrij geheel getal. 2ij K = Q(/d), en zij X

het karakter van K (definitie II.1.2.).

Voor s > 0 konvergeert de reeks

haar een funktie van L(s,x) die we d¢ L-funktie van het veld K

noemen,

STELLING IT.1.Y%. Zif hy het klassegetal van het. kwadratisch

veld XK = Q(Wad), d €&, d kwadra¢tvrﬁj. Is d > 0, dan geldt

VD,

e B
X 2 Inn

— L(1.%).
- L

h

Ts d < 0, dan geldt :

h, = (WK .: 1.): . DK

X 2w

L(1,X)-

~ BEWIJS. Zie [ 31, ¢h.V, 4.
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§7. ALGEMEENHEDEN OVER BIKWADRATISCHE YELDEN

Definitie en eerste eigenschappen.

Onder een bikwadratisch.veld verstaan we hier : een Galois-uit-

&
s

breiding van @ met als Galois-groep de Viergroep van Klein.

Het zij hier opgemerkt dat sommige auteurs andere benamingen
gebruiken (zoals : "bieyclische bikwadratische getallenvelden")

voor dit soort uitbreidingen.

%19 L een bikwadratisch veld, en G = {1,01,62563} zijn Galois-

groep over §. Er gelden dus volgende relaties

(1) oi = 1 voor alle i € {1,2,3}

(2) g. g. = 0, voor elke permutatie (4. ,0n,0,) van (1,2,3).
1 Ty ig 7 172273

Zi3 Ki (i = 1,2,3) het_Va$£ veld;yQQp de deelgroep {1,ci} van G.

Klaarblijkelijk is Ki/Q kwadratiSCh,'én dus .
Ki o Q(Vdi) )l
waarbij d; een kwadraatvrij .geheel getal is. ‘Bovendien geldt

KQK

L z K 3 .= m(\/a-l :Jaz_g\[ag)-'

1

Hieruit volgt onmiddellijk dat d, het kwadraatvrii deel is.van-
: S N ) _ -
d. d. voor elke permutatie (i,,i,,i,) van €¢1,2,3). Stel vervol-
i, i, \ 17273 : o
gens

(d,,d3) indien minsténs &én vah_de-getaileﬁ' -
(3) Ay = < - dg,q3 positief is_‘

-(dz,ds) in het ander geval.
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Men kan dus schrijven

waarbi) A, en A3 € %. Het is duidelijk dat Al’A2 en A3 onderliing
verschillen, dat ze kwadraatvri] zijn, en dat ze twee aan twee re-
latief priem ziin. Bovendien zal hoogstens &én onder deze getallen

negatief zijn, en men heeft eveneens

Omgekeerd, zij {Ai’AZ’A3} cen stel van drie verschillende kwa-
draatvrije gehele getallen, twee aan +wee onderling ondeelbaar, en

waarvan hoogstens één negatief is. Stel dan

¥

d = Aphgs dy = Aghys dg ; Ayhy s

en beschouw het veld
L = Q(JEZ,VH;,Vgﬁ).

Het is niet moeilijk na te gaan dat [L : Q1 = b (het stel

{1,%3*,Vd2,dag} ig immers een basis voor L/Q). Stelt men
@ = agtavdy+ aQVH; + aS\/d3 (a, € O,

dan kan men onmiddellijk narekenen dat de funkties 015095035 ge-

definieerd door

o, (a) = oag 4 a1Vd17w aQVﬁ; - agvd,
0,la) = ag - a1Vdi + a,Vd, - asdag
Gs(a) = ag - aini - aQ\fd2 + asxfd3

drie verschillende automorfismen van L zijn waarvoor aan de




19.

relaties (1) en (2) voldaan is. Dat tenslotte nog voldaan is aan

(3) is eveneens eenvoudig na te gaan. Samenvattend geeft dit

STELLING IT.2.1. Fen bikwadratisch veld L wordt op één-ééndui-
dige wijze bepaald door een stel van drie vevschillende kwadraat-
vrije gehele getallen {Ai’AQ’AS} die twee aan twee onderling ondeel-

baar zijn en waarvan hoogstens één negatief is. Het veld L <8 dan

A

niets anders dan Q(VAQAs,VR VA A ).

371

Tot slot merken we nog op dat

- ' 2
didgdgr— (A1A2A3) .

#

Hieruit volgt : d1 d E_G of‘1 (mod ). Dit resultaat zullen we

verderop nog gebrulken.'

Een kPlterium voor blk:adrat1c1telt.-;f=

De volgende stellxng_leevt._ns Wanneer een kwadratlsche ultbrel~'

ding van een kwadrat;sch5Veld blzwadratlsch lS.'_'

-?“en kwadraatvrtj geheel ge~ -

tal. ZtJ L # K(VH), u e K, i & K? 'éen kwadrat@SGHQ uztbrezdzng o
van K. Z%J N QfNK/Q de norm van K tot Q Dan geldt | -
(z) L/@ 18 GaZo%s < N(u) & m*z U Q*Q
(1) L/Q zs bzkwadratzsck = N(u) & Q

(zzz) L/Q is. achzsak = N(u) € Q*Q d '

'BEWIJS. le ¢ het nlet—ldentleke automorflsme van K (1 e._}'
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Indien L/@ Galois is, dan is © niets anders dan de beperking
van een automoriisme o van L. grel @ o) = o + BV, waarbi)

a,B € K. Dan geldt

(a-+BJ§}2 = u2-+82u + 20BVU = (E(Jﬁh? =

gl = alyw) € K,
waaruit volgt : o = 0 of B = 0. De laatste gelijkheid kan niet op-

gaan wegens het feit-dat u & k2 (en dus ook : o(u) € k?). Dus,

(BU)Q. Er geldt bijgevolg

11}

N(uw2

1

gy = B%u, zodat p.o(m)

u

NG € K2 n g, Hegens KT 0@ = @Y 024, is het bewijs van

n(i)y =" geleverd.

Veronderstel nu : N{u) = mg, m € §. Laat ¢,,09 en g funkties

+

ziin {(van L naar L) gedefinieerd door

0, (0 + BVI) = u-—BJ_. o
oﬁa+&@)zcﬂﬁ+c%) i:f
o, (a + BVID Aqm>fc@ny%5;f7  PR

. : . i

aarblj a.8 € XK, Men kan zander moelte narekenen dat. 64509 en 0q
drie verschillende, nlet—;dentleke automorflsmen z13n van L, en
dat ze aan de pelaties II;2;1, (1) en (2) voldoen. HlePdOOP be-

wijst men "(ii) ="
Is N(y) = m d, m e Q, dan deflniéren we,dé afbgglding_f;; L;+L e
als QOlgt S o
T(a-HBJﬁ) =;G(a)r+ G(Bijﬁ.%?

en men rekent zonder moelte na. dat T ,Tzlen 13 drle verschlllende ;1 .

niet- tr1V1ale automorflsmen zljn van, L, en'dat.14 = ;dL 1t bewfg.

‘ Wijstv“(llr%¢“.'
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Verondqutel nu dat L bikwadratiseh is. Uit 1I1.2.1. volgt dan
dat L van Je vorm K(G/AN is, waarbij d' € Q a' # 4. Dit betekent

echter : p = a?d' voor een o € K, zodat

N = ian?ar? e o
zodat nu ook "(ii) =" bewezen is., ‘ .

" Het is nu duidelijk dat alle overige implikaties volgen uit het
feit dat ®*2 n Q*Q.d = ¢ en het feit dat een vierdegraadsuitbrei-
ding van @ die Galois is ofwel bikwadratisch, ofwel cyclisch moet

zijn.

Gevolg 1 s d > O,Ven is W= The de Ffundamentele eenheid van K
(zie I1.1.3.), dan siet men dat het veld L = K(JHK) dan en slechts
dan bikwadratisch is, als N(nK} -4, Is daarentegen N(n,) = -1,

dan is L/@ zelfs geen Galois~uitbfeiding._

Opmerking Men kan zonder moelte nagaan dat de Stelllng ook volgt

uit Seidelman's parametrlsche karakterlserlng Van v1erdegraadsu1t~

%

breldlngen van een veld F Een dergelljke ultbreldlng I, is name-

lijk dan en slechts dan cycllsch over E‘ als IJ van de gedaante

F(fv1+ Ty vé 1+e -+v1+e )

is met'e,f,g'E'F en (1-+e2) ¢ F Y of 00k - van de gedaante F(Wm) meti

£ e F\F? indien V-1 € F. De velden IJ waaPVan de galolsgroep over =

F de viergroep van Klein is zijn van de gedaante F(J“,+v”-+¢ ) met',

e,f,ef € F\F2 (zme {251, Men bekomt het resultaat van stelllng

11.2.2. door F = Q te nemen, en voor ]{ een’ behoorlljk kwadratlsche ;7‘i

ultbreldlng van Q te nemen die in IJ bevat is. (nl QV1+ ) ln het-;-
cycllsche gevals en Q(Vﬂ) in het blkwadratische geval). Door deﬁ.j'

norm van L tot K te nemen van.een element dat F voortbrengt Qvér
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I, vindt men immers de voorwaarden van de stelling terug.

§3. DE RING DER GEHELEN VOOR BIKWADRATISCHE VELDEN

Doorheen deze paragraaf zal L het bikwadratisch veld
Q(VAQAg,VAéAl,VAiAz)

zijn, waarbij Ai,A2 en A3 getallen zijn zoals die in stelling

Ir.2.1. Verder stellen we

d, = AAq; ‘dQ = Aghy; dg = Agh, >
en voor i :_1,2,3 |
K o= QYA
0y = oKi % ea'mi, met.w ’&}Klzoals in stelling II.1.1.

G, = het:automorflsme van. 1, dat K, als vast veld heeft.

D;W}z._:jq.gvﬁf) :_VST eﬁ’ ci(vﬁgdL: ~J§5 indien

3 # i -
Ni,: de norm Vap'l*-tOt,Ki
= het spoor van L tot K. . e

De integrale basis,

Meestal vraagt het opzoeken van eén'ihtegfale basis van een ge-'

tallenveld zeer ultgebrelde berekenlngen (zie [ 2 1. Voor blkWa—;?;fi

dratisché velden kan men ‘echter van de volgende eigenschap gebrulk

maken
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STELLING II1.3.1.1. Is & = a4 to Vdy o+ o/, ag/d, (o; € @)

een element van OL,.dan geldt voor elke i € {1,2,3}
Ni(E) an Siig) € Oi'

Omgekeerd, is er een 1 € {1,2,3} zo dat Ni(E) en Si(E) € Oi, dan

geldt : § € OK' ‘ ;

BEWIJS. Het is bekend dat een element van een getallenveld L dan
en slechts dan geheel is, als zijn karakteristieke polynoom ten op-
zichte van een deelveld K van L tot OKPX] behoort. Voor een bi- |
kwadratisch veld betekent dit

9 _ _ .

waaruit het gestelde.

Ter illustratie berekenen_we_een 1ntegra1e basls in een geval

waarbij ®y d voor alle 1

H{i 2 3}, namell3k : het geval waar-

in dy en d2 even 21jn ter ;3'(mod 4) Hler hgeftfmen_dus_:

A, is even, Ai en A2 oneven”an'A1:

e 0 (mod M) peJVoorwaapf

den "8, (i) 3 O " voor 1; 12:3 geVen dan.':”:

2@0.+ 2& vr“'e O ;i 7iff'

j, aj G % voor al;e_j & {0 1 2 3} Klaarblljkelljk

volstaat het hleraan nog slechts de voorwaarde “N (E) € 0 o tOe te: ﬂ

\ !
zodat : aj_5 2a

voegen, wat neerkomt op het Oplossen van het stelsel
a2 + & dr -~ 'a 24, - azd . 0 (mod u)
170 373 - Tied 3 2

Men toont echter zonder moeite aan dat dlt stelsel gelljkwaardlg

is met




2y,

u
it

a, = ) (mod 2)

a, (mod 2).

ey

4

W
il

s

Op grond hiervan kunnen we schriijven
ng ay = a, + 2m1; ag = 2m3,

waarbij M 5Ty 5T, TR, € %. WUWe bekomen aldus

d + \f—
£ = my + myvd, + ’“2(_”"""5'"—”) + mavdy
waaruit volgt
~ﬁ§1 + Y,
oL=zem%§@zm—+ﬁmﬂ)@%J“

De werkwiijze vooﬁ de andere gevallen (die bepaald worden door de
aard van de elementan w;) verloopt analoog en wordt aan de lezer
overgelaten. He verwljzen hler eveneens naar [211, waar de inte-
grale basis via een andere weg berekend wordt De resultaten kun-
nen als volgt geresumeerd worden |
A ' o ' :

STELLING II.3 1'2 Zza L het btkwadrattgah veZd OMSchreven big

de aanvang van deze paragraaf |

- In de vodende twee gevallen $

(i) A, even | | |
(i1) Alle A ondven en Ay + By = Ay + A, = 0 (mod B)
geldt :
_ d' +\/d2'
0p = Z ® &. vﬁ;’eaz (—— ) @.%.w3
- Is Ai = A, = A, = a (mod M), waarbid a = 1 of 3, an geldﬁ é;,lf;;i:

| x/azx@“\/ag |
=% ® %y ©Z.u, & %, (— T y

T
[




(1)

75,

Elke gecorloofde keuge van de getallen Ai’A? en A, kan na eventu-
ele hernummering in een van de bovenstaande gevallen ondergebracht

worden.,

Gevolg : De diskriminant D, van L, voldoet aan de betrekking

Dit bewijst men onmiddelliik door gebruik te maken van de defini-
tie van DL (zie I.1.4.) en de door TI.1.1. geleverde waarde van
DKi.
Hlerblj merken we op dat DL steeds een kwadraat is, aangezien
_ 2 _ -1 .
Dy = HqHpMg (AlAQAS) (hlerln is n] = DKj.dj en dit is 1 of 4
wegens II.1.1.).

Wat betreft de diskrlminant van. de ultbrelding L/Xy zij eraan
herinnerd dat voor drle getallenvelden P, E, M, met F CE c M de

volgende relatle;g§lét.;l c

[M 3"
Pusr © F) E/F(DM/E

Stelt men hierin F $1Q;§E §jK-;‘M #fL;TdahIVéfRfijgen_we

5 “1“2”
| ”Ki/Q‘DL/Ki? LT A"ﬂ“

We vestlgen hler de aandacht 0Op he{ feit dat de_faktor-uiuéugugg

slechts de waarden 1,4 of 16 kan aannemen.

Priemidealen.

Nt

Voor i = 1,2,3, zil xi,het-kapakter van Ki‘(zigglipi;Qg);



i
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STELLING II.3.72.1. Is p een priemgetal, dan geldt

3 3
(2) M y.(p) # 0= T x (p) =1
S | . i
171 i=1
(i) zo er een i € {1,2,3} ts waarvoor Xi(p) = @, dan bestaat

er nog eemn andere index 3 € {1,2,3) waarvoor xj(p) = 0.

*
.

BEWIJS. De eerste bewering volgt rechtstreeks uit de definitie

van x, en uit de eigenschappen van het Jacobi-symbool.

Yoor wat betreft (ii), stel xi(p) = 0. Dit betekent dus

. = wghyAy (g s0als in vorig punt). Indien plA, of pla,, dan

is het duidelijk dat p!DK of plDK , zodat xQ(p) of X3(p) nul zal
2

piDy

zijn. Is p XA Ay, ,dan moet "plu," opgaan, en dus zal uy = 4, en
zal p = 2. Uit My F b voigt echter pdy =02 of 3 (mod ). Dat de
eerste van deze twee: mogelljkheden vervalt volgt uit het feit dat
p = 2 geen deler is van AZAS" di VUlt a4 d s4g = (A 1Bohg )2 = 9 of
1 (mod 4) volgt dan i d of d3 2 of 3 (mod 4), zodat in elk ge-
val, het31j "pID .“ het213 “piD ‘, oggaatf ,M,g.w, : XZ(p) of
X3(P) . Q E.D. .:___   : 3]f.¥1_:'}_%.3: _ {1- - ~
Gevolg : Het drletal (xi(p),xz(p),x3(pn ‘kan slechts een permuta-

tie zijn van een van. de volgende Vljf drletallen .

(1;1'?1)5. '-{;Iiz"_is.."'-t)i. : (.Q.).Osi).’a. _(Oozoté-”_':i)'.":. 1 (0,0,0).

STELLING.II.3.2.2.:z¢j-p een priemgetal, en 2]

Dan geldt voor de kanonteke dekamposztze van het tdeaal pO =f;: 5fT”

@ X %,-m e p0y = PaPpPaPys Ty 7 Py weor it en
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f(Pilp%) = 1 wveoor 1 = 1,2,3,4.

{1,-1) : = : p0 = P, P,s P, # P, en £(P;pZ) = 2

(2) Kp = 11 ' POy, = Pyfps Py 7 7
voor 1 = 1,2.
- ) . - pZp?, _
(3) Xp = {0,1} @ e p0p = PIPLy Py * P, en £(P,p%) = 1
voor 1 = 1,2. !
(4) X, = (0,-1) =i POy, = P2, £(Plpm) = 2
(5) X, = (0) 1 i p =2 en 20 Pty F(P|2%) = 1.

BEWIJS. Voor wat betreft (1), (2), (3), dit volgt eenvoudig door
toepassing van I1.1.5. (voor splitsende'priemidealen). Het geval
(4) volgt uit de multiplikativiteit van de restklassengraad by ke-
tens. (efr. 1.1.2.). In het vijfde geval is het duidelijk dat

P = 2, aangezien x-(p) = 0 voor alle i slechts optreedt wanneer P
alle dlskrzmlnanten D : deelt, en dat dlt wegens het feit dat de

oKy
getallen A twee aah twee onderllng ondeelbaar zijn,’ slechts voor-

k 1} {1 ? 3}\ {l}) - De formule

komt als D, 'ﬁ M AkA (hler 15 ;
1 =

17.3.1. (1) geeft ons:| dan 'f ﬁ:*

De aanwe21ghe1d van de faktor H en het rechterlld 1mp11ceert echter

dat het (unleke ’) prlemldeaal Van K dat boven 2 % llgt een deler

moet zijn van DL/K Hlerult volgt p OL P2 aangez1en de prlem— 

delers van DL/K prec1es deze 213n dle vertakken 1n L (cfr.;l i H_ 3‘

H

Uit 2.0. ;rp? volgt_dan : 2,0 i_P . Dat omgekeerd X = {0}

L g o
volgt uit 20 = pY, is‘eenvoudigfaf te.leiden;uit_deimultig}iﬁéti

v1te1t van de ramif1kat1e~1ndex by ketens

Opmerking : De Vijf'gééiteepde-mogeiiﬁkhedénﬂyQQr'ﬁp.h@e?éﬁ higffffﬁ"
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alle aan bod te komen. Dit is bijvoorbeeld het geval voor het
veld L = Q7 ,v5,/10). Men ziet daar dat 0 € xp betekent : p = 2

of ©. Men kan echter gemakkeliik narekenen dat

Xl{Z)

x,(2) = 05 X,(2) = -1;

X1(5)

“1; yp(8) = xg(8) = 0,

zodat @ 0 € Xp = Xp = {0,-1}. (Noteer dat we hier onderstellen dat
= QW2), K, = QWE), Ky = = Q(v10).)
Ander21jds pestaan er bikwadratische velden waarin elk van de viif

mogelljkheden Voor Xp voorkomt: Dit is het geval voor het veld

. QT TR NT AT, Men vindt hier

X, =10} X3 = {0,1); Xg :‘{U,ﬂi}; X 2-{1,-1} en X.o={1}.

2 ; 11 19

De eenhedengroep.

Yoor i = 1,2,3, zijin Ui de groep der eenheden, en wi de groep
der eenhaidswortels.vaani.f Indien,xi_reéei is, 2i] dan-ﬁi zijn

fundamentele éenheid-: 

STELLING IT.3.3.1, Is Wilé3 g#d¢?1der.genheidsmorteis van het
veld L, dan geldt | | S |
QT /T3 V)
mc«“vf‘~f3 o
@(Vrf}vrq‘\f_"), a EZNg, kwadraatﬂ

: -i.a :

12 indign_L

-

8 indien L

B indieﬂ L
s 1) = o T . ppij en.# 1, 8
Q(v 1,v-d Vr), d EINO,_ kwadraat—-'i

"

4 {ndien L

', vaJ en #* 1 2 of 3

2 in alle andere gebqllen.__ “
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BEWIJS. Stel : (WL :1) = m, en zi] T = exp(?nj,m_l). Het 1s be-

kend dat m steeds even zal zijn. Verder is eveneens bekend dat
IQ(CTH) : Q] = ¢'(m)a

waarbij ¢(m) de indikator van Euler is. De voorwaarde : ¢(m)iu
impliceert echter onmiddellijk : m = 412,10,8,6,4 of 2. Aangezien.
de uitbreiding 0(g,,)/® cyclisch is moet men m = 10 uitsiuiten. De

stelling volgt dan aanstonds uit het feit dat

1 3 1 di e s
5o (3+1),c8 2(1+1) . (1+\/—3) g, =13 g, 1.

STELLING. 11.3.3.2. De groep U,U U,

2U3 heeft eindige index in de

‘groep der eenheden Uy van L.

H

BEWIJS. We onderscheiden twee gevallen.

1. Zi3 één der‘getallen Al,AQ;A negatief (zegge : Ay ). ﬁet is dan
duldell]k dat alle 1nbeddlngenvan L in € kompleks zijn. De
pang van de VPlje groep UL/WL is dus 1. Anderzljds is het veld
K3 reeel tePlel K1 en K kompleks 213n.- Dus, Ui en=U ziin

torsiegroepen, terw131 U /W3 rang 1 heeft De gvoep U1U2U3 is

dus modulo tor51e van dezelfde Pang als U /WL, waarult het ge-

stelde volgt.”’

2. Laat alle- getallen Ai,Ag,A3 p081tlef zijn. Alle 1nbedd1ngen -
van L in € zijn dan reeel, zodat UL/wL van rang 3 is. - Om de{
stelling te bewijzen zal het dus volstaan aan te tonen dat

NysNy enfg multlpllkatlef onafhankelljk len.‘ Welnu, veronder— 7'-

%

stel
aj; ag ag . e é "7}',,' .
n,ny” F Eng o, met Ay Zs = {fi,—i b -
Stel : 6, = n?% :‘ui vy Vdi voor i = 1 ¢h-2,_en.'-
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az _ .
63 = &n,0 F ug * Vg vd3. it 8. € Uy volgt
(1) + u? - véa, = +1 of -1
A i k3

Uit 8.8, = 8§, velgt dan

Men leidt hier zonder moeite uit af dat

Dit kan echter slechts opgaan indien aq ¥ a, = ag = 0, waaruit
het gestelde volgt.

Opmerking : In het eerste geval zien we dat (U : Ujg) eindig is.
Deze situatie is echter‘ﬁrij uitzonderlijk (zie verder, hoofdstuk
v, §2.). In de volgende hoofdstukken zal aangetoond worden hoe
in een volstrekt w1llekeur1ge 51tuat1e, men in de groep der een-
heden van eén getallenVeld 13 een deelgroep kan bepalen waarin de
eenhedengroep van een deelveld, F van. EI een elndige 1ndex heeft.

Tn het hierna volgend punt zullen we aantonen wat de rol van de

1ndex SO Ug) zal Zl]n in de berekenlng van het klassegetal hL

in funktie van de klassegetallen van de velden K

Het klassegetal Qan L.

Voor i = 1,2, 3, zij x4 het karakter van het veld K; (definitie;_:.

IT1.1.2.). De funkties L(S,Xi) werden in §1.3 gelntroduoeerd Ffu_

STELLING IL.3.4,1. Is ¥; de pedekindﬁaataefunktig“paﬂ'hef;ogzd;j;
i _ [, de Dedekinaragvarjuniine ReR TEIAT

L, dan geldt voor s > 1
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£1(8) = L(s)Ls,y ) Dlssxy LS )

waarin (s} de klassieke Riemann—zetd*funktie OF:

BEWIJS. Voor s > 1 geldt : (Buler's identiteit)

(1) cp(s) = % (1 - NL(P)“1>”1.

Vobr elk priemideaal p van @ stellen we

(2) co(g) = M (1 - B (PP,
P PP L

De absolute konvergentie van het produkt in (1) verzekert ons dat

- -1
ZL(S) = g Cp(s)

waarbij p alle priemidealen van @ doorloopt.
Anderzijds geldt, als rechtstreekse toepassing van Stelling

11.3.2.2.

; ;;;;i<P§' ¥' ~X () ey
C_(8) = R

Substitueert men dit'in”ggl;fdan;ggk?mf,m§ﬁfna béh§OPlijke hergroe-
pering IR e » : -
CL(S)Z:”H'(iT%:QL)-% <1 -_.% ST

' Het is echter bekend dat de, eerste faktor 1n dlt produkt nlets an—fi"

ders is dan Z(s), terw131 elk van de andere drle faktoren de funk—?;ﬁa

tleS'L(S,Xi) Opleveren. Q,EfD.

We kunnen thans het klassegetal hL 1n funktle van de klassege

'tallen-hK berekenen door mlddel van I 3. 3 -en Stelllng 11 1 “v”ff;ih

R 8
Er geldt immers
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lim (s - 1)rz(s)

1 en 1lim L(S,Xi) = L(i,Xi),

S~v—>l S—}l
>
zodat
(3). iiT (S-1)§L§S)I= L(l,Xl)L(l,Xz)L(i,X3)
>

We beschouwen eerst het geval waarin Ai’AQ > 0 en Ag < ¢ (we noe-
men L in dit geval imaginair). De limiet aan de linkerkant van

(3) is dan wegens 1.3.3. gelijk aan

uﬁQIan[all

L’ :1)Vl 1

waarbij € een fundamentele eenheid is van L. Anderzijds is het

h

linkerlid van (3} wegéﬁs Stelling IT.1.4. gelijk aan

unz 21ln Ny
h. h,h

128, ='1><w_ : 2B, 0,0,

waarin h. staat voor het klassegetal en. D voor de diskriminant
van Ki (i = 1,2,3) Aldus bekomt men (met behulp van Stelllng

1T1.3.1.2., gevolg) : ;-‘~;vl”‘“_ S S !

. iy s 1) Cn n3']' | h

L (Wi .1)(W ]1 |sl{ 3
Hierin kan men nu, met behulp van Stelllng II 3. 3 1., gemakkelljk
nagaan dat_de faktor (W 1) (W 1) l(WQ '1) gell]k is aan 1/2
. behalve wanneer L = Q(Vﬁw v"?,v”) waar men 1 bekomt Wat nu be-- 
treft de faktor (n ng). |1nlel| , deze leldt men af uit het feit.

dat er steeds een relatie tussen Ny en € bestaat van de gedaante'rf; o
T13 = ?-;-6‘5‘

waarbij ¢ € WL en q € &, Het ig klaar dat we q > 0- mogen onder—'

steilen. De betekenls van <1 is dan dat ‘het precies gelljk is:
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aan de index : (UL : WLUB), wat ons uiteindelijk geeft

STELLING IT.3.4.2. (19 deel) : Het klassegetal van een imagt-

nair bikwadratisch veld wordt gegeven door de betrekking :

(U. : W.U.)
Wy Vs
hy = 7 Nyhohsy

met witzondering van het veld L = Q(=1,V-2,v2) waarvoor geldt

h, = (U

L 0 W Ugdhyhohs.

Voor wat betreft de reeele bikwadratische velden (d.w.z.'Aii>0

voor alle i) zal men zonder moeite op analoge wijze.de'formule

(1n n )(ln nz)(ln n )

bekomen. Is {81,52,6 } een fundamenteel systeem van eenheden voor

L, dan gelden volgende relatles (voor 1 = 1 2, 3)

'"ej{+1,-1} A

Is 1 dan een w1llekeur1g automorf;sme Van L, dan,gelden volgende  

Hlerblj is de matrlx (bjk) de 1nver8e van de matrlx (a 3){ ‘Aéﬁgéfi::

zien we voor de regulator RL Van L kunnen nemen :

Ry, ::IQet(ln‘Oiséﬁjl)15H 

en,aangezien_ln;l = Ilﬁk]-indien_i #~qk'

S 1

indlen T # ck,““'
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volgt onmiddellijk

R, = idet(<bij).A)l,

waarin A de volgende matrix is

+1n n -1ln N4 ~in ny

1 .
-1n ng +1n n2 -1n n2
-1n Ny -1n Ng +1n Ny
Dus, R, = %(det{a.,))"l. Hier is |det(a,.)| niets anders dan de
1] 1]
index (UL : U1U?U3) (de lezer vindt een bewijs hiervan in hoofd-

stuk IV., 81. 2.). We bekomen dus

STELLING IT.3.u.7. (2% deel). Het klassegetal van een reéel

bikwadratiseh veld is gegeven door :

(U, : U u,U ) :
_ Wyt U050,
b F TR .-?1h2333

Opmerklng n hoofdstuk IV, §1 zullen we . aantonen dat q = (U t W W )
in een imaginair blkwadratlsch veld slechts de wéarde 1 of 2 kan
aannemen. Voor reéele blkwadratlsche velden kan de faktor

(UL : U1U2U3) slechts de waarden i, 2 of H aannemen 1 owe verwijzen 
de lezer hiervoor naar [1?} (en de aldaar gec1teerde werken in ver=
band met bikwadratische velden) waar de 1ezer een algebralsch be- -

wijs van het 2% deel van Stell;ng_11.3L4,2, zal aantreffen.-
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HOOFDSTUK 111

RADIKALEN IN MULTIPLIKATIEVE GROEPEN VAN VELDEN

Tn dit hoofdstuk stellen we ons tot doel de multiplikatieve
groep k* van een willekeurig veld K, en deze van een uitbreiding
L van K, nader te onderzoeken. Meer bepaald zullen we in ¥ een
deelgroep definidren, het fadikaal van K* in L¥, en de voorwaarden -

# ‘s . .. . .
nagaan waaronder K van eindige index is in dit radakaal.

§1, HET RADIKAAL

In deze paragraaf zullen abelge‘groepen dborgaans multiplika-
tief genoteerd wgrdén. Van eéﬁ éﬁelée gfqep A zél de torsie-deel-
groep (dit ié;de dééigr¢ép7Vén:unbééfagnQé”uitlaile eleménten van
A met eindige périodg.éf érde5;sféédéimeﬁ WA'aanéeduid worden,

Definities en eerste eigenschappen.

Zij G een abelse groep éﬁ za"eén'dgelgroep van 6. .

DEFINITIE T11,1.1.1. Het radikaal van H in ‘G is de verzameling

van alle elementen x uit G-.waarvan een van nul verschillende macht’

tot H Dbehoort.

We zullen het radikaé; van H in G met RG(H)~§aﬁduiden,‘jérfif*_-

geldt dus &
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Ro(H) = {x|x € 6 & 3 n €Ny 26 dat x" e ),

0

Het is onmiddellijk duideliijk dat RG(H) een deelgroep van G is die

H bevat; het heeft dus zin over het quotient RG(H}/H te spreken.

DEFINITIE III.1.1.2. De orde van de quoti&ntgroep RG(H)/H wordt

de R-index van H in & genoemd en wordt met QG(H} aangeduid.

Een andere karakterisering van het radikaal is klaarblijkelijk de
volgende : RG(H) is het inverse beeld van de torsie-deelgroep wg/H
van G/H onder het natuurlijk hoﬁomorfisme : G » G/H. Het is verder
eveneens duidelijk dat Wy = RG({i}), en datVWG‘bevat is in R,(H)
voor elke deelgroep H van G. VHet heeft dus zin te spreken over
het quotiént RG(H)/H.‘A}G dat, wegens het feit dat R, (H) = RG(H.WG),

niets anders is dan de torsie-deelgroep Van'G/H.Wé.

DEFINITIE TIT.1.1.3. De ovde van de quoti&ntgroep Rq(H)/H.Wg |

wordt de RTjindex_van“;i_ig;<3_genoemdfen wordt met qG(H):aangeduid;
Stellingen.

STELLING IIX.1.2.1..2%24 H eeﬁrdgelgrqép_uan een abelse groep G.
Indien twee van de drie indices Qq(H), qg(H), (Wg i Wy) eindig zijn,

dan ﬁﬁ‘dé derde het eveneens en er geldt

Qu(H) = (Mg : Wy .qg(H).

BEWIJS. Beschouw het volgende diagram van inklusies :
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RG{H)

N
N

De klassieke isomorfiestellingen uit de groepentheorie geven dan

R/ /gy my = ™ /mug

H.Wig/H = W/ (IgNH) = Wo/ly

waaruit het gestelde volgt,

STELLING III.%1.2.2. %ijn H,H', deelgroépen van een abelse groep
G, en 8 H C H' dan geldt : RG(H) C RG(H‘), Bovendien is het radi-

kaal van H <n H' gedefinieerd, en er geldt

RH.(H) = RG(H) N H!
BEWIJS. Triviaal.

STELLING III.1.2.3. %7j B een deelgroep van een abelse groep G,
en 21J F de familie van alle deelgroepen van G dte H bevatten en
waarin H van eindige 1ndem £s. Dan geldt :

RH) = ~U H'.
G ' HJEFH
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BEWIJS, Zij H' € F en stel m = (H' : H)., Voor elke x € H' geldt

HJ
dus : x" € H, zodat x € RG(H). Hieruit volgt H' C RG(H), en dus

U H' C RG(H).
H'EFH

Teneinde de omgekeerde inklusie te bewijzen, nemen we X € R (H), en
noemen we m, het kleinste onder alle van nul verschlllende natuur—
lijke getallen n waarvoor x' € H, Is H(x) de deelgroep van G
voortgebracht door H en x, dan ziet men ommiddellijk dat de quo-
ti&ntgroep H(x)/H oycliseh is van orde m . D.w.z. : (H(x) :+ H) < o,
of : H(x) € FH' Elk element van RG(H) is dus een element van een
deelgroep H' wit FH’ i.e. ! het is een element van U H', Q.E.D.
HreFH

Tot slot.merkennwé nog op dat RG(RG(HD = Ro(H), zodat :
Rg(Wg) = R (RG({l}D = wg._;lndien G een torsiegroep is (i.e.
G = Wg) dan geldt : Rg (ﬂ) = 6 yoor el%é deélgroep H van 6 en omge-
keerd. Is H een deelgroep van een abelse groep Gy en is WG C H,
dan vallen de begrlppen R«lndex en RT 1ndex samen, dlt is ondermeer

steeds het geVal als G torsaevrlj 15 (d W z.-,_wg = {13},

2. DE R- EN RT-INDEX BIJ UITBREIDING VAN EEN VELD

AlgemeenhedenQ

Zi3 K een w1llekeur1g Veld en 1 een wlllekeurlge ultbreldlng

van K. We zullen thans onze aandacht laten u1tgaan naar het rad
kaal van de multlpllkatleve groep K* in de multlpllkatleve groep'
Hierbij zullen we’ --om typograflsche redenen — de volgende nOt&tl

voortaan in acht nemen Eﬂ ndlen de multlpllkatleve groep F

veld F als 1ndex 1n sommige notatles VQorkomt zullan we kortweg F S

schr;jven. Aldus zullen we symbolen zoals R (K Vs QL(K ), qL(K )5.7-
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WL’ WK ontmoeten in plaats van de overeenkomstige symbolen met.L*
of ¥¥ in de index. Hierbii zij opgemerkt dat WL niets anders is

dan de groep der eenheidswortels van L (zie ook : I.3.1.).

We stippen hier even het verband aan tussen de onderliggende ver-
zameling van RL(K*)/K¥ en de verzameling F van alle uitbreidingen
van de vorm K@), a € K¥, die in L bevat zijn. Is namelijk
¢ ¢ R (K", dan is het duidelijk dat het veld X(E£) tot F behoort.

Dit geeft een afbeelding
o RL(K*) - F
£t K(E)

die duidelijk surjektief is. Is echter E' € R (K*), en is
5'5"1 € K*, dan is K(E) = K(£'), zodat ¢ faktoriseert door
RL(K¥)/K*; met andere woorden ! er bestaat een surjektieve afbeel-

ding
. :—RL(K*)/K*'* Fg 

Het is bovendlen duldelljk dat F een 81ngleton 15 "dan en slechts
dan als R (K } = K _ Nochtans 15 T meestal nlet 1n3ekt1ef,‘aange~
zien in vele gevallen K(E) en K(Em) dezelfde velden ziin (voor

m-1

£ e€R (K ') .en gepast gekozen sn) zonder dat daarom g0 een element

is van K'. Een Voorbeeld hlervan 18 : Q(y_) = Q(Vh)

Voorbeelden.

Hier zullen we aantonen datfde”RFindexsvan'K* in L* oneindig'kaﬁ"

zijn; alhoewel # F' eindig is.

Voorbeéld 1. 233 K =R en L = C. ‘Vanzelfépfékend'geldt.hiéﬁ_rf{igiﬂ_.
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Anderzijds heeft men wegens stelling III.1.2.7.

Q(E(JR*) = (W

*
We ¢ WR).qg (R,

Hierin is Wp een oneindige groep, terwijl W slechts de elementen

+1 en -1 bevat. Derhalve is QE(R#) oneindig, Later zullen we
aantonen dat dit uitsluitend te wijten is aan het oneindig zijn van
de faktor (w@ : WR)'

Voorbeeld 2. Zij kO een veld van karakteristiek 2, en zii K = ko(t),

t zijnde een transcendent element over k 7i3 L = KGJ&). Wegens

0
[L : K] = 2 geldt hier eveneens : # F = 2

Een element g € L is echter van de vorm

o = f + gqf‘; f,g € K,

en dus geldt : a? = £2 4 g2.t € K. Dit impliceert dat RL(K¥) samen-

valt met L'. De groep 1L¥/x* is echter van oneindige orde. Dit
volgt uit het feit dat de elementen van de vorm f + VI (f € K) alle

. . ‘ - # . .
in verschillende nevenklassen-van L volgens K° liggen, i.e.

£Vt
g+ VT

en er oneindig veel elementen f + v/t voorhanden zijn.

EK ﬁf.-'ga_

Het is verder duideliik dat WL = WK (zoniet was L = K(g), L een

eenheldswortel dergelijke ultbreldlngen zijn echter Steeds separa~
bel, terwiijl K(VH)/K 1nseparabel is). Het oneindig ziin van QL(K )
kan hier dus aan de 1nseparab111telt van de beschouwde ultbreldlng

toegeschreven worden.

Het eerste Voorbeeld toont aan dat het nlet opportuun 15 de R— j
index van K* en L¥ te onderzoeken, daar deze onelndlg wordt zodra
(W o Wy ) onelndlg is.: Voor inseparabele ultbreldlngen blljkt ult-

voorbeeld 2 dat een eenvoudlg resultaat voor qL(K ) niet kan




41,

verwacht worden. In de volgende paragrafen zullen we echter zien
dat de index qL(K*) aan een zeer eenvoudige wet voldoet wanneer

L/K eindig en separabel is.

§3. DE RT-INDEX BIJ CYCLISCHE UITBREIDINGEN

Een Lemma,

We geven hier een resultaat uit de theorie der abelse groepen

dat in de loop van deze thesis nog meermaals zal gebruikt worden.

We behouden de multiplikatieve schrijfwijze voor abelse groe-
pen. Is G ecen abelse groep, en h een homomorfisme van G (naar
een niet nader verncemde abelse groep}, dan zal het beeld van h
met Gh en de kern van ‘h met Gh aangeduld worden. .Is Eileen deel-
groep van G, dan staan de notatles Hh en Hh respektievelljk voor

het beeld en de kern van de-beperk;ng.hlﬁ_van h tot H.

LEMMA III.3.1..Zij‘ A een,abeise groep, f een homomorfisme van
A {(naar een niet nadef vernoemde &belse.groep), en zij B een deel?

groep van A. Dan ziﬂh de afbeéldingen T : Af/Bf -+ A/B en

S . i

T :A/B~>A/B, dle gedefinleerd zijn door

TaBp = aB  (aeay
T(e.B) = £(c).BY  (c € a)

homomorfismen, en.de volgende rij is:exakt':

1> A /Bf A, ap L, af7et o,
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BEWIJS. Dat 1 en f homomorfismen zijn is triviaal. Beschouw dan

het volgende diagram

! 1 1
T T T

1 —> A /B, s A,oass A afsmf
]

L— Ay —E A £, af 1
bl

1 —> B, i, p ElB, pf > 1
t f
1 1 1

Hierin ziijn #, w', 7" de natuurlijke homomorfismen, en i, 1', 3, 3',
1" de natuurliike injekties. Het is niet moeilijk om na te gaan dat
dit diagram kommutatief is (wegens de definitie van I en f). Boven-
dien zijn de drie kolommen en de onderste twee rijen exakt. Men kan
hier dus gebruik maken van het 3 % 3~lemma (cfr. bijvoorbeeld [ 7 1,)
om tot het gewenste resultaat te komen.
Gevolg. Zijn twee van de drie indices (Af : Bf), (A : B) en (Af : BY)
eindig; dan is de derde het eveneens, en er geldt

(a ; B) = (af :

£
BT )(Ap : Bg).

Dit volgt onmiddelliik uit het isomorfisme
' o L Fof
(A/B)/(Ag/bg) = A'/B',

dat door de exakte rij in de stelling geleverd wardt.
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Cyclische nithreidingen.

7ij L/K een cyclische uitbreiding met Galoisgroep 6. Z2ij ©
cer generator van G, en stel @ n = (L, + X1. De aktie van G zal

exponentieel genoteerd worden.

Ne norm van L tot ¥ zullen we met N aanduiden. Het is dus

e afbeelding bepaald door

n-1

2
"’0!1+U+G +...1%C = N(a).

We definiéren de afbeelding A L* - L¥ als volgt

A

NPT SN R alolan .

. . . ' . x *
Het is duidelijk dat A en N homomorfismen zljn van I, waarvoor

geldt
AV(N(a)) = N(AGa) =1 voor alle o € ¥,

Bovendien geldt de volgende stelling, bekend ondevw de benaming

t1i1bert's stelling 90" (cfr. [151, satz 90).

STELLING III.3.2.1. De kern van N ts8 het beeld van h. Met an-
dere woorden ! L; z L*k,

Het is'verder'duidelijk dat, voor elke deelgroep H van ¥

geldt

% %A '
M = fod
LN H L N H HN.

Is H# L#, dan is HN ook meestal verschillend van H}. .Het'zij.u_'-
eveneens opgemerkt dat Lj*(: kern van A) gelijk is aan K*.' Aaﬁger 
*

. ) . *® . L
zien L%N meestal een echite deelgroep is van K, zien we dat LA

niet met L¥N mag geiden%ificeerd worden.
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Teneinde de RT-index van K in L te berekenen vestigen we nu de

aandacht op dbtientgroep RL(K*)/K¥WL.

STELLING I11.3.2.2. Er bestaat een isomorfisme

* * A
ROKD) /W Ko = (NL)N/(WL) K

BEWTJS. Neem in Lemma IIT.3.1. @ A = RL<K*); £ =2xenB = KW

Wat betreft Ag, Bf en Bf hebben we onmiddelliik

s ~ % %
!Af z (RL(K ))A = K ,
- ¥ _ #

Bf - (WLK )}\ - K L]
f FOA L A
B” = (WLK )" o= WL

~

Wat betreft Af = (RL(K*DA, zij o € RL(K*), en zii m een element

vanIND'waarvoor ot = a € x¥*. Men heeft dus : (am)k = 1 = (ak)m,
d.w.z. : ot € W, . Omgekeerd, zij B e L¥ 26 dat gt e W . Er be-
staat dus een m € N, z6 dat (Bh)m = 1., Bijgevolg geldt

(g™* = 1, wat betekent : 8™ € kern van A = K', m.a.,w. B € R, (™).

Er geldt dus : (RL(K*))A z (L*)A N WL, en dit is ‘wegens de voor-
gaande stelling niets anders danJ(WL)N. Het resultaat van Lemma

I1I.3.1. opschrijven levert dan het gewenste isomorfisme Op.
We onderzoeken thans de struktuur van (WL)N/(WL)R'

STELLING T11.3.2.3. De graad n wvan de cyclische uitbreiding
L/K is een exponent voor (wL)N/(wL)*. Met anderve woorden : |

[ € (WL)N impli?eert cﬁ = (WL)A.
BEWIJS. Zij g(o) het element

'on—z + QUnﬁS +., .t (n?Q)c + (n—ﬁ)
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uit de groepring Z[G]. Men kan dan eenvoudig narekenen dat

On—k . Un—? s+ g+ 1= (o~ 1)gla) + n.

713 ¢ een element van (W Yy Er geldt dus

n-1,-""24 4o+l _
Ny = & T Tt ((o-Dgle)m

Hieruit volgt
Cn , (Cg(o))lvo c (WL)Ag

wat het gestelde bewilst.

Gevolg. Is ¢ -een pv4de eenheidswortel (p een priemgetal, Vv EINO),
dan zal zijn orde modulo (WL}A (die is de orde van het beeld van
.. . A

¢ onder het natuurlijk homomoriisme (WL)N (WL)N/(WL) ) een de-
ler ziin van n. Uit

v A
Pz 1 (en 1€ (WD)
volgt echter dat deze orde een deler is wvan pv. iDit hetekent dat,
indien de kanonieke ontbinding van n in priemfaktoren gegeven is

door

n o= pyeecPp oo
de orde van ¢ geliijk zal zijn aan p¥, waarbij k = 0 indien p ¥ P;
voor 1 T 1,2....50, €N K < a; s indien p = Py voor een

1€ {1,2,...57).

Ter verkorting stellen we = (W oy = A en (WL)A ='B.‘-DezéftWée--

groepen ziin torsiegroepen.

We herinneren eraan dat de p-komponent (p een priemgeta})'vaﬁ




L6,
een abelse groep G de deelgroep van G is, bestaande uit alle ele-
menten x van O waarvan de orde een macht van p is. De p-compo-
yant van & noteren we verder met Gp' Van een torsiegroep is verder

hekend dat hij direkte som is van ziin p-komponenten (cfr. FUCHS,

[ 71,
Yoor de groepen A en B kunnen we dus schrijven

A
P

Bp,

o
1
o® oo

waaruit, wegens het feit dat B_ C A en B = BMA
P P P b

A/B = ® (A_/B ).
P P P

4

Het gevolg van de voorgaande stelling leert ons dat voor pt . n geldt

Er rest ons dus

A/B & © AP/B
pln

Twee mogelijkheden kunnen zich veordoen

(1). Ap is oneindig. We bewerén dat Ap alle pv—de eenheidswortels
bevat (v EZNO). Was dit niet het geval, dan bestond er een
kleinste natuurlijk getal T, verschillend van nul, z6 dat een
primitieve pT—de eenheidswortel f niet tot Ap behoérde. Is

peEN_ , uy=1, en is ' een ppimitieve,p”—de eenheidswortel,

OG
dan bestaat er steeds een natuurlijk'getal'cl z0 dat_;'q = G
Ult het Feit dat N(g) # 1 volgt dan : N(g})zi 1, i.e.

;' € Ap. Dit is duideliijk in strijd met het onelndlg zm]n L

van A

Wat betreflt Bp kunnen we een soortgelijk argument naar voor




(2).

Dit geeft uiteindelijk

47,

brengen, G.wW.Z. indien een primitieve pT—de eenheidswortel
niet tot Bp behoort, dan zal geen enkele primitieve pu—de een-
heidswortel tot BD behoren zodra u 2 T. Uit het gevolg van de

voorgaande stelling weten we echter dat er een v € N bestaat

zodanig dat voor aile [ van Ap geldt - CPP € Bp' Aangezien Ap

alle pv—de cenheidswortels bevat volgt hier onmiddellijk uit

dat B = A
P b

Ap is een eindige groep. Aangezien elke eindige deelgroep van
de multiplikatieve groep van een veld cyclisch is, en elk quo-
+1dnt van een cyclische groep door een deelgroep eveneens Cy-

clisch is, vindi men
A /B_ is cyclisch.
P P

De orde van deze groep kan nu (met behulp van het gevolg van
de voorgaande stelling) gevonden worden als zijnde van de ge-

daante p°, met p“ln.

A/B = ®
(Ap/Bp),

pln
# Ap eindig

waaruit volgt

(a.
i

: - : = < b, <
(A : B) il (AP : Bp) Py +-:Pp o 0 b a
pln
# Ay eindig

a7 ar)

komende uit n = p, .. Ppy

Verder zien we nog dat A/B direkte som ig van cyclische groepenl"

waarvan de ordes twee aan twee onderling ondeelbaar zijn. Het .15

wel

bekend dat dergelijke direkte sommen steeds cyclisdh zijn.“.Mét
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pehulp van stelling T171.3.2.7. kunnen we oOnze resultaten als volgt

gamenvatten

STELLING ITI.3.2.4. De quotiéntgroep RL(K*)/wLK’* ‘s een cyclische

groep waarvan de opde een deler tg van [L K1

De RT-index van de multiplikatieve groep van een veld K in de
multiplikatieve groep van een eindige cyclische uitbreiding van K

is dus een deler van de yitbreidingsgraad.

Yoorbeelden.

Hier tonen we aan dat de bekomen resultaten niet verscherpt kun-
nen worden. We doen dit door voorbeelden van kwadratische uitbrei-

dingen met qL(K*) = 1 en andere met qL(K*) = ? aan te geVen.

Voorbeeld 1. 213 K= Ren L = C. Hier is w¢ een oneindige groep.
flet is duidelijk dat elke cenheidswortel norm 1 heeft, i.e.

(WE)N = We- Derhalve is de groep Ap van daarnet'gen oneindige groep
voor alle priemgetallen p. Hier geldt dus |

qEGR¥) = 1

Deze situatie is niet uitsluitend te wijten aan de oneindigheid van

de groep W, daarvan is volgend voorbeeld een illustratie.
Voopbeeld 2. Stel K = QWD); L = QUWZ,VZ,W-1) = K(vT). Hier is

(cfpy. Stelling II.3.3.1.)

Yerder vindt men

N(1) = N(-1) = N(i) = N(-1) = 1,
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ferwiil voor ¢,8 € (+1,-11}
N(e %? + 8 1%3) = -1

Dus (wL)N = {£1,xi}.

Verder geldt

waaruit volgt : (WL)

Derhalve verkrijgen we hier

qL(K*) = 1.
Dat ock qL(K*) =2 kan optreden blijkt uit volgend voorbeeld

Voorbeeld 3. Stel K = Q(V2); L = K(/=2).

Hier kan men onmiddelliijk narekenen dat

W, o= (W

L L>N'

Daarenboven gelidt

WL: {x1,%£1}
Hier is dus
oL
qL(K ) = 2

Voorbeeld 4. Zij L/K een .cyclische uitbreiding_waarbij wL = Wy -

Aangezien N, beperkt tot K, het effekt heeft van_ndgnmachtSVer—'

heffing is het duideliik dat (WL)N niets andefs is dan de groeyp

Wy o der n€ eenheidswortels van K. Andeféijds is (wL)A = {1},
3 .

zodat



F
KTy = (W
(R7) =

indien ¥ aile nde eenheidswortels bezit dan zal qL(K) precies ge-
Litk =ziin aan o, en omgekeerd. In dit geval volgt uit het cyclisch
2iin van de groep RL(K*)/WLK* : R (K /X" (stelling TIT.3.2.4.) dat
de uitbreiding L/K van de gedaan{e K¥a), (a € k*) zal zijn. (Dit
is een resultaat dat evensens uit de Kummer-thecrie volgt : cfr.

L] of 1181,

g4, DE RT-INDEX BIJ EINDIGE SEPARABELE UITBREIDINGEN

. s n
Uitbreidingen van de VOIrm K(va)/K; a € K.

717 K een willekeurig veld. Van nu af aan zullen we zijn karak-

teristiek met ch(K) aanduiden.

STELLING TTI.4.1.1. 24 n > 2 een geheel getal. Zij a € iK* .
Veronderstel dat a € K*p tndien p een priemdeler 18 van D, en dat
a ¢ -uk*" in geval 4|n. Dan Ts de polynoom X" - a inreduciebel in

KEXT.
BEWIJS. Zie [ 18], ch, VIIT, 89, th. 16.

Dus, s a een element van K dat aan de eisen van de stelling '

voldoet, dan geldt i

(K5 ¢+ K1 = n,




(i),

(2).

52.

. . : 1 . . .
K benit alle p(e eenheidswortels. De vorige stelling leert

ons dat L/ cyclisch is, en dat Gal(L/K) = G orde p heefft.
Zi3 ¢ een generator voor G. Tn de notaties van voorgaande

stelling nemen we @ *_ = S. Er geldt dus
o¥m =%, s # 0 (mod p).

Fr geldt eveneens
0(35) = Ct @—,

en het is duidelijk dat t ¥ 0 (mod pl.

Anderziijds kan 33 ook als volgt geschreven worden

p-1 .
Ja = 7 k@B (k; € K,

1=0 )

zodat, na inwerking van 0 Op beide leden

p-1

11
-1
-
[
¥s)
Pl
5
w2
s
[

K, (8 (Bt

k.o = k.o voor alle 1 = B,l,?,..f,p-i,

Aangezien er slechts één 1 uit 0,1,2,...,p~1 kan gevonden wor-

ti 8 .
den waarvoor { = ¢°, zegge r, vindt men

k. = 0 voor alle 1 € {0,1,2,...,p~13\ {rl}.

Dit geeft : Uz = kp(&gir,,waaruit na pde machtsverheffing het

gestelde volgt.

K bezit geen p#e,eenheidswortels. Het is duidelijk dat p # 2.

713 ¢ een primitieve pde eenheidswbrtel. Het is welbekend;daﬁf

[F : K] < p-1,
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waaruit volgt dat de uitbreidingsgraad van T/L onderling on-
deelbaar is met die van L/K. Dit impliceert dat T en L 1li-

neair disjunkt ziin over K, zodat geldt
{FL : F1 = p.

1
Nu is FL echter niet anders dan het veld F(Wa). Uit (1) volgt
dus : a = b .vP, waarbij vy € Fenr €N, 1 < r < p. Stel

=T

a.b’" ¢ K"P. Wegens Stelling III.4.1.1, heeft men dan

[K(Vab™™) : KI = [K(y) : Kl = p.

Dit is echter duidelijk in tegenspraak met [F : Kl < p-1 en
het feit dat K(y) ¢ F. Bijgevolg zal ab * een element zijn van

«*P waaruit het gastelde volgt,

i

Opmerking. Indien p géen priemgetél is, dan is de stelling niet

langer geldig. Men-heéft immers E
QY=Y = m(i')-z.'-@(xf" ﬂz(\/”),

(dit volgt uit \/":'_" = v"*(zl 2 ”-+~/21 _'\/- (T¥17? = ¢ (1+1)) alhoewel

-4 1.mu voor alle m e @,

Ultbreldlngen van de vorm K(@ ,...,V )/K

We behandelen hieP'eéh’eenﬁoudige Vdidoénde voorwaarde opdat eern

uitbreiding van de. gedaante vermeld in de tltel (met p een prlem—

n1 t. nd

getal en a;,...,a, € K ) van- graad D OVer K zou zijn.

DEFINITIE. Zij p een priemgetal. We noemen_é}ementen-aiiiéggadﬁiigi

(# 0) van een veld K p»fuhda@eﬁiéel Qnafhgnkélijk-in‘_g éﬁ‘Weiﬂ 5:;i“

schrijven



A,y ,a, Ziin p-FO0 in K,

1 41

indien

e ¥*P u-K*?) (e

1Ay 1000 0Cyq € &)

impliceert

ey =0 (mod p).

0
H
@]
il
il

-x*P

"

Het zi} opgemerkt dat voor oneven p de gelijkheid K*P
geldt, zodat enkel voor p = 2 er eventueel een verschil tussen K*Q

en (—K¥2) kan optreden.

LEMMA TII.u.2. Zijn csay p-FC in K, en is p # ch(X), dan

17"

zijn 8al,a2,...,ad p-FO in-K(@ai).

P

BEWIJS. Stel L = K(Va,). Het is duidelijk dat men heeft
a a, zijn p~FO in K = a_ ¢ K'P
1‘:"'3d ] p 1 *

Wegens stelling IIT.4.1.%1. geldt dus : [L : K] = p. Veronderstel

dat er getallen c

137002y € Z bestaan z6 dat
D c C
(1) (\/aul)clagg..‘.add = e.oP,

waarbij ¢ € {+1,-1} en o € L.

De pde macht van (1) geeft

2
c1 pc:2 pcd _ o) P
a, a, Te..ay = £7.q
c c c
) - TP, 1_Pc2 Pcd - 2
Stel : a e fajra, T...ag s enm P
Er geldt dus : o = a, m.a.w. ;0 is wortel van de polynoom Xm-;a,-.

Is ¢, niet deelbaar door p, dan zal (wegens het p-FO zijn van de

elementen al,...,ad) a geen element ziﬁn van K*pj en indien p = 2,




dan zal (om dezelfde reden) a geen element zijn van —HKxu aangezien

o

.. # . .
het geen elvment Lkan ziin van -K ??D—HK Yolgens stelling L

is de polynoom v~ & irreducibel. Maar dan is [K(a) @ K] =m :p?

?

wat in strijd is met het feit dat K(a) € L en LL : K] = p. Derhal-

ve geldt @ ¢y = 0 (mod p), zegge @ C4q = pki. De vergelijking (1)

wordt dus

aklaC2 acd = € ap
L 8y -8y . .
-1 k1 €2 cd :
We stellen thans b = & Ta&a cee@y o en weerom zZlien wWe dat o

1 92
ecen wortel 1is van de polynoom ¥P - b. Is een van de getallen

CopyenesCy niet deelbaar door P, dan volgt weer uit het p-FO zijn

van ai,.} dat b € K*P en dat ¥xP - b irreduciebel is. Dit bete-

Crdy

kent echter : :

waarbij c € ¥ enrenN, 1 €p <p. Dit geeft

_4 ki—r  co. c

i~ €2 d . . p ¥p

€ "ay -8, cesd@g TC € K5,

wat wegens het p-FO zijn van a;,...»8, onmogeliijk ig. indien een van
de getallen C,s...5Cy niet deelbaar is door P.

Uit (1) volgt dus cy = c, =...® 0y F 0 (mod p); wat neerkomt Op

het p-FO zijn van Va TR in K(5€;5, Q.E.D.

1 !

OBmerkiﬁg. Is p = ch(K}, dan ig de stelling niet langer géldig;" ImF
mers, zii K = ky(t) met ky zoals in I11.2.2., voorbeeld 2. ,I“'dit7

veld zijn de elémenten t en t'+1 2-FO. Inderdaad, stel dan
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oo C
I Y e L

met $(t) € kﬂ(t) en ¢,C, € %. Door van beide leden de formele af-

celeide te nemen hekomt men

-1

c1- _
(ci + (c1 + CQ)t) = 0,

1 - c
t G D

waaruit < = c, = g (mod ?). De elementen t en t+1 ziln dus
9-F0 in K; dit is niet het geval voor de elementen EF en t+1 in

K(vt), aangezien

(J?)D(l e JOY2.

STELLING IIl.u4.2. #4¢jn de elementen a,,...,34 p-FO in het veld
K, en i8 p ¥ ch{K),rddn geldt voor elk stel getallen Nys-eonhy
ny ﬁd
p nit...+n
[K(gai,..., ad) K= p 1 d

BEWIJS. Aangezien a, geen element is van K*P en ook geen element 1is

van —HK*H indien p = 2 en ny > 2, geldt (wegens stelling ITT.4.1.1.)

Door successieve toepassing van voorgaand lemma zien we dat de ele-
menten a,;...,a;> p-FO zijnde in K, eveneens p-FO zijn in het veld
n

K(Sal)(q = p 1). Men kan dan opnieuw stelling III.H.1.1. toepassen

voor &, , wat geeft

pnl pnz 9?1 n,
[K(\/a_lax/ag) : K(\/a—;)] = p .

70 doorgaande komt men dan tot het gestelde.

Opmerking. De eisen van de stelling ziijn tamelijk Streng; Het is

mogelijk dat er twee elementen bestaan die niet p-FO zijn in K,



te torsie genoemd indien WL = W

57.

maar waarvoor de stelling toch geldig is. Bijvoorbeeld, de elemen-
ten ? en -1 zijn niet 2-F0 in § aangezien ?Oo(-i)1 = -1 € -x*?,

Nochthans is de uitbreiding Q(v/-1,vZ?) van graad 4 over Q. Een no-
dige en voldoende voorwaarde opdat een uitbreiding van de gedaante

iy n
K(&ai,...,gad)/K van graad ny...ny 20U zijn over K werd onlangs

door A. Schinzel bepaald (ecfr. [24]).

De RT-index bij uitbreidingen met konstante torsie.

DEFINITIE. Een uitbreiding L/X wordt een uitbreiding met konstan-
K

7Zii K een willekeurig veld, L een uitbreiding van K. De quo-
tiéntgroep RL(K*)/K* js steeds een torsiegroep daar hij het torsie-
deel is van L¥/k* (cfpr, ITI.1.1.). Zoals we reeds eerder opmerkten
is RL(K*)/K* dus direkte som van zijn p-komponenten (p een priemge-
t+al) die we verderop met Gp sullen aanduiden. Het is duidelijk dat
Gp steeds een eindige deelgroep bevat (het volstaat.een element te
kiezen in Gp en de groep voortgebracht door het element te bekijken).
Voor een dergelijk deelgroep Hp van Gp schrijven we zijn kanonieke

ns
ontbinding in cyclische deelgroepen van orde p * (ni € NO), ni.

d . nj
H = ® A, Ai-cycllsch van orde p

Voor 1 = 1,2,...,d, 2zi] Ei een element van RL(K*) wiens beeld onder

het natuurlijk homomorfisme RL(K*) - RL(K;IE)/K!iE een generator is VvoOr

A;. Er zal dus gelden (voor getallen v. € Z)
vy V4 % _ ny : . O
(1) El '°'Ed € K = v, = ¢ (mod p ~) voor alle 1 -1,2,..33_
We stellen thans voor i = 1,2,...,d4 ;
. ny
(2) a, = gP |
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Het is duidelijk dat a; € K.

STELLING TIT.4.3.1. Is L/K een uitbreiding met konstante torsie,

dan zijn de door (2) gedefinieerde elementen a,,...,a4 p~F0 in K.

BEWIJS. Veronderstel dat de volgende relatie geldt

i C4 _ p
ay ceedy T e b*¥,
waarbij & € {+1,-1}, Cyse-02Cq €%, en b € k¥, Gebruiken we (2)
hierin, dan wordt dat
. pnl . pn
1 4 - P
gl ...Ed = g£.b .

Hieruit volgt onmiddellijk dat het element

nl—-l nd—l
-1,%1F €qP _
b E_,l -legd - d}
een (2p)-de eenheidswortel is van L. Wegens WL = WK vindt men dat

4. en dus ook bg, tot K* behoort. Uit (1) volgt dan onmiddellijk

ni ni-1 . ' '
P |cip voor alle i = 1,2,...,d.
Dit betekent : c. = 0 (mod p) voor alle i = 1,2,...,d, wat precies
i p
de voorwaarde voor het p~FO zijn van Agaeerrdy is.

Een uitbreiding met konstante torsie bevat dus steeds de tussen-
ny ng : o ’ .
uitbreiding K(gai,...,gad), ongeacht de waarde van [L : K] of het.

feit of p al of niet gelijk is aan ch(X)., We kuhnen echtef_doo? -
bijkomende voorwaarden op te leggen aan p en aén L/K sterkére,fe;?
sultaten bekomen. Is bijvoorbeeld p # cﬁ(K), dah kan'steliing

III.4.2, toegepést worden, wat betekent dat L/K eeﬁ tussenuifbreié'

n1+.- .+nd

‘ding van graad p zal bevatten. Is bovendien [L : K]
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+.. . 1
I]l +1

eindig, dan moet p een deler zijn van [L : Kl. Men weet

H1+...+ﬂd . . .
echter dat p de orde is van een eindige deelgroep van de
# ¥
p-komponenten van R, (K7)/K7, zodat men aanstonds kan opmerken dat

geen oneindige orde kan hebben. Integendeel, de orde van Gp is

con deler van [L : K]. We resumeren dit als volgt

STELLING 1II.4.3.2. 2ij L/X een etndige uithbreiding met konstante
torsie. Is p een priemgetal, p # ch(K), dan is de p—kompoﬁent van

RL(K*)/K¥ cen eindige groep waarvan de orde een deler is van [L : KL

Onder de hypothesen van deze stelling kunnen we dus aan elke p~
komponent Gp van RL(K;Q‘)/K}FE ecen tussenuitbreiding van graad pv=§#Gp
over K associéren (p # ch K). Voor vepschillende p zijn die tus-
senuitbreidingen lineair disjunkt over K, zodat K een tussenuit-
breiding van graad pgch(x) pv zal bevatten. We zien‘dus_dat de
deelgroep pgch(K) G, van RL(Kx)/K* een eindige groep is waarvan de

opde een deler is van X,

Indien p = ch(K), en indien'ep # {1}, dan kan mén zoals hoger
steeds een tussenuitbreiding van de vorm x(%ﬁ) vinden. Deze uit-
breiding is echter zuiver inseparabel over XK. Bijgevolg zal

Gp = {1}, zodra L/K sepafabel is. We resumeren als volgt

STELLING TII.4.3.3. Is L/K een separabele uitbreidiﬁg Mét Ré£

o . i A 3
stante torsie, dan is de R-index van X in L een deler van "de

uithreidingsgraad.

De RT-index by ketens.

STELLING III.4.4. 24§ K C F C L een keten van (_w'izzg?ééur'iée-)

uitbretidingen. Zijﬁ de indices qF(Kﬁ) en QL(Fﬁ} eiﬂd?gif?éﬂ“?Sﬁg;_ '
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¥ i
ndex qL v*) ket eveneens en er geldt

¥ % *
q; (K )qu(K ).qL(F R

REWIJS. Beschouw het volgende diagram van inklusies

%
RL(F )
il
* LK LK *
(WLF ).(RL(K » = F 'RL(K ) (1)
o \\\\\
'2 13 s,
#
W F n R (K Y o= 3 (K ) (2)
i
.
#
i, . F ///
\\
\1& /J'.9
" %, *
WLK F\RF(K y = WFK (3
(Hierin stelt im (m = 1,?,...,9) de index voor van de groep onder-

aan het streepje in de groep bovenaan het streepje). We bewijzen
cerst de drie voorkomende gelijkheden in dit diagram.

: * %o ¥ %,
(1i). | W, F ). (R (K7D = F RL(K ).

Dit is triviaal, aangezlen WL C RL(K*).

| * ¥, .
(2>, u FF 0 R = W LR

Stel o € WL-RF(K*). Er bestaat dus een element { € W, en een




. %
element £ E RP(K Y zo dat o = ¢.f., FEr bestaat dus stee

%

natuurliik pgetal m(#+0) waarvoor e K, i.e. : a R
ik g L

) .. # .
Hei is triviaal om aan te tonen dat a € WLF , aangezlien

¥ * ) ® ¥ *
R.(x™) ¢ F'. Dus geldt : WL‘RF(K y €W T N RL(K ).

Teneinde de omgekeerde inklusie te bewiijzen, zi]

* *
g E ULF n RL(K 3.

6i.

ds een

(K*y.

Uit R € WLFg volgt : B = n.T, met n & WL en T € ¥, Aangezien

£ ook behoort tot RL(K*) heeft men : Bm z anm = K¥ VOoOr een

gepast natuurliijk getal m{# 0)., Is m' €N

1

dan zd dat o=,

0
H .
gan zien we dat ™™ € ¥¥, zodat B € wL.RF(K*), Q.E.D.
% * ¥
(3). KWLF\RF(K) -WP.K .
Zi3 o €& K*WL n RF(K¥)' Dit betekent : a = L.x met ¢ € WL en
= K*. Uit z.x € RF(K*) volgt echter : L.x € F*, en dus

L € r* of beter : g € WF. Dus : o € WF.K*. Omgekeerd,

uit

= wFK* volgt ¢ B € WLK* {(want WF C WL). Aangezien WFK*

deel is van RF(K*) volgt ook : B € RF(K*). Dit levert het ge-

stelde.

Kijken we dan naar de definities van de getallen‘im,,qF(K*),
en qL(K*), dan zien we
Lyedy = ag(FD)
i = qL(K*)
ig = qF(K*)
Bij onderstelling zijn i,.i, (en dus i, en i,) en ig ei?dig}

de klassieke isomorfiestellingen uit de groepentheoriefheeft

verder

qL(Fﬁ)

Wegens

men - -
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12 = 15 ern 1 = lgn
De eindigheid van qL(K#) is dus een feit, en bovendien vinden we

q, () = i s R gD,

wat tot de gewenste konklusie leidt.

Gevolg. Is P, € I, €...c F, een keten van uitbreidingen waarvoor

) eindig is voor alle 1 = 1,2,...,M, dan is

geldt dat qF_(F -1
1

4p (F;) eveneens eindig en het is een deler van
m

# % #
dp (FO).qF (Fl)...qF (Fm—i)'
1 ? m

BEWIJS. Herhaalde toepassing van de stelling.

De hoofdstelling over de RT-index.

STELLING IIT.4.5. Is L/K een eindige separabele uttbreiding, dan

18 de RT-index van ¥ in LY ecen deler van de uttbreidingsgraad.

BEWIJS. Men kan de uitbreiding L/K als volgt opbreken in een keten

van uitbreidingeﬁ
K CFCIL, waarbij F = K(WL).

Men ziet aanstonds dat WF = W, i.e, L/F is een separabele uitbrei-
ding met konstante torsie. Stelling TIT.4.3.3, is dus toepasbaar,

i.e.
q, (FO|IL ¢ Fl.

Wat betreft F/K zij het opgemerkt dat T wvan de gedaante K(g) 15,{;

waarbil I een eenheldswortel is (¢ is niet noodzakelljk generator
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voor WL’ aangezien WL een oneindige groep mMag ziin). Dergelijke
uitbreidingen zijn echter oplosbaar, d.w.z. @ F/K kan opgebroken

worden in een keten

waarin elke tussenstap F./F;_ 4 cyclisch is. Voor elk van die tus-

senstappen geldt stelling T71.3.2.4%., i.e. ¢ qF-(F?"l)l[Fi : Fi—l]'
’ 1

Wegens het gevolg van stelling IIT.u.u. geldt

*lm T lm
G (K T gp (F; Ot 1 [F. * F
F i=1 Fl, i~-1 121 *

i—ll = [F : K]

Opnieuw stelling IIL.W.H4. toepassen levert dan aiteindeliijk
% ¥ *
qp(X Y gy (FeqplK YJIL : F1.IF : K1 = [L : K,

wat het gestelde is.
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By .

HOOFDSTUK 1V

RADIKALEN 1IN GETALLENVELDEN

Doorheen dit hoofdstuk zal K een getallenveld ziin en L een
eindige uitbreiding van K me¥ n = (L : Kl. Voor wat betreft de

notaties verwijzen we naar hoofdstuk I.

Onze belangstelling zal hier voornamelijk uitgaan naar twee R-
indices; die van de eenhedengroep UK van K in L¥ en die van de
groep der idealen van 1( in de groep der idealen van L. Ve zul-
i1en beide indices dan in verband brengen met de R-index van U K

*

in L, die ons verdere informatie verstrekt in verband met de ide-

aalklassengroepen van K en van L.

§1. RADIKALEN IN S-EENHEDENGROEPEN

De RT-index van de S-eenhedengroep in ¥,

7i3 S een eindige verzameling van onderling niet-equivalente
valuaties van K. Veronderstel dat alle niet-equivalente archime-
dische valuaties van X tot S behoren. Zi] S de verzameling van
alle (niet~equivalénte) valuaties van L die de elementen van VS

uitbreiden.

Vooreerst wijzen we op een nuttige karakterizering van de groe- -

pen UK(S) en UL(g).,' Namelijk, is n een element'van K*; zij_danflﬁ,;

m,.(n)
n.0, = pP

r
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de kancnieke faktorisatie van nOK. Uit de definitie van UK(S)
(zie T.3.1.) velgt dan @ n € UK(S) dan en slechts dan als mp(n) =0
voor alle priemdelers p van K waarvan de geassocieerde valuatie
vp met geen enkele element van S equivalent is. De elementen €
van UL(g) worden bijgevolg gekarakteriseerd door het feit dat in
de kanonieke faktorisatie van €'0L slechts die priemdelers P zul-

len optreden die boven de priemdelers p van K liggen waarvoor vp

equivalent is met een element uit S,

Als eerste gevolg hiervan bewijzen we een eenvoudig lemma dat

verderop nog dikwijls zal gebruikt worden.

LEMMA IV.1.1. Er geldt

RK(UK(S)) = UK(S).

BEWIJS. Het is duidelijk dat het volstaat de volgende implikatie

aan te tonen
a€ x¥ & o™ e UK(S) voOor een m E'NO = g €=UK<S)'

Door hetgeen voorafgaat weten we dat in de kanonieke faktorisatie
van (u.OK)m slechts priemdelefs p zullen vobfkomen waarvoor Vi
equivalent is met een element in S. Hetzelfde geldt dus duidelijk
voor a.O_, aangezien de kanonieke faktorisatie uniek is. Dit is

echter hetgeen te bewijzen was.

Een ander gevolg van de voorgaande karakterizering van UK(S) en

UL(g) is de volgende

STELLING IV.1.1.1. Er geldt

(U, (8)Y) = R (U, (8)).
RUL(S) K LK
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BEWIJS. De inklusie U, (8) € L¥ geeft onmiddellijk
—_— ju}

9 —~
Ky

(U,(8)) € R ¥ (U (8)) = Ry (Uy(8)).
. g

Teneinde de omgekeerde inklusie te bekomen, neem € € RL(UK(S)), en
laat m € I, 20 zijn dat e e UK(S). Bekijkt men dan de kanonieke
faktorisaties

mP{E)

£.0 P

- T
Lop

en

dan is het duidelijk dat mp(s) = 0 impliceert : mp(e) = § voor alle

priemdelers P van L boven p. Daaruit volgt meteen @ € € UL(E),

G.E.D.

We onderzoeken thans het verband tussen de RT-1index van UK(S) in
L¥ en die van * in L¥. We hebben het volgende kommutatieve dia-

gram van natuurlijke injekties : _ )

*

RL(UK(S)) w————~—+-RL(K )
1‘ I

WL.UK(S) —_— wL.K

Dit geeft op een VOOr de hand liggende wijze aanleiding +ot een ho-

momorfisme
‘ *® ¥
$ RL(UK(S))/WL.UK(S) —_—— RL(K )/waK

dat namelijk een element € (van RL(UK(S))) modulo WL.UK(S) stdprt
naar £ modulo WL.K*. Dit homomorfisme is echter injektief. _Hier%”

toe volstaat het aan te tonen dat
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e
R (Ug(E)) 0 0 U ()

Welnu, her 18 anmiddelliik duidelilk dat de groep aan de rechter-
Lant van deze gelijkheld meval is in de andere. Omgekeerd, zi] €
een element van RL(UK(S>) N WLK¥. Er geldt dus (wegené £ € WLK¥):
£ = ¢{.a, met ¢ € wL en a € K*. Uit ra € RL(UK(S)) volgt anderzijds

dat er een m EiNO bestaat met de eigenschap a" € UK(S). Wegens

het lemma geldt daarom : a € UK(S)’ en dus € € WL.UK(S), Q.E.D.

De guotiéntgroep RL(UK(S))/WL.UK{S) kan dus als een deelgroep
van RL(K*)/K¥ aangezien worden. De orde van deze laatste groep is
wegens stelling TIT.4.5. een deler van n = [L : X]. Dit geeft

STELLING TV.1.1.2. De RT-index van de groep der S-eenheden van

¥ in LY is een deler van de witbreidingsgraad van L/K.

Het 7i} hier opgemerkt dat de groep W, van eindige orde ig, zO-
dat stelling IIT.1.2.1. kan toegepast worden, i.e. : de R-index

van UK(S) in LY is eveneens eindig en er geldt

QL¥(UK(S)) = (W W .n', waarbij n'|n.

L

Tndien S precies de verzameling van alle niet-equivalent archi-
medische valuaties van K is, dan is,UK(S) = UK’ de groep der een-
heden. Is bijvoorbeeld L een imaginair bikwadratisch veld, en K
het reéle kwadratische deelveld, dan ziel men wegens stelling

71.2.3.2. en stelling TIT.1.2.3. dat (U W U niets anders 1is

dan de RT-index van UK in L, en deze index kan dus wegens de voor- -

gaande stelling slechts de waarde 1 of 2 aannemen.

Yoor ecen andere toepassing verwijzen we naar'volgendjhpofdstuk@'

§2.
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Terr andere warakterizering van qL(Uy(S)).

Wezullen hier gebruik maken van Dirichlet's stelling over de
sitrustuur van U o(5), teneinde een praktische interpretatie van
)}

slelling IV.1.1.2. te bekomen.

DEFINITIE IV.1.2.1. Zi] G een abelse groep en WG zijn torsie-

teelgroep.  We noemen G regulier als de quotiéntgroep G/WG een

vrije groep is. Is de rang van G/W. bovendien eindig, dan noemen
1€ g I G

m

Wwe G eindig-regulier.

STELLING TV.1.2.1. Een abelse groep is eindig-regulier dan en
slechts dan als elke deelgroep H van C een eindige RP-index

heeft zn G,

BEWIJS. (We schrijven G multiplikatief).
Zi3 G een eindig-reguliere groep. We kunnen G dus schrijven als

direkt produkt

waarbij A een vrije abelse groep is, zegge met multiplikatieve Z-
basis Wysooo s W . Elk element v van G kan dus geschraven worden

als een produkt

waarbii het element ¢ € WG en de getallen a; € Z eenduidig bepaéld
zijn. Zi3 H een deelgroep van G. De quotiéntgroep H/WH (metr

Wy = Wy N H) kan op natuurlijke wijze ingebed wordeﬁfiﬁ dé'gfoé? Aﬁ
aangezien H/WH = ng/wg, en deze laatste een deelgroep is Qan Q/Wé5 '
die op zijn beurt isomorf is met A. Als deelgroep van een vrije .

abelse groep van eindige rang is H/WH eveneens vrij en van rang
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s < . Hieruit voigt dat er I elementen, V1"“’Vr van H bestaan

24 dat ell element u vVan H eenduidig kan geschreven worden als

L= oLt ov, vbr
5 J‘_ ’ P b
waarbii ' € WH en bi e 7. We kunnen de elementen V. eveneens uit-
drukken in funktie van de elementen wj, i.e.
aii 2in .
vio= LWy NPT (i = 1,2,...1).
Kiest men een andere multiplikatieve Z-basis wi,...,w% voor G/WG
en een andere (zegge Vi,...,v;) voor H/WH, dan zullen de relaties

tugsen de elementen vi enlw% op analoge wijze een matrix‘(aij} de-
finisren die uit de matrix (aij) bekomen wordt door deze langs bei-
de ziiden te vermenigyuldigen met vierkante matrices waarvan de
cobfficidnten in Z liggen en waarvan de determinant +1 of -1 is
(dit ziin orthogonale matrices) .

7i3 D de grootste gemene deler van alle r X r-onderdeterminanten
uit de matrix (aij)‘ Het is bekend dat D ongewijzigd biijft zo
men (aij) vermenigvuldigt (zowel links als rechts) met orthogonale

matrices, en dat (aij) op die wijze kan herleid worden tot een ma-

trix van de gedaante

cy { . 0 g...90
0 Cy e 0 0...0
0 0...¢, g...0]

waarbij 1 < ¢y <., .S cL. elementen zijn uit N waarvoor geldt !

c.lejyq voor 17 1,240,501,

We kunnen dus veronderstellen dat de e-lem‘can‘ten-v:.L en wj zé'gekczen
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z1iin dat ze voldoen aan de relaties
o 1
Vi Ly oy
(.
- 1 Cr
R S
Het is overduidelijk dat D hier niets anders is dan het produkl
CyennCon Nu zullen we bewijzen dat D = qG(H).
7i3 B de deelgroep van G voortgebracht door WG en door Wy sWpe
Uit (1) veolgt onmiddellilk : B C RG(H). Omgekeerd, 717
Py Pr Pr+l Pn
= " R L=
=t vyt e el CeeWy (pi,...,pn € %y ¢ WG)
een element van RG(H), en laat n € NO zodanig zijn dat g™ e H.
Dit betekent
mp mp, Mmp mp u
BT 1 T r+l n o L 1 r
(z") Wy Wy W1 Vn = g v T vy
uici UpCrp
1
z Wl r
voor behoorlilke elementen " € WG en " € WH en ul,...,ur € %.
Aangezien de elementen W, ,...,W, multiplikatiefAonafhankelijk ziin

volgt onmiddelliik

Ppag & 00 ° pn':.05

wat neerkomt op @ & € B. Dus geldt : B = RG(H). Men kan nu echter

gemakkelilk representanten vinden in B voor de gquotiénigroep B/HWq

Hiertoe zullen de elementen

Wy W, 0 <t, <e, - 1 voor 1 €1 s7

gebruikt kunnen worden. .Ze ziin lmmers wegens (1) twee aan twee

incongruent modulo W H, en elk element uit B kan geschreven worden

als

H

het produkt van een dergeliik element met een element uit HWG

r

Aangezien er ¢y...c,, = D representanten zijn voor B/WoH ? R (H)/W H
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verkrijgen we uiteindelijk

wat te bewijzen was.

Omgekeerd, laat G een abelse groep zijn waarin elke deelgroep
cen eindige RT-index heeft. Het is niet moeilijk in te zien dat
dezelfde eigenschap geldig is voor de quotiéntgroep G/WG, zodat we
kunnen.veronderstellen dat G torsievrij is.
7i9 M een maximaal stel van Z-onafhankelijke elementen v, (waar-
van de existentie verzekerd is door Zorn's lemma). Zij H de deel-
groep van G voortgebracht door de elementen v, . Uit de definitie
van M volgt klaarblijkelijk dat H een vrije abelse groep is.
Veronderstellen we even dat # M oneindig is. We kunnen dan gemakke-
1ijk een deelgroep H' van H bepalen waarvoor (H : B') = # M; men
kan voor H' bijvoorbeeld de groep voortgebracht door de elementen
vi nemen. Voor deze deelgroep H' geldt duidelijk : H C RG(H').

Het is echter evident dat dit in tegenspraak is met het feit dat
(RG(H') . H') eindig is voor elke deelgroep H' van G, en dus kun-
nen we veronderstellen dat # M = n < e, Laten we tﬁans RG(H) nader
onderzoeken. Bij onderstelling is de guotiéntgroep RG(H)/H eindig,
zodat uit het eindig-voortgebracht-zijn van H, het eindig~voort-
gebracht-zijn van RG(H) volgt. Bijgevolg is RG(H) zelf vrij, en
zijn rang is  n = rang van H. De maximaliteit van M. verhindert
echter de strikte ongelijkheid : Paﬁg(RG(H)) > rang(H). Daaruitv
volgt RG(H) = G, aéngezien uit w € G, w € H‘vqlgt . w" € H voor
een m € N (dit wordt door de makimaliteit van M verzekerd).

Hiermee is het gestelde bewezen.

Keren we nu terug naar de groep UL(§), dan zien we dat deze ein-.

dig-regulier is (dit is namelijk een zwakkere vorm van Dirichlet's
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stelling). Voor de deelgroep UK(S) van UL<§) kunnen we het volgen-

4e resultaca: uit het bewijs van voorgaande stelling halen

STELLING IV.1.2.7. Ep bestaat een fundamenteel systeem van S~

cenheden Nys.eeay en een fundaomenteel systeem van S-eenheden
P ERRRRLIN die met elkaar verbonden aign door de relaties
ai
Ny T by &g
ad
Ng % %4 fa
waarbij Ci""’gd € WL; al,...,ad € %7 en ailai+1 poor 1 = 1,2,...,4.
Bovendien is hat produkt a,...ay een deler van de graad van de uti-

breiding L/K.

BEWIJS. Behoudens de laatste bewering volgt alles uit het bewils
van de voorgaande stelling. De laatste bewering volgt dan uit het

feit dat a,...a, = qUL(g)(UK(S)) = qL(UK(S)) en uit stelling IV.
1.1.2.

Deze stelling is de interpretatie waarvan we in het begin van
dit punt gewag maakten. Het praktische ervan ié gelegen in het
feit dat, bij het opzoeken van de g—eenhedengfoep van L, men reeds
een deelgroep, namelijk RL(UK(S)), in een betrekkeliik gering aan-
tal stappen kan vinden. Hiertoe volstaat het (in de veronderstel-

ling dat W, gekend is) inklusies zoals

kWTm <L (g€ up)

voor een zekere m EINO en n € UK(S) uit te testen.




Deze stelling leert ons eveneens dat UL(E) direkt produkt is
van RL(UK(S)) met de deelgroep van ULtg) voortgebracht door de 5-
eenheden € .-+ s>y dit is een deelgroep die komplementair is

aan RL(UK(S}).

DEFINITIE IV.1.2.72. Een multiplikatieve Z-basis voor een deel-:
groep G van UL{g) die komplementair is aan R, (U, (3)) noemt men

cen relatief fundamenteel systeem van S-eenheden voor de ui.tbrei-

ding L/K.

Het is duidelijk dat twee relatief fundamentele systemen van S-
1 t - v —
eenheden €pyq2c 1€y O €d+1”"’€h verbonden zullen zijn door be

trekkingen van de vorm !

o c31 ¢j,h-d

Eé+j = n% €q31° "' ©h (3 = 1,2,...,h=d)
waarbij‘ni,...,nﬂ_d € RL(UK(S)); Cij €% voor 1 € 1i,] < h-d, en
ldet(c..)} = 1
1]

Tenslotte zij het nog opgemerkt dat, indien § bestaat ui al de
niet-equivalente archimedische valuaties van K, de verzameling 3
eveneens siechts dit soort valuaties van L bevgt, zodat UL(g)‘= UL'
De steilingen en definities van deze paragraaf blijven dus van |

kracht zo men de prefixen "S-" en wg-n weglaat.

52. RADIKALEN IN DE IDEALENGROEP

Het radikaal van I, in IL en globalé ramifikatie;

Vooreerst zij eraan herinnerd dat de'.idealen, van K- geldentifi-"

ceerd kunnen worden met de idealen van L via de injektie;iL/K={A 




Th,

(zie I.1.7.). Om precies te zijn, dit betekent dat we het ideaal

a van X mei het ideaal a'OL van L =zullen identificeren., Hier-

door wordt IK beschouwd als een deelgroep van IL’ zodat het zin

heeft over het radikaal van IK in IL te spreken, Het is verder
duidelijk dat de groep der.hoofdidealen PK van K, door deze iden-
tifikatie, een deelgroep wordt van de groep der hoofdidealen P, van
L. Op te merken valt dat PK meestal verschillend is van P, 7 I,.

Voor een ideaal a van K zullen we verder ook nog gewag maken van

ziin kanonieke faktorisatie in K, resp. in L al naargelang a als

ideaal van K of als ideaal van L beschouwd wordt.

Aangezien I, torsievrij is, zullen we geen onderscheid hoeven

L

te maken tussen R~indipes en RT-indices.

LEMMA IV.2.1. 2i% VK de deelgroep van.IK voortgebracht door alle
priemdelers van X die vertakken in L, en zi] VL de deelgroep van
IL voortgebracht door alle priemdelers van L dié boven de priémde—
lers van VK liggen. Dah:geidf.}' |

R (1) = TRy (V).
I K K VLV K

BEWIJS. Zi3} A een ideaal van L . dat tdt‘RI (IK) behoort. Verqnéérf
_ : - L '_ . R
stel dat zijn kanonieke faktorisatie in L gegeven ig door

(1) A=T(H P

waarbii p de prlemdelers van K doorloopt en waarb13 het tweede H.f"

produkt zich uitstrekt over alle prlemdelers P van L die boven de~

zelfde p liggen. Laat m -een natuurlijk getal (# 0) zljn WaaPVOOP

AT € Ik, en zi}

o4 .
AT = ) P

i
P




. . - m . .
:le kanonieke faktorisatie van A in K. Is anderzijds

(2) po= 1 Pe(P]p)

™
de kanonieke faktorisatie van een priemideaal p van K in L, dan

geeft de mde—macht van (1)

e c _.e(Plp)
TpP=ncn pP :
p Plp p p Plp

Uit de uniciteit van de kanonieke faktorisatie volgt dan
{3) m.mp = cp.e(P|p).

Indien p onvertakt is in L, d.w.z. @ p € VK en e(P|lp) = 1 voor
alle P boven p, dan volgt uit (3) dat de getallen my gelijk zijn

aan elkaar, zegge aan dp' Hieruit voligt

Dit laatste is echter wegens (2) (waarin e(P|p) = 1) niets anders
d .
dan p P, Substitueert men dit in (1), en stelt men

d

m pP=a, €1,
paPQEVK
dan ziet men dat A = a.%, waarbij % € VL' Wegens het feit dat
AT e Iy heeft men eveneens : %" € Ty. Wegens de definitie van V '

zal %" € Vy» waarmee aangetoond is dat

xRy (Vi)

R. (I,) C I,.R
K L

L
De omgekeerde inklusie is vanzelfsprekend, zodat we tot de gewehste

geliikheid mogen besluiten.
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STELLING IV.2.1.1. Zign VK an VL de deelgroepen van IK’ respek -

ctuvelijk I bepaald in voorgaand lemma, dan bestaat er een tsomor-

f%sme

i

R (IK)/IK

L R, (V,)/Vy

L Y

SEWIJS. Uit het lemma volgt

RIL(IK)/IK % IK.RVL(VK)/IK.

“eze laatste quotiéntgroep is wegens de klassieke isomorfiestellin-

cen uit de groepentheorie isomorf met de quotiéntgroep

R, (v.)/1, n R, (V,).
VL K K VL K

i

~angezien de idealen van Ry (V,) in hun kanonieke faktorisatie in -
L

. slechts priemdelers zullen bevatten die in Vi zitten, zullen de-

ze idealen, wanneer ze o0k tot IK behoren vanzelfsprekend elementen

van V_ zijn. Er geldt dus : I, N R, (V) € V. De omgekeerde in-
K K VL K K

lusie is triviaal, wat ons uiteindelijk toelaat tot het gewenste

igsomorfisme te besluiten.

Het zij hier opgemerkt,dat‘VK en V. eindig voortgebrachte vrije
abelse groepen ziin aangezien p € V, equivalent is met p|Dy /x

(cfr. I.1.2.). We gebruiken dit in de volgende stelling.

STELLING IV.2.1.2. Laat Pyse.-5Py de priemdelers zijn van de dis—

kriminant DL/K van de uitbreiding L/X. Voor elke i = 1,2,.44 5K, 5]

e, 2.
b‘ - p il 184
i . ! il e iSi

de kanonieke faktorisatie van p. tn L. Dan 18 de R—indem'van‘IK_

in I, de grootste gemene deler van de getallen
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(onarbid vocr 1< 1 < k de getallen ji voldoen aan : 1 S )

- T
L i/

BEWIJS. Er geldt dat p,,....Pp de generatoren zijn van V., terwijl

y_  voortgebracht is door de priemidealen Pi,j (1 €1 <k 1<3< Si)'

iy

Het bewijs van stelling IV.1.2.1. leert ons dat de R-index van VK

in VL niet anders is dan de grootste gemene deler van alle k x k-mi-

noren uit de matrix

eii' el 0 0 0. 0 0 0
i
0 0 921. e282 0...0 0 0
0 0 0 0 ] 0 €11 'eksk

Ten van nul verschillende k x k-minor uit deze matrix is echter

steeds van de vorm

t ey, S S

€ ma
23 "

2

waarbij i = ji < s; voor elke i = 1,2,...,k. Hieruit volgt het

gestelde.

DEFINITIE IV.?2.1. De R-index van Ty in 1, wordt de globale rami-

fikatie-index van de uitbreiding L/X genoemd en met_vL/K aangeduld.

We bespreken thans het verband tussen vy, en [L : X]. Vodh{'
eerst zil} eraan herlnnerd dat een eindige abelse groep kan géSCﬁPe--
ven worden als de dlrekte som van cycllsche deelgroepen waarvan de

orde een macht is van een priemgetal en dat een dergelljke CYC1180he




78.

deelgroep een cyclische komponent van G gencemnd wordt. De orde

van een cyclische komponent noemt men dan een invariant van G.

STELLING IV.2.1.3. De invariagnten van RI (L0 /Ty delen de graad
L

oy

van de uitbreiding L/K, et oo

sod L d
FF% Ny

BEWIJS. Zi3 H een cyclische komponent van RI (IK)/IK, en stel dat
L
(" 1) = pb, n een priemgetal. Er is dus te bewijzen : puln.
Zij A € RI (IK) een ideaal dat door het natuurlijk homomorfisme
I

R_ (T.) - R. (1,)/1, op een generator van H afgebeeld wordt. Het
IL K IL K K

is duildelijk dat dit betekent

\) .
AP = a € I

P
x en a & IK ,

Y
. p -1
want was a4 - bP voor een ideaal b van X, dan was A° reeds een

element van [, wat uitgesloten is indien A modulo I, een genera-
tor is voor H.

717 de kanonieke faktorisatie van A in L gegeven door

m
p Plp
en zij de kanonieke faktorisatie van een priemideaal p van K in L

gegeven door

p o= T Pe(P‘p).
Plp
Is dan
v c
AP =T p 4
p

_ v .
de kanonieke faktorisatie van AP in X, dan vindt men‘analoog ZO-

als in Lemma IV.2.1.

mp po= e(P‘p)cp, voor alie P boven dezelfde p.
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Uit a & IF volgt dat er minstens een priemideaal van K bestaat
K & 0

@aarvoor £ 0 (mod p)Y. Voor dit priemideaal geldt dus

c(Plps = o (nod pk), voor alle Plp.
Jit de relatie

5 e(P|p)YE(Plp) = n = [L @ K]
Plp

(cfr. I.1.2.) volgt tenslotte het gestelde.

Opmerking 1. Het is duidelijk dat vy K &een deler hoeft te zijn van
n : dit ziet men gemakkelijkst bij kwadratische velden waar men on-
middellijk narekent dat ViJK T Qt, waarbij t het aantal priemdelers

van de diskriminant van het kwadratisch veld is. Men kan dat aan-

tal wegens stelling II.1.1., gevolg, willekeurig groot nemen.

Opmerking 2. Het is bekend dat @ geen onvertakte uitbreidingen kan
bezitten. Nochtans bestaan er uitbreidingen K van Q die globaal
cnvertakt zijn (d.w.z. VK/Q = 1). Een voorbeeld higrvan is K=Q(8),
waarbij & een wortel is van de polynoom X3—X~1. De enige vertakte

priemdeler van @ is 23.%, en er geldt
- 2
23.0K = PqPy

(p1 en p, priemdelers van X). Hier heeft men dus wegens stellihg

IV.2.1.2.

e/ C G.g.d.(1,2) = 1.
Opmerking 3. TIs L/K een galoisuitbreiding dan is v,y het_produkt;-
van alle ramifikatie-indices e, van de priemdelers p van. K. Dit

komt doordat in stelling IV.2.1.,2.
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@, = es, T, .. = eis“ = ep. voor 1= 14,2,...05Kk,
i i
wat impliceert dat de getallen e,. e,. ...e . dezelfde zijn voor
1]1 2]? k]k
elke geooriocofde keuze van ji”"’jk'

N ‘s . .
Het radikaal van PK in IL en in PL'

STELLING IV.2.2.1. Er geldt

R (PK) = R, (I,}.

IL IL K

BEWIJS. Wegens stelling III.1.2.2. volgt uit P, Iy

,R (PK) C R ).

1 1 (I

L L K

Omgekeerd, uit stelling IIT1.1.2.3. volgt dat HC RI (PK) voor elke
L

deelgroep H van IL waarin Py bevat is en waarin Py van eindige in-

dex is. Aangezien (IK : PK) = hy eindig is geldt : IK C RIL(PK),
waaruit

Ry (1,0 < RI (R

T <PK)) = R, (P

H I

Yy {(efr. ITIT.1.1.).
L L L L ’

¥

Hiermee is het géstelde bewezen,

Gevolg. De R-index van PK in IL is gelijk aan het produkt

NV ik

Dit volgt onmiddellijk uit de inklusies PK C IK'C RI (IK) en ele-
- 7L
mentaire groepentheorie.

- STELLING IV.2.2.2. De R~indew van P in Py s cen deler van L
het produkt hy vy g Bovendien is het geheel getal aL/K,.gedefi*r'

niteerd door
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. hK'VL/K
[,/ K QPL(PK)

a

won deley s .. o' klassegetal hL van L.

BEWIJS. De eerste bewering volgt onmiddellijk uit het diagram van

inklusies

Y o yne =R,. (P
SIS SRS T

index : h ) (zie stelling III.1.2.2.)

K

< index : QP (PK)
L

Px

Ne tweede bewering volgt onmiddellijk uit

RIL(PK)/(RIL(PK) N PL) & RIL(PK).PL/PL c IL/PL

ern uit het feit dat hL = (IL : PL).

Via het omgekeerde beeldvan het homomorfisme ¢, : ¥ - P, (dat

cen element o van L' stuurt naar het hoofdideaal a.0,) zullen we
nu het radikaal van Py in P interpreteren als het radikaal van

een zekere deelgroep van ¥ in LY.

STELLING IV.2.2.3. Er geldt

-1 - W
2 (RP (PK)) = RL(UL.K .o

L

BEWIJS. Is o een element van ¢L1(RP (PK)), dan geldt, VooP'éen1ze§=; .
: . m _ m o .m _ S . t-é .
ker getal m € Ny (@L(q)) = (a.OL) = a ’OL‘G Py Dit betggen:

er bestaat een a € K' zédanig.dat am.OL = é.OL. Dus
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Ol -2 Ma OL’
copdat er een eenheid ¢ van [, bestaat waarvooenr um = g.a. Dus
o it
(1) 0" LR (P)) C R (UKD,
L PL K L 7L

E

) .. * '
Ompekeerd, 18 O €¢h element van R, (U K )y, dan bestaat er een M € M, ,
& L VL 0

or * m . CL
cen £ € U, en cen element a van K 20 dat o = g.a. Hieruit volgt

m, mo_ m _
bla ) = ($lad) = (u.OL) = a.OL e PK’

wat de omgekeerde inkiusie in (1) impliceert.

Wat betreft de R-index van ULK* in LY 217 het opgemerkt dat de-

.o samenvalt met de RT-index, aangezien WL < U

STELLING IV.2.2.4. Er geldt

*
Q (UK = QPL(PK).
REWIJS. We passen lemma III.3.1. toe met A = RL(ULK*), B = UK en
£ = de beperking van ¢ tot RL(ULK*). Men ziet onmiddellijk dat

A. = B. = U = Ker(¢L) (cfr. I.3.2.) en dat

f
AT = R, (P)
PL K*
(dit is nl. de voorgaande stelling). yerder is klaarblijkelijk

£

B> =P sodat we volgend isomorfisme bekomen

K5

* %,
RL(ULK )/ULK = RPL(PK)/PK'

De definitie van de R-index laat ons dan toe tot het‘gewensfe.ref o

sultaat te besluiten.
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Yen relatie tussen { (Kg), O (UL en Qp (P,
‘ L LK—PLK

STELLING 1V.2.3. Het'getal QL{K*)'QL(UK)Hi 18 geheel en deelt

i tadex Do (7).
- I
L

BEWIJS. Wegens de in IV.1.1. bekomen injektie (met UK(S) = Uy)

: N * #*
¢ RL(UK)/WL.UK RL(K )/WLK

wan men besjuiten tot

qL{K¥)
§Lﬁ§fezmo

Wegens stelling IIT.1.2.1. heeft men

* ' - * ) *
0 0y P Lqq (K) . qp (<) .
g (0 T T W q U0 agUY 0

at het eerste deel van het gestelde bewijst. Wat betreft het twee-

4e deel, beschouw het volgend diagram :

*
: ¢, | R (K7)
L s Ry (Uy) R, (K*) = L . o (R (K = 1
il % d’Ll}(;ﬁ L ‘ '
1 — UK —_—_— i '—~¢L(K)m——-¢-1

vt

1 1 | 1

—fl

Hierin ziin 1, i' en de vertikale pijlen natuurliike injekties.
De kommutativiteit van het diagram en de exaktheid van de kolommen'
erin zijn evident. De onderste ri] is exakt wegens 1.3.2. De ex- .
aktheid van de bovenste rij volgt uit de gelijkheden':
' %y, %o P TP N
Ker(¢; [R (KT = (Ker ¢) N Ry (KT) = Uy N Ry (KD) = R, (U0

L .

(wegens stelling T11.1.2.2.)




ernn uit het feit dat RU (UK) = RL(UK) (zie stelling IV.1.1.1i., met
I

]
o
[

Josy = U, oen U (%) z
I L,

Men kan thans het 3 x 3-lemma loepassen om tot het volgend isomor-

fisme te komen (waavrbi] gebrulk gemaakt wordt van de gelijkheid

3
¢L(K ) o= PK)

. Wy, K - *
(1) (R, (K )/ K )/RL(UK}/U}< = ¢L(RL(K )V /Py
ilet is verder duldelijk dat RL(K*} c RL(UKK¥), zodat

% # - .
¢L(RL(K )) C ¢L(RL(ULK y) o= RPL(PK) (stelling IV.2.2.3.).

De rechtse quotidntgroep in (1) is dus een deelgroep van de quotiént-
groep RP (PK)/PK. Het gewenste resultaat volgt dan onmiddellidjk uit

L
de definitie van de R-index.

. # -1 * -1 .

Opmerking. Het getal QL(K ).QL(UK) = qL(K ).qL(UK) is wegens

stelling ITI.4.5, en stelling IV.1.1.2. een deler van n = [L : Kl.

Wat de andere priemdelers van QP (PK) nog kunnen zijn wordt in het
L

volgende punt onderzocht.

De priemdelers van QL(ULK*).

In wat voorafging werd aéngetoond dat RL(ULK*)/ULK* een eindige
groep is. Hij is dus te schrijven als direkte som van cyclische
komponenten. Voor de orde van een cyclische komponent (d.i. : een:

invariant voor RL(ULK*)/ULK*)‘geldt‘dan volgende stelling

STELLING IV.?.4.1. De invarianten van de groep 'RLmLK"‘)/ULK*

zijn delers van de graad van de uitbretding L/K. bbb e gf

BEWIJS. 7Zij H een cyclische komponeﬁt van RL(UKK*)/ULK*, en stel';'

(H: 1) = pv = g (p een priemgetal). 2ii a een element van



RL(ULK*) dat onder et natuurlijk homomorfisme
oWty L ¥ *
RL(JL“ ) RL(ULK }/ULK

afgebeeld wordt op een generator van H. Dit betekent dat het ele-

ment o aan de volgende twee voorwaarden voldoet

(1 - af =9 = g.a, met £ € UL en a & K*;
% *

(2) poVoor A € My, A < v geldt of ¢ ULK .

Z17 bovendien

m

a.O = pp

Il
Y

de kanonieke faktorisatie van het ideaal a.OK in K, en

p = I Pe(P[p)

Plp

de kanonieke faktorisatie van een priemideaal p van K in L. Hier-
uit vindt men onmiddellijk voor de kanonieke faktorisatie van het

ideaal a.OL in L :

e(Plpim
P P

de

Uit (1) volgt dat dit ideaal de q macht moet zijn van een ideaal

{ni, u.OL) van. L. Dit betekent
v
() qQ =P 1e(P|p)mp

voor alle priemdelers p van K en alle priemdelers P van L Dboven p.
7i7 w gedefinieerd als ziinde het grootste natuurlijk getal m met

de eigenschap

M voor alle p.

P

Dit kxomt hierop neer dat het jdeaal a.OK de'pw—de—macht is van een




B,

. de . .

ideaal a van k dat zelf geen p -mach! meer is van een ander ide-
. C . de -

1al van K (het ideaal a kan eventueel een p -macht ziljn van een

iieaal uit L. wat geen afbreuk doet op onze beschouwingen).

et kan voorkomen dat w nul is. In dit geval volgt uit (3)
1p zo dat p°le(P|p) voor alle P er boven.

Het priemideaal p is namelijk een van die waarvoor p me. Uit de

vetrekking

7 e(PIpE(P|p) = n = [L : X]
Plp

volgt dan onmiddellijk : pvln, wat moest bewezen worden. Veronder-
stel dus : w # 0. We beweren dat'pw de orde is van 4 modulo PK of,

m.a.Ww.

_ u
UENL&O<u<w= ab ¢ PK'

Welnu, veronderstel dat dit niet waar is. 2ij b dan een element

van K¥ zodanig dat

u
P
a = b'OK'
Fr geidt dan
~ pw— u pw- u
a.OK = al = (b.OK) = b .OK.

I'r bestaat dus een eenheid n van X zodanig dat

W-u
a = n.bp

Wegens (i) bekomt men

w-u
oF = g.n.pP = E.n.cp,

‘ w-u-1
waarin ¢ = bP ‘

Hieruit volgt
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Uit Lemma IV.1i.1. volgt

wat in strijd is met (2). Hiermee is onze bewering bewezen. Een

onmiddelliik gevolg ervan is

a’ € PK = pw[v.

Nemen we nu in (1) de norm N = NL/K van beide leden, dan bekomen

We
AV
(N(a)) P = N(e).N(a) = n'.a’  (n' € Uy

Hieruit volgt

\J W n
(N(a}'.Ok)p = qP 7,

Is nu w 2 v, dan volgt hieruit
wey
N(oc).OK = aP R
zodat, wegens (4)

Wi WeA
p lp LT

Klaarblijkelijk impliceert dit : pv{n, hetgeen te bewijzen was.
Is anderzijds w < v, dan heeft men

V-
cmm).oK)P = a

n

Aangezien a4 geen pde—macht meer is in IK volgt hieruit

VW

VTWy D 6f i on o= t.p voor een t € Ng.

n = 0(mod p
Dit geeft

N(G).OK = at-



it (W) volgt dan pwlt. Het is dan eenvoudig na te gaan dat hier-

1it de relatie pvkn volgt, hetgeen Te bewijzen was.

cevolg. Het getal n o= [L ¢ K] is een exponent voor de groep
RL(ULK*)/ULK*, aangezien het een exponent is voor al ziin cyclische

womponenten.

Deze stelling laat ons toe wat meer inzicht te verkrijgen in de

snderlinge verhouding van de klassegetallen hK en hL als volgt

STELLING IV.2.%.2. 7ij de kanonieke faktorisatie van het klasse~

getal hy, van K door

_oaj ap by bg
hK = Pq Py Q4 <. Qg s

Daarbid piﬂn voor 1 = 1,2,...,7 en Q4 fnwvoor 3 = 1,2,...,8. Stelt
men N
by bg
hK,n ToHg s iy
dan geldt hK,nth'

BEWIJS. Beschouw het volgende diagram van inklusies

P

E R L(PK) NI, =P NIy
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Se hierin voorkomende gelijkheid volgt uit

H
J
o

Rp (P 0 Ly . RIL{PK)) NIy

{stelling TIITI.1.2.72.)

= PL n (RIL(PK) N IK)

e het feit dat RIL(PK) m IK = IK'

Je quotiéntgroep (PL n IK)/Pl< is dus een deelgroep van de guotient-
groen RPL(PK)/PK die wegens stellingen IV.2.2.3. en H. isomorf is

met de quotiéntgroep RL(ULK*)/ULKﬁ. Deze groep heeft mwegené voor-
gaande stelling— een orde die slechts door de priemgetallen py,...,P,

kan deelbaar zijn. Hieruit volgt dat de quotiéntgroep IK/P N I

cen orde zal hebben die deelbaar is door hK n? aangezien
3

h, = {I, : P

y (ot PN TP 0 T Pyd

K ¢

Tn het diagram zien we echter duidelijk dat

K = (IK'RP (PK) . R (PK)).

(r, : P, NI = (I, Ry (P) N T
L L L

K P

Deze laatste index is echter een deler van (RI (IK) t Ry (PK)) = ap iy

L L
waarvan in stelling IV.2.2.2. aangetoond werd dat het een deler is van

hL' Bijgevolig ! hK,nth’ Q.E.D.

Fen welbekende toepassing van deze stelling luidt als volgt
"Is p een oneven priemgetal, [ = exp(?%i/?@, en is het klassegetal
van het veld Q(c'+ cﬁi) deelbaar door p, dan 18 het klassegetal van
het pde cyclotome veld Q(z) eveneehs,deelbaar doér gm" (Kummer's .
stelling). De graad van de uitbreiding Q(Q)/Q(C v ) is immers :

gelijk aan 2, en aange21en p {2, kan de stelllng foegepast worden

Voor deelvelden van Q(z) werd de stelling reeds beweieh door

Flrtwangler (cfr. 18 1).




Het zij verder opgemerkt dat de faktor a; die in de uitdrukking :

T, .V
O L/X
’ L/K
soorkomt meestal moellijk te berekenen is. We beschikken dus niet
over een "explicliete" formule voor QL{ULK*). In het volgende hoofd-

stuk zal uiteengezet worden hoe dit verholipen kan worden wanneer de

uitbreiding L/K cyclisch is.
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HOOFDSTUK V

BIJZONDERE GETALLENVELDEN EN TOEPASSTNGEN

Tn dit hoofdstuk zal onderzocht worden in welke mate het‘cy~
¢lisch ziin van de uitbreiding L/K (K een getallenveld) tot scher-
pere resultaten voert. Meer bepaald zullen we zien dat er dan een
omrekening van QL(ULK*) in termen van globale ramifikatie en norm-
index mogeiijk is. De resultaten voeren ons tot Chevalley's formu-

le voor hel ameste inertie-klassegetal.

Vervolgens tonen we aan hoe in het bijzonder geval : [L : Kl =2,
de index QL(UK) optreedt in de analytische uitdrukking veoor het
quotiént van de klassegetallen van L en K.

Tn een laatste paragraaf worden dan nog enige toepassingen van

de voorgaande resultaten gegeven.

§1. DE R- EN RT-INDICES IN CYCLISCHE UITBREIDINGEN

Doorheen deie paragraaf 1s K een getallenveld en L een Qyéli—
sche uitbreiding van K. De galoisgroep van L/K zal met G aénge;
duid worden, en we veronderstellen : [L : K] =‘(G': 1) = n. Het‘"
symbool ¢ staat voor een van nu af aan vast gekozen genérétor-VOof .-
8. Wat betreft de symbolen A,N, verwijzen we naar hdofdstukfflij?l;

§3.2.; alle aldaar ingevoerde notaties blijven ook hier van kracht.
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Het Herbrand quotient.

We herinneren eraan dat, wanneer een cyclische groep & met ge-
serator o, inwerkt op cen abelse groep A (multiplikatief genoteerd),

et Herbrand gquotigént van A als G-groep gedefinieerd is door

(AX : AN)
h(G,A) = ———37
(AN T A7)

Hier zijn » en N de endomorfismen van A gedefinieerd door

Aoroar al ™% - a/oca

P n-1i - )
N s oa b a1+0+o t...40 (n = (G : 1)}).

Vanzelfsprekend is deze definitie slechts van kracht indien de indi-

ces (A, AN) en (AN Y AA) eindig ziin.

STELLING V.1.1.1. Is A een etndige groep waarop de cyclische

groep G van orde n inwerkt, dan geldt

h{(G,A) = 1.
BEWIJS. Zie [18], ch. IX, 81,

Keren we terug naar de uitbreiding L/ K. Zij‘SO de verzameling
van alle niet-equivalente archimedische valuaties van K. Voor
v E 54, zii N de lokale graad van v in L (zie 1.2.2.).

STELLING V.1.1.2. Het Herbrand quotiént vdn U als G~groep'v01*
doet aan de betrekking '

m N

h(G,U.) =
L VESO

e

v

BEWIJS, Zie [19], ch IX, §4, cor. 2.



93.

*

De index qI(K 3.

STELLING V.1.2. Er geldt

(K7) = (WK ; N(WL)).

BEWIJS. Wegens stelling III1.3.2.2. geldt

q, (") = () (WL)A).

Deze laatste index is echter de noemer van het Herbrand quotiént
h(G,NL). Aangezien {WL . 1) < e, kan stelling V.1.1.1. aangewend

worden, L.e. : h(G,wL) = 1. Hieruit volgt
Ky = () W
q = : .
L L7y L

Qit : (W) = (Ker M) N W, = X' N W = W, volgt dan het gestelde.
L L L ° %

Opmerking. Uit stelling II1.3.2.4. volgt dat de index (WK : N(WK))
cen deler is van n, Dit kan evenwel onmiddelliik aangetoond wor-
den, wat dus een alternatief bewijs oplevert voor stelling IIT1.3.2.4.

Dit gebeurt als volgt

- er geldt, gezien de eindigheid van (WL s 1)

(W N(WK))

(i _
(WCH ) & NCH))

K IJ(WL))

n . | "
, (Ker N} » WK _WK n

- Verder is : N(WK) = WK (cfr. IIL.3., vb 4),
> ,
en
(WK o)
Wy + WD) =yt y D)

- Uit de exaktheid van de fij

1 > W > W

N .
K,n 7 Wk T NG~




gk,

volgt verder

(W(wy o 1) = AW D N

K K,n

_ Dit alies kombineren geeft uiteindelijk

{WK N 1)

(W, @ N(W, D) = 2
K L (N(W ) ¢ N

Hierin is de teller xlaarblijkelijk een deler van nj de noe-
mer deelt de teller (aangezien (WK : N(WL)) € ), i.e.

(W N(wL))1n.

K

De index qL(ULK*).

Omtrent de notatieg i.v.m. de kanonieke faktorisatie van een
ideaal van L in L merken we het volgende op. 2ij p een priemide-
aal van ¥ en zi} P een priemideaal van I, boven p. De andere

priemidealen van L boven p zijn dan

waarbij r = 1, het kleinste natuuriijk getal (¥ 0) is met de eigen-

schap

Dit betekent dus dat ¢~ een generator is voor de dekompositiegroep
Gp van P (sie I.1.2.). Dat r enkel van p afhangt is dus duideliik,

evenals het feit dat Pp\n. De kanonieke faktorisatie van p in L

kan nu als volgt geschreven worden
1 ; 2 p-1 €,
y = (p.Po. % L..p% ) P o= (plrato . ta Ty o

e

(1) p (= p0,

waarbij ep de Pamifikatie;index van p.in L is (zie I.i)?.)."

We veronderstellen voortaan dat poven elke priemdeler p van K




ién priemdeler PP van

zatie van een willekeurig

van worden

gp(o)’

P
p

waarbij het produkt zich

en waarbii het element gp

de volgende gedaante kan

gp(o) = a

p,0

Naardoor zijn vanzelfspre
paald.
b

STELLING V.1.3.1. BEr

[~

% *
RL{ULK )/ULK

BEWIJS. Pas lemma I71.3.1
f = A. Er gelden volgend
AL = (R.(UKE) = (
£ L L A -
B. = (U.K*) = (Ker
g = WR 7 ARe
A A
f _ * _
B = (ULK ) = UL’

zodat wegens bovenvermneld

fd

*. ]
RL(ULK )/ULK

Er rest dus nog slechts T

A

| #*
(R (U KT =

Welnu, zij o € Ry (U K.

1, geselekteerd werd.

. Er bestaat dus een m’G]NO, een c ey

95.

De kanonieke faktori-

ideaal A van L kan dan als volgt geschre-

uitstrekt over alle priemidealen p van K,

{(g) behoort tot de groepring Z[G1 en van
cndersteld worden
rp"l
€
ap’10+ ap,rp—io (ap,l %)

kend de coéfficiénten a, 3 eenduidig be-

3

estaat een itaomorfisme
A
(UL)N/(UL} .
t in A= R (UK, B = UK en
e gelijkheden .
¥, o K ¥, _ %
Ker A) N RL(ULK )y = KN RL(ULK ) = K
* * ¥ #
= M =
Ay N ULK K ULK K

lemma

A

% A
(RL(ULK 1) /(UL)

e bewiizen dat

U

L)

N'

L



*
on een a € K o dat

Hierulit volgt

m)A m A A

(a . (o) = etat = et eu

Wegens lemma 1V.1.1. geldt : A= U Anderzijds geldt : o € Ker N,

wat impliceert : ot e (UL)N. Hiermee is de inklusie
* A
C
RL(ULK ) (UL)N’
aangetoond.

Omgekeerd, zij & € (UL)NV Wegens stelling II1.3.2.1. (Hilbert's

stelling 90) geldt : er bestaat een 0 e X' z6 dat e = aA. Laat de

ranonieke faktorisatie van uOL gegeven zijn door

gp(U)
u.OL =P (met g (o) zoals hoger).
p P P
Uit ”ax = UL” voigt dan (a01)0= aOL, of
g, (o) g () o . g,{0).0
np P e Py = P
n P p P p P
r

Aangezlen pY = P, heeft de exponent gp(c).o, als element van

Z[Gl, op Pp dezelfde werking als de exponent

-3
Tp

a g + a
, T 2 o, v -1
PsTy 14 Fp

2
g + a g +...*

p,l

waaruit, wegens de uniciteit van de coédfficiénten 8.1 volgt
3

a = 4a .=

0,1 T, - d

-1 :
Pt P

Dit betekent dat de kanonieke faktorisatie van a.OL in L van'def-;

volgende gedaante is
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r ~1 a
Y

)

2
1+o+0 +.. .40

I
w00 = (P )
»

713 V1K de pliobaie ramifikatie-index van de uitbreiding L/K. Hier

geldt (wegens IV.2.1., opmerking 3.)

Er volgt dan

v a .V
(G'OL) L/K HL(P 1+0+. . .40 ) p] p ] _BM_ELK c
p P €

Uit (1) volgt dan (waarbij b, = a

Y b
(@0 M=

i
P

Verder geldt

zodat uiteindelijk

h,.v
K" "L/K
(a.OL) & PK.

Fr bestaat bijgevolg een element a € K* 76 dat

h,.v h _ .v
K VL/K MYk
(a.OL) = a.OL = o 'OL’
waarult
KL/
o = £.a,
voor een & € U, . Dus o € RL(ULKX), wat de omgekeerde inklusie
bewiist.

Gevolg. Er geldt : QL(ULK¥) = ((UL)N :'(UL)R).
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Men ziet dus dat QL(ULK*) niet anders is dan de noemer van het Her-

)

1

(Ker x) M U

brand quotisnt van U, als G-groep. Aangezien (U}, L

L L
£

= Ko UL = UK geeft dit met stelling V.1.1.2.

STELLING V.1.3.2. Epr geldt

n.(UK

n N

v
v
SO

N{UK})

*yooL
QL(ULK ) =

Opmerking 1. In deze uitdrukking voor QL(ULKﬁ) kan het resultaat
van stelling IV.2.4.1. gedeeltelijk teruggevonden worden in die
zin, dat elke priemdeler p van QL(ULK*) een deler is van n. Het
is immers niet moeilijk in te zien dat de index (UK : N(UL)) een-
deler zal ziin van n®, waarbij s het aantal elementen van S0 voor-

stelt. Dit tonen we als volgt aan

- de index (U, : N(U)) is duidelijk een deler van (U, : N(U)) =

(4 Uy .

n
K K

- Anderziids volgt uit Dirichlet's stelling

waarbij FK een vrije abelse groep is van fang s-t.

- Er geldt dus

n _ .0 n
Ug = Wy X Fio
waaruit volgt
R RO n Lophy
(U UK) = (W wK)”(FK : FK).

K :

- Het is duidelijk dat (F, : F) = n®71. Verder volgt uit Vii.?.~

(zie de exakte rij op blz. §6)
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e bWy g oMWY= (wK’n : 1) n, %

wat uiteindeliik het gestelde beéewi]st.

Opmerking 2. De faktor T N, is steeds een macht van twee, aange-
zien N = wvoor elke v € Sgezgechts de waarde 1 of 2 kan hebben (zie
1.2.2.). 1Is dus n oneven, dan zal de teller in de uitdrukking véor
QL(ULKm) oneven ziin (voorgaande opmerking), zodat de noemer dan de
waarde 1 zal hebben. Men kan dit echter.ook onmiddellijk afleiden
uit het volgende. Is N, = 2 voor een v € éO’ dan zal er een inbed-
ding o van L in € bestaan waarvoor geldt a(L) ¢ R; o(K) CRR.

Daar L/K cyclisch is heeft men dat de vitbreiding a(L)/a(K) de kom-

plexe toevoeging J als automorfisme moet bezitten. . Wegens g2 =idm

i .
heeft men : n even, Q.E.D..

STELLING V.1.3.3. Is L/K een cyalzsche umtbrezd@ng waorvan de
graad deelbaar 15 daor een oneven priemgetal dan ¢s QL(U K D # 1.'

Met andere'wqordankf“er-bestaatfeen=eenhe@d van L wzens norm 1 zs,

en die ﬂiet,vgﬁ”défQO e

BEWIJS. 1s

p een OneVen prlemgetal dat de graad xq'van de u1tbre1~

ding L/K deelt dan‘z;1 

stelllng 92 1n [15} Aange21en Hllbert s stelllng 9&

volgt formuleren

STELLING v;il3;u;ﬁléﬁ;{Kgééﬁfgyézfjj;1i,
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graad deolbaar T8 deor een aneven priemgetal, en is er geen enkel
priemideaa! van Y dat vertakt in L, dan 18 er steeds een rdeaal
K, dat geew hoofdideaal s van X, dat hoofdideaal wordt in L.

Het klassegetal van K is dan deelbaar door dat oneven priemgetal.

REWIJS. Wegens het feit dat L/K onvertakt is geldt : v, = 1.

et diagram in stelling IV.2.4.2. leert ons dan

)F - .
QL(ULK ) = (PL A IK P Py

).
Wegens voorgaande stelling is deze index deelbaar door alle oneven

priemfaktoren van n. Aangezien verder (PL fa IK : PK) een deler

is van hy, is ook het laatste deel van de stelling bewezen.

. . . *
Indien n = p, een oneven priemgetal 1is, kan men QL(ULK ) even-
eens interpreteren in termen van representatietheorie. We verwij-

zaen de lezer hiervoor naar [22]

Is n niet deelbaar door een oneven priemgetal, dan isrde voor-
gaande stelling niet geldig. Bijvoorbeeld, is K = 'Q(VE) en
L o= K(V=3) = 0(V6,v~2,v~3), dan kan men, met behulp van I.1.4. (2),
onmiddellijk verifiéfen dat alle priemdelers van K onvertakt zijn
in L. Nochtans is hK - 1. De reden zit hier in het vertakt zijn

van de archimedische valuaties van K. Men heeft echter algemeen

STELLING Vi1.3.5. Is L een cyclische uitbreiding van X met graad
v, waarin elke valuatie van K onvertakt is, dan is er steeds een
ideaal van K dat geen hoofdideaal is in K maar wel koqfdﬁdeaaz iﬁ-_ 

L. Het klassegetal van K Zg dan deelbaar door n.

BEWIJS. De noemer in de ditdrukking voor QL(ULKf) is dan 1, =zodat
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QL L< } deelbaar is door n. De rest volgt dan uit het diagram van

stelling IV.7.8.7..

Opmerking. De veralgemening van Hilbert's stellingen 32 en a4 vindt
men reeds in [5], chap. IV, (zie voornameliik p. 402, voetnoot). De
aldaar gevolgde weg 1s in wezen niet verschillend van de onze. Che-
valley's resultaat steunt nl. op Herbrand's eenhedenstelling die we
hier in beknopte vorm onder stelling V.1.21.2. weergegeVen‘hebben.

Essentieel is hier evenwel het gebruik van het radikaal van U K in
Lﬁ, wat ons toelaat Chevalley's methode OpP bepaalde plaatsen wat

eenvoudiger te formuleren. Ter illustratie daarvan tonen we in wat

yolgt de formule voor het inertie-klassegetal aan.

De index QL(ULK#) en de inerte ideaalklassen van L.

DEFPINITIE V.1.h.1. Een jdeaal A van L wordt inert *) genoemd als :

AC = A,

et aantal ideaalklassen van L die een inert ideaal bevatten

zal thansg berekend worden.

Het 15 duideliik dat de 1nerte idealen een deelgroep van IL vor-
men. Laten we deze deelgroep met IL/K aandulden Het aantal ide-
aalklassen van L die een inert ideaal bevatten is dus niets anders

dan de index

(I P ).

WA ST

713 verder het getal a; . zoals in Stelling-IV.Q;Q.Q.

* .
) F : Ambige; E : Ambiguous.




STELLTNG V.1.4.1. Het aantal ideaalklassen van L die een inert
Sdeaal hevatien i1s geligk aan Ay sy
BEWIJS. Zi3i A een ldeaal van L, en veronderstel dat zijn kanonieke

faktorisatie in L gegeven is door
g (o)

A=up P
p P

(in de notatie van V.1.3.).
Indien AY = A, dan leert het bewijs van stelling V.1.3.1. cons dat

A E RI (T

]

K-

Omgekeerd, stel : A € R. (I,), en zii m € N, z6 dat Ame 1., Er
IL K 0 K

geldt dus voor de kanonieke faktorisatie van A" in X

-g (o) 'm m
mp. Py =mp P,
p P p
waaruit volgt
rp~1
mgp(O) = m.ay, g vom.ea, 40 .k m'ap,rp-io
rp—l
= m +om +...4 M '
e € p? p®p®
Dit impliceert klaarblijkelijk
a0 " ap 1 =, ..= aparp_1 = zegge ¢ a,.
Dus;
r -1 a
A = qpltote..to P )'p
p P ’

waaruit men zonder moeite de gelijkheid : A% = A afleidt. Dit be-
wijst dus dat I niets anders is dan R, (I ), en uit de definifie 
L/K | K ut , .

van a volgt dan het géstelde.

L/K

Gevolg. Er geldt
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) no
e Viskeves )

\:“),K = - I . f ]
LAY “'(LK P.(LL))

BREWIJS. He! volstaat stelling V.1.3.2. met stelling IV.2.2.2. te

kombineren.

We merken thans op dat de groep & werkt op de ideaalklassen-
groep van L. 1Is nameliik A een reppesentant'voor een ideaalklasse,

dan wordt de aktie van o op de ideaalklasse A.PL gegeven door

_ g _ 0
U(A.PL) = (A,PL) = A 'PL'

Het is duidelijk dat de keuze van de representant A geen invioed

heeft op de definitie van deze aktie,

DEFINITIE V.1.4.2. Een ideaalklasse A van L wordt inert genoemd

als A° = A.

DEFINITIE V.1.4.3. Het aantal inerte ideaalklassen van L wordt

net inertie-klassegetal van L genoemd en met hL/Kiaangeduid.

STELLING V.1.4.2. (Chevalley's formule). Het inertie-klassegetal

voldoet aan de betrekking

. .
hK'VL/K'VESO Nv

h = -
L/K . *
n.(UK : UKFWN(L )

BEWLJS. ZiJ Ap )y

van L met de eigenschap

de deelgroep van I bestaande uit alle idealeniA"f

i-o
A. PL.

Het is OV?PdUldelljk dét PL ¢ AL/K en dat hL/K'= (AL/K‘: PL)-




We passen thans Lemma I1IT.3.1., gevoig, toe waarbili A = AL/K’ B = P

ern £ o= A (A IL/PI - IL/PL met de betekenis van in V.1.1.). Met

(A yoo= 1

L/K X Ik vindt men dan

_ ar . opr :
(1) (AL/K : PL) = (A ° PL)'(IL/K Py n IL/K)°

Uit voorgaande stelling halen we onmiddellilk

P, N I = (

(X )¢+ P Iy TPyt P 7 A

-1

‘ by .. . .
Wat betreft AL/K 213 opgemerkt dat IL/K niets anders is dan x “(P.)

L
(de )\ die hier staat gaat van I, naar IL). Bijgevolg geldt

A

o A
e = Py 7 Iy

Beschouwen we thans de deelgroep GI/V van LY bestaande uit alle ele-

menten van 1,¥ wiens norm een eenheid is. Met andere woorden
0 Lk ° N“i(UK).

7213 verder ¢L A PL; ¢L(a) = a.OL. We beweren thans
O Ly 7 bl = (PO 1)

Inderdaad, zi] o € L¥ 26 dat @L(m) = 0.0, = voor een ideaal A

van L. Aangezien

M(a)0, = W K(Al‘“> -0, (zie I.1.2.),

L/

heeft men onmiddellilk HNia) & UK’ i.e. : o € GL/K' Omgekeerd,
.. o L.
zil a € LK en %1]

g (o)
., =TT P P
L 0 2]

de kanonieke faktorisatie van a.0; in L in de notatie van V.1.3..
Neemt men hier de norm van beide leden, rekening houdend met het: 

feit dat N(w) E UK’ dan bekomt men




g (o)

- - ~ 4
(2) NL/K(aOL) = N(a)oK = OK = T W (Pp ).

LK

Nu geldt (zie I.1.2.), voor elk priemideaal P' boven p

£

ty = p P
NL/K(P o= op Ty

waarin fp de restklassengraad van p in L is. Dus, indien gp(a) is

zoals in V.1.3., wordt (2)

(ap,0+ap,l+'"+§p,rp~1)fp,

1
<
14

W xtedy) k= p P

Hieruit volgt

1 &=

TSD-‘

p
"
o

Dit betekent echter dat het element gp(o) van Z[G] kan geschreven

worden als
gp(c) = hp(o).(l—c),

met hp(c)'e ZIG].

Voor het ideaal a.OL betekent dit

w0y, = 0P, Pl I},
wat onze bewering bewijst.
We kunnen nu opnieuw lemma III.3.1. toepassen, met A = O L/ K>
B = ¢i1(Pi) = UL'L¥A, £'= ¢;. Dat levert ons volgehde gelijkheid
op ' '
SR A u L.

De laatste index kan men dan weerom met behulp van lemmd 11173.i¢7'

(waarbij A = © B = UL.L*A; £ = N) omrekenen als volgt :

L/K®
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- { LfK%J Ker N 0 (0 L/Klg : Ker N (aangezien Ker N € O L/K)
- (UL.L*A}N = Lﬁk - Ker N, wegens stelling 111.3.2.1.
Dus geldt
. A, - . # A
(0 e UL.L y = (NC O L/K) : N(UL.L Y)

#
(UK nON(LT ) N(UL))'

yult men dit in de formule (1), en houdt men rekening met de formu-

le voor a; in de voorgaande steliing, dan bekomt men het gestelde.

De isomorfismen die men in het bewiis ontmoet vindi men terug in

volgend diagram

L, UK M N(UL)
,///ﬁ//// A
G e IA N P
L/K ¢ l p L
[
| %ﬂ,//*' N(UL) L
%)
U_.L - > P
L | ¢L L

Hierin ziin de vertikale pijlen de natuurliike inklusies : dat ze
evenwijdig getekend ziin duidt op het isomorf zijn van de quotiént-

groepen gevormd door de bovenste groep te delen door de onderste.

Gevolg. Er geldt

Q- (I,)
IL K
K G, (Py)
PL K

% : ‘
(N(L ) h UK : N(UK))‘

Dit leidt men af uit de definitie van vy, €n het resultaat van
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stelling V.1.3.7., waarbij gebruik gemaakt wordt van de relatie

N (U

— * 1 ;* )
W K)) = (U N(L ) M UK).(N(L ;N Ug ¢ N(UK)).

K

De formule van Chevalley vindt belangrijke toepassingen in de
studie van de ideaalklassengroepen van de velden K en L. We ver-
wijzen de lezer o.m, naar [ 81 en [13], en naar het laatste para-

graaf waar we de meest klassieke toepassing zullen uiteenzetten.

§7. KWADRATISCHE UITBREIDINGEN VAN EEN GETALLENVELD

Doorheen deze paragraaf zal K een getallenveld van graad m
ziin over Q. Het getallenveld L is kwadratisch over K, i.e.
L = XK{(/u) voor een u € K*, TR K*Q. De uitbreiding L/K is klaar-
blijkeliik cyclisch, en zijn galoisgroep is {1,0}, waarbij o het

automorfisme is van L over K dat Vi afbeeldt in -~/

De relatieve regulator.

zij F de verzameling van alle inbeddingen van L in €. Het is
duidelijk dat #F = Qﬁ.“ Veraer éeldt dat er veoor elke o € F &&n en
Sieoﬁts.één 8 van F, verschiliend van o, bestaaf zodanig dat
a|K = B|K. Dit element B is namelijk niets anders dan de inbedding

o og, We noteren

o = .o 90, ‘ ‘ S

717 F1 de verzameling van alle reéle inbeddingen Van‘IJ,ih:E,:{2 

T.d.W.

Foo= {o.|]o € F en a(L) C R}.
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*

Het ig duidelijk dat o € Fl = o € F,, zodat we F, kunnen schrij-

ven als

F, = { ¥ ar 5,00}
- 013013 625 2‘."") a:\oa

7Zij F2 de verzameling van alle komplekse inbeddingen van L die
de eigenschap hebben dat hun beperking tot K eveneens kompleks is,

i.e.

F? = {o]a € F; a(l) € R en a(K) ¢ R}

Het is duidelijk dat F, met o ook de kompleks-toegevoegde o van o

bezit. Verder geldt

alK # alK,

aangezien o(K) ¢ R, Men heeft eveneens : a € F2 = gt € FQ, en

¥ - ‘ . - # —% .. . .
o # &, De vier elementen, o ,d ,0 en o zijn dus vier verschil-

lende inbeddingen van L in €. Men kan dus F2 als volgt aangeven :

F. = {o o ok o o o o 5
2 a+1°%a+1°%a+1°%a+17" " " atb’Tath’ a+b’ a+b

}

Tenslotte, 2ij FS de verzameling van alle komplekse inbeddingen

van L waarvan de beperking tot K regel is, i.e.

F, = {ala € F en : a(l) ¢R, a(K) CR}

Hier geldt eveneens : a € F, < o € Fgi in dit ‘geval is a echter
niets ander dan o', aangezien alK = a|K. Bijgevolg kan Fj, aange- -
geven worden als volgt

% . % Lok =
FB = {Tl,Tl, TQ,TQ,...,TV,TV}, met T, = Ti..

Klaarblijkelijk geldt : F = F U F, U F, (disjunkt). In termen




van valuaties (zie 1.2.7.) 1is v niets anders dan het aantal (niet-
equivalente) archimedische valuaties van K die vertakken in L.
Inderdaad, is w een valuatie van L geassocieerd aan een element
uit F1 of F?, dan valt zijn vervollediging iw samen met de vervolie-

diging kw]K van K t.o.v. wl/K, terwijl dit niet meer het geval is

voor een valuatie geassocieerd aan een element uit FS’ aangezien

A~

L

18]

£ en ﬁ

W w| K = R.

We zien verder dat het aantal redele inbeddingen van L gelijk is
aan 2a, terwijl het aantal komplekse gelijk is aan u4b+2v. De vrije
groep UL/WL is dus van rang 2a+2b+v-1 (zie I.3.1.). Verder vindt

men gemakkelijk de reédele inbeddingen van X, nl.

Otk 0%t T xe Toqker o Ty ke

De komplekse ziijn dan : '

Oas1ik%a+1lK %+2 k0% +1 k> " *%atbiK> Ca+b|k

Dit betekent dat de vrije groep UK/WK van rang a+b+v-1 is.

Teneinde de notaties wat in te korten stellen'we verder

- a+v+b-1 = d
- ?2a+2b+v-1 = £

- atb = u,
waarbij op te merken valt dat
t-d = u.

fen relatief fundamenteel systeem van eenheden voor L/K (zie defi~
nitie II1.1.2.2.) zal dus steeds u elementen bevatten (zie-stelling

Iv.1.2.).




DEFINTTIT V.2.1. Zi) A = {61""’6u} een relatief fundamenteel

systeem van eenheden voor L/X. De relatieve regulator van A is de

absolute waarde van de determinant

. p A 3 ) A
| 1n1n1(51)1 e 1n|oa(n1)l ?ln!oa+l(61)l . 21nlou(61)i

, A A A A
Injo (8] -+ Injo_ (8] 2inlo_ 8D -+ 21nfo (8]

(waarin A dezelfde betekenis heeft als in 81, i.e. : MED =EA =£1"0}.

We noteren de relatieve regulator van A als RL/K(A).

STELLING V.?2.1. Yoor elk relatief fundamenteel systeem van eenhe-

den {61,...,6u} = A voor L/K geldﬁ

q, (U) . R
R ) LUK L

L/K R | >
2 Ry

waarbiJ RK en RL de (klassiekel regulatoren van K, resp. L zijn.
De relatieve regulator 18 dus onafhankelijke van de keuge van het

relatief fundamenteel systeem van eenheden b,

BEWIJS., Wegens stelling iV.1.2.2. bestaat er een fundamenteel sys-
teem van eenheden {ni,..,,nd} voor K en een fundamenteel systeem
{sl,...,ed, Ed+1""’€t} van eenheden voor L, zbdanig dat volgende

relaties gelden

a
B 1
Ny T b4Ey
(1)
a
) d
nd - Cdgd 2
waarin Ci = WL en a. GINO VOor i = 1,25...,d. Hierbii is, weggns'

voornoemde stelling :

(2) aja,...a4 ® qL(UK) = g.
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Vooraleer de berekening van RL/K(A) aan te vatten, voeren we nog
de volgenle notatios in
- voor o2 b,7, 5 O TS R~ N ,u stellen wo
i
ST = m 1n|6i(ej)1
(3)
%1 *
¥4 -, injo. (e,
J g
waarbi]
m, = 1 voor 1= 1,2,5...,4
2 Voo 1= ati,...su 3
Dit betekent niet anders dan dat my de lokale graad is
van de archimedische valuatie : § - |dj(€)| van K in L.
- voor 3 = 1,2,...,t en i s 1,2,...,v stellen we
(3") i - oin|t. (e
J 1]

Met deze notatie kunnen we de regulator van L als volgt schriiven

(4) R, =

u %1 ¥Uu 1 Y
S1 S1 Si T1 . T1
u ¥1 ¥u 1 v
8¢ St S¢ Ty Ty

(de buitenste streepjes duiden op de absolute waarde) .

Wat betreft de regulator van K noteren we het volgende

- voor elke o € F en elke j € {1,2,...,d} geldt

1 (n. =
nla n])|

= 3 .
1n]a(cjej )| o=

' a .
1nla(zj).a(ej) |

1H|G(Cj)l + ay l§la(sj)\.,

In deze laatste som vervalt de eerste term aangezien a(Cj) een




eenheidswortel is, waardoor [a(ij)l gelijk aan 1 is.
- Hieruit volpt

™ ln[ai(nj)! 78% voor i = 1,2,...,u 3 3 = 1,...,d

1
jab

(5)

"

aj T% voor i =1,2,...,v 3 J=1,...,d

a1

ln]fi(nj)f

De regulator van K kan dus, gebruik makend van (1), als volgt ge-

schreven worden

? 1l 1 v
81 81 T1 T1
- 9
RK =
2 2 i 1 v
Sd Sd Td Td

Verder volgt uit (5) en uit het feit dat a¥|X = alK voor alle a€F :

stz gt
J J
voor i = 1,2,...,u en 3 = 1,2,...,d. Dit geeft in (4), na van el-

ke ide kolom (i = 1,2,...,a-1) de (a+i)de te hebben afgetrokken

1 u 1 v
0 .. 0 S1 81 Tr_l e T1
"t u 1 mV
(7) 0 M O ) Sd 4 .o Sd Td + e 2 Td
RLz 5
°?2 Sy %1 #U 1 Y
Sd+1 e Sd+1 Sd+1 Tt Sd+1 Td+1 e id+1
o1 %u *¥1 #u 1 v
St St St St Tt Tt
waarin voor 3 = d+1,d+2,...,t en i = Z,3,...,U
0- . .
gt - gt . ¥,
3 ] ]

Verder geldt voor j = 1,2,...,d":
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Dit volgt onmiddellijk uit het felt dat voor o 1,2,...,d

1 = ENK/Q(nj)l = 12 a(nj)!,

waarbii, in het produkt, o alle inbeddingen van K in € doorloopt.

Dit laat ons toe de determinant in (7) te schrijven als volgt

? u 1 v
0 0 0 S1 Ce S1 Ti C T1
2 u 1 Y
0 0 0 Sd Sd Td Td
bl
22 2u 2 u 1 u
Sd+1 T Sd+1 Md+1 Sd+1 e Sd+1 Td+1 et Td+l
22 . ou 2 u 1 v
St St Mt St St Tt Tt
waarbij, voor J = d+l,...,%t
I R I 1
(8) M. = ] Sz +3% ] Ti.
L U A -

waarbii A een d x d-matrix is en B een u xu-matrix. Het is welbe-

kend dat voor dergelijke determinanten geldt :

0 A
(9} \

l = jdet(A)|.|det(B)].
B C |
Hierbij is jdet(A)| echter niets anders dan QV.thRK (zie : €§5)31

Wat betreft |det(B)| geldt :




Cidu,

%i+1 e %3+1 Md+1
(10) det(B) =
57 seomM,
Beschouw dan de relatie
1n(lNL/Q(Ei)l) = 0 voor i = 1,2,...,%,

dan Lbekomt men

u . . u .
% L¢]
M, = %( R CHEE I —% yoSsy o,
J i1 ) ] i=1
Q
1 hiets anders is dan S% - S%i).

(waarin vanzelfsprekend Sj 3 ;

Hierdoor wordt (10), na een behoorlijke verwisseling van kolommen

01 . Ou
Sd+l v Sd+l-
(11) ldet(B)| = l
01 Ou
St St
Men vindt hierin
o . . o,(e.)
gt - gt . Sfl = m..1ln( = 1 ) s
B J J + ot (e.)
1]

dit laatste is echter, wegens 0. (e ) =0 (o(e }), niets anders ‘dan
m. 1n(|0 (e )|) In (311) herkennen we dus de relatieve regulator

RL/K(Ed+1""’€ ), zodat uit {(10) het bewils van de stelllng volgtL

Opmerking. Deze stelllng laat ons toe voortaan ‘over de relatleve

regulator van de uitbreiding L/K te spreken in plaats van de rela—

tieve regulator van een relatief fundamenteel systeem van eenheden
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voor L/¥K. Is in het voorgaande u = 0, dan koemt men overeen RL/K
gelijk aan 1 te nemen. De relatie in de stelling blijft daarbij
nog van kracht, zoals de lezer gemakkelijk kan ragaan. Op dit bij-

zonder geval komern we terug in V.2.3..

Het quotient hL/hK.

Hier zullen we de rol van de relatieve regulator in de analytische

uitdrukking voor de verhouding hL/hK nader onderzoeken,

Wegens I.3.3. beschikken we over de volgende twee gelijkheden

(WL LY DL
h = lim z
L 2a+?b+vﬂ2b+vR o1

Z
L s>1

L(S}.

(v 14/ D !
h, = K K lim (s)
K ~ .a+b+v b bg'sl.
LT 'RK 51

2
s>1

Hierin ziin alle voorkomende notaties hoger'gedefinieerd. Er geldt

H

dus voor de verhouding hL/hK

;'Ii = (W s W o) ' +leI;+v - lim- 'C'L";‘;
K Cip,l 23tPePtYR e B
K L
a>1
Met : R, = 27 M (q, (U ))‘_1-R R (stelling V.2.1.) wordt dit
S L, Yk K “L/K ng ¥es.ds
h D, | | 7, (s)
1, L q : L
— = (W. W) - . — 11im .
hK L K IDKl 28+b+V“1wb+VRL/K a1 CKZS)

s5>1

De laatste limiet kan nog met behulp van Euler's identiteit (fijﬁi)i

omgekeerd worden. Men heeft nl., voor s > 1
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-1
QL(S) = L 57 n (1 - S S)
ACT! W (AY® Peg ¥ (P)
(1) <
-1
L) = ] ie—= M- e
aSTy W)™ peg, ¥ (o)

waarin Ii, (resp. Ik) de verzameling is van alle gehele idealen van
L (resp. X) en QL (resp. QK} de verzameling is van alle priemidealen
van L{ resp. K). WUWe krijgen dus

EL(S)
CK(S)

= I c (s)
P
PEQK

waarbi]j Cp(s) gedefinieerd is als

1:-—1':"—"5"'
NK(p)
¢ (s) = T
(1 - —————g)
Plp Ny (P)

Dat het produkt II cp(s) xonvergeert volgt uit de absolute konvergen-
P

tie van de produkten in (1). De waarde van cp(s) wordt verder be-

paald door de aard van de kanonieke faktorisatie van p in L. Het

is duidelijk dat er zich slechts drie gevallen kunnen voordoen, nl.

(1), p o= PyPy, Py # Pyi £(PLIp) = 1, W (P = p

voor 1 = 1,2.

In dit geval heeft men voor i = 1,2
NL(Pi) = NK(NL/K(Pi)) z NK(p),

waaruit volgt




o - 2
(ii). p = Py F(Pipy = 25 N, (P) = p°.

In dit geval getldt

? }
BOCPY = W () W (P = (NK(p))?,

L/K

waaruit volgt

11
—~
s
-+
g

cp(s)

. . pl. -4 -
(iii). p = P%s E(Plp) = 15 Wy (P) = p.

In dit geval geldt
NL(P) = NK(NL/K{P)) = NK(p),

zodat

[F}
s

cp(s)

We voeren nu het homomorfisme XL/K IL + {+1,-1}, in als volgt

+1 indien (i) geldt
XL/K(p) =q-1 indien (ii) geldt

0 indien (iii) geldt ,

en we breiden deze funktie uit naar I, door multiplikativiteit.

Hierdoor kan.cp(s)fals volgt geschreven worden

' Xy P
e () = (1 LK
NK(p)
Het produkt Il cy is echter een kontinue funktie van s in het inter-
P . -

val (8,»), zodat men heeft

CL(S)
lim T ey = 1
51 EK 5) P
s>1

1-»
B XL/K(p)

5
NK(p).
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Dit laatste produkt staat bekend onder de benaming : de L-funktie

voor het karakter ¥ , en het wordt afgekort tot L(s, ). Voor
L/K g X1,/ K

s > 0 geldt verder nog

Lis,xg 0 = 1 Xk

acT) s
X NK(a)

waarbij de laatste som uniform konvergeert in het interval [§,e]

voor elke 6 € R, & > 0.

Yoor th;1 vinden we dan uiteindelijk, gebruik maken van het

feit dat (W _ : gy (U) = Qp (U (zie stelling TII.1.2.1.)

iﬂ - o U ?E L(i,XL/K)
hK T LUK DK Qdﬂb+vR'
L/K

(Hierin is d = a+b+tv-1 = rang(UK/wK}, zoals in het Qoorgaande punt).

Aangezien we in deze uitdrukking nagenoeg'dezelfde "karakteristie-
ken" aantreffen als in de gewone formule voor het klassegetal noemen

we de verhouding hL[hK het relatieve klassegetal van de uitbreiding

L/K.

Bijzonder geval.

DEFINITIE V.2.3. Een getallenveld .F heet totaal-reéel als elke
inbedding van F in € een reéel beeld heeft; is daarentegen het
beeld van elke inbedding van F in € kompleks, dan‘noemt'mén F f,‘

totaal-konmpleks.

We veronderstellen thans dat in het voorgaande' K totéal-reéel
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is, terwiil L totaal-kompleks is. Voor het veld K betekent dit
dat het van de gedaante Q(8) is, waarbij 8 een wortel is van een
irreduciebele polynoom f(X) = irr(8,Q,X) € QI[X] die slechts reéele
wortels bezit. Veoor L = K(vu) betekent dit niets anders dan dat yu
een element is van K dat door alle inbeddingen van K in & op een
negatief redel getal afgebeeld wordt. In de notatie.van V.2.1.

geeft dit

H]
s
-
™D
w
-
1t}

Ui(u) < 0 vOoOor 1

1
JUEY
-
(]
w
-
<

Tﬁ(U) < G voor j

Het is echter duidelijk dat a = 0 = b. Dit betekent dat de vriie
groepen UL/WL en UK/WK dezelfde rang hebben. Dus, UL/UK an UL/WLUK
ziin eindige groepen, zodat

RL(UK) = RUL(UK) (zie stelling IV.;.l.l.) = RUL(UKWL)

= RL(UKWL) = UL.

Opmerking. De indek (UL ! WLUK) wordt de_eenhedeqindex (einheiten-
index) genoemd, Het feit dat ziin waarde 1 of 2 is werd voor het
eerst opgemerkt door Hasse in het geval dat 1. abels is over @

(zie [1&],‘waar men tevens een uitvoerige behandeling van de rol
die qL(UK) speelt in het bepalen van het relatieve klassegetal aan-
treft). De uitbreiding naar willekeurige totaal-komplekse velden

L die kwadratisch zijn over een totaal-re&el veld K vindt men in
Uchida's recente werken over het klassegetal van komplekse abélsé
velden (zie [271 en [281).

Wét betreft de relatieéve regulator RL/K,heeft men vaﬁzelfSPfe* '

kend

-
£

L/K ~




AV

Ne formule voor het relatieve klassegetal luidt dus als volgt

V~11Fv L(i’XL/K

).

Deze uitdrukking is het uitgangspunt van een recent werk van Gold-
stein over het relatieve klassegetal, waarin —onder de voorwaarde
dat ¥ nog een deelveld K' bezit waarover K kwadratisch is— de

faktor L{1 ) nog verder omgerekend wordt tot een eindige som

XL/ K
(nie [12]).

§3. RADIKALEN IN KWADRATISCHE,
BIKWADRATISCHE EN CYCLOTOME VELDEN

Kwadratische velden.

717 K = Q{/d), d een kwadraatvrij geheel getal. De notaties en

conventies van de vorige hoofdstukken blijven ook hier van kracht.

We stellen on hier tot doel de grootheden qK(Q*), qK(UQ}’ qy (Ip? s
: K <

QPK(PQ) en hK/Q

dan toelaten een resultaat in verband met de pariteit van het kias-

t+e berekenen; de kennis van deze laatste zal ons

segetal h, van K af te leiden, yia de in hoofdstuk IT uiteengezet-

K

te theorie der bikwadratische velden zullen we dan zien dat dit re-
sultaat eguivalent is met een stelling uit de theorie van de klassen-

velden (Classfield Theory).
Ons eerste resultaat luidt dan als volgt

STELLING V.3.1.1. Er geldt

q (@) = 2.
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BEWIJS. Stelling V.1.2. geeft ons

¥y
0 (Q ) = (W-CD N(WK))
(hier is N niets anders dan de norm van K tot §), Hierin is
W, = {+1,~-1}. Het is verder gemakkeliik na te gaan dat men heeft

U
N(WL) = {1}, waaruit het gestelde volgt.

Opmerking. Het is niet moeilijk een representant p in RK(Q*) voor
de quotiéntgroep RK(Q*)IWKQ*) te vinden. In de gevallen waarbij W
slechts de elementen +1 en -1 bevat (i.e. : WKQ* = ®¥) kan men we-
gens de beschouwingen van hoofdstuk II; §2.1., p = vd kiézen. Is

d = 3, dan volgt uit (V:§)2 € QQ en V-3 ¢ WKQ* dat ook hier p = Vd
kan genomen worden. De Qnige uitzondering ontmoét men dan voor

d = -1; men heeft imﬁers klaarbliikeliik : p # V-1. Wegens de ge-
1ijkheid

")

(1 + D% = 21, (€ WO

en het feit dat 1+1 ¢ WKQ* kan echter p = 1+ 1 genomen worden.

Wat betreft qK(U ) noteren we eerst het volgende. Is L een ge-

U]
tallenveld waarvoor geldt :'WL = U (wat het geval is indien L = @
Retadhahyel, ' :
of indien L een imaginaiﬂVbeid is), en is F een willekeurige uit-
breiding van L, dan is het duidelijk dat RF(UL) niets anders kan

ziin dan W

p- In ons géval, i.e. : L=Qenk¥T = D(/d) leidt dit

tot :
STELLiNG V.3.1.2. Er geldt

Wat betreft de index Uq (I ) = v

_ noteerden we feedé'ééfdéh




L

dat deze gfelijk 1% adn 27, waarbil t het aantal priecmdelers van

de diskriminant DK van ¥ is (zie : IV,2.1., opmerking 1). Wepens

stelling II.1.1., gevoig, hebben we dan

STELLING V.3.1.3. Is r het aantal priemdelers van d, dan geldt

2 indien d # 3 (mod W)

K/Q =
pTH1 3 (mod 4).

1

indien d

11

We bereken thans de index qp {P.) QK(UKQ$)' In de formule van

@
stelling V.1.3.2., 1.e.

* —_—
QlUy®) = =~ 7§

is 5, een singleton : het bestaat namelijk uit de gewone absolute
waarde van Q. Het-produkt in de noemer bestaat dus uit é&é&n enkele
term, N_, en deze 1s wegens de definitie (zie 1.3.2.) geliijk aan 2
indien d negatief is en gelijk aan 1 indien d positief is. Wat
betreft de index (UQ : N(UK)), deze is duideliik gelijk aan 2 in-
dien d negatief is, aangezien men in dat geval UQ = WQ en Uy = Wy
heeft. Is d > 0, dan zal deze index gelijk zijn aan 2 indien de
fundamentele eenheid n, van K norm +1 heeft en gelijk.aan 1 indien

N(nK) - -1. Samengevat levert dit
STELLING V.3.1.4. Er geldt
2 indien d < 0 of, indien d>0 en Nlmg) =-1

%
Qe (U, @) = o
Y indien 4.7 0 en N(nK) = +1.



Als QK(UKQ*) de waarde ? heeft, dan is de struktuur van de quo-
tiéntgroep RK(UKQ*)/UK@* volledig bekend; als representant ervoor
kan men dan dezelfde nemen als vooer RK(Q¥)/WKQ¥' Is QK(UK@#) ge- -
1ijk aan &, dan volgt uit stelling IV.2.4.1. dat de groep

RK(UK@¥) niets anders kan zijn dan de Viergroep van Kiein. Ook

hiervoor kan men representanten bepalen. IS nameliik p = x +yvd

(x,y € §) er een, dan zal gelden

pz = (x + y\/rcf)2 = n?Z,

. . %
voor een m € % en een 7 € Q*. Aangezien elk element uit pUKQ re-
presentant is voor dezelfde klasse modulo UKQ¥ als p, mogen we ver-
onderstellen dat aan &&n van de volgende twee vergelijkingen zal

voldaan zijn

(1) 0 = 7

(2) 02 = n,Z,

waarin we 2 kwadraatvri]j kunnen onderstellen. Uit (1) volgt
s = 7, zodat Z slechts 1 of d kan zijn. Pit levert ons dan

twee representanten op, nl. 1 en vd. Wat'betreft (2), stel

Ng = u +wd (waarbij uQ-v2d = 1). Men heeft dan

x° 4+ y°d = u.?

IXy = V.4

Hieruit vindt men twee oplossingen voor x2, i.e.

2 _ u+l 2 . u-1
1~ Z(-"?—‘) en X = Z(—"‘“’? Y.

* 2

Opdat de 1% oplossing (resp. de 2©) zou opgaan,zal 7 dus het kwa~- -
draatvrij deel van het geheel getal 2(u+1) (resp. : 2(u413)-m0?feﬁﬂ
zijn, i.e. : Z = 2(u+1)£i (resp. @ % = Z(u*l)ig),'waarbij £, en E?

gepaste rationale getallen zijn. Daaruit velgt dan -



? )
v - ! . = o - . - - - . —
*y (u+l)£1 » Y Vai (resp. P X, (u 1)5,2 S Yo ng?).
Hierdoor = 1jn twee andere representanten bepaald, nl.
o, = u + 1+ wvwd  en p, = U -1 4+ wd.

Het is nuttig hier te wijzen op het feit dat de kennis van de re-
presentanten voor RK(UKQ*)/UK@* erop neerkomt dat men zonder moeite
de algemene gedaante van alle oplossingen X,y,Z in @ van vergelij-~
kingen van de vorm

m,

cx-+yvﬁ)2 = Ny

kan neerschrijven.

We resumeren dit alles in

STELLING V.1.3.5. Is K een reéel kwadratisck-veld met fundamente-
ie eenheid Ny dan geldt : N(nK) = +1 dan en slechts dan als de ver-
gelijking : 02 = nK.Z oplosbaar is met p € ¥ en YRS Q¥. In geval
van opZosbaarhéid sal het kwadraatvrije deel van 7 dit zign van

2(u+1) of 2(u-1). Omgekeerd, is N(nK) = +1, en 18 Z het kwadraat-

vrije deel van 2(u+l) of 2(u-1), dan zal nK.Z € K¥2

Het zij hier opgemerkt dat in Ince's tabellen (zie [16]) gebruik
gemaakt wordt van het feit dat de fundamentele eenheid (zo ziijn
norm +1 is) geschreven kan worden in de gedaante

2
(x + yVd)
Z E]
met 27 kwadraatvrij'en geheel (en bijgevolg : xgryva 670‘) ‘Men_-
ziet verder ook dat het ideaal ZO een kwadraat ié-in IK’ wat be—'
tekent dat 7 een produkt van vertakte prlemdelers zal ziin. Over

de betekenls van 2 1in de theorle van de Padlkalen wordt in. volgend




punt uitgeweid.

Wat nu hel inertie-klassepgetal betreft, dit wordt gegeven door de

formule in stelling V.1.4.2., i.e.

hoVisa Ny

%
(U : m
2. ( o U(D N(K 1)

h

K/ -

Daarin is h@ = 1, en is de index in de noemer gelijk aan 1 of 2 al
naargelang -1 norm is van een element uit K* of niet. Met Y/ = ot

verkrijgen we dan

STELLING V.3.1.6. Er geldt

-1

2 indien 4 < 0 of indien d >0 en ~1eN(K)

t=2 L gien d > 0 en -1 € N(KY)

Opmerking 1. Voor d > 0 volgt uit de stelling van Hasse-Minkowski
(zie [ 31, ch. I}

-1 € N(KT) e alle oneven priemdelers van d zijn van de vorm

Um + 1.

Hiermee rekening houdend kan de stelling in termen van het aantal

priemdelers r van d als volgt geformuleerd worden

3 (mod )

2 indien d < 0, d =
2¥~1  indien d < 0 en d % 3 (mod 4) of
. ' }F .
hK/Q i T o d> 0 en -1 € N(K' ) of . :
d>0end= 3 (mod 4)
2 N as s Caod ).
2 indien ¢ > 0, -1 & N(K ) én d#3 -(mod-
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De rol van bij het bepalen van de pariteit van het klasse-

hK/Q

getal hK van K komt duidelijk naar voor in hetgeen nu volgt

IEMMA V.3.1.1. Er geldt

1 = 9
nK/Q 1 = hK 1S oneven.
BEWIJS. Veronderstel hK even. Er bestaat dan een ideaal a van K,

niet in P, met de eigenschap : a’ € Py, of

a’ = u.OK (o0 € Kﬁ).

Anderziids, aangezien dé norm NK/Q van a een ideaal is van ©, en
aangezien IQ = P02 (m.a.w. : %4 is een hoofdideaalring), bestaat er

*
een element a van Q. zo dat

CL.ULU =

NK/Q(a)OK = a.OK.

Combineert men dit met bovenstaande betrekking, dan vindt men

al—c‘: u.anl.OK € Py.

Er bestaat dus minstens één ideaalklasse die inert is, namelijk

a.P waaruit volgt : hK/Q # 1. Dit bewiist "=". De omgekeerde

K‘}
implikatie volgt uit het feit dat hK/Q een deler is van hy.

De alternatieve formulering van stelling & laat ons toe alle

vwadratische velden met oneven klassegetal aan te duidem, i.e.
STELLING V.3.1.7. Het klassegetal van het veld QK/d) (d kwa-

van de volgende voorwaarden voldaan 18

(1) d < 03 -d een priemgetal van de vorm um-+ 3

(zi)d = -2

draatvrije geheel getal) is oneven dan en glechts dan als aan-eaﬂ"'
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(747} 4 > 0, d een priemgetal

f1v)  d

re

?.p, p een priemgetal, = 3 (mod 4}

(o) dd

1
o

1Py Pq 2N Py priemgetalien, = 3 {mod H).

We zijn thans in staat volgend resultaat uit de theorie van de

klassenvelden te bewijzen

STELLING V.3.1.8. Fen kwadratisch veld X heeft even klassegetal
dan en slechts dan als er een kwadratisch onvertakte uitbreiding

van K bestaat.

(Onder een onvertakte uitbreiding van K verstaat men een uitbreiding

waarin alle valuaties van K onvertakt zijn).

BEWIJS. Veronderstel h, even. Uit de voorgaande stelling kan men

K
dan zonder moeite afleiden dat er twee kwadraatvriije gehele getal-

len d, en d2 kunnen gevonden worden die voldoen aan de volgende

1

voorwaarden

(1) d = didQ

(2) d, en d, niet beide negatief

(3) dl # 1

1}

(4) d 1 (mod 4).

2

Beschouw dan het velq L = K(Vﬁ;) = Q(JE,VE;,VE;). Dat de archime-
dische valuaties van K onvertakt zijn in L volgt uit de voorwaar-
de (2). De priemdelers van K zijn onvertakt wegens I.1.4, 1 (2).
Dus, L/K is onvertakt. Dat, omgekeerd, het even zijn van by vqlgt1.
uit de existentie van een onvertakte uitbreidihg'van K is eéh?.

rechtstreekse toepassing van stelling V.1.3.6..

Ogmérking 2. De implikatie : "hy, oneven = L./K is veprtakt voor alle
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Lwadratische uitbreidingen L van K", kan ook rechtstreeks uit stel-
ling 7 afgeleid worden. Men kan immers met behulp van 1.1.4. en
stelling 11.3.2.2. gemakkelijk nagaan dat elk bikwadratisch veld L
dat K bevat vertakt zal ziin zohaast d aan een van de vijf voor-
waarden van stelling 7 voldoet. Dat men zich mag beperken tot bi-

kwadratische velden L volgt uit

LEMMA V.3.1.2. Is K een kwadratisch veld, en is L een kwadrati-

sche onvertakte uitbreiding van K, dan is L bikwadratisch over Q.

BEWIJS. 7i3 L = K(/§) een onvertakte uitbreiding van K, en 2ij

aj apn
K Py Pp

1

e

de kanonieke faktorisatie van het ideaal uOK in K. Aangezien dit
ideaal een kwadraat is in Iy (nl. : (VEOI)Q), en aangezien geen en-
kel priemideaal Py (i = 1,2,...,r) een kwadraat is in I (wat volgt

uit het onvertakt zijn van L/K), vindt men onmiddellijk

Y
i
1]
it
it
&)
1

0 (mod 2).

Dus : ul, = a° (a € IK}, De norm NKlm_nemend vindt men dan

NOOZ = (a))?

(NK/CD
Wegens het feit dat NK/Q(Q} element is van PQ vindt men

N(u) € Q*Z of N(u) € -Q*Q.

Het onvertakt zijn van de archimedische valuaties van K verhindert
de tweede mogelijkheid. Men kan bijgevolg stelling 11.2.72. togpaéf_

sen, wat het gestelde oplevert.

Gevolg. Is L'eenlveld'van graad 4 over @ dat K bevat; en is L
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f

geen bikwadratisch veld, dan is L/K vertakt.

Is, bijvoorbeeld, L totaal-reéel en cyclisch over f}, dan is dit
resultaat eer bilzonder geval van stelling van Hasse die zegt dat
er in elk deelveld van een totaal-reéle cyclische uitbreiding van
§ minstens één priemdeler voorhanden is die vertakt in L. (De le-

zer vindt een eenvoudig bewiis van Hasse's steliing in [9 1.7

Cpmerking 3. Stelling 8 kan men gemakkelijk rechtstreeks bewijzen
met behulp van de theorie der klassenvelden. Daar wordt namelijk
aangetoond dat er voor elk getallenveld K een maximaal onvertakte
abelse uitbreiding Hy bestaat waarvan de galoisgroep Gal(HK/K) iso-
morf is met de ideaalklassengroep IK/PK van K. Dus, als h, even
is, dan zal Gal(HK/K) een deelgroep van index 2 bezitten : het

vast veld voor deze deelgroep is dan een kwadratische onvertakte

uitbreiding van K.

Stelling 7 is dan eveneens uit stelling 8 af te leiden. Men ge-
bruike hiertoe I.1.4. en stelling II.Z.4. als volgt : onderzoek al-
le getallen d waarvoor er een bikwadratisch veld L = m(JE,vET,vEET>
bestaat dat onvertakt is over §(~/d). (Dat slechts bikwadratische

velden onderzocht worden volgt uit Lemma V.3.1.2.}

Wegens opmerking 2 ziet men dat stelling 7 en 8 dus equivalent

zijin.

Fenhedenindices in bikwadratische velden.

7ij K = Q(vd), d pesitief, geheel en kwadraatvrij.

We stellen ons hier de vraag : voor welke bikwadratische veldeﬁ?
L die K bevatten is q (Uy) = 2 ? Voor de xomplekse bikwadratische

velden zal dan wegens stelling 1I.3.4.2. het klassegetal hy gelijk




130,

ziin aan het produkt van de klassegetallen van drie kwadratische

deelvelden van L.

417 Me = n =y + vwWd de fundamentele eenheid van K. Noteer dat
u,v € NO indien d = 2,3 {(mod 4) en dat u,v € %—E, u=-v € Z indien

= 1 (mod 4). Het kwadraatvrije deel van 2(u+1) (resp. : 2(u-1))

duiden we met d' (resp. : d") aan. Noteer dak d'.d" = d of Hd.

STELLING V.3.2.1. 2¢j L een bikwadratisch veld dat X bevat. In-

dien N(nyg) = NK/Q(H) = -1, dan geldt : qL(UK) = 1. Ts N(n) = +1,
dan geldt
(i) 2¢ {d',d"t =+ q (U) =2 = L= Q(V/d,va',v/d"™) ,
of L = Q(/A,V/=d",/-d"),
(ii) 2 € {d',d"} = ¢ q (U =2 < L= Q(va,vd",vam ,
L = Q(\/&,V-d',\l*d") .
of L = Q(Vd,/~1,V-d)

BEWIJS. Veronderstel : qL(UK) = 2, Er is dan wegéns stelling IV.

1.2.7. een eenheid ¢ van L te vinden waarvoor geldt

(1) n =% g,
met : ¢ € WL. Veronderstel eerst dat f = +1 of -1 (wat niet bete-
kent dat'wK = {1,-1}). Het veld L zal dan niets anders zijn dan

K(VnK) of K(v-nK). Uit de bikwadraticiteit van L volgt dan :
N(n) = +1 (zie stelling TI1.2.2.). Hieruit volgt dat er een ele-

ment p van OK bestaat zo dat

92 = ni,

waarbij 7 ofwel d', ofwel d" is. Het 1s dan duideliijk dat men
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heeft

L = KWER) = XK(WEA") = K(WEA™), met & = 1 of ~1.

Omgekeerd is het vanzelfsprekend dat de RT-index van UK in het vel?
K(VEn) gelijk aan 2 zal zijn aangezien n het kwadraat van een een-

heid van dat veld wordt.

Yeronderstel vervelgens : ¢ € {1,-1}. Aangezién X reéel is be-

tekent dit : I, = K(r). Het is welbekend dat de irreduciebele poly-

noom van f over K gelijk 1s aan (X~C)(X—c'1). Dus, het element
Lo+ gqi = a behoort tot K, en er geldt
¢ = ar -1
Stel nu : £ = p+qg met p,q € K. Uit (1) volgt dan onmiddellijk
n o= -?pq-aq2 + gl(p+qa)? -q’1.

Dit impliceert :.(p-&aq)z = qz, d.w.z. : p = Eq ~aq, waarbi) £ =1

of -1. De oplosbaarheid van (1) komt dus neer op de oplosbaarheid

van
.2
(27 n =g (a- 28).

De mogeliike waarden van a worden door stelling II.3.3.1. geleverd,

i,e.
(i) a = £J/3 indien r een primitieve 12de eenheidswortel is,
(ii) a = %2 indien { een primitieve 85T® cenheidswortel is.
(iii) a = *+ 1 indien ¢ een zesde eenheidswortel, (¢.i 1f is.
(iv) a = 0 indien r = +i of ~i.

Indien (i} opgaat heeft men : # W o= 12, d.w.z.  d = 3,
K1) = Q(V3,v/=1,v/=3). In dit veld heeft men (wegens
2 +V3) '

L

1

n



: .7
n o= NERE! (1 o+ V3 - J§'+l) ,
2 ?
d.w. 2. QL(UK) = 2. Noteren we ock nog dat hier geldt : d" = 2

en N{n) = +1.

Indien (ii) opgaat, dan zal d = 2. Wegens n = 1 +v2 heeft men ech-
ter onmiddellijk onoplosbaarheid van (2). Hierbij merken we even-

eens op : N(n) = -1.

Indien (iii) geldig is heeft men ommiddellijk @ L = K(¥-3). De ver-
gelijking (2) kan echter dan en slechts dan opgelost worden voor

a = +1, £ = -1, i.e.

Dit betekent echter : 3 € {d',d"} (zie stelling V.3.1.6.) en
N(n) = +1, zodat we hieruit kunnen besluiten : L = K(v~nK). Dit
komt hierop neer dat men in (1) de eenheild e ook zodanig had kunnen

kiezen dat de relatie

geldt. Dit volgt eveneens uit het feit dat a = 1 impliceert dat ¢

een primitieve 69¢ cenheidswortel is, en dus : g 2—2"2, zodat (1)
dan wordt : n =.~§Q€2 = —(iqls)z.

In het geval (iv) kan de vergelijking (2) slechts opgelost worden

indien £ = -1, i.e.

n = 2q2.

D.w.z. : 2 € {da',d"} en N(n) = +1 (cfr, eveneens_stelling Vts.i[G.).
Wegens de relaties |

no=2q? = i1-12? = i(q-ig?
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{waarblj wegens lemma 1V.1.1. ¢4 -1iq € Ul) vindt men, omgekeerd,
dat QL(UV) = 2 indien L o= K(~/-1). Hiermee is de stelling volle-
d1g bewezen.
We kunnen de voorwaarde : Z E {d',d"} ook nog anders uitdrukken,

STELLING V.3.7.2. Is N(n) = i dan geldt : 2 € {d',d"} dan en

slechts dan als Q.OK het kwadraat is van een hoofdideaal in K.

BEWIJS. Uit 2 € {d',d"} en N(n) = +1 volgt

voor een getal q uit k*. Dit impliceert

. 2
ZOK = (qOK) .

Omgekeerd, uit

- 2 *
QOK = (yOK) voor een y € K
volgt
2
2 = ¥ty“n, met m € Z.
. %2 ¥2 _ . .
Aangezien 2 € K of -x¥? (anders was N(n) = -1)voligt hieruit dat m

oneven moet zijn, wat neerkomt op

ie. : 2 € {a',d4"}, GQ.E.D.

Gevolg. Is d = p of ?p, waarbij p een priemgetal = 3‘(mod'4)=isgs
dan geldt steeds @ 2 € {dar.,a"}. Inderdaad is, wegens de opmerking

1 van vorig punt : N(n) = +1. Men weet ook dat het ideaal 2% van
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Q vertakt is In K, d.wW. Z.
7 .
20, = p°, p een priemgetal van K.

Uit stelling v.3.1.7. volgt echter : hK is oneven, zodat uit

p? € Py volgt @ p € F De stelling is bijgevolg toepasbaar,

e
oy is dus een oneindige rij van getallen d waarvoor ? een ele-

ment is van {d',d"}. De elementen < 200 van deze rij ziln

3, 6, 7, 11, 14, 19, 22, 23, 31, 34, 38, 43, 46, u7,
51, 59, 62, 66, 67, 71, 83, 86, %4, 102, 103, 107,
114, 118, 119, 123, 127, 131, 134, 139, 142, 1U6, 151,

158, 163, 166, 187, 178, 179, 187, 1981, 18k, 199.

(zie [161).

Indien d een priemgetal is van de vorm 4m + 3, dan zien we dus
dat het unieke totaal-reéel bikwadratisch veld L waarvoor qL(UK) =2
niets anders is dan Q(Vp,v2p,vZ). Stelt men : K' = O{v/2p) en

K" = Q(v2g), dan volgt aanstonds

qL(UK') = 23 qL{UK”} =1

Men kan hieruit (met behulp van techniecken zoals die welke in het
bewijs van stelling IV.1.2.1. voorkomen) aantonen dat de groep
UK” van index zal ziin in UL. Voor het klassegetal van L

UgUk

geldt dan, wegens stelling II.3.4.2. (298 deeld

ho = hKh

L th}{fl"

Aangezien hy, = 1, en de getallen hy en hy, oneven Zijh (stelling

V.3.1.7.) volgt dat h; eveneens oneven zal zijn, i.e. :

STELLING V.3.2.3. Het klassegetal van het bikwadratisch veld
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QP ,VIP,V2 ), waarbij p priem is, = 3 (mod W), s oneven.
We vestigen hier de aandacht op enige recente gelijkaardige re-

sultaten in verband met kubische uitbreidingen (zie [1 1) en uit-

breidingen van het type Q(le,VdQ,...,JH;) (cfr. [6 1).

Fenhedengroepen in cyclotome velden.

Tot slot geven we nog een toepassing van stelling IV.1.2.2. in

de theorie van de cyclotome velden.

717 p een oneven priemgetal, > 3 en zi3 ¢ = exp(2wi/p). Het
pde cyclotome veld F = f{z) heeft een maximaal totaal-redel deel-

veld Fy = Qg + .

Het is bekend dat elke eenheid van F kan geschreven worden als
het produkt van een cenheidswortel r' met een eenheid van FO (zie
{31, ¢ch. V; d.i. het zogenaamde Lemma van Kummmer). Wegens stel-
ling IV.1.2.2. komt dit neer op

qF(UF y = 1.
o .

Voor wat betreft de eenheden van FU heeft men algemeen

STELLING V.3.3.1. Zijn X en L twee deelvelden van FO’ en 18

K € L, dan geldt

qL(UK) = 1.

BEWIJS. %ij n = [L : Kl. We herinneren eraan dat [F'E ®] {'p?iqf_@
zodat geldt : n|p-1. Veronderstel nu q, (Uy) # 1. Wegens stel-’

ling IV.1.2.2. kan dan steeds een eenheid n van K gevondén
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worden en een eenheid e van L z&danig dat

no- e, a# 1; aln

(we maken hier gebruik van het totaal-reéel zljn van Ty, waardoor
de aanwezigheid van een eenheidswortel in deze relatie onnodig is).
Bovendien is n, als element van een fundamenteel systeem van eénhe-
den voor K, geen macht van een element ait KF. Hieruit volgt dat
de uitbreiding K(Im) bevat is in L. Men kan bovendien ook nog

stelling TII.4.1.1. toepassen, i.e.
(K& X1 = a.

over de uitbreidingen van de vorm K(&)/K is anderzijds bekend dat
de priemdelers van K die geen deler zijn van a.OK onvertakt ziin
in .. Wegens aln, n|p-1 heeft men : Pp }a, i.e. : de priemdelers
van pOK in K zijn onvertakt. Dit is echter in tegenstrijd met
het welbekende feit dat pZ totaal vertakt is iﬁ F(C dow.2. de ra-
mifikatie-index van pZ in T 1is gelijk aan [F : @1 = p-1), waar-
door de ramifikatie-index van elke priemdeler p van K boven P& in

L de waarde [L : K] heeft. Bijgevolg geldt qL(UR) = 1, Q.E.D.
Een toepassing hiervan is

STELLING V.3.3.2. Is Q@ C K1 C KQ C...c K = FO een keten van
tussenuitbreidingen van FO’ dan bestaat er een stel eenheden

{e(l) (1) (2) e(2) ,E(n) E(n)}

,-0058 ,8 5 %+ & 3 5.‘.., 5 . s+ & 9
1 Kl 1 k? ' 1 kn

met de eigenschap dat, voor elke 1 € {1,2,...,n} de verzameling -

{E(l)a 5‘8.(1)3'-‘ (l) (l)]’

1 creEy 1= SRR
1 - i

gen fundamenteel systeem van eenheden {8 voor K..



BEWIJS. Ziin L en K twee getallenvelden, K C L, waarvoor geldt
qL(UK) = |, dan kunnen de eenheden €,,...,&, wWaarvan sprake in
stelling IV.1.7.2. steeds z6danig gekozen worden dat de relaties

er als volgt ultzien

3
M
iy

"

il

"a T fg

Dit betekent eenvoudig dat elk fundamenteel systeem van eenheden

van K kan aangevuld worden tot een fundamenteel systeem van een-

heden voor L. Dat we dit kunnen toepassen in onze situatie volgt
dus onmiddelliijk uit de voorgaande stelliing, i.e. in(UKi—i) =1
voor 1 = 2,3,...,n. LEen fundamenteel systeem van eenheden vbor
Kl, zegge {egl}ﬁ...,eii)} kan dus aangevuld worden met eenheden
652),,..,e£2) van KQ +ot een fundamenteel systeem van eenheden van
KQ, enz. .. ‘

Opmerkelijk is hier het feit dat in het bewijs slechts gebruik

gemaakt wordt van de eisen
(1) qK.(UK ) = 1 wvoor i 2 7,3,...,10,

De stelling zal bijgevolg geldig zijn voor alle ketens van getalilen-
velden waarbij deze voorwaarden vervuld zijn. Een dergeliike si-
tuatie doet zich ondermeer voor wanneer de uwitbreidingen K./K; 4
VOoOr 1 = Z2,...,n onoploshaar zijny de beschouwingen van hoofdstuk
III, §2.1. tonen immers aan dat in dat geval‘dg relatie qK_(Ki_i): 1
it S

zal gelden, wat wegens de relatie "gq, (U ) deelt g RO VIR
Ki Ki_“1 Ki 1i-1

(zie hoofdstuk IV, §1.1.) tot (1) aanleiding geéft.
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