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Introduccio

La localitzacié és una teécnica ben coneguda en algebra commutativa i geo-
metria algebraica. La construccié d’anells de fraccions i el procés associat de
localitzacié de moduls permeten reduir I’estudi global de certes propietats refe-
rents a un cert anell a un estudi local que involucra anells més senzills. Moltes
de les propietats formals de les localitzacions de moduls sén compartides per
altres transformacions de naturalesa semblant definides en altres contextos.
Aquest fet va conduir a una axiomatitzacié del concepte de functor de localit-
zacid en categories arbitraries, amb una terminologia similar a la de 1'algebra,
o amb altres noms [BW85|, [GZ67], [Mac71].

La implementacié de la localitzacié en topologia algebraica va tenir les se-
ves arrels en els treballs de Serre [Ser53] i Adams [Ada6l], i es va comengar
a formalitzar gracies a les contribucions de Sullivan [Sul70], [Sul74] i Quillen
[Qui69], principalment. Les localitzacions de tipus d’homotopia han estat es-
tudiades de manera particularment extensa en el cas de localitzacié en primers
[BK72a], [HMR75]. Les localitzacions homologiques generalitzen la localitza-
cié en primers i van ser la via principal de transport a I’homotopia estable
[Bou75], [Bou79a], [Bou79b|, [Rav84], aixi com l’eina principal per al calcul
dels grups d’homotopia estables de les esferes durant molts anys [DHS88|,
[HS98], [Mah67], [Rav86].

En les dues iltimes décades ha anat augmentant cada vegada més 1'ts
de técniques de l'algebra commutativa en homotopia estable (veure [GM95],
[EKMM97]). La teoria d’homotopia estable es centra en ’estudi dels espec-
tres i captura una part essencial de les propietats homotopiques dels espais,
prescindint dels fendomens peculiars que es donen en dimensions concretes. La
categoria d’homotopia estable és una categoria additiva triangulada, la qual
cosa acosta molt el seu estudi al de les categories derivades d’anells.

Des de la década de 1960 s’han anat utilitzant els espectres d’Adams-—
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Boardman [AdaT74|, [Boa64| com a models per a I’homotopia estable, encara
que els models de Bousfield-Friedlander [BF 78| s’adapten millor al formalisme
de la teoria de categories de models de Quillen. El producte smash d’espectres
en la categoria d’Adams—Boardman és commutatiu i associatiu llevat d’homo-
topia, perd no ho és en la categoria subjacent d’espectres. La construccié
d’una categoria d’espectres amb un producte smash estrictament associatiu,
commutatiu i amb unitat ha estat un dels problemes importants de la teoria
d’homotopia estable, malgrat que durant alguns anys es va pensar que tal ca-
tegoria no podia existir [Lew91]. La solucié a aquest problema es va obtenir
recentment amb 1'aparicié de dues noves categories de models per a I’homo-
topia estable: la categoria de S-moduls [EKMM97] i la categoria d’espectres
simetrics [HSS00]. Aquestes noves categories permeten traslladar fidelment
diverses técniques i construccions de l'algebra commutativa a la categoria es-
table, i treballar amb “espectres anell” i “espectres modul” de la mateixa
manera que amb els seus analegs algebraics. Per exemple, la categoria deriva-
da d’un anell R amb unitat és equivalent a la categoria homotopica d’espectres
modul sobre l'espectre anell HR de 'homologia ordinaria amb coeficients en
R.

Un dels resultats centrals d’aquesta memoria estableix que, sota hipotesis
apropiades, els functors de localitzacié en la categoria homotopica estable
transformen espectres anell en espectres anell, i espectres modul sobre un
anell en espectres modul sobre el mateix espectre anell (o fins i tot sobre el
localitzat d’aquest espectre).

Aquests i altres resultats recents en teoria de localitzacié tracten de la con-
servacié d’estructures sota l'accié de les localitzacions. Donat un objecte X
amb una determinada propietat o estructura i un functor de localitzacié L,
s’estudia si LX posseeix o no la mateixa propietat o estructura. Existeix una
gran quantitat d’estructures que es conserven sota l'efecte de les localitzaci-
ons (veure [Bas03], [Cas94|, [Cas00]). Per exemple, la classe dels espais que
escindeixen com a productes d’espais d’'Hilenberg-Mac Lane, també anome-
nats GEMs, es conserva quan apliquem un functor de localitzacid, i el mateix
succeeix amb els H-espais o els espais de llagos.

Algunes d’aquestes estructures que es conserven sota localitzacions poden
es poden incloure dintre del marc més general d’algebres sobre operades. Les
operades sén objectes que codifiquen estructures algebraiques. Van ser utilit-
zades a principis dels 70 com a eines en teoria d’homotopia per a ’estudi dels



espais de llagos iterats [BV73], [May72]. L’estudi de les opérades en categories
monoidals simetriques ha permeés importants aplicacions en algebra, topologia
i fisica [BM03|, [GNPRO04], [Laa03], [Man01], [Mar96]|, [MSS02].

Localitzacié homotopica

La localitzacié respecte a una aplicacié continua f va ser desenvolupada per
Bousfield [Bou94], [Bou97] i Farjoun [Far96] principalment. Es tracta d’una
construccié universal en la categoria homotopica dels espais (CW-complexos o
conjunts simplicials) que converteix a f en una equivaléncia homotopica. Els
functors de f-localitzacié inclouen com a casos particulars transformacions
idempotents ja conegudes, com les localitzacions homologiques, la construccié
plus de Quillen, les seccions de Postnikov, o les localitzacions en conjunts
de primers. La teoria de f-localitzacié va tenir importants repercussions en
I’estudi de torres cromatiques inestables, teoria K i classes de Bousfield, entre
d’altres conceptes.

En [Bou96], Bousfield aplica el llenguatge de localitzacié respecte a una
aplicacié a 'homotopia estable, en un intent de relacionar la periodicitat es-
table amb la inestable. Com a conseqiiéncia, apareixen noves transformacions
idempotents, que generalitzen les localitzacions homologiques estables i al-
tres construccions classiques en la categoria dels espectres com les seccions de
Postnikov o les localitzacions en conjunts de primers.

En la seva forma més general, la nocié de localitzacié homotopica respecte
a un morfisme f pot definir-se en qualsevol categoria de models C que sigui
simplicial. Els exemples de categories de models simplicials inclouen ’homo-
topia inestable (conjunts simplicials) i ’homotopia estable (espectres simetrics
[HSS00]). No obstant aix0, per a poder assegurar l’existéncia d’aquests func-
tors de f-localitzacié per a qualsevol morfisme f és necessari suposar algunes
hipotesis addicionals sobre la categoria C.

La construccié del functor de f-localitzacié utilitza de manera crucial el
small object argument de Quillen [Hir03, 10.5], que permet realitzar facto-
rizacions functorials en categories de models. Les idees per a aquesta cons-
truccié de f-localitzacions en categories de models simplicials apareixen ja en
[Bou77]. En [Far96], Farjoun construeix la f-localitzacié en les categories de
CW-complexos i conjunts simplicials. Més recentment, la completa monografia
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de Hirschhorn [Hir03] demostra l'existéncia de f-localitzacions en una classe
més amplia de categories (categories cel-lulars), que inclouen les categories
d’espais topologics Hausdorff compactament generats i conjunts simplicials,
ambdues amb i sense punt base, i la categoria d’espectres simétrics.

Anells i moduls en homotopia estable

La categoria homotopica estable és una categoria monoidal simetrica, amb
un producte smash associatiu i commutatiu llevat d’homotopia. Un espectre
anell en sentit classic és un objecte monoide en la categoria homotopica estable.
Aixi, un espectre anell F és un espectre dotat de dues aplicacions u: EAE —
Ein: S— E,on S és 'espectre de les esferes, que juga el paper de la unitat
de la categoria monoidal. Aquestes dues aplicacions es diuen producte i unitat
de F respectivament i verifiquen condicions d’associativitat i unitat donades
per la commutativitat llevat d’homotopia dels seguents diagrames:

1IN nAl 1An
ENENE—EAMNE SANE—BEANE<——EANAS
,u/\ll iu \lﬁt/
E/\E#‘XE E.

Els espectres modul sobre un espectre anell es defineixen analogament com
els moduls sobre monoides en la categoria homotopica estable. D’aquesta
manera, si £ és un espectre anell, un espectre modul sobre £ o un E-modul
és un espectre M juntament amb una aplicacié m: E A M — M tal que els
segients diagrames commuten llevat d’homotopia:

1Am, nAl

ENENM—EANM SANM—ENM

g e

ENM—F———™M M.

La categoria dels E-modduls homotopics, E-hmod, es defineix com la categoria
d’Eilenberg-Moore associada a la monada (EA —,n A1, u A1) en la categoria
homotopica estable.

Les primeres categories de models per a I’homotopia estable dotades d’un
producte smash estrictament associatiu i commutatiu van ser la categoria dels
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S-moduls [EKMM97] i la categoria dels espectres simetrics [HSS00]. Aques-
tes dues categories permeten definir estructures d’espectres anell i espectres
modul tant en la propia categoria de models (estructures “estrictes”) com en
la categoria d’homotopia (estructures “homotopiques”). Les estructures d’es-
pectre anell estricte i espectre modul estricte es defineixen igual que les seves
analogues homotopiques, amb l'excepcié que els diagrames commutin estricta-
ment, no només llevat d’homotopia. Si prenem com a model la categoria dels
espectres simeétrics Sp*, donat un espectre anell B, la categoria dels F-moduls
estrictes, E-mod, és la categoria d’'Eilenberg—Moore associada a la monada
(EAN—,nA1,unl)en Sp®.

En aquesta memoria s’estudia ’efecte dels functors de f-localitzacié sobre
les estructures d’espectre anell i espectre modul homotopics, i es demostra
que aquestes estructures es conserven per a una amplia classe de functors so-
ta certes hipotesis de connectivitat. Com a conseqiiéncia, s’obtenen resultats
sobre conservacié d’estructures de GEMs estables, analegs als que s’obtenen
en el cas inestable [Far96]. Els GEMs estables estan caracteritzats per ser
exactament els moduls homotopics sobre 1’espectre H7Z de la teoria d’homolo-
gia ordinaria. També s’analitza la relacié que existeix entre la categoria dels
E-moduls homotopics E-hmod i la categoria homotopica dels E-moduls es-
trictes Ho(E-mod). En alguns casos, per exemple si E = HZ, aquestes dues
categories sén equivalents.

Diversos exemples mostren que les localitzacions no només conserven les
estructures homotopiques d’anell, siné també les estrictes. Per a l'estudi de
la conservacié d’anells estrictes és necessari analitzar el cas més general de
conservacid d’estructures d’algebres sobre opérades. En una categoria de mo-
dels monoidal i simétrica en la qual tingui sentit la definicié d’opérades, els
monoides estan caracteritzats per ser les algebres sobre una opérada Ass. La
categoria de les opérades pot dotar-se d’una estructura de categoria de models
en molts casos [BMO03], per exemple quan treballem amb opérades de con-
junts simplicials. Aixi, si definim com a A, 'opérada obtinguda prenent una
resolucié cofibrant de l'operada Ass en la categoria de conjunts simplicials,
els A,.-espais son els espais de llagos, i en la categoria d’espectres simetrics
(que esta enriquida en conjunts simplicials) els A..-espectres sén els espectres
anell estrictes, també anomenats espectres anell A,,. Veurem que els functors
de localitzacié conserven estructures d’algebres sobre opérades cofibrants sota
certes condicions, la qual cosa té com a conseqgiiencia la conservacié d’espectres
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anell estrictes.

Contingut del treball i resultats principals

El primer capitol de la memoria serveix d’introduccié a la teoria d’homotopia
estable. En ell es descriu 1’evolucié de I’homotopia estable i les seves propietats
des d’el model de Spanier—Whitehead de 1953 [SW53], passant per la categoria
classica d’Adams—Boardman [Ada74], [Boa64], fins als models més actuals com
sén la categoria dels S-moduls [EKMMO97], la categoria dels espectres simetrics
[HSS00], o el tractament axiomatic de [HPS97].

Recordarem els conceptes més importants de la categoria homotopica esta-
ble d’Adams— Boardman [Ada74], que farem servir en la major part d’aquesta
memoria. Ens centrarem sobretot en els seus elements basics: la nocié d’es-
pectre, el producte smash i les teories d’homologia i cohomologia.

La categoria dels S-moduls i la dels espectres simetrics sén categories de
models per a 'homotopia estable amb un producte smash associatiu, com-
mutatiu i unitari en sentit estricte. La categoria dels espectres simeétrics, de
la qual també recordarem breument les definicions més importants, sera la
que utilitzarem quan necessitem treballar especificament en una categoria de
models.

Les propietats basiques de la categoria d’homotopia estable sén comparti-
des per altres categories, sobretot algebraiques. Recordarem aquestes propie-
tats comunes, que es descriuen en [Mar83] i de forma axiomatica en [HPS97],
i que inclouen entre d’altres les de categoria triangulada o categoria monoidal
simetrica. Aquests conceptes s’utilitzaran en posteriors capitols de la memoria.

El segon capitol es dedica a estudiar els functors de f-localitzacié en ca-
tegories de models simplicials. Es recorden les definicions de categoria de
models de Quillen [Qui67], [Hov99], categoria simplicial i altres conceptes com
categoria de models propia o categoria localment presentable.

L’existéncia de functors de f-localitzacié per a qualsevol aplicacié f esta
garantida quan la categoria de models en la qual treballem té bones propietats.
Aquestes propietats inclouen les de ser una categoria simplicial, cofibrantment
generada, propia per l'esquerra i localment presentable. La construccié d’a-
quests functors es basa en el small object argument de Quillen [Hir03, 10.5] i
les idees d’aquesta construccio ja apareixen en un article de Bousfield [Bou77],



encara que de fet es remunten al treball de Gabriel-Zisman [GZ67).

En la memoria es desenvolupa amb detall aquesta construccié per a les
categories que satisfan les condicions anteriors. Aquestes categories inclouen,
per exemple, la categoria de conjunts simplicials, i en el cas de I'homotopia
estable, la categoria d’espectres simetrics. D’aquesta manera, es construeix
un functor de f-localitzacié Ly: C — € que inverteix de manera universal
I’aplicacié f. Aquest functor és idempotent en la cateogoria homotopica i
conserva equivaléncies debils.

El functor L; permet dotar a la categoria C d'una nova estructura de cate-
goria de models L;C, en la qual les equivaléncies debils sén les f-equivalencies,
és a dir, les aplicacions g tals que Lsg €s una equivalencia debil, i les cofibra-
cions de L;C sén les mateixes que les de 'estructura de models original de
C. D’aquesta manera, una f-localitzacié d’'un objecte en C és exactament una
aproximacié fibrant a aquest objecte en la categoria de models localitzada.

En el Capitol 3 es consideren functors de f-localitzacié en la categoria
homotopica estable. Prenent com a categoria de models la dels espectres
simetrics, sabem que existeix qualsevol functor de f-localitzacié en aquesta
categoria, el qual al mateix temps déna lloc a un functor de f-localitzacié al
passar a la categoria homotopica. Seguint [Bou96], els conceptes d’espectre f-
local i f-equivaléncia es defineixen utilitzant el recubridor connectiu F¢(—, —)
de lespectre de funcions F(—, —), ja que els seus grups d’homotopia coinci-
deixen amb els del conjunt simplicial Map(—, —) de la categoria d’espectres
simetrics. El fet d’utilitzar el recubridor connectiu F¢(—, —) juga un paper
clau en l’estudi de la interaccié de les f-localitzacions estables amb el functor
suspensio.

Donada una aplicacié d’espectres f-locals, la seva fibra homotopica també
és f-local. D’aqui es dedueix que la classe dels espectres f-locals esta tancada
per desuspensions i la classe de les f-equivaléncies esta tancada per suspen-
sions. Aquest fet posa de manifest la importancia de l'estudi de la relacié
entre la f-localitzacié i la suspensié. Per a cada espectre X hi ha una aplicacié
natural

SL;X — L;TX.

Direm que L; commuta amb la suspensié o que és un functor exacte (o tri-
angulat en el sentit de [NeeOl]) si aquesta aplicacié és una equivaléncia ho-
motopica per a tot X. Aquesta classe de functors tenen bones propietats de



X Introduccié

clausura d’espectres f-locals i f-equivaléncies per suspensions i desuspensions
arbitraries i de conservacié de cofibracions. Demostrarem el seglient teorema
que caracteritza aquests functors:

Teorema. Sigut f: A — B una aplicacié d’espectres. Son equivalents:

1) YLy X ~ L3 X per a tot espectre X.

i) TFL; X ~ L;T*X per a tot espectre X i tot k € Z.

iii) St E és un espectre f-local, llavors ©*E és f-local per a tot k € Z.

)
i)
iv) Si g és una f-equivaléncia, llavors Z*g és una f-equivaléncia per a
tot k € Z.

v) LyX ~ L5« X per a tot espectre X 1 per a tot k € Z.

vi) L’aplicacié F(B,I) — F(A,I) induida per f és una equivaléncia
homotopica per a tot espectre E que sigut f-local.

vii) Si E és f-local, llavors F(X, E) és f-local per a tot espectre X.

viii) St g: X — Y 1t h: M — N sén f-equivaléncies arbitrdries, llavors
gANh: X ANM — Y AN és una f-equivaléncia.

ix) S1 X — Y — Z és una cofibracié d’espectres, llavors L;X —
LY — L;Z també és una cofibracio.

Hi ha una altra classe de functors importants que gairebé commuten amb la
suspensid, i que definim com functors de localitzacié quasi-exactes. Sén aquells
que tenen la propietat que, donada una cofibracié d’espectres X —Y — 7
en la qual X i Z sén f-locals, llavors Y també ho és. Aquests functors gairebé
conserven cofibracions; de fet, demostrarem que si el functor de localitzacié és
quasi-exacte, llavors conserva totes les cofibracions tals que la seva cofibra és
f-local.

El primer exemple que apareix de functors que no commuten amb la sus-
pensié sén les seccions de Postnikov. Les seccions de Postnikov sén un cas
particular de functors de nul-lificacié, que sén f-localitzacions en les quals
I’aplicacié f és de la forma f: A — * per a algun espectre A. El functor
de nul-lificacié respecte a A es denotard P,. Quan A = 2**13, el functor de
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nul-lificacié que s’obté és la k-ésima seccié de Postnikov. Les nul-lificacions
sén exemples de functors de localitzacié quasi-exactes.

La relacié entre els functors de f-localitzacié i les nul-lificacions és molt
estreta. Si C és la cofibra de 1’aplicacié f, sempre tenim una transformacié
natural de functors

PC e Lf.

Demostrarem que quan el functor Ly commuta amb la suspensid, aquesta
transformacié natural és una equivaléncia. De fet, L; commuta amb la sus-
pensio si i només si P commuta amb la suspensio.

La localitzacié d’espectres en conjunts de primers es defineix analogament
a la localitzacié en primers d’espais i grups. Si P és un conjunt de primers i
X és un espectre, la P-localitzacié de X és 'aplicacié

1IN X ~XANS — XNMZp,

on MZp és un espectre de Moore per a ’anell dels enters P-localitzats i 7
és l'aplicacié induida per la unitat en Zp. La localitzacié en primers és un
cas particular de f-localitzacié. Els espectres P-locals sén precisament aquells
tals que els seus grups d’homotopia sén Zp-moduls.

En el Capitol 4 es descriu com afecta a les estructures d’espectre anell i
espectre modul 1’accié d'un functor de localitzacié en la categoria homotopica
estable. Demostrarem que, quan el functor de localitzacié commuta amb la
suspensid, conserva les estructures d’espectre anell i espectre modul.

Teorema. S un functor de localitzacié Ly commuta amb la suspensid, lla-
vors es compleir el seguent:

i) S1 E és un espectre anell, llavors l’espectre L;E adquireiz una unica
estructura d’espectre anell tal que l’aplicacid de localitzacié lg: E —
L:E és una aplicacié d’anells. Si a més a més E és commutatiu,
llavors també ho és LsE.

ii) S1 M és un espectre E-modul, llavors l’espectre Ly M adquireir una
unica estructura de E-modul tal quely: M — LM és una aplicacio
de E-moduls. A més a més L;M admet una unica estructura de
LsE-modul que estén l’estructura de E-modul.
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Els functors de localitzacié que no commuten amb la suspensié no con-
serven en general aquestes estructures. Un contraexemple ens el proporciona
lespectre K(n) de les teories K de Morava. L’espectre K(n) és un espectre
anell i no obstant aixd la seva seccié de Postnikov en el nivell zero K(n)(o
no admet cap estructura d’espectre anell. Considerant K(n) com un modul
sobre si mateix es demostra també que K(n)) no pot tenir estructura de
K(n)-modul.

Aquesta falta de conservacié d’estructures dels functors de localitzacié que
no commuten amb la suspensié pot solucionar-se si afegim algunes condicions
de connectivitat.

Teorema. Si1 L; és un functor de localitzacié qualsevol, llavors es compleix
el seguent:

i) St E és un espectre anell connectiu © LyE és connectiu, llavors [’es-
pectre L E adquireir una unica estructura d’espectre anell tal que
I’aplicacidé de localitzacid lg: B — LsE €és una aplicacié d’anells.
St a més a més E és commutatiu, llavors també ho és l’espectre
L:E.

ii) St M és un espectre E-modul, on E és un espectre anell connectiu,
llavors l’espectre L M adgquireiz una unica estructura de E-modul tal
que l’aplicacid de localitzacié Iy : M — Ly M és una aplicacidé de E-
moduls. A més a més s1 LyE també és connectiu, Ly M admet una
unica estructura de LyE-modul que estén l’estructura de E-modul.

Com a conseqiiéncia d’aquest teorema es pot derivar la conservacié d’altres
estructures, com els GEMs estables. Els GEMs estables es defineixen com els
espectres E tals que

E~ \/ S*HA,.
keZ
Quan els A sén tots R-moduls, es diu que F és un R-GEM estable. Aquesta
propietat d’escisié dels R-GEMs estables ens permet caracteritzar-los precisa-
ment com els espectres modul sobre 'espectre anell HR. D’aquesta manera,
el teorema anterior juntament amb el fet que H R és un espectre conectiu ens
permet provar el segiient:
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Teorema. Sigutr R un anell amb unitat ¢ f una aplicacio qualsevol. S1 E és
un R-GEM estable, llavors LsE també és un R-GEM estable ¢ l’aplicacid
de localitzacié lg: B — L¢E €és una aplicacié de HR-moduls.

En el cas més senzill en que el GEM estable estigui format per un tnic
espectre d’Eilenberg—Mac Lane, demostrem un resultat analeg al del cas ines-
table [Bou82|, [Far96| sobre els grups d’homotopia de la seva localitzacié.

Teorema. Siguit G un grup abelid v sigur k € Z. Llavors tenim una equi-
valéncia
L;¥*HG ~ ¥*HG, v ¥ HG,

com a H7Z-moduls, per a certs grups abelians G, 1 G3. S1 G és un R-
modul, llavors G, 1 G5 també ho sdn.

Aixi, la localitzacié d’un GEM estable pot ser obtinguda a partir de les
localitzacions dels espectres d’Eilenberg—Mac Lane que el formen, és a dir, si
E ~ Vg B*H Ay, Navors Ly E ~ Vi Ly 5P H A

Els dos capitols segiients tracten sobre la localitzacié d’espectres d’Eilen-
berg—Mac Lane. En el capitol 5 ens centrarem en el cas particular de les loca-
litzacions homologiques. Aquestes localitzacions van ser iniciades per Adams
en [Ada73] per a espais topologics. Bousfield va desenvolupar posteriorment
aquesta teoria i va demostrar la seva existéncia per a espais [Bou75] i espectres
[Bou79a].

Els functors de localitzacié homologica sén casos particulars de functors de
f-localitzacié que inverteixen de manera universal les equivaléncies respecte
a una teoria d’homologia donada. Donat un espectre E, es denota per Lg
el functor de localitzacié homolodgica respecte a £. En [Bou79a] s’estudien
les localitzacions LrX quan els espectres £ i X sén ambdés connectius. El
mateix problema per al cas d’espais d’Eilenberg—Mac Lane va ser tractat per
Bousfield en [Bou82]. En aquest capitol, nosaltres estudiem la localitzacié
homologica LgHG per a qualsevol grup abelia G i qualsevol espectre E, no
només els connectius, i veurem que aquesta localitzacié vindra determinada
pel fet que els espectres HZ/p i HQ siguin o no aciclics respecte a £. Com tot
functor de localitzacié homolodgica commuta amb la suspensid, podem estendre
els nostres resultats a localitzacions homologiques de H R-moduls.

Presentarem alguns calculs explicits de localitzacions respecte a teories
d’homologia concretes. Demostrarem, per exemple, que la localitzacié res-
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pecte a teoria K o respecte a l'espectre de Johnson-Wilson E(n) de qualse-
vol HR-modul és la racionalitzacié. En el cas de localitzacions d’espectres
d’Eilenberg—Mac Lane, determinem exactament totes les possibles localitzaci-
ons homologiques per a diferents grups abelians. Aquestes localitzacions es
determinen a partir de les condicions d’aciclicitat dels espectres HQ i HZ/p
respecte a F i del conjunt de primers per als quals el grup abelia G no és
Unicament p-divisible.

Teorema. Siguin A, = Ext(Z/p>,G), B, = Hom(Z/p>,G) 4 sigui P el con-
junt de primers tals que HZ/p no és E-aciclic 1 G no és unicament p-
diwvisible per a tot p € P. Donat un espectre qualsevol E 1 un grup abelid
G tenim el seguent:

1) S1 HQ és E-aciclic, llavors LgHG ~ [[ ,p(HA, V ZHB,).
ii) St HQ no és E-aciclic, tenim una cofibracid d’espectres

LgHG — H(G®Q)V [[(HA, VZHB,) » MQA | [(HA, v ZHBy,).
peEP peEP

La taula segiient mostra els calculs obtinguts de totes les possibles lo-
calitzacions homologiques d’espectres d’Eilenberg—Mac Lane per a diferents
grups abelians, depenent de les condicions de E-aciclicitat dels espectres HQ i
HZ/p. Les columnes corresponen comengant per l'esquerra als casos FQ =0
iENHZ/p=0peratotp, EQ#0i EANHZ/p=0peratotp, EQ=01i
ENHZ/p#0peratotpe P;,iEQ#0iEAHZ/p# 0 per a tot p € P.

LgHZ |0| HQ | [L.pHZ, | HZp
LgHZ/p* |0| 0 HZ/p* HZ)p*
LgHQ |0| HQ 0 HQ

LgHZp |0 | HQ HperR HZP HZpor
LgHZ/p® | 0| 0 SHZ, HZ/p™
LgHZ, |0 |HQp HZ, HZ,

En tots aquests exemples, 1'tinic que té un grup d’homotopia en dimensié 1
es LgHZ/p>. El grup Z/p> té la propietat de ser un grup abelia divisible. Per
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a grups abelians reduits, provarem el resultat segiient, que demostrarem també
en el capitol seguent de forma més general per a un functor de f-localitzacié
qualsevol.

Teorema. St G és un grup abelid reduit 1 E és un espectre qualsevol, llavors
LgHG ~ HA per a algun grup abelia A.

Utilitzant aquest teorema i la descomposicié de qualsevol grup abelia com
una suma directa d’un grup divisible i altre reduit, deduim que si en un grup
abelia G no apareix Z/p> com a sumand directe per a cap primer p, o bé
LgHZ/p>™ = 0 0 HZ/p>, llavors LgHG té un sol grup d’homotopia en di-
mensié 0.

L’dltima part d’aquest capitol es dedica a un cas especial de localitzacions
homologiques, els functors de localitzacié smashing. Aquests functors estan
caracteritzats pel fet que la localitzacié de qualsevol espectre s’obté fent el
producte smash amb la localitzacié de ’espectre de les esferes, és a dir, LX ~
X AN LS per a tot espectre X. Tots els functors de localitzacié smashing
sén localitzacions homologiques L = Lg, on E = LS. També es diu que un
espectre E és smashing quan Ly és smashing [Rav84]. Els espectres K i
E(n) sén smashing per a tot n [DHS88|. Per a aquesta classe de functors
demostrarem que ’homologia de LS esta concentrada en dimensié zero. Aix0
contrasta amb el fet que 'homotopia de LS pot ser no acotada; per exemple,
Lx S té infinits grups d’homotopia no nuls en dimensions positives i negatives
[Rav&4].

Teorema. S1 L és un functor de localitzaci6 smashing, llavors es compleiz
que (HZ)x(LS) és 0 st k # 0 © és un subanell dels racionals si k = 0.

Quan (HZ)o(LS) és exactament Q, veurem que el functor L és la raciona-
litzacié, o bé LS té infinits grups d’homotopia no nuls en dimensions negatives.
Aquest fet proporciona una nova demostracié de que LxS i Lg»)S no estan
acotats inferiorment.

En el Capitol 6 es desenvolupa el cas general de f-localitzacions d’espectres
d’Eilenberg—Mac Lane. El cas inestable ha estat tractat amb anterioritat en
[Far96] i [CRT00]. Els nostres resultats estenen alguns dels resultats apareguts
en aquests treballs a la categoria homotopica estable. Hem demostrat anterior-
ment que la localitzacié d’una suspensié d’un espectre d’Eilenberg—Mac Lane,
Y*HG, té com a maxim dos grups d’homotopia no trivials en dimensions & i
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k+ 1. Provarem que aquests dos grups d’homotopia satisfan certes condicions
en relacié amb el grup G. En concret, si A = m(LsHG) i B = mp1(LsHG),
llavors

Hom(A, A) = Hom(G,A) i Hom(A4,B)= Hom(G, B).

En alguns casos concrets, per exemple quan G és un grup abelia lliure o G és
7./p*, veurem que el segon d’aquests grups d’homotopia és nul. Estudiarem les
f-localitzacions de ’espectre HG quan G és un grup abelia finitament generat
i, en particular, quines sén totes les possibles localitzacions de ’espectre HZ.

Teorema. La localitzacié de l’espectre SFHZ té com a mazim un grup
d’homotopia no trivial, és a dir, LY*H7Z ~ Y“*HA. Si A # 0, llavors
A compleiz que l’aplicaciéd Hom(A, A) — A definida per ¢ — @(1a) és un
1somorfisme de grups.

Els grups abelians A amb la propietat anterior adquireixen estructura d’a-
nell i es diuen anells rigids. La terminologia d’anells rigids va ser utilitzada
per primera vegada en [CRTO00] per a descriure les f-localitzacions de l’esfera
S'. No obstant aixd, aquest tipus d’anells ja havia estat estudiat anteriorment
amb el nom de F-anells en altres contextos [Sch73]. Els anells rigids inclouen,
entre d’altres, els subanells de Q, Z/n, els enters p-adics i tots els anells solids
en el sentit de Bousfield-Kan [BK72b]. Encara que existeixen anells rigids de
cardinalitat arbitrariament gran [DMV87], hi ha grups com Z/p™ o @p que
no admeten una estructura d’anell rigid. Per tant, no existeix cap functor de
localitzacié tal que mx(LE*HZ) sigui Z/p™ o @p. Per a cada anell rigid A,
I’aplicacié f: S — M A, induida per la unitat de A, déna lloc a un functor
de f-localitzaci6 tal que LyHZ ~ HA. Aixd ens permet demostrar el segient
resultat:

Teorema. Hi ha una classe propia de functors de f-localitzacié no equiva-
lents en la categoria homotopica estable.

Aquest fet contrasta amb l'existéncia de només un conjunt de classes de
Bousfield [DPO01] i per tant només un conjunt de localitzacions homologiques
no equivalents.

L’altre resultat important d’aquest capitol és la generalitzacié del teorema
sobre localitzacions homologiques d’espectres d’Eilenberg—Mac Lane amb grup
d’homotopia reduit que vam veure en el Capitol 5. Aqui demostrarem aquest
teorema per a functors de f-localitzacié en general.
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Teorema. S1 G és un grup abelia reduit + f és una aplicacié qualsevol,
llavors L;S*HG ~ SF*HA, per a algun grup abelida A 1 per a tot k € Z.

Com a conseqiiéncia, si Z/p> no apareix com a sumand directe d’un grup
abelia G per a tot primer p, la seva localitzacié L;Z*HG té com a maxim un
grup d’homotopia no trivial en dimensié k per a qualsevol functor de localit-
zaci6 Ly.

En el Capitol 7 estudiem la relacié que existeix entre les categories d’es-
pectres modul homotopics i les categories d’espectres modul estrictes. En el
Capitol 3 hem treballat amb anells i moduls homotodpics, que sén els monoi-
des i els moduls sobre monoides respectivament en la categoria homotopica
estable. Els anells i moduls estrictes es defineixen d’igual manera, perd en
la categoria de models. Per a aix0 necessitem una categoria de models per a
I’homotopia estable que tingui un producte smash estrictament associatiu i
commutatiu, com la categoria dels espectres simeétrics [HSS00]. Una vegada
definits els moduls homotopics i els estrictes sobre un espectre anell E, es
considera en cada cas la categoria d’Eilenberg—Moore associada a la monada
definida pel functor X — E A X. Quan considerem aquesta monada en la
categoria homotopica estable, la seva categoria d’Eilenberg—Moore associada
és la categoria dels F-moduls homotopics, E-hmod. Quan la considerem en la
categoria d’espectres simeétrics, la categoria d’Eilenberg—Moore associada és la
categoria de E-moduls estrictes, E-mod, que té també estructura de categoria
de models.

Les categories de moduls estrictes tenen millors propietats que les de mo-
duls homotopics. Per exemple, la fibra d’una aplicacié de moduls estrictes
torna a ser un modul estricte, mentre que aquest resultat és fals en el cas
de moduls homotopics [May98]. Estudiarem la relacié entre la categoria dels
E-moduls homotopics i la categoria homotopica dels E-moduls estrictes en el
cas E = HR per a un anell R amb unitat. La categoria H R-mod és equivalent
en el sentit de Quillen a la categoria de complexos de cadenes no acotats de
R-moduls [Rob87], [SS03|. Les categories HR-hmod i Ho(H R-mod) no sén
equivalents en general, encara que en alguns casos, per exemple quan R = Z, si
que existeix una equivaléncia entre aquestes categories. Veurem com aquesta
equivaléncia depén de la dimensié global de 1'anell R.

Teorema. St R és un cos o un subanell de Q, llavors ht ha una equivaléncia
de categories entre Ho(HR-mod) ¢+ HR-hmod.
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Aquesta equivaléncia de categories, juntament amb els resultats del Capitol
4 sobre localitzacié de moduls homotopics, ens permet obtenir resultats sobre
conservacié de moduls estrictes en aquests casos concrets.

Teorema. St M és un HR-modul estricte 1 R és un cos o un subanell de
Q, llavors Ly M és equivalent a un HR-modul estricte, per a gqualsevol
aplicacid f.

Finalment, en el Capitol 8 tractem sobre la conservacié per functors de
localitzacié d’estructures definides com a algebres sobre opérades en una cate-
goria de models simplicial i monoidal simétrica. Aquestes estructures inclouen
els espectres anell estrictes i els espais de llagos, entre d’altres. Recordarem
les definicions d’opérades i algebres sobre operades en categories monoidals i
alguns exemples. Veurem com dotar d'una estructura de categoria de models
a la categoria de les opérades, tal com es descriu en [BMO03], i com definir
algebres sobre opérades simplicials en la categoria d’espectres simétrics o en
qualsevol categoria enriquida en conjunts simplicials.

En una categoria de models monoidal en la qual tingui sentit la definicié
d’operades, els monoides estan caracteritzats per ser les algebres sobre una
opérada Ass. L’opérada A, es defineix a partir d’una resolucié cofibrant de
I’opérada Ass en la categoria d’opérades de conjunts simplicials. Les algebres
sobre aquesta opérada A, sén precisament els espais de llacos. En la categoria
d’espectres simetrics (que esta enriquida en conjunts simplicials) les algebres
sobre A, sén els espectres anell estrictes, també anomenats espectres anell
A... El principal resultat d’aquest capitol és el segiient teorema de conservacié
d’algebres sobre operades cofibrants.

Teorema. Sigut O una opérada cofibrant en conjunts simplicials ¢ sigui S
una categoria de models simplicial 1 monoidal. Siguir L un functor de
localitzacié6 homotopica en 8. Suposem que X és un objecte cofibrant de
S 1 a més un algebra sobre O, 1 que l’aplicacid natural

Map((LX)°", LX) — Map(X®", LX)

és una equivalencia débil de conjunts simplicials per a tot n. Llavors
LX és un algebra sobre O 1 l’aplicacié de localitzacié l1: X — LX és un
morfisme d’algebres sobre O.
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Les dues aplicacions principals d’aquest teorema es donen en la categoria
de conjunts simplicials i en la categoria d’espectres simetrics. En la categoria
de conjunts simplicials, qualsevol functor de localitzacié satisfa les condicions
del teorema, ja que, la localitzacié commuta amb productes finits en aquesta
categoria. Per tant, la localitzacié d’'un espai de llacos és homotOpicament
equivalent a un espai de llagos. Aquest fet va ser demostrat amb altres métodes
en [Bou96|, [Far96, 3.A.3| o [Baz01].

En la categoria d’espectres simeétrics, donat un espectre anell X, I'aplicacié

XN..NX —LXAN...NLX
indueix una equivaléncia deébil de conjunts simplicials
Map(LX A...ANLX,LX)~Map(X A...ANX,LX)

quan el functor I commuta amb la suspensié o quan X i LX sén ambdds
connectius. En els dos casos, la localitzacié d'un espectre anell (estricte) és
homotopicament equivalent a un espectre anell (estricte). La condici6 de con-
nectivitat és necessaria, ja que com hem vist en un exemple anterior, la seccié
de Postnikov de nivell zero de ’espectre anell K(n) de la n-ésima teoria X de
Morava no és ni tan sols un espectre anell homotopic.

Aquesta tesi ha donat lloc a 5 articles de recerca, dels quals 2 ja ha estat
publicats [CGO05] [Gut05al, i 3 s6n en format de prepublicacié [CGMVO0§],
[Gut05b],[Gut06].
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Capitol 1

Preliminars

1.1 Homotopia estable

Un fenomen estable en topologia algebraica és alguna cosa que succeeix in-
dependentment de la dimensié quan aquesta és suficientment gran. Un clar
exemple de fenomen estable i que es pot considerar com un dels punts de
partida de I’homotopia estable és el teorema de la suspensié de Freudenthal
[Fre37], en el qual es demostra que donats dos CW-complexos de dimensié
finita X 1Y, ’aplicacié induida pel functor suspensié

[X,Y] = [EX,ZY]

entre les classes d’homotopia d’aplicacions continues és una bijeccié si dim X <
2|Y| — 2, on |Y| denota el grau de connectivitat de Y, és a dir, |Y| = min{k |
[Z*S,Y] # 0}. Per tant, la successié

(X, Y] 2 [2X,5Y] 2 22X, 2%Y] — - -

s'estabilitza en algun moment. El teorema de la suspensié de Freudenthal
té com a conseqiiencia que els grups d’homotopia de les esferes sén estables
quan la dimensié és suficientment alta. Més concretament, I’homomorfisme de
grups

7Tn+k(Sn) - 7rn+k+1(5n+1)
és un isomorfisme quan n > k + 1.

A partir de ’estudi d’aquests fendomens estables, sorgeix la idea de cons-
truir una categoria homotopica en la qual desapareguin aquests problemes
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depenents de la dimensid, és a dir, en la qual el functor suspensié sigui inver-
tible.

El primer intent de categoria per a I’homotopia estable va ser la construida
per Spanier i Whitehead en 1953 [SW53]. Els objectes d’aquesta categoria sén
parells (X,n), on X és un CW-complex i n € Z, i els morfismes entre dos
objectes (X,n) i (Y, m) es defineixen com a

{(X,n),(Y,m)} = colim [(BFtr X, SRty

Dos objectes (X,n) i (Y, m) sén equivalents si i només si "X 1 Z*™Y sén
equivalents per a un k suficientment gran. Podem definir dos functors de sus-
pensié: un formal o(X,n) = (X,n+1) i un altre geometric (X, n) = (T X, n).
Aquests dos functors sén equivalents, és a dir , per a tot objecte (X, n) hi ha
una equivaléncia natural o(X,n) ~ (X, n). El teorema de la suspensié de
Freudenthal sempre és cert en la categoria de Spanier i Whitehead, indepen-
dentment de la dimensié, aix0 és, ’aplicacié natural

{(X,n), (Y,m)} — {2(X,n), 5(Y,m)}

és un isomorfisme per a qualsevol (X,n) i (Y, m). Aquesta categoria té bones
propietats, doncs és additiva i monoidal, amb un producte smash A definit
per

(X,n)AN(Y,m)=(XANY,n+m).

Pero presenta també alguns problemes. El principal és que no compleix el
teorema de representabilitat de Brown. Hi ha teories de cohomologia que no
estan representades per cap objecte d’aquesta categoria.

Després de la categoria de Spanier i Whitehead, el segiient pas en la cons-
truccié de la categoria estable ve marcat pel concepte d’espectre. Els espectres
sén els objectes de la categoria homotopica estable. La primera nocié d’espec-
tre es deu a Lima [Lim59]. Un espectre es defineix com una successio {E, } nez
d’espais (conjunts simplicials o CW-complexos) amb punt base, juntament
amb aplicacions d’estructura

En: NB, — E, .

D’alguna manera, un espectre tracta de contenir tota la informacié possible
d'un espai i les seves suspensions.
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Al llarg dels anys 60 i després de la publicacié d’alguns treballs, entre
d’altres de Brown [Bro63|, Puppe [Pup62] i Whitehead [Whi62a], [Whi62b],
es fixen quines han de ser les principals caracteristiques de la categoria ho-
motopica estable. Aquesta categoria ha de reunir els segiients requisits:

e Tenir productes i coproductes arbitraris.

e Qualsevol teoria de cohomologia ha de ser representable (Teorema de
representabilitat de Brown).

e Tenir un producte smash associatiu, commutatiu i unitari (és per tant
una categoria monoidal).

e Ser una categoria triangulada.

La primera construccié d'una categoria que va reunir totes aquestes pro-
pietats va ser portada a terme per Boardman en 1964 en la seva tesi doctoral
[Boa64]. A partir de llavors es van portar a terme diversos refinaments de la
construccié original de Boardman. Potser el més estudiat i el que avui dia es
té com a referencia basica de la categoria homotopica estable és el d’Adams
[Ada74], que descriurem en la Seccié 1.2.

El punt débil de la categoria d’Adams—Boardman és el de la construccié
del producte smash. En aquesta categoria el producte smash d’espectres és
associatiu i commutatiu unicament llevat d’homotopia. Es a dir, la categoria
d’espectres no és monoidal simetrica (encara que si que ho és la seva categoria
homotopica associada). Aixo fa que objectes que es defineixen utilitzant el
producte smash, com poden ser els espectres anell i els espectres modul, siguin
objectes que tenen sentit inicament en la categoria homotopica.

Aquest problema va portar a reformular les caracteristiques d’una bona
categoria d’espectres, que sén les segiients (les definicions es recorden amb
detall en les seccions 1.4 i 2.1):

e Estructura de categoria de models.

e Tensoritzada i cotensoritzada sobre conjunts simplicials (o espais to-
pologics).

e Monoidal, simetrica i tancada.
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e La seva categoria homotopica, obtinguda invertint les equivaléncies deé-
bils, ha de ser equivalent a la d’Adams—Boardman.

La construccié d’una categoria d’espectres amb un producte smash es-
trictament associatiu, commutatiu i amb unitat ha estat un dels problemes
importants dintre de la teoria d’homotopia estable. Aquest problema no es va
poder solucionar fins a 30 anys després, amb 1’aparicié de dues noves categories
per a modelar I’homotopia estable. Aquestes noves categories sén la categoria
dels S-moduls [EKMMO97], que recull les idees de Peter May i diversos coau-
tors, i la categoria dels espectres simetrics [HSS00|, deguda principalment a
Jeff Smith.

Ambdues categories posseeixen un producte smash associatiu, commutatiu
1 amb unitat. A més a més estan dotades d'una estructura de categoria de mo-
dels en el sentit de Quillen. La categoria d’espectres simetrics és técnicament
més simple que la dels S-moduls, encara que cadascuna d’elles té les seves
avantatges depenent de les aplicacions. No obstant aix0, les seves categories
homotopiques associades sén equivalents a la categoria d’Adams—Boardman.

1.2 La categoria homotopica estable

La referéncia basica per a la categoria homotopica estable dels espectres és la
desenvolupada per Adams en [Ada74]; també pot trobar-se una descripcié d’a-
questa categoria en [Rud98| o [Swi75]. En aquesta seccié descriurem aquesta
categoria, centrant-nos en les definicions i construccions basiques, el producte
smash d’espectres i les teories d’homologia i cohomologia generalitzades. Les
demostracions dels teoremes poden trobar-se principalment en [Ada74].

Definicions i propietats basiques

Definicié 1.2.1. Un espectre E és una successié {E,, €, }ncz de CW-complexos
E,, amb punt base i aplicacions ¢,: ¥E, — E,.;, on 2 E, és la suspensi6
reduida de E,, és a dir , ¥E, = S' A E,. A aquests espectres se’ls anomena
CW-espectres. Un subespectre d’un espectre E és un espectre {F,, T, }nez tal
que F, és un CW-subcomplex de E, amb punt base i 7,: ¥F,,; — F,, és la
restriccié de €, a X F,, 1.
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Si les aplicacions €, sén equivaléncies débils per a un n suficientment gran,
llavors es diu que l'espectre és un X-espectre o un espectre suspensid. Si
les aplicacions adjuntes a les aplicacions d’estructura €, : E, — QF, 1 sé6n
equivaléncies debils per a tot n € Z, llavors es diu que E és un $2-espectre.

Ezxemple 1.2.2. Donat un CW-complex X, podem associar-li un espectre Z*°X
de la seglient manera:

"X sin >0,
* sin <0,

(EOOX)n = {

on cada €, és la identitat. L’espectre ¥*°X es diu espectre suspensié de
X. Un cas particular important és el de [’espectre de les esferes £=°S°, que
denotarem simplement per S.

Ezemple 1.2.3. Donat un grup abelia A, podem construir un §2-espectre HA,
que anomenarem espectre d’Eilenberg—Mac Lane associat a A, de la segiient
manera:

K(A,n) sin >0,

* sin <O0.

(HA)n = {

Les aplicacions ¢}, sén equivaléncies debils, ja que QK(A4,n + 1) ~ K(A,n) i
QK(A,0) = .

Una propietat important dels espectres és que els podem suspendre i desus-
pendre tantes vegades com sigui necessari. Donat un espectre E i un en-
ter k, es defineix un nou espectre ©*E, on (Z*E), = FE,,; i laplicacié
S(ZFE)n — (B*E) i1 68 €n -

Els grups d’homotopia d'un espectre sén els grups d’homotopia estables.
Per a un espectre donat E, tenim la segiient successié d’homomorfismes

bH En )x
Trnk(Bn) — Tnik1(BER) (—)> Tpikt1(Bng1) — -+
Es defineix el k-ésim grup d’homotopia, 7 (E), com el limit directe d’aquest
diagrama:
Wk(E) = lim 7Tn+k(En)-

n—-+oo

Ezemple 1.2.4. En el cas de ’espectre d’Eilenberg—Mac Lane H A, tenim que

A sik=0,

HA) = i K(A,n)) =
mi(HA) = M (K (4, n)) {o si k # 0.
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Per a cada CW-complex, els grups d’homotopia de l'espectre 3*°X es diuen
grups d’homotopia estable de X:
(B X) = HI«P Tk (B X) = 2 (X).
Una vegada que tenim els objectes de la categoria homotopica estable,
passem a descriure quins sén els morfismes.

Definicié 1.2.5. Siguin (E,,€,) i (F,, T,) dos espectres. Una funcid entre espec-
tres f: E — F és una familia d’aplicacions cel-lulars que preserven el punt
base f,: E, — F,, tals que el diagrama

SE, 2" nF

En+1 ﬁ Fn+1
n+1

commuta per a tot n € Z.

Definicié 1.2.6. Una cel-la d’un espectre E és una successio
(e, Ze,...,SF,...),

on e és una cella d’algun E,, de tal manera que e no és la suspensié de cap
cel-la de E,,_;. Un subespectre F' d’'un espectre E es diu cofinal en E si cada
cel-la de F va a parar en algun moment a F', és a dir, per a cada cel-la de F,
existeix un m tal que £™e esta continguda en F,, .

Definicié 1.2.7. Siguin F i F' dos espectres. Considerem el conjunt S de tots
els parells (E', f') tals que E' C E és un subespectre cofinal i f': B/ — F' és
una funcié. Definim en 8§ la segiient relacié d’equivalencia: (f', E') ~ (f", E")
si i només si existeix un parell (E”, f”) on E” C E' N E", E" és cofinal
if | B" = f" = f"| E". Anomenem aplicacié d’espectres de £ a F a
cadascuna d’aquestes classes d’equivaléncia.

El segiient pas sera definir quina és la categoria homotopica dels espectres.
Per a poder definir homotopies entre aplicacions d’espectres, hem de definir
primer el producte smash d’un espectre amb un espai. Si (E,,&,) és un
espectre i X és un CW-complex, es defineix ’espectre EAX coma (EAX), =
E, N X. Les aplicacions d’estructura seran €, = ¢, A 1.
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Definicié 1.2.8. Dues aplicacions d’espectres fo, fi: & — F' es diuen homoto-
pes 1 es denota f, ~ fi, si existeix una aplicaci6 H: E A It — F tal que
hoty= foihoi, = fi1,0n 1,%2,: E — E A I' s6n les aplicacions induides
per les inclusions de 01 1 en I™ respectivament.

La relacié d’homotopia entre aplicacions és una relacié d’equivaléncia. El
conjunt de classes d’equivaléncia d’aplicacions f: & — F es denota per
[E, F]. Una de les propietats fonamentals de la categoria homotopica esta-
ble és que la suspensié déna lloc a una bijeccié natural [E, F|] = [ZE,ZF].
Aquesta bijeccié implica entre altres coses que el conjunt [E, F| és un grup
abelia per acada Fi F.

Definicié 1.2.9. La categoria homotopica estable dels espectres és la catego-
ria que té per objectes els espectres i per morfismes les classes d’homotopia
d’aplicacions d’espectres.

Podem donar una definicié equivalent dels grups d’homotopia d'un espectre
fent servir les classes d’homotopia, 7,(F) = [£7S, E]. Tots els grups d’homo-
topia d’un espectre sén grups abelians.

Definicié 1.2.10. Un espectre E es diu connectiu si m,(E) = 0 per a 1 < 0.
De vegades també s’utilitza el terme n-connex per a un espectre E tal que
me(E) = 0 si k < n. Aixi, un espectre connectiu és un espectre (—1)-connex.

Definicié 1.2.11. Donat un espectre F, una torre de Postnikov de E és un
diagrama commutatiu

*)E(n+2 *)En%»l) n n 1*>E(n ) ——>
7—‘n.+l
Tn42

tal que, per a cada k € Z, tenim que:

i) m(Ex)) =0 per a tot ¢ > k.

ii) L'aplicacié (7;).: mi(E) — mi(E(x)) és un isomorfisme per a ¢ < k.

L’espectre E(,) es diu la n-ésima seccié de Postnikov de E. Per a tot
espectre F existeix una torre de Postnikov, que es construeix inductivament
i en la qual cada E) esta determinat per E llevat d’equivaléncia [Rud9s,
Teorema 4.13|.



8 Preliminars

Definicié 1.2.12. Donada una aplicacié d’espectres f: E — F, diem que la
successio ‘
E-Lr .

és una cofibracié estricta, on l'espectre C é€s el con de I'aplicacié f, que es
defineix prenent el con en cada f,. Una successié de la forma
p ¥
X =Y —>2Z
es diu que és una cofibracié o un triangle exacte si existeix una aplicacid
f: E — F'iun diagrama

ey Y.gm

B 7

e ¢——

~

que és commutatiu llevat d’homotopia, on «a, 8 i v sén equivalencies ho-
motopiques.

Cada cofibracié6 X 5 Y -2 Z es pot allargar cap a la dreta i cap a
I’esquerra indefinidament, originant una successié

ety Yniy xSty fz wxPwy .
que déna lloc a dues successions exactes [Ada74, III, Proposicions 3.9 i 3.10].

Teorema 1.2.13. La cofibracié X T ¥ 2. Z déna lloc a dues successions
exactes de grups abelians

e [22,B) — [X,E)| < [Y,E]| £~ [Z,E] «— [SX,E] — -

1

o [B,272) — [B,X] * [B,Y] " [E, 2] — [B,TX] — -
per a cada espectre F. []

Quan treballem amb CW-complexos, la primera d’aquestes successions és
similar a la successié exacta associada amb una cofibracié f: X — Y amb
cofibra Z, i la segona és similar a la successié exacta associada a una fibracié
f: X — Y amb fibra ¥7'Z. En la categoria homotopica estable desapareix
la distincié entre fibracions i cofibracions.
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El producte smash d’espectres

Anteriorment hem definit el producte smash d'un espectre amb un CW-
complex. Es pot construir un producte smash entre espectres que generalitzi
aquest cas. La construccié d’aquest producte smash és bastant tecnica. La
idea intuitiva és la segiient: donats dos espectres F 1 F, definim E A F' com
a limy, ;m—yoo Bn A Fp,. Més concretament, si E A F = P, llavors es defineix
Py = Eng) N By de tal manera que £ = n(k) + m(k) i n(k) i m(k) ten-
deixen a infinit quan k& tendeix a infinit. Una descripcié detallada d’aquesta
construccié es pot trobar en [Ada74, III, §4].

El que si anem a descriure amb detall sén les propietats fonamentals d’a-
quest producte smash, que sén a més les propietats que ha de tenir un producte
smash en qualsevol categoria estable:

e Es un functor covariant en cadascuna de les seves dues components.
e Hi ha equivaléncies homotopiques naturals:

amrc): (EANF)NG — EN(F NG),
Ter: EANF— FAE,
I:SNE — E,
r:ENS — E,
S SEANF — S(EAF).

e Sigui {E,},cr una familia d’espectres i siguin i4: By, — VaerFy les
corresponents inclusions. Llavors 1’aplicacié natural

\/aGI(Ea A F) - (vaeIEa) N F

donada per les aplicacions 2, V 1 és una equivalencia d’homotopia.

e Els seglients diagrames que relacionen les equivalencies homotopiques
naturals a, 7, [, 1 r commuten llevat d’homotopia:

(EANF)ANG)ANH "+ (ENF)N(GANH)—2>EA(FA(GAH))

1/\aT

(EANF)AG)ANH "L (EAN(FAG))ANH —25EA((FAG)AH),
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(EAF)ANG L (FAE)AG—3FA(EANG)

l lw

ENFAG)—=(FAG)NE—5FAN(GA\E),

EANF——EANAF SAS—38SAS

1 F

FANE—FAN\E, SAS——SAS,

(SAEYAF—25SA(EANF) (EANF)ANS—5EN(FAS)

ml iz l lw

ENF=————=FAF, ENF————=EA\F,

(EANSYNF—5EN(SAF) SANE——EAS

S

ENF———EAF, E———&E.

Donats dos espectres Y i Z, el functor [— AY, Z] és un functor representable
pel teorema de representabilitat de Brown. Per tant, existeix un espectre que
denotem per F(Y, Z), unic llevat d’homotopia, que compleix

X AY,Z) = X, F(Y,2)|
i al que anomenem espectre de funcions. El functor F(Y, —) és un adjunt per
la dreta del functor — A Y.
Homologia i cohomologia

Donat un espectre E i un enter k, es defineix la E-homologia i la E-cohomo-
logia respectivament d’altre espectre X de la manera segiient:

Ey(X) =m(EAX)=[Z*S,E A X],

Ek(X) = 7r—k('F()(’ E)) = [X) EkE]

L’espectre d’Eilenberg-Mac Lane HG déna lloc a 'homologia i cohomologia
ordinaries amb coeficients en GG. L’espectre S de les esferes déna lloc també a
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una teoria d’homologia i cohomologia, anomenades homotopia i cohomotopia
estable.

Per a cada grup abelia G, existeix un espectre MG, tnic llevat d’homotopia
amb les propietats segiients:

e T,(MG)=0perai<O0.
o To(MG) =G = (HZ)y(MG).
e (HZ),(MG) =0 per at#0.

L’espectre MG es diu espectre de Moore associat al grup abelia G. El teorema
de Hurewicz [Rud98, I1.4.6] relaciona els grups d’homotopia d'un espectre
connectiu amb els seus grups d’homologia.

Teorema 1.2.14. Sigui a: S — E una aplicacid que indueir isomorfisme en
mo © stgut X un espectre. St m;(X) =0 per a i < n, llavors E;(X) =0 per
a1<mn 1l’aplicacio

o, = (aNl),: m(X) — Ep(X)
€s un 1somorfisme per a k =n 1 un epimorfisme per a k =n+ 1. []

Corol-lari 1.2.15. St f: X — Y és una aplicacio entre espectres connectius
tal que (HZ)i(f): (HZ)x(X) — (HZ)x(Y) és un isomorfisme per a tot
k € Z, llavors f és una equivaléncia homotopica. []

Per a cada espectre X tenim un homomorfisme
h=(0A1l),: m(X) — (HZ)(X),

on t: S — HZ correspon a la unitat de mo(HZ) = Z. L’homomorfisme h es
diu homomorfisme de Hurewicz.

En la categoria homotopica estable també hi ha un teorema de coeficients
universals que relaciona I’homologia i cohomogia amb coeficients amb 1’homo-
logia entera [Rud98, I1.4.9] i una férmula de Kiinneth per a ’homologia del
producte smash de dos espectres [Mar83, 6.2, Proposicié 7].

Teorema 1.2.16. Per a cada espectre E 1 cada grup abelia G tenim dues
successions exactes curtes de grups abelians

0 — Ext((HZ)n-1(E),G) — (HG)"(E) — Hom((HZ).(E),G) — 0,
0 — (HZ)o(E)® G — (HG)n(E) — Tor((HZ)n-1(E),G) — 0,
per a tot n € Z. []
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En particular, mo(HB A HA) = (HB)o(HA) =~ A® B i [HA HB] =
(HB)°(HA) =~ Hom(A, B) per a qualssevol grups abelians A i B.

Teorema 1.2.17. Donats dos espectres E 1 F qualssevol, tenim una successio
ezacta curta de grups abelians

0 — P (HZ).(E) ® (HZ);(F) — (HZ).(E A F)
— P Tor((HZ)(E),(HZ);(F)) — 0,

i+j=n—1
per a tot n € 7Z. []

Aquest teorema és valid també si substituim 7Z per qualsevol anell R que
sigul un domini d’ideals principals, canviant ® i Tor per ®g i Torg respecti-
vament.

1.3 Models per a la categoria homotopica estable

La categoria d’espectres simetrics [HSS00] proporciona la construccié més sim-
ple d'una categoria d’espectres dotada d'un producte smash estricte, aixo és,
un producte smash associatiu i commutatiu abans de passar a la categoria
homotopica. Amb aquest producte smash, aquesta categoria és simetrica i
monoidal, i aixd permet una bona definicié d’espectres anell (monoides en la
categoria), espectres modul (moduls sobre monoides en la categoria) i les seves
respectives categories homotopiques. Denotarem aquesta categoria per Sp*.

Un espectre simétric és una successié de conjunts simplicials amb punt
base {X,}.>0 juntament amb aplicacions d’estructura

o:S'ANX, — X1

que preserven el punt base, i una accié per l’esquerra del grup simetric %,
sobre X, per a cada n. A més, la composicid

oF =00 (S*Ac)o---o(SF T AG): SFAX, — Xnj
donada per les aplicacions S* A S* A X, 1x_it1 $hT 51 A Xnik_i 68 Xp X Xp-
equivariant pera k > 1in > 0. Un morfisme d’espectres ssmetrics f: X —
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Y és una successié d’aplicacions f,: X, — E, que conserven el punt base tal
que cada f, és ¥,-equivariant i el diagrama

Sl /\Xn L>Xn+l

1/\fni lfn-&-l

S'AY, - En

és commutatiu per a cada n > 0.

Es possible dotar a aquesta categoria d’una estructura de categoria de
models simplicial [HSS00, §3 i §5] (veure la definicié de categoria de models
en la seccié 2.1). Es defineix el conjunt simplicial

Mapg,s(X,Y) = Sp°(X A Alnl, Y).

Estenent els functors de conjunts simplicials (—)¥ i — A K segons [HSS00,
Definici6 1.2.9], es defineixen els espectres simeétrics X¥ i X ® K per a tot
espectre simétric X 1 tot conjunt simplicial K. Aix0 ens déna l'estructura
simplicial en Sp*. Es defineixen també les segiients classes de morfismes en
Sp*:

e Equivaléncies estables: Una aplicacié f: X — Y és una equivaléncia
estable si ’aplicacio

E°f: B°(Y) — E°(X)

és un isomorfisme per a tot 2-espectre injectiu F (veure [HS3S00, Definicié
3.1.1)).

e Cofibracions estables: Una aplicacié f és una cofibracié estable si té la pro-
pietat d’elevacié per ’esquerra respecte a totes les aplicacions g: X —
Y tals que g,: X,, — Y,, és una fibracié trivial de conjunts simplicials
per a tot n.

e Fibracions estables: Una aplicacié f és una fibracié estable si té la propietat
d’elevacié per la dreta respecte a totes les aplicacions g: X — Y tals
que g,: X, — Y, és una cofibracié trivial de conjunts simplicials per a
tot n.
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La categoria d’espectres simetrics amb les equivaléncies estables com a equi-
valéncies debils, les cofibracions estables com a cofibracions i les fibracions
estables com a fibracions té estructura de categoria de models [HSS00, Seccid
3.4].

Teorema 1.3.1. La categoria d’espectres simetrics és una categoria de mo-
dels simplicial, monoidal 1 simétrica, © la seva categoria homotopica €s
equivalent a la d’Adams—Boardman. []

La categoria dels S-moduls de Peter May [EKMM97] va ser la primera ca-
tegoria de models per a I'’homotopia estable amb un veritable producte smash
estricte. Els S-moduls es defineixen a partir d’espectres indexats no pels en-
ters, siné pel conjunt de subespais de dimensié finita d’un espai amb un pro-
ducte real intern U = R*°. Aixi, un espectre E assigna a cada subespai de
dimensié finita V' de U un espai amb punt base £V, juntament amb aplicacions
(adjuntes) d’estructura

Gyw: BV — QV\VEW

quan V C U. L’espai W \ V és el complement ortogonal de V en W, 1 Q¥ X
és l'espai d’aplicacions Map(S"W, X) que conserven el punt base, on SV és
la compactificacié6 per un punt de W. A més, les aplicacions oy han de
ser homeomorfismes. Un morfisme d’espectres f: E — E’ és una successié
d’aplicacions que conserven el punt base fiy: EV — E'V tal que el segiient
diagrama commuta

EV > EB'V

. "
o V,Wl l"v,w

QVVEW — v, QY E'W.

La categoria dels S-moduls també és una categoria amb una estructura de
models, monoidal i simétrica [EKMM97, VII.4] i la seva categoria homotopica
és equivalent a la d’Adams—Boardman. No descriurem aqui l'estructura de
categoria de models dels S-moduls, ja que en la resta de la memoria utilit-
zarem Unicament la categoria d’espectres simetrics quan necessitem treballar
especificament en una categoria de models.
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Encara que sén de naturalesa bastant diferent, és possible establir un func-
tor simetric i monoidal entre la categoria dels S-moduls i la categoria d’es-
pectres simetrics que indueix equivalencies entre les respectives categories ho-
motopiques d’espectres anell i espectres modul [Sch01].

1.4 Axiomatica de la categoria homotopica estable

Les propietats formals de la categoria homotopica estable dels espectres d’A-
dams i Boardman sén compartides per una classe de categories que es diuen
categories homotopiques estables. Aquestes propietats comunes es descri-
uen en [Mar83] i [HPS97], on es déna un tractament axiomatic d’aquestes
categories. HEssencialment, una categoria homotopica estable és una categoria
triangulada monoidal i tancada, juntament amb un conjunt de generadors que
satisfan la dualitat de Spanier—Whitehead. La categoria homotopica dels es-
pectres d’Adams i Boardman és el prototip de categoria homotopica estable,
tot i que hi ha altres exemples tant topologics com algebraics, com veurem al
final d’aquesta seccié.

Comencarem recordant les definicions de les estructures basiques d’una
categoria homotopica estable: és una categoria triangulada i monoidal. Les
definicions i propietats més importants sobre categories triangulades poden
trobar-se en el llibre de Neeman [NeeO1]. Les categories monoidals estan desen-
volupades per exemple en [Mac71].

Definicié 1.4.1. Una triangulacié en una categoria additiva € consisteix en un
functor additiu ¥: € — C juntament amb una col-leccié de diagrames A, que
anomenem triangles exactes o cofibracions, de la forma

X —Y —7—3¥X
i tals que
i) Qualsevol diagrama isomorf a un diagrama de A esta en A.
ii) El diagrama 0 — X . X —0Oestaen A per a tot X de C.

iii) Si el diagrama X Ty 2. Z " vX estaen A, també ho esta el
diagrama ¥ -2~ Z tex Pny
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iv) Donada una aplicacié f: X — Y, existeix un diagrama de la forma
X LY — 7 £X que esta en A.

v) Si tenim un diagrama commutatiu de la forma

X *Y »Z »UX
fi l h lﬂf
U—V—W 32U

en el qual les dues files estan en A, llavors existeix una aplicacié (que no
és Unica) h: Z — W que fa que tot el diagrama commuti.

vi) Es compleix ’axioma de l'octaedre de Verdier. Suposem que tenim apli-
cacions X 1+ Y % Z i triangles exactes

x Ly U %X,
x¥ 7z v _¥X,
Yy 2 —W-—3Y.
Llavors tenim el diagrama commutatiu segiient:

f

X >Y >U 22X
1 g 1
32' N ~N- N ~ N z}\j)(
gof
bf N ~N- 1 /'[;[} >\/
~N- zf ~- ~- 5/
X >2Y >nU > 22X,

on la primera i la segona fila i la segona columna sén els triangles exactes
donats, i cada fila i cada columna del diagrama és un triangle exacte.

Una categoria triangulada C és una categoria additiva juntament amb una
triangulacié. Aquesta definicié de categoria triangulada és la que apareix en
[Mar83] o [Nee01] i és equivalent a la definicié de Verdier [Ver77].
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Donat un triangle exacte o cofibracié de la forma
sz —sx-Ly 2z

anomenarem a Z la cofibra de f ia X 7'Z la fibra de f. Si Z és la cofibra de

f, ens referirem sovint a la successié X J.¥ . Z com a una cofibracié.
Un functor L: € — C diem que és un functor ezacte o triangulat quan

commuta amb el functor ¥, és a dir si hi ha un isomorfisme natural

LY X — YLX

per a tot X de €. Un functor additiu H: € — Ab on Ab és la categoria
de grups abelians es diu exacte si transforma triangles exactes en successions
exactes de grups. Un functor cohomologic és un functor exacte contravariant
H: G — Ab que envia coproductes a productes. Per exemple, el functor
C(—,Y) és un functor cohomologic per a tot Y de €. Un functor cohomologic
H es diu representable si existeix un objecte Y de € i un isomorfisme natural
de functors entre H i C(—,Y).

Una subcategoria D d'una categoria triangulada C es diu que és una subca-
tegoria localitzant si esta tancada per triangles exactes, coproductes i retracts,
és a dir :

i) Si X — Y — Z — ¥X és un triangle exacte en el qual entre X, Y i
Z dos d’ells estan en D, el tercer també ho esta.

ii) Qualsevol coproducte d’objectes de D esta en D.

iii) SiY és un objecte de D i tenim aplicacions X LY 2 X amb pot =1,
llavors X esta en D.

Definicié 1.4.2. Una categoria monoidal simétrica C = (€, ®,S,a,m,1,c) és
una categoria C juntament amb un bifunctor covariant — ® —: ¢ — €, un
objecte S de C, al que anomenarem unitat, i isomorfismes naturals

axyz: (XQY)®Z — X (Y ® 2),
’)"X:X@S—)X, lX:S®X—>X,
CX,yZX®Y—>Y®X,
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per a X, Y i Z de € qualssevol, que compleixen certs axiomes de coheréncia
que vénen donats per la commutativitat dels segiients diagrames per a X, Y,
Z 1 W objectes de C:

(XY) )W 25 (XY)(ZeW) —"-X e (Y ®(ZxW))

a®1i Tl@a
> X

(XY R2)oW ® (Y ® Z2) @ W),

a

(X@Y)RZ—5Xe(Y®7Z) —<>Y 20X

c@ll l

YeX)0Za—Y@(X®2) Y (Z0X),

(X®9)Y "X (S®Y) XY ——Y®X
r®1l / ll/
XQ®Y, XQ®Y.

Una categoria monoidal simetrica es diu tancada si per a tot objecte Y de
G, el functor — ® Y: € — C té un adjunt per la dreta. Aquest adjunt el
denotarem per Hom(Y,—) o F(Y,—) i ’anomenarem Hom intern o objecte
de funcions intern. Aquesta adjuncié ens déna una bijeccid

C(X®Y,Z)=C(X,Hom(Y, Z)) (1.1)
per a X, I i Z de € qualssevol.

Sigui ara C una categoria triangulada, monoidal simeétrica i tancada. Direm
que l'estructura monoidal de € i la triangulacié sén compatibles quan:

i) El producte ® conserva suspensions, és a dir, hi ha una equivaléncia
natural
exy: ZXQ®Y — O(XQY),

per a tots els X 1 Y de C, tal que el seglient diagrama és commutatiu

EXY)0Z L 5(XeY)0Z —55(X®Y)® %)

l lza

X @ (Y ®2) > 2(X @ (Y ® 2)).
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A partir d’aquesta equivaléncia podem construir isomorfismes
Hom(ZX,Y) ~ £ 'Hom(X,Y) i Hom(X,ZY) ~ S Hom(X,Y)
per a totsels X 1Y de C.

ii) El producte ® és exacte. Si X - Y - Z - $X és un triangle
exacte 1 W és un objecte de C, llavors

XeowWByew 2 zew X n(x o W)

és un triangle exacte.

iii) El functor Hom(X,Y') és exacte en la segona variable (en el sentit de
I’apartat anterior) i és exacte en la primera variable llevat el signe. Su-

posem que X Ty 2.7 P vX ésun triangle exacte. Llavors, per
a tot objecte W de C, el diagrama

¥ !'Hom(X, W) — Hom(Z, W) — Hom(Y, W) — Hom(X, W),

on les aplicacions sén — Hom(k, 1), Hom(g,1) i Hom(f, 1) respective-
ment, és un triangle exacte.

iv) Per a 1,7 € Z, el segiient diagrama commuta

NSRS — > nitig

[

S @B ——> utIs.

Un objecte X d’'una categoria € additiva monoidal simetrica i tancada es
diu que és fortament dualitzable si ’aplicacié natural

Hom(X,S)®Y — Hom(X,Y)

és un isomorfisme per a tot Y de C.
Ara ja podem presentar els axiomes d’una categoria homotopica estable en
el sentit de Hovey—Palmieri-Strickland [HPS97].

Definicié 1.4.3. Una categoria homotopica estable és una categoria C amb la
segient estructura:
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i)
ii)

iii)

vi)

v)

Una triangulacié en C.

Una estructura de categoria monoidal simetrica i tancada compatible
amb la triangulacié.

Un conjunt G d’objectes fortament dualitzables, de tal manera que I'inica
subcategoria localitzant de € que conté a G és C.

Existeixen coproductes arbitraris en C.

Tot functor cohomologic en C és representable.

Ezemple 1.4.4. A continuacié veurem alguns exemples de categories homoto-
piques estables [HPS97, Exemple 1.2.3].

i)

i)

iii)

La categoria homotopica dels espectres és el prototip de categoria ho-
motopica estable. En aquesta categoria el functor ¥ és la suspensio,
els triangles exactes sén les cofibracions i el producte ® és el producte
smash d’espectres A. Els objectes Hom(—, —), que en aquesta categoria
es denoten per F/(—, —), s’'obtenen com adjunts del producte smash per
representabilitat de Brown. El conjunt G esta format per l'espectre de
les esferes S que és la unitat de la categoria monoidal.

La categoria derivada D(R) d’un anell commutatiu amb unitat R. Aques-
ta categoria es defineix com la categoria homotopica de la categoria de
complexos de cadenes no acotats de R-moduls. Tenim un functor ¥ que
ve donat per la translacié d’indexs en el complex de cadenes. La cate-
goria D(R) és triangulada i el producte ®, la unitat del qual és R, és
derivat del producte tensorial de R-moduls. Els objectes Hom(—, —) sén
derivats del Hom entre R-moduls.

Altres exemples sén la categoria d’espectres amb una accié de G, on
G és un grup de Lie compacte, la categoria de complexos de cocadenes
injectius sobre un algebra de Hopf commutativa, la categoria derivada de
E-moduls, on F és una S-algebra commutativa en el sentit de [EKMM97]
o la categoria d’espectres locals respecte a un functor de localitzacid
homologic.



Capitol 2

Localitzacidé en categories de models
simplicials

La nocié de f-localitzacié respecte a un morfisme f pot definir-se en qualsevol
categoria C que tingui una estructura de categoria de models simplicial. No
obstant aix0, per a assegurar l’existéncia d’aquests functors de f-localitzacié
cal afegir algunes hipotesis addicionals a la categoria C. En aquest capitol
veurem quines sén aquestes condicions i demostrarem 1’existéncia d’un functor
de localitzacié L; en qualsevol categoria de models simplicial sota aquestes
hipotesis.

La construccié d’aquest functor utilitza com a base el small object argu-
ment de Quillen [Hir03, 10.5], i és similar a la que es realitza per a demostrar
I'existencia de localitzacions en els casos de les categories de CW-complexos
o conjunts simplicials [Far96]|, [Hir03]. Fent servir el small object argument
podem factoritzar de manera functorial I'aplicaci6 X — * mitjangant una
cofibracié trivial Ix: X — L;X, que sera l'aplicacié de f-localitzacid, se-
guida d’una fibracié. Analogament [’aplicacié () — X pot factorizar-se per
una cofibracié seguida d'una fibracié trivial. Aix0 permet definir una nova
estructura de models L;C en C, que es diu estructura de models localitzada,
i en la qual les equivaléncies débils sén les aplicacions tals que el functor de
f-localitzacié converteix en equivaléncies débils en C, i les cofibracions sén les
mateixes que les de C.

Comengarem el capitol amb les definicions i resultats basics de categories
de models simplicials. La primera definicié de categoria de models apareix en
[Qui67]. Les monografies [Hov99], [Hir03|] i [DHKS04| proporcionen un tracta-
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ment més modern i complet sobre categories de models i les seves propietats.
En la segona seccié tractarem sobre objectes petits i categories localment pre-
sentables [AR94]. Aquests conceptes formen part de les condicions necessaries
sobre la categoria C perque existeixin les f-localitzacions, que construirem
explicitament en I'dltima part del capitol.

2.1 Categories de models simplicials

Treballarem amb la definici6 de categoria de models que apareix en [Hov99]| o
[Hir03]. Aquesta definicié és lleugerament més forta que la definicié classica
de Quillen de categoria de models tancada, ja que suposa que la categoria
és completa i cocompleta, és a dir, conté tots els limits i colimits petits (no
només els finits) i a més a més s’exigeix que la factoritzacié dels morfismes
sigui functorial (veure axioma (M5)).

Definicié 2.1.1. Una categoria de models és una categoria € juntament amb
tres classes de morfismes (que anomenarem equivaléncies debils, fibracions i
cofibracions), que compleixen els segiients cinc axiomes:

(M1) C esta tancada per limits i colimits petits, és a dir, per a tota categoria
petita I i tot functor F': I — C existeixen lim; F' i colim; F' en C. També
es diu que C és completa i cocompleta.

(M2) Si f i g sén morfismes de C tals que g o f esta definit i entre f, gigo f
dos d’ells sén equivaléncies debils, llavors el tercer també ho és.

(M3) Donat un diagrama commutatiu

A— X —
f

B—Y —

7 r

[

—n

7 r
i !

N

Syl

enelqualrot = 1417 0% = 1p (en aquest cas diem que f és un retracte
de g), si g és una equivaléncia débil, una fibracié o una cofibracié, també
ho és f.
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(M4) Si tenim un diagrama commutatiu en C de la forma

A— X

B—Y

on 7 és una cofibracié i p és una fibracid, llavors si 2 o p és a més una
equivaléncia debil, existeix una elevacié (representada per la fletxa dis-
continua) que fa commutatiu tot el diagrama.

(M5) Qualsevol morfisme f de C té dues factorizacions functorials:

e f =po1, on és una cofibracid i p és una fibracié i una equivaléncia
debil

e f =goj,o0n qésunafibracidi j és una cofibracié i una equivaléncia
debil.

Diem que un morfisme f és una fibracié (cofibracid) trivial si és una
fibracié (cofibracié) i una equivaléncia débil. Un objecte X de C és fibrant
si 'aplicacié de X a l'objecte final X — x és una fibraci6. Dualment, X
és cofibrant quan ’aplicacié de ’objecte inicial a ell mateix ) — X és una
cofibracid.

Definici6¢ 2.1.2. Sii: A — Bip: X — Y so6n dos morfismes per als quals
existeix 'elevacié (fletxa discontinua) en tot diagrama commutatiu de la forma

A— X

B—Y,
llavors diem que
e 1 té la propietat d’elevacid a esquerra respecte a p.
e p té la propietat d’elevacid a dreta respecte a 1.

Dels axiomes de la definicié de categoria de models es dedueix que co-
neixent dos de les tres classes de morfismes (equivaléncies debils, fibracions i
cofibracions), podem determinar la tercera [Hir03, Proposicions 7.2.3 i 7.2.6].
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Proposici6 2.1.3. Sigu: C una categoria de models.

i) Una aplicacié és una cofibracid (cofibracid trivial) si t només st té la
propietat d’elevacid a esquerra respecte a totes les fibracions trivials
(fibractons).

ii) Una aplicacio és una fibracié (fibracid trivial) st 1 només si té la
propietat d’elevacio a dreta respecte a totes les cofibracions trivials
(cofibracions).

iii) Una aplicacié és una equivaléncia débil si 1 només si es pot facto-
ritzar com una cofibracid trivial sequida d’una fibracié trivial. [

Una categoria € es diu que és cofibrantment generada si les fibracions
sén detectades per un conjunt de cofibracions trivials, és a dir, existeix un
conjunt J de cofibracions trivials en € tal que una aplicacié és una fibracié si
i només si té la propietat d’elevacidé a dreta respecte a tots els elements de J.
Els elements de J es diuen cofibracions trivials generadores.

La seglent proposicié mostra algunes propietats de clausura de les classes
de fibracions i cofibracions [Hir03, Proposicions 7.2.4 i 7.2.5].

Proposicié 2.1.4. Sigut C una categoria de models.

i) Les classes de fibracions i cofibracions estan tancades per composi-
c10.

ii) Les classes de fibracions 1 fibracions trivials estan tancades per pro-
ductes.

iii) Les classes de cofibracions ¢ cofibracions trivials estan tancades per
coproductes. []

Una categoria simplicial és una categoria C enriquida en conjunts simpli-
cials, és a dir, per a cada parell d’objectes X 1 Y de C, tenim un conjunt
simplicial Map(X,Y’) tal que el seu conjunt de veértexs correspon als morfis-
mes en C entre X 1 Y. Una categoria de models simplicial C és una categoria
simplicial que també és categoria de models, juntament amb construccions na-
turals d’objectes X ® K 1 X¥ en C, on X és un objecte de € i K és un conjunt
simplicial, que compleixen uns certs axiomes.
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Definici6é 2.1.5. Una categoria simplicial C és una categoria tal que

i) Per a cada parell d’objectes X i Y de C tenim un conjunt simplicial, que
denotarem per Map(X,Y).

ii) Per a cada tres objectes X, Y i Z de C hi ha una aplicacié
cxyvz: Map(Y,Z) x Map(X,Y) — Map(X, Z)
tal que el seglient diagrama commuta pera X, Y, Z i W de C:

CX,Y,ZX]-

(Map(Y, Z) x Map(X,Y)) x Map(W, X) —— Map(X, Z) x Map(W, X)

|

Map(Y, Z) x (Map(X,Y) x Map(W, X)) w,X,Z

1x CW'X’Y\L

Map(Y, Z) x Map(W,Y)

> Map(W, Z).

WY,z

iii) Per a cada objecte X de €, hi ha una aplicacié de conjunts simplicials
1x: * — Map(X, X) que fa que els segiients diagrames commutin per a
tot X 1Y de C:

* x Map(X,Y) s Map(Y, x Map(X,Y)

Map(X,Y),

Map(X,Y) x * —% Map(X,Y x Map(X, X)

Map(X,Y).

iv) Per a cada parell d’objectes X i Y de C, hi ha un isomorfisme

Map(X) Y)O = G(X) Y)

Definicié 2.1.6. Una categoria de models simplicial és una categoria simplicial
que també és categoria de models i que satisfa els dos axiomes seglents:
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(M6) Per a cada parell d’objectes X i Y de C i per a tot conjunt simplicial
K, existeixen objectes X @ K i Y¥ de C tals que tenim les segiients
equivalencies naturals de conjunts simplicials

Map(X ® K,Y) ~ Map(K, Map(X,Y)) ~ Map(X, Y¥).

(M7) Sit: A — Bip: X — Y sbén una cofibracié i una fibracié en C
respectivament, llavors I’aplicacié de conjunts simplicials

Map(B, X) — Map(A4, X) Xmap(a,y) Map(B,Y)
és una fibracid, que és trivial si z o p és una equivaléncia débil.

L’isomorfisme de conjunts simplicials de (M6) déna lloc en grau zero a una
bijeccié natural de conjunts

C(X ® K,Y) = sSets(K,Map(X,Y)) = C(X,Y¥). (2.1)

Una categoria de models es diu que és propia si les equivaléncies debils
es preserven per pushouts i pullbacks a través de fibracions i cofibracions
respectivament.

Definicié 2.1.7. Sigui € una categoria de models.

i) Diem que C és propia per ’esquerra si donat qualsevol diagrama tipus

pushout

A-—lsc

f

Q

B——D
en el qual f és una equivaléncia debil i A és una cofibracid, llavors g és
una equivaléncia debil.

ii) Diem que C és propia per la dreta si donat qualsevol diagrama tipus
pullback
A—C

f g

B T D
en el qual g és una equivaléncia debil i k és una fibracié, llavors f és una
equivaléncia debil.
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2.2 Objectes petits i categories localment
presentables

Sigui C una categoria de models cocompleta i A un ordinal. Una A-successid
en C és un functor 7: A — C, és a dir, un diagrama en C

tal que per a cada ordinal limit vy < A I’aplicacié induida
COlimﬁ<>\ Il[g — Ly

és un isomorfisme. La composicié de la A-successié es defineix com ’aplicacié
natural
Io — COHIIl[3<)\ Iﬁ.

Definicié 2.2.1. Sigui s un cardinal. Un objecte X de C és k-petit si per a tot
cardinal regular A > & i tota A-successid

I0—>I]_—>I2—>"'—>Iﬁ—>“' (ﬁ<A)
en C, ’aplicacié natural de conjunts
colim/3<>\ G(X, Iﬁ) — G(X, COlimﬁ<)\ Iﬁ)

és una bijeccié. També es diu que el functor C(X,—) conserva colimits de
longitud A > k. Un objecte és petit si és k-petit per a algun cardinal &.

Aquesta definicié és equivalent a dir que si un objecte X és k-petit, llavors
per a tot cardinal regular A > &, qualsevol aplicacié f: X — colimg.y I
factoritza a través de I, per a algun a < A:

X L) C011m5<>\ Iﬁ

9 P"
s

I,.

Aquesta factoritzacié és a més tinica en el sentit que si existeixen g i g’ tals
que f =1,09 = 1, 0 ¢, llavors existeix o’ > o tal que

Ila—ad)og=Ia—da)og.
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El concepte d’objecte petit és un cas particular d’objecte presentable. Els
objectes presentables apareixen en 1’estudi de les categories localment presen-
tables, en les que com veurem tot objecte és petit. Aquestes categories van ser
definides per Gabriel i Ulmer en [GU71]. La monografia d’Adédmek i Rosicky
[AR94] és també una referéncia basica.

Sigui k un cardinal regular. Un conjunt d’indexs I és un conjunt k-dirigit
si tot subconjunt de I de cardinalitat menor que « té una cota superior.

Definici6 2.2.2. Sigui k un cardinal regular. Un objecte X de C és k-presentable
si el functor C(X, —) conserva colimits sobre conjunts d’indexs que siguin -
dirigits.

Observeu que si X és k-dirigit, llavors també és k'-dirigit per a qualsevol
cardinal regular k' > k.

Lema 2.2.3. Sigui k un cardinal reqular. Llavors k és un conjunt A-dirigit
per a tot cardinal regular A < k.

Demostracid. Sigui A un cardinal regular que compleix que A < k, i sigul
J C k tal que card(J) < A. Per acada j € J, sigui k; = card{s € k | ¢+ < j}.
Llavors, k; < kK per a tot 7 € J i Kk # UjcsK; ja que K és un cardinal regular.
Per tant existeix un 19 € k tal que 7, > 7 per a tot 7 € J. H

Aquest lema implica en particular que tot cardinal regular x és un conjunt
k-dirigit i per tant, tot objecte x-presentable és «-petit. El reciproc no és cert
en general.

Definicié 2.2.4. Una categoria C es diu localment k-presentable si existeix un
conjunt A d’objectes x-presentables de € tals que qualsevol objecte de la cate-
goria és el colimit sobre un conjunt k-dirigit d’elements de A. Una categoria
és localment presentable si és localment k-presentable per a algun cardinal
regular k.

Proposicié 2.2.5. St C és una categoria localment presentable, llavors tot
objecte de C és petit.

Demostracié. Suposem que C sigui localment x-presentable i sigui A el con-
junt d’objectes k-presentables associat a C. En particular, els elements de
A sbén k-petits, com a conseqiiencia del Lema 2.2.3. Si X ¢ A, llavors
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X = colim;.; D;, on I és un conjunt k-dirigit i cada D, és k-presentable,
i en particular k-petit. Sigui g = card(l). Veiem que X és v-petit, on
v > max(k,p). Sigui A un cardinal regular tal que A > v iI: A — C
una A-successié. Donada una aplicacié f: X — colimg.y Ig qualsevol, com
que D; és k-petit i A > &, la composicié d; o f factoritza a través d’algun I,;:

X L) COliml[g<>\ Il[g

Sigui ara o = sup{e; | ¢ € I'}. Aquest suprem existeix i a més I, # colimg., Ig,
ja que card{o; | 1 € I} < pu. Per a tot 7 € I, la composicié d; o f factoritza
llavors a través d’un unic I,:

X L) CO].im'@<)\ I'@

S

D‘L —————————— > Ia-

Tenim per tant per a cada ¢z € I una aplicacié D; — I, que ens proporciona
per la propietat universal del colimit una aplicacié

X = colim;c; D; — 1,

i per tant X és v-petit. O

2.3 Construcci6 de f-localitzacions

Sigui € una categoria de models simplicial. Una localitzacié homotopica és un
functor L: € — C juntament amb una transformacié natural I: Id — L que
conserva equivaléncies debils, pren valors fibrants i ’aplicacié Ix: X — LX
és una cofibracié tal que per a cada X que sigui cofibrant i cada Y, el morfisme

Map(LX, LY) — Map(X, LY)

induit per Ix és una equivaléncia debil de conjunts simplicials. Els functors
de f-localitzacié sén un cas particular de localitzacions homotopiques; de fet,
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llevat de certes hipotesis de teoria de conjunts, totes les localitzacions ho-
motopiques sén f-localitzacions per a alguna aplicacié f. Aquest resultat,
demostrat en la categoria de grups en [CS01] i en la categoria de conjunts
simplicials en [CSS04|, pot generalitzar-se a localitzacions homotopiques en
una categoria de models simplicial qualsevol [CCO04].

L’existéncia de f-localitzacions per a tota aplicacié f i per a tot objec-
te d’una categoria C esta garantida quan la categoria C és simplicial i com-
pleix certes hipotesis. L’eina principal per a provar l'existéncia de functors de
localitzacié és el small object argument (veure [Qui67|, [Hir03, 10.5]), que
ens permet construir factoritzacions functorials en categories de models. La
segiient construccié esta basada en idees de [Bou77] i [Hir03].

Sigui € una categoria de models simplicial i sigui f: A — B una cofibracié
entre objectes cofibrants. Suposarem les seglients hipotesis addicionals sobre
la categoria C per a poder construir la f-localitzacié:

i) @ és propia per ’esquerra.

ii) C és cofibrantment generada. Denotarem per J el conjunt de cofibracions
trivials generadores.

iii) Els objectes A, A[n]®A][papmma OA[n]® B i tots els dominis d’elements
de J sén petits.

La hipotesi iii) es compleix per exemple si la categoria C és localment presen-
table (veure Proposicié 2.2.5). Comengarem amb la definici6 de f-localitzacié
en una categoria de models simplicial.

Definicié 2.3.1. Sigui C una categoria de models simplicial i siguin X un objecte
de Ci f: A— B una cofibracié entre objectes cofibrants.

i) X és f-local si és fibrant i I'aplicacié induida
Map(B, X) — Map(4, X)
és una equivaléncia deébil de conjunts simplicials.

ii) Una aplicacié g: X — Y és una f-equivaléncia si existeix una aproxi-
macié cofibrant g: X — Y de g tal que ’aplicacié induida

Map(?) Z) - Map()?) Z)
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és una equivaleéncia débil de conjunts simplicials, per a tot objecte Z que
sigui f-local.

Donat un objecte X de €, una f-localitzacid de X es defineix com un
morfisme X — L;X que és una f-equivaléncia i on l'objecte L;X és f-local.

Els seglients resultats mostren algunes de les propietats de clausura dels
objectes f-locals i les f-equivalencies respecte a retractes i a limits i colimits
homotopics.

Lema 2.3.2. Donat un objecte X de C, s1 X és f-local 1Y — X és una
aplicacid amb una inversa homotopica per l’esquerra, llavors Y és f-local.

Demostracié. Podem factoritzar 1’aplicacié ¥ — X com una cofibracié
Y — Z seguida d’una fibracié trivial Z — X, per (M5). Aix{ doncs,
com succeeix en [Hir03, Proposicié 1.2.5], I’aplicacié de conjunts simplicials
induida

Map(f,Y): Map(B, X) — Map(4, X)
és un retracte de Map(f, Z) i per tant és una equivaléncia debil de conjunts
simplicials. O

Lema 2.3.3. Tot limit homotopic d’objectes f-locals és f-local.

Demostracié. Sigui I una categoria petitai D: I — € un diagrama en C tal
que D; és f-local per a tot 72 € I. Llavors,

Map(B, holim;c; D;) ~ holim;c; Map(B, D;)
~ holim;.; Map(4, D;) ~ Map(B, holim;.; D;)

1 per tant, holim,-; D, és f-local. [

Observacié 2.3.4. De manera analoga podem demostrar que tot colimit ho-
motopic de f-equivaléncies és una f-equivaléncia, i que tot retracte homotopic
d'una f-equivaleéncia torna a ser una f-equivaléncia.

Demostrarem ara l'existéncia de f-localitzacions en qualsevol categoria de
models simplicial que compleixi les hipodtesis anteriors. Donat un objecte X
de C, necessitarem construir un objecte L;X que sigui f-local juntament amb
una f-equivaléncia X — L;X. La construccid sera de caracter functorial.
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En primer lloc, l'objecte L;X ha de ser f-local, per tant fibrant, és a dir,
I'aplicacié Ly — * tindra la propietat d’elevacié a dreta respecte a totes les
aplicacions de J (conjunt de cofibracions trivials generadores). L’axioma (M?7)
implica que si Ly X és fibrant, llavors ’aplicacié induida

Map(B, L;X) -1 Map(4, L X)

és una fibracié de conjunts simplicials. Per tant, si L;X €és fibrant, llavors €s
f-local siinomés si f* és una fibracié trivial de conjunts simplicials, és a dir, té
la propietat d’elevacié a dreta respecte a la familia d’inclusions A [n| — Aln|
per a tot n > 0:
OA[n] —— Map(B, LX)

~

Lok
Aln] Map(A, L X).

L’isomorfisme sSxets(K,Map(Y, Z)) = C(K ®Y, Z) de (2.1), per a tot conjunt
simplicial K i per a Y, Z objectes de C, transforma el diagrama anterior en el
segient:

Aln] ® Allpapmpa 0AIN] ® B —= LiX

Aln]© B - ' ¥,

D’aquesta manera podem obtenir una caracteritzacié dels objectes f-locals.

Proposicié 2.3.5. Un objecte X de C és f-local st 1 només si l’aplicacid
X — x té la propietat d’elevacid a dreta respecte a les dues families de
morfismes seguents:

i) J={conjunt de cofibracions trivials generadores}.
i) I = {A[n]e@AHaA[n]@AaA[n]@B . An]®B,n> o}. O

Observeu que els elements de I sén cofibracions. Donat un morfisme g
en I, 'existéncia d’'una elevacié a esquerra de g respecte a qualsevol fibracié
trivial X — Y,
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és equivalent per la bijeccié (2.1) a que existeixi una elevacié en el segiient
diagrama de conjunts simplicials:

OA[n] >7Map(B, X)

| o

Aln] —— Map(A, X) Xuap(ay) Map(B,Y).

Aquesta elevacié sempre existeix ja que el morfisme de la dreta és una fibracié
trivial per (M7) i el morfisme 8A[n| — Al[n]| és una cofibracié de conjunts
simplicials.

Sigui K = I'UJ. Triem ara un cardinal A tal que tots els dominis de
morfismes del conjunt K siguin A-petits (n’hi ha prou amb triar A com el
minim cardinal que compleix que aquests dominis sén A-petits). Suposem que
K ={A, — B,;, 1 € J}. Sigui E; = X i construim el segiient diagrama tipus
pushout, on el coproducte varia sobre tots els possibles morfismes de A; a Ey
per a cada 7 € J:

H A; —— Ej

| ]
[[Bi— E;.

D’aquesta manera obtenim ’'objecte E;. Procedim ara inductivament; E,
s’obté a partir de F, mitjangant el pushout

HAi*)Yn

| ]

H Bi — Yn+11

on ara el coproducte varia sobre tots els possibles morfismes de A; a F, per a
cada ¢ € J. Si+ és un ordinal limit, llavors E., = colimg., Eg. Tenim aixi una
A-successio

1 definim la localitzacié

LfX = COliml[g<>\ El[g.
La composicié de la A-successié Ey = X — Ly X = colimg. Eg és 'aplicacié
de localitzacié.
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Cadascuna de les aplicacions E, — FE,.; és una cofibracié, ja que és
el pushout d’'un coproducte de cofibracions. Tenim d’aquesta manera una
A-successioé de cofibracions

X=B—FE —F —- - — Eg—---

la composicié de la qual X = Ey — colimg.) Eg = Ly X és una cofibracid.

En la construccié de Ly X hem utilitzat el small object argument de Qui-
llen, en el qual es realitzen successius pushouts i colimits. Es, per tant,
una construccié functorial. D’aquesta manera podem definir el functor de
f-localitzacié

LfI C—0C

que assigna a cada X l'objecte L;X construit anteriorment.

Per a completar la construccié de la f-localitzacié ens falta comprovar que
I'objecte L;X és, en efecte, f-local per a tot X i que I'aplicacié X — L X =
colimg.» B és una f-equivalencia.

Lema 2.3.6. L’objecte L;X definit anteriorment és f-local.

Demostracié. Per la Proposicié 2.3.5 n’hi ha prou amb comprovar que 1’apli-
cacié Ly X — * té la propietat d’elevacié a dreta respecte a tots els elements
de la classe d’aplicacions K. Donada una aplicacié A; — B; de K, hem de
veure que existeix I’elevacié

A, — L X (2.2)
| ]
Com que Ly = colimg. Ep 1 cada A; €s A-petit, llavors I'aplicacié natural
COlimﬁ<)\ G(Ai, E'@) — G(Ai, coh’mﬁ<>\ Elg)

és una bijeccié. Per tant, I’aplicacié A; — L;X factoritza a través de Bz —
L¢X per a algun 8 < A 1 tenim el seguent diagrama commutatiu

Ai HL](X
Bi 4)E[3.

L’aplicacié B; — Eg existeix per construccié dels Eg, i per composicié amb
l'aplicacié Eg — L X, defineix I’elevacié en el diagrama (2.2). O
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Totes les aplicacions de K sén f-equivaléncies. Sigui g una aplicacié de
K. Si g pertany al conjunt J, llavors g: A, — B; és una cofibracié trivial.
Denotem per g: A; — B; una aproximacié cofibrant de g. Podem triar g
de manera que sigui també una cofibracié trivial [Hir03, Proposici6é 8.1.23|.
Utilitzant ara I’axioma (M7), obtenim que ’aplicacié natural

Map(B;, X) — Map(4;, X)

és una equivaléncia debil de conjunts simplicials per a tot objecte X que
sigui fibrant, en particular per a tot X que sigui f-local, i aixi g és una f-
equivaleéncia. Si g pertany a la classe I, llavors és de la forma
g: A® Aln] HA@BA[n} B®8A[n] — B ® Aln].

Les aplicacions AR A[n] — BRIA[n]i AQ Aln] — B®A[n] sén ambdues
f-equivalencies ja que f és una cofibracié entre objectes cofibrants i tant A [n]
com Al[n] sén conjunts simplicials cofibrants. El pushout d’una f-equivaléncia
que és una cofibracié entre objectes cofibrants torna a ser una f-equivaléncia
ja que, per hipotesi, la categoria € és propia per l’esquerra (veure [Hir03, Lema
3.2.10]). El segiient diagrama tipus pushout

A® 0A[n] > A® Aln]

- l

B ® 0A[n] — A® Aln][[449apm B ® 0A[n]

implica que 1’aplicacié g és també una f-equivaléncia ja que és una composio
de f-equivaléncies.

Lema 2.3.7. L’aplicaci6 X — L;X és una f-equivaléncia.

Demostracié. Cada aplicacié Eg — Eg.; és una f-equivalencia, ja que és
el pushout d'una aplicacié que és una cofibracié i una f-equivaléncia i la
categoria C és propia per l’esquerra (veure [Hir03, Lema 3.2.10]). Considerem
ara la seglient A-successié de cofibracions i f-equivaléncies:

X=Ey—FE —F —- - — FE— -
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Per la Proposicié 17.9.4 de [Hir03], podem trobar una altra A-successié de
cofibracions juntament amb una aplicacié de A-successions

-E'O \El >E2 N >E,6 S
By > Fy > Fy > Eﬁ >

tal que:

i) Cada aplicacié vertical Eﬁ — B €s una aproximacio6 cofibrant de Ejg.
ii) Cada aplicaci6 Bz — Hg,1 és una cofibracio.

iii) L’aplicacié colimg. Eﬁ — colimg.» Eg és una aproximacié cofibrant de
COHIIlﬁ< A Eﬁ .

Sigui Z un objecte f-local. Com que cada aplicaci6 Eg — Eg.; €s una
f-equivalencia i cada Eg — Eg. és una cofibracié, I'aplicacié

l\/Iap(E'ﬁJrl, Z) — Map(Eﬂ, Z)
és una fibracié trivial. D’aquesta manera,
Map(Eo, Z) «— Map(By, Z) «— -+ «— Map(Eﬁ,Z) —

és una torre de fibracions trivials de conjunts simplicials. Per tant la compo-
sicié
Map(colimg.y Eg, Z) — }3111;_ Map(Eg, Z) — Map(Ey, Z)
<

és una equivaléncia débil 1 I'aplicacié X — L;X = colimg., Eg és una f-
equivaléncia. O

Partint d’una categoria de models simplicial, hem construit a partir d’una
cofibracié f: A — B entre objectes cofibrants un functor L; que assigna a
cada objecte X de C una f-localitzacié Ix: X — LsX.

El segiient teorema recull les hipdtesis sobre la categoria C per a ’existéncia
de functors de f-localitzacié per a qualsevol aplicacié f.

Teorema 2.3.8. Sigui C una categoria de models simplicial, cofibrantment
generada 1 localment presentable, 1 sigut f: A — B una cofibracio entre
objectes cofibrants. Llavors existeix un functor de f-localitzacié en C.

]
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La hipotesi que f sigui una cofibracié pot afeblir-se partint del fet que si f
no és cofibracié, es comencga aproximant-la per una cofibracié. Les condicions
del teorema anterior sén satisfetas per les categories de conjunts simplicials o
espectres simetrics entre d’altres.

L’existéncia del functor de f-localitzacié permet definir noves estructures
de models en la categoria C. Si definim ara les equivaléncies débils com les
aplicacions g tals que Lyg és una equivaléncia debil i mantenim les cofibraci-
ons, tenim una nova estructura de models en C, que es denota per LsC i es
diu estructura de models localitzada. Utilitzant 1’aplicacié de f-localitzacié
podem obtenir una factoritzacié functorial de 'aplicacié X — * com una
fibracié trivial seguida d’una cofibracié:

*
Ix /

L;X.

Recordeu que L;X és fibrant i I'aplicacié Ix és una cofibracié. Utilitzant
el small object argument de manera analoga a la construccié de Ly X, po-
dem construir un functor CW; juntament amb una transformacié natural
c: CW; — Id que pren valors cofibrants i tal que, per a tot X, I'aplicacié
cx: CW;X — X és una fibracié. Aix0 ens permet aconseguir una factoriza-
ci6 functorial de ’aplicacié () — X com una cofibracié trivial seguida d’una

fibracié:
0 > X

CW;X.

D’aquesta manera, cada aplicacié f proporciona una nova estructura de models
en C. Donat un objecte X, les aplicacions lx i cx corresponen respectivament
a una aproximacié fibrant i a una aproximacié cofibrant de X en la categoria
de models localitzada.

Aquest resultat es compleix també en categories de models cel-lulars en
el sentit de [Hir03, Definicié 12.1.1]. El Teorema 4.1.1 de [Hir03] demostra
lexisténcia de f-localitzacions en aquest tipus de categories.
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Capitol 3

Functors de localitzacié en homotopia
estable

En aquest capitol descriurem quines sén les principals propietats dels functors
de localitzacié en la categoria homotopica dels espectres. En el Capitol 2 es
demostra com construir la f-localitzacié en una categoria C per a qualsevol
aplicacié f i qualsevol objecte X, sempre que € sigui una categoria de mo-
dels simplicial que verifiqui certes hipotesis addicionals, que apareixen en el
Teorema 2.3.8. Aquestes hipotesis inclouen que la categoria sigui propia per
I’esquerra, cofibrantment generada i localment presentable.

Per a construir functors de localitzacié en la categoria homotopica estable,
prenem com a base la categoria d’espectres simetrics sobre conjunts simplicials
[HSSO00] o la categoria de Bousfield-Friedlander [BF78]. Ambdues categories
satisfan les condicions del Teorema 2.3.8 anteriorment esmentades. Les catego-
ries homotopiques associades a aquestes categories de models sén equivalents
a la categoria homotopica estable d’Adams—Boardman.

3.1 Espectres de funcions

En la categoria d’espectres simetrics, donats dos espectres X i Y tals que
X és cofibrant i Y és fibrant, el conjunt simplicial Map(X,Y") és un espai de
llagos infinit, i per a qualsevol eleccié de punt base, els seus grups d’homotopia
verifiquen que

me(Map(X,Y), *) & [ZF X, Y] = 1 (F(X,Y)) perak >0,
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on F(X,Y) és 'espectre de funcions de X a Y, obtingut per representabilitat
de Brown a partir del functor [— A X,Y]. El functor F(X,—) és un adjunt
per la dreta del functor X A —, per tant per a tot X, Y, Z es compleix
que [X NY,Z] =2 [X,F(Y,Z)]. Els grups d’homotopia del conjunt simplicial
Map(X,Y) sén isomorfs als del recubridor connectiu F¢(X,Y") de I’espectre de
funcions de X a Y, que utilitzarem per a definir la localitzacié. El recubridor
connectiu X°¢ d’un espectre X és un espectre (—1)-connex que té els mateixos
grups d’homotopia que X en dimensié major o igual que zero, és a dir,

7T(XC)_ 71'1‘(X) SI%ZO
b “]o si1 <0

A partir d’ara treballarem amb espectres de funcions (derivats) en la categoria
homotopica estable, que denotarem per Ho®, sense fer cap referéncia a la
categoria de models escollida.

Definicié 3.1.1. Sigui f: A — B una aplicacié d’espectres.

e Un espectre X es diu f-local sil’aplicacié f indueix una equivalencia ho-
motopica F¢(B, X) ~ F°(A, X), on F(—, —) és el recubridor connectiu
de I'espectre de funcions.

e Una aplicacié g: X — Y és una f-equivaléncia si g indueix una equi-
valéncia homotopica F¢(Y, Z) ~ F¢(X, Z) per a tot espectre Z que sigui
f-local.

e Una f-localitzacid d'un espectre X és una aplicacié Ix: X — Ly X tal
que Ix és una f-equivaléncia i Ly X és un espectre f-local.

Per a cada aplicacié f, cada espectre X té associada una f-localitzacid
L;X, 1 aquesta associacié que a cada X li fa correspondre L;X es construeix
com un functor homotopic en la categoria dels espectres, com s’explica en la
Seccid 2.3 del Capitol 2.

L’aplicacié de localitzacié Ix: X — L;X té dues propietats universals en
Ho’ que la caracteritzen:

i) L’aplicacié Ix: X — L;X és inicial entre totes les aplicacions de X a
espectres f-locals, és a dir, si g: X — Y és una aplicacié d’espectres on
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Y és f-local, llavors existeix una unica aplicacié h: Ly X — Y tal que

g~ holy,
XLLfX
QJ/
R
],\
Y.

ii) L'aplicacié Ix: X — LsX és final entre totes les f-equivaléencies amb
domini X, és a dir, si g: X — Y és una f-equivaléncia, llavors existeix
una tnica aplicacié h: Y — Ly X tal que lx ~ hog,

X L LfX
¢
gl
L h
Y.

Per demostrar la primera de les propietats prenem Y un espectre f-local.
Llavors, utilitzant que [x és una f-equivaléncia, tenim

[X,Y] = m(F(X,Y)) = mo(F(X,Y)) 2 mo(F(Ls X, Y))
~ mo(F(LsX,Y)) & [Ls X, Y.

La segona es demostra analogament. Si g: X — Y és una f-equivaléncia,
llavors

[X, LX) = mo(F(X, L; X)) = mo(F(X, L X)) = mo(F(Y, Ly X))
= WO(F(Y, LfX)) & [Y, LfX]

Qualsevol d’aquestes dues propietats universals ens garanteix que si tenim un

espectre Y que és f-local i una aplicacié X — Y que és una f-equivaléncia,
llavors ¥V ~ L;X.

Corol-lari 3.1.2. Per a una aplicacié f donada, el functor de localitzacio Ly
és tunic llevat d’homotopia. ]

Els espectres X que sén f-locals sén precisament aquells que compleixen
que X ~ L;X. En efecte, si X és f-local, aplicant la primera de les propietats
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universals a I’aplicacié identitat en X, obtenim que existeix una tnica aplicacié
h: Li{X — X tal que holyx ~ 1y,

X 5 LiX

L

X.
Utilitzant un raonament analeg es prova que les aplicacions X — Y tals
que L;X — L;Y és una equivalencia homotopica sén exactament les f-
equivalencies. Si g: X — Y és una f-equivaléncia, la composicié ly o g és
una f-equivaléncia. Fent servir ara la segona de les propietats universals de la
localitzacid, existeix una tinica aplicacié h: LY — L;X tal que holyog ~ Ix,

Xg—25 L;X
N

[—— LY.
ly

Els espectres f-locals o les aplicacions que sén f-equivaléncies caracteritzen
els functors de localitzacio en el sentit que donats dos functors Ly i Ly, ambdods
coincideixen si i només si la classe d’espectres f-locals coincideix amb la classe
d’espectres g-locals, o bé, la classe de f-equivaléncies coincideix amb la de g-
equivaléncies. Quan diem que Ly i L, coincideixen significa que L X ~ L, X
per a tot espectre X.

Un functor idempotent en una categoria C és un endofunctor L juntament
amb una transformacié natural I: Id — L tal que Ll = IL i Ll: L — L? és
un isomorfisme.

Proposicié 3.1.3. El functor de localitzacié Ly és idempotent en la categoria
homotopica estable.

Demostracié. L'aplicacié de localitzacio Ix: X — L;X defineix una trans-
formacié natural [: Id — Ly. Per tant, el segiient diagrama commuta llevat
d’homotopia per naturalitat

X*fo

LfX m)LfoX,
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és a dir, Iy x olx =~ L¢lx olx per a cada espectre X. Utilitzant la propietat
universal de la localitzaci6, tenim que aixo implica que Iy x ~ Lslx. Per a
cada espectre X, agafem ara l’aplicaci6 identitat en L;X 1 sigui ux 1'tnica
aplicacié que tanca el diagrama

brpx
LfX R LfoX

L;X.

Tenim que px olr,x €s la identitat en L;X. De la propietat universal de la
localitzacié també es dedueix que lfo o ux és la identitat en L;L;X. Aixi
doncs, Iy, x €s un isomorfisme en la categoria homotopica dels espectres 1 per
tant el functor L; és idempotent. O

3.2 Propietats dels functors de localitzacié

El functor suspensié juga un paper fonamental en la teoria d’homotopia esta-
ble. També és un functor important en la teoria de f-localitzacié d’espectres.
En aquesta seccié estudiarem de quina manera i en quins casos la localitzacié
L¢X d’un espectre determina o pot ser determinada per la de les seves sus-
pensions L;X*X amb k € Z. En general no té perqueé haver cap relacié entre
aquestes localitzacions; de fet, els espectres f-locals i les f-equivaléncies no
sén tancats per suspensions i desuspensions arbitraries en general.

Proposicié 3.2.1. Sigut f: A — B wuna aplicacio d’espectres. Siguin X —
Y - Z 1 E —- F — G dues cofibracions d’espectres 1 siguin i, g, 1 h
aplicacions tals que fant el diagrama seguent commutatiu:

X—Y —Z2

1

E—F—@G.
Llavors:
i) S1Y 1 Z sén f-locals, també ho és X.

ii) St g 1 h son f-equivaléncies, també ho és 1.
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Demostracié. N’hi ha prou amb aplicar les definicions i utilitzar la successié
exacta llarga associada a cada cofibracié d’espectres. En el cas del primer
apartat, la cofibraci6 X — Y — Z déna lloc al segiient diagrama de grups
abelians

.-+——|[2B,Y]|—[%B,Z] —|[B,X|—|[B,Y] — B, Z|

|

5 [BA Y] —— [BA, Z) —— [A, X] —— [A, Y] —— [A, Z]

Com que Y 1 Z sén f-locals per hipotesi, el lema dels cinc implica que hi ha
un isomorfisme [*B, X] = [B*A, X] per a tot k > 0, per tant F¢(B, X) ~
F¢(A, X) iaixi, X és f-local. Per a demostrar la segona part, sigui ara C' un
espectre f-local. Les successions exactes associades a les cofibracions X —
Y - Z1FE — F — G donen lloc al seglient diagrama

[X,C)«—[Y,C]«— [Z,C] +— [2X,C] +— [2Y,C] «— - --

S N N

[B,C]<+— [F,C]+—[G,C]+— [SE,C]+— [SF,C]+— - --

Com que g i h sén f-equivaléncies, aplicant de nou el lema dels cinc, tenim
un isomorfisme [S*Z,C] = [Z*G,C] per a tot k¥ > 0. Aixd ens déna una
equivaléncia F¢(Z,C) ~ F¢(G, C) per a tot C que sigui f-local, i per tant 7 és
una f-equivaléncia. ]

Observacid 3.2.2. Aquesta proposicié es pot veure com un cas particular del
Lema 2.3.3. La fibra homotopica d’una aplicacié és un cas particular de
limit homotopic, i 'aplicacié del segon apartat és un colimit homotopic de
f-equivaléncies.

Corol-lari 3.2.3. Sigut f una aplicacié d’espectres

i) S1Y és un espectre f-local, llavors també ho és l’espectre X *Y per
ak>0.

ii) S1g: X — Y és una f-equivaléncia, també ho és ©*g per a k > 0.
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Demostracié. Si'Y és f-local, podem aplicar el primer apartat de la Propo-
sicié 3.2.1 a la cofibracié
7Y —x — Y.

D’aquesta manera obtenim que 27'Y és f-local. Podem reiterar ara el procés
i d’aquesta manera veiem que X %Y és f-local per a tot ¥ > 0. En el cas que g
sigui una f-equivalencia, basta aplicar el segon apartat de la Proposicié 3.2.1
al diagrama de cofibracions

X—x—NX

] | o

Y —*—3Y

per obtenir que Yg és una f-equivaléncia. Reiterant el procés tenim que TFg
és una f-equivaléncia per a tot £ > 0. ]

Degut al fet que F°(B,Y) ~ F¢(X*B,=*Y) per atot B, Y i k € Z, podem
concloure que si Y és un espectre f-local, llavors 3*Y és %* f-local per a tot
k € 7Z i el mateix succeeix per a f-equivaléncies, és a dir, si g és una f-
equivaléncia, llavors Z*g és una ©F f-equivaléncia per a tot k € Z. A partir
d’aquest fet podem deduir el segiient resultat.

Proposici6 3.2.4. Per a qualsevol aplicacio d’espectres f 1 qualsevol espectre
X tenim una equivaléncia homotopica

L;S %X ~ 5 FLa X,
per a tot k € Z

Demostracid. L’aplicacié de localitzacié I: X — Lgx;X és una &F f-equiva-
léncia, per tant %1 és una f-equivaléncia. A més a més, E*kLEkfX és f-local
jaque Ly X és ¥ f-local. El resultat és conseqiiéncia del Corol-lari 3.1.2. [

Proposicié 3.2.5. Sigut X — Y — Z una cofibracid d’espectres, i sigui
Ly un functor de localitzacié qualsevol. Siv L;X és contractu, llavors
Uaplicacid Y — Z és una f-equivaléncia.

Demostracié. Considerem la successié exacta llarga de grups abelians

- — [EX,BE] — [Z,E] — [V, E] — [X,E] — - --
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associada a la cofibracié per a qualsevol espectre E. Si E és f-local, llavors
[*X, E] = 0 per a tot k > 0, per la segona part del Corol-lari 3.2.3, ja que
com que L;X és contractil, I'aplicaci6 X — x és una f-equivaleéncia. Aix{
doncs, [E*Z,E] = [S*Y, E] per a tot k > 0 i per a tot espectre Y que sigui
f-local, i aixd implica que Y — Z és una f-equivaléncia. O

El functor de localitzacié és un functor additiu en Ho®. Donats dos espec-
tres qualssevol X i Y, tenim una equivaléncia natural

LfX V LfY ~ Lf(X \/Y),

ja que el coproducte Ix Viy: X VY — LyX V L;Y €s una f-equivalencia i
L¢X V LY és un producte d’espectres f-locals i, per tant, f-local.

Com a conseqiiéncia del Corol-lari 3.2.3, per a qualsevol aplicacié f i qual-
sevol espectre X tenim una aplicacié natural

SL;X — LT X, (3.1)

Quan aquesta aplicacié natural és una equivaléncia homotopica diem que el
functor Ly commuta amb la suspensié. Aixi doncs, el functor L; commuta
amb la suspensié si 1 només si X LX ~ L3 X, ja que en aquest cas ¥ L;X és
f-local, i llavors 'aplicacié (3.1) és una f-equivaléncia entre espectres f-locals.

Treballar amb functors de localitzacié que commuten amb la suspensié
té els seus avantatges respecte als que no tenen aquesta propietat. Per a
aquesta classe de functors els espectres f-locals i les f-equivalencies si que
estan tancades per suspensions i desuspensions arbitraries, i a més a més
preserven cofibracions d’espectres.

Teorema 3.2.6. Sigut f: A — B una aplicacid d’espectres. Son equivalents:
i) XLy X ~ LB X per a tot espectre X.
i) B*L¢X ~ L;T*X per a tot espectre X 1 tot k € Z.

iii) Si E és un espectre f-local, llavors X*E també és f-local per a tot
keZ.

iv) Sig és una f-equivaléncia, llavors ©*g és també una f-equivaléncia
per a tot k € Z.
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v) LyX ~ L5« X per a tot espectre X 1 tot k € Z.

vi) L’aplicacio F(B,E) — F(A, E) induida per f és una equivaléncia
homotopica per a tot espectre f-local E.

vii) S1 E és f-local © X és qualsevol espectre, llavors F(X, E) és f-local.

viii) S19: X — Y 1t h: M — N sén f-equivaléncies arbitraries, llavors
Uaplicaci6 gNANh: X N\M — Y AN també és una f-equivaléncia.

ix) S1 X —Y — Z és una cofibracié d’espectres, llavors Ly X — L;Y —
L:Z també és una cofibracid d’espectres.

Demostracid. Els enunciats i) i ii) sén equivalents i ii) implica iii). Observar
que iii) implica que £ L;X és f-local per a tot X iper tant es compleix i) ja que
(3.1) és una f-equivaléncia. Utilitzant les definicions es pot veure directament
que iii) i iv) sén equivalents. A partir de iv) es dedueix que per a qualsevol
k € Z, 'aplicacié T* f és una f-equivaléncia i f és una T* f-equivaléncia. Aixd
ens diu que la classe d’espectres f-locals i la classe d’espectres X* f-locals
coincideix, la qual cosa implica v). Ara, v) juntament amb la Proposicié 3.2.4
implica ii). L’enunciat vi) és equivalent a afirmar que f indueix una equiva-
léncia
F¢(B,T*E) ~ F(A,2FE)

per a tot k € Z, i per tant es dedueix a partir de iii). Per demostrar vii), hem
de comprovar que

F¢(B,F(X,E)) ~ F(A,F(X, E)),

la qual cosa és equivalent a que F¢(X, F(B,E)) ~ F¢(X,F(A, E)), i aix0 es
dedueix de vi). L’apartat viii) es demostra a partir de vii) prenent un espectre
f-local E qualsevol i observant que

F(YNN,E)~ FYY,F(N,E)) ~ F¢(X,F(N, E))
~ F*(N,F(X, B)) ~ F(M, F(X, E)) ~ F(X A M, B).
Ara, iv) es dedueix a partir de viii) fent el producte smash de g amb la

identitat en $*3, per a k € Z. Tenim per tant que els apartats i) a viii) sén
tots equivalents entre si.
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Per obtenir ix) a partir de i), donada una cofibracié X — Y — Z,
considerem el diagrama

1z > X > 7 »LX

L' ——LiX —C——>SLi2 1% — > BL; X,

{ |~<

on C és la cofibra de l'aplicacié L% 'Z — L;X. Aplicant i) tenim que
SL;2 ' Z ~L0;Z150;X ~ LinX. Aixi doncs, totes les aplicacions verticals
excepte potser Y — C sén f-equivaléncies. El lema dels cinc implica que
Y — C és també una f-equivalencia i C' és f-local. Per tant C ~ LY.
Finalment, per a veure que ix) implica i) utilitzem la cofibracié X — % —
X, per a cada X. [

Observacid 3.2.7. Encara que nosaltres ens centrem en 1’estudi de functors de
f-localitzacié en la categoria homotopica estable, el teorema anterior té una
aplicacié més general. L’equivaléncia entre els apartats i) a vi) és valida per a
qualsevol functor exacte en una categoria triangulada ©, substituint F/(X,Y)
pel conjunt de morfismes C(X,Y) entre X i Y en C. La resta dels apartats
utilitzen per a la seva demostracié propietats del producte smash d’espectres,
propies de la categoria estable.

Hem vist que només els functors que commuten amb la suspensié preserven
qualsevol cofibracié d’espectres. Donat un functor de localitzacié qualsevol
i una cofibracié, podem obtenir una altra cofibracié localitzant tnicament
la fibra. Aquesta construccié que descriurem a continuacié rep el nom de
localitzacio fibra a fibra.

Proposicié 3.28. St X — Y — Z és una cofibracié d’espectres, llavors
eristeir una altra cofibracid d’espectres L X — Y — Z ¢ una aplicacid
Y — Y que és una f-equivaléncia.

Demostracié. Tenim el segiient diagrama

51— X——Y 2

ol

ylg— Ly X Z.
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Sigui Y la cofibra de la composicié ¥ 17 — X x, LsX. L’aplicaci6 induida
Y — Y és una f-equivaléncia pel segon apartat de la Proposicié 3.2.1. O]

També és possible combinar la localitzacié fibra a fibra amb la localitzacié
respecte a la suspensié d’una aplicacié.

Proposicié 3.29. St X — Y — Z és una cofibracié d’espectres, llavors
ezisteiz una altra cofibracid d’espectres LiX — Y — Ly;Z i una apli-
cacio Y — Y que és una f-equivaléncia.

Demostracié. Tenim ara el segiient diagrama

1z > X »Y A
lzlzl lxl lzl
Lin'Z —— LiX Ly 2z,

i definim Y com la cofibra de L;©'Z — L;X. Tenim aixi definida una
aplicaci6 Y — Y que és una f-equivaléncia pel segon apartat de la Proposi-
ci6 3.2.1. O]

Direm que un functor de f-localitzacié és quasi-ezacte si donada una co-
fibracié d’espectres X — Y — Z en la qual X i Z sén f-locals, llavors YV
també ho és. Aquesta classe de functors té millors propietats de conservacié
de cofibracions.

Proposicié 3.2.10. Sigut X — Y — Z una cofibracié d’espectres on Z és
f-local. Su el functor Ly és quasi-ezacte, llavors Ly preserva la cofibracid.

Demostracio. Aplicant localitzacié fibra a fibra (Proposicié 3.2.8) a la cofibra-
ci6 X — Y — Z i utilitzant que L; és quasi-exacte, tenim que Y és f-local,
ja que Z ho és per hipotesi. Per tant L;Y ~ Y, i el functor L conserva la
cofibracié. O]

3.3 Nul-lificacions

Un cas particular important de f-localitzacions és aquell en el qual I’aplica-
ci6 f és de la forma f: A — *. A aquestes f-localitzacions se’ls anomena
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nul-lificacions. En aquests casos el functor Ly es denota per P, i s’anomena
functor de A-nul-lificacié. Els espectres locals corresponents es diuen A-nuls
i les f-equivalencies reben el nom de P4-equivaléncies.

Definicié 3.3.1. Sigui A un espectre qualsevol.
i) Un espectre X es diu A-nul si F¢(A4,X) ~ *.

ii) Una aplicaci6 g: X — Y és una Pj-equivaléncia si g indueix una
equivaléncia homotopica F¢(Y, Z) ~ F¢(X, Z) per a tot espectre Z que
sigui A-nul.

Un cas especial de nul-lificacions es déna quan localitzem respecte a 1'a-
plicacié f: 2SS — x, on S és ’espectre de les esferes i k € Z. En aquest
cas Pyri1gBE ~ F), on B, és la k-ésima seccié de Postnikov de E, és a dir,
mi(Ex) = 0 per a4+ > k i tenim una aplicacié £ — E() que indueix iso-
morfismes en els grups d’homotopia de dimensié menor o igual que k (veure
Definici6 1.2.11). Els espectres connectius es poden veure llavors com els es-
pectres E tals que PsE = 0. Aquesta caracteritzacié ens permet demostrar el
segient resultat:

Proposici6 3.3.2. S1 f: A— B és una aplicacio d’espectres amb A 1 B con-
nectius, llavors el functor de localitzacié no canvia els grups d’homotopia
en dimensions negatives. En particular, st E és connectiu, llavors L;E
també ho és.

Demostracié. Si A1 B sén connectius, llavors f: A — B és una Ps-equi-
valéncia, ja que Psf = 0. Per tant, F¢(B,Z) ~ F¢(A, Z) per a tot espectre
Z que sigui S-nul. Aix0 implica que tot espectre S-nul és f-local i aixi, tota
f-equivaléncia és també una Ps-equivaléncia. En particular, ’aplicacié de
localitzacié és una Ps-equivaléncia. O

Per a qualsevol functor de f-localitzacié, donada una aplicacié entre espec-
tres f-locals, hem vist en la Proposicié 3.2.1 que la fibra d’aquesta aplicacié
també és f-local. En el cas dels functors de nul-lificacié es compleix a més a
més que sén quasi-exactes.

Lema 3.3.3. Sigui P, el functor de A-nul-lificacid @ sigut X — Y — Z una
cofibracié d’espectres. S1 X 1 Z son A-nuls, llavors Y també és A-nul.
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Demostracié. Tenim associada a la cofibracié una successid exacta
o — [BAY] — [BA,Z] — [A,X] — [A)Y] — [AZ] — -

Com que X i Z sén A-nuls, [Z*A, X] = [Z*A, Z] = 0 per a tot k > 0, per tant
[$*A,Y] =0 per a tot k > 0. O

Existeix una estreta relacié entre un functor de f-localitzacié i la nul-lifi-
cacié respecte a la cofibra de f. Si f: A — B és una aplicacié d’espectres i
C és la cofibra de f, sempre hi ha una transformacié natural de functors

Pc—>Lf

ja que tot espectre que és f-local és C-nul. De la mateixa manera, hi ha
transformacions naturals de functors

Lz;f — PC’ i Lf e PE*10

ja que tot espectre C-nul és ¥ f-local i tot espectre ¥ ~'C-nul és f-local res-
pectivament. D’aquesta manera tenim associada una torre de functors de
localitzacié

- —> PEC — LEf — PC — Lf — Pz—lc — Lz—lf — Pz—lc —> v (32)

que convergeix per ’esquerra al functor identitat. Aquesta torre de localitza-
cions és similar a la que apareix en [CR97] en el cas d’espais topologics.

Aquesta petita diferéncia entre f-localitzacié i nul-lificacié desapareix quan
el functor Ly commuta amb la suspensié. De fet, un functor de f-localitzacié
que commuta amb la suspensié és un functor de nul-lificacié.

Proposici6 3.3.4. St el functor de localitzacié Ly commuta amb la suspensid,
llavors l’aplicacid natural PcX — L;X, on C és la cofibra de f, és una
equivaléncia homotodpica per a tot espectre X.

Demostracid. Tenim transformacions naturals Ly — Pc — Ly que cor-
responen a les respectives inclusions de classes d’espectres locals. Com que la
composicié Ly; — L és una equivaléncia per ’apartat v) del Teorema 3.2.6,
també ho €s I'aplicacié P X — L;X, per a tot espectre X. O
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Proposici6 3.3.5. El functor de localitzacié Ly commuta amb la suspensio si
1 només st el functor de nul-lificacié Pz, on C és la cofibra de f, commuta
amb la suspensio.

Demostracié. Si X =Y — C és una cofibracié d’espectres llavors
F(X,E)«— F(Y,E) — F(C,E)

és una altra cofibracié d’espectres per a tot espectre E. Aquesta nova cofibracié
déna lloc a una successié exacta llarga de grups d’homotopia

- T 1 (F(Y, B)) — Tni1(F(X, B)) — m.(F(C, E))
— To(F(Y, B)) — To(F(X, B)) — Tur(F(C, B)) — -+

Per 'apartat vi) del Teorema 3.2.6, el functor Ly commuta amb la suspensié
si i només si F(Y,E) ~ F(X, E) per a tot espectre E que sigui f-local. Fent
servir la successi6 exacta d’homotopia, obtenim que 7,(F(C,E)) = 0 per a
tot n € Z. Aix0 és equivalent a que F(C,E) ~ * i aixd succeeix si i només
si el functor Po commuta amb la suspensio, utilitzant de nou ’apartat vi) del
Teorema 3.2.6. OJ

Com ja hem vist, tot functor L; que commuta amb la suspensié és un
functor de nul-lificacié respecte a la cofibra de f, perd no tots els functors de
nul-lificacié commuten amb la suspensid. Les seccions de Postnikov, és a dir,
els functors de nul-lificacié Psrg, sén un exemple de functors de localitzacié
que no commuten amb la suspensid; de fet, donat k € Z, si mx(E) # 0, llavors
Psri1ghE # N Psenigh.

No obstant aix0, els functors de nul-lificacié tenen millors propietats de
conservacié de cofibracions que un functor de f-localitzacié qualsevol.

Corol-lari 3.3.6. Sigut X — Y — Z una cofibracid d’espectres 1 sigut P, el
functor de A-nul-lificacié. Sv Z és A-nul, llavors el functor P, preserva
la cofibracid.

Demostracié. Els functors de nul-lificacié sén quasi-exactes, pel Lema 3.3.3.
N’hi ha prou amb aplicar ara la Proposicié 3.2.10. O
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3.4 Localitzacions en conjunts de primers

La teoria de localitzacié en conjunts de primers en les categories d’espais to-
pologics 1 grups, ha estat ampliament estudiada durant la década dels anys
70 [BK72a], [HMRT75]|. Donat un conjunt de nombres primers P (que pot ser
buit), un espai simplement connex es diu que és P-local si tots els seus grups
d’homotopia sén Zp-moduls, on Zp denota 1’anell dels enters localitzats en
P, aixd és, Zp és el subanell de Q que conté a Z i en el qual sén invertibles
tots els primers que no pertanyen a P. Per a cada espai simplement connex
X, existeix una aplicacié tnica llevat d’homotopia X — Xp, que indueix un
isomorfisme natural
Wk(X) — Wk(X) (%) Zp

per a tot £ > 1. L’espai Xp és la localitzacié de X en el conjunt de primers
P, també anomenada P-localitzacié de X.

En la categoria de grups abelians, la P-localitzacié d’un grup abelia G ve
definida per I'homomorfisme de grups

lo: G — G®Zp,

on lg(g) = g ® 1. El grup G es diu que és P-local si Iz és un isomorfisme.
Un homomorfisme de grups abelians f: G — H es diu que P-localitza a G si
existeix un isomorfisme h: G®Zp — H tal que el seglient diagrama commuta

Gf 5G9 Zp
| A
H.
Lema 3.4.1. Per a cada grup abelia G, cada espectre X 1 tot k € 7Z, existeix
una successio eracta natural de grups abelians
0 — Ext(G, mey1(X)) — [B*MG, X] — Hom(G, (X)) — 0
on MG és l’espectre de Moore associat a G.

Demostracid. Sigui ©,Z — @pZ — G una presentacié lliure del grup G.
Tenim associada una cofibracié d’espectres de Moore

VoZFS — VS — TFMG — Vo ZF TS — VRS
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que dona la seglient successié exacta

Hom(DpZ, T 11(X)) — Hom(®oZ, Tp11(X)) — [BFMG, X]
— Hom(®pZ, mx(X)) — Hom(®,Z, (X))

per a tot k € Z. O]

En el cas de la categoria homotopica estable, per a cada espectre X, la
P-localitzacié de X es defineix com 1’aplicacié natural

IND: X ~XNS — XANMZp,

on MZp és l'espectre de Moore associat a Zp i 'aplicacié n: S — MZp
correspon a la unitat de Zp = my(MZp). Un espectre X es diu que és P-
local si’aplicacié 1 An és una equivaléncia. Sovint escriurem Xp per denotar
XNMZp.

Una de les consequéncies directes de la definicié és que la P-localitzacid
d’espectres és una localitzacié homologica respecte a la teoria d’homologia que
defineix MZp (veure Capitol 5). Aixi doncs, la P-localitzacié commuta amb

la suspensié. Un altre fet important és que Sp = MZp i per tant
Xp=ZXNSp

per a tot espectre X. Aquesta propietat ens diu que la P-localitzacié de qualse-
vol espectre X ve determinada per la P-localitzacié de 1’espectre de les esferes.
Aquesta caracteristica no és propia tunicament de la P-localitzacid, sind que
la comparteixen altres functors de localitzacié més generals, que anomenarem
functors de localitzacié smashing. Per a aquesta classe de functors, la loca-
litzacié de qualsevol espectre s’obté fent el producte smash d’aquest espectre
amb la localitzacié de ’esfera. Veurem més detalls sobre aquests functors de
localitzacié en la Seccié 5.4.

La P-localitzacié d’espectres P-localitza els grups d’homotopia i els grups
d’homologia. En efecte, per a tot £k € Z i qualsevol espectre X tenim un
isomorfisme

Te(Xp) = (X)) @ mo(MZp) = (X)) @ Zp.

A partir d’aquest resultat es dedueix un isomorfisme analeg per a homologia.
Donats espectres X i Y qualssevol i per a tot & € Z, tenim un isomorfisme

Ek(Xp) = Wk(E/\X/\MZp) = Ek(X) ®Zp
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No obstant aix0, no succeeix el mateix en el cas de la cohomologia. Aplicant
el Lema 3.4.1 tenim el segient isomorfisme

E*(Xp) X [X A MZp,SFE) = [MZp, F(X,2FE))
>~ Hom(Zp, E*(X)) @ Ext(Zp, E* (X)),

per a tot k € Z i espectres EF 1 X qualssevol.

La P-localitzacié d’espectres és un cas particular de f-localitzacié. A con-
tinuacié veurem com construir una aplicacié f explicitament. Suposem que
volem localitzar un espectre X en un conjunt de primers P. Per a cada primer
g que no esta en el conjunt P tenim una aplicacié S el NS gue indueix mul-
tiplicacié per g en mo(S) =2 Z. Sigui g el wedge de totes aquestes aplicacions,
una per a cada g que no estigui en P,

g: \/qu S — \/quS

Amb aquesta definicié de l’aplicacié g, un espectre és g-local si 1’aplicacié
induida per g
FC(\/quS, X) — FC(\/quS, X)

és una equivaléncia homotopica, és a dir, si els grups d’homotopia 7(X) sén
Zp-moduls per a tot &k > 0.

Sigui ara 'aplicacié f = V,.oX"g definida com el wedge de totes les desus-
pensions de g. En aquest cas, un espectre és f-local si i només si tots els seus
grups d’homotopia sén Zp-moduls. L’aplicacié de P-localitzacié X — Xp és
una equivaleéncia (és a dir, ’espectre X és P-local) si i només si tots els grups
d’homotopia de X sén Zp-moduls. Aixi doncs, el functor Ly i el functor de
P-localitzacié tenen els mateixos espectres locals i per tant sén equivalents.

Teorema 3.4.2. Sigui P un conjunt de primers i sigui g: Vogp S — VggpS
el wedge de totes les aplicacions (una per a cada g que no estigui en
P) que indueizen multiplicacié per q en mo(S), © considerem l’aplicacto
f = VanwoX™g. Llavors, Ly X ~ Xp per a tot espectre X. [

Observeu que en la construccié de ’aplicacié f no és necessari considerar
totes les desuspensions per an < 0; n’hi ha prou amb prendre les desuspensions
a partir d’un cert k¥ < 0. Aixi, si f = V,xg, on k < 0, llavors també es
compleix que L X ~ Xp.
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El functor de P-localitzacié és també equivalent a la nul-lificacié respecte a
la cofibra de f, ja que la P-localitzacié commuta amb la suspensié. En aquest
cas, si C és la cofibra de f,

C >~ VggpnaoX"MZ/q.

També podem considerar el functor de nul-lificacié respecte a M =V zpMZ/q,
la cofibra de g. El functor de nul-lificacié corresponent P,; no commuta amb
la suspensid, ja que L, no commuta amb la suspensid, 1 no canvia els grups
d’homotopia en dimensions negatives per la Proposicié 3.3.2. Del Lema 3.4.1
es dedueix que els espectres M-nuls sén aquells espectres X tals que mg(X)
és un Zp-modul per a tot £ > 01 myX és lliure de P’-torsié, on P’ denota el
complementari del conjunt P. Per tant, la nul-lificacié respecte a V,2pMZ/q
mata la P’-torsié en my i P-localitza els grups d’homotopia en dimensions
positives. En aquest cas, la torre de localitzaci6 (3.2) associada a 1’aplicaci6 g
ens déna una successié de functors de localitzacié

+— Pyy — Lyyg — Py — Ly — Py1yy — Lg-1y — Py — -+

que convergeix al functor identitat per ’esquerra i al functor de P-localitzacié
per la dreta.



Capitol 4

Conservacio d’estructures

Existeix una amplia quantitat d’estructures algebraiques que es conserven sota
I’aplicacié de functors idempotents en homotopia inestable i en altres categori-
es. Per exemple, la classe dels espais que s’expressen com un producte d’espais
d’Eilenberg-Mac Lane (també anomenats GEMs), es conserva quan apliquem
un functor de localitzacié respecte a qualsevol aplicacié continua. En la cate-
goria de grups, els functors idempotents preserven els grups abelians, i altres
estructures com la de grup nilpotent es conserven sota 1’accié de localitzacions
homologiques o localitzacions en conjunts de primers. Una recopilacié recent
de resultats sobre la preservacié d’estructures per functors idempotents en la
categoria d’espais topologics i en la categoria de grups pot trobar-se en [Cas00]
i [Bas03].

En aquest capitol estudiem les estructures d’espectre anell i espectre modul
en la categoria homotopica estable i el seu comportament respecte als func-
tors de localitzacié. En aquesta categoria, els espectres anell es corresponen
amb els monoides i els espectres modul amb els moduls sobre monoides. Pre-
sentarem resultats sobre la conservacié d’estructures d’espectre anell i espec-
tre modul en la categoria homotopica estable i derivarem algunes propietats
importants. Demostrarem que els functors de localitzacié es comporten bé
respecte a aquestes estructures quan commuten amb la suspensié o si afegim
adequades hipotesis de connectivitat. Per exemple, els functors de localitzacié
conserven espectres modul sobre espectres anell connectius.

Un cas important d’espectres modul el formen els espectres modul sobre
I’espectre anell d’Eilenberg-Mac Lane H R, o H R-moduls, on R és un anell amb
unitat. Veurem que aquests espectres sén precisament els R-GEMs estables,
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és a dir, espectres que escindeixen com un wedge de suspensions d’espectres
d’Eilenberg—Mac Lane tals que els seus grups d’homotopia sén R-moduls. Com
a conseqgiiéncia, demostrarem que els functors de localitzacié preserven R-
GEMs estables, analogament a com succeeix en el cas inestable [Far96, 4.B.4].

4.1 Espectres anell i espectres modul

Encara que és possible treballar amb moduls i anells estrictes gracies a les
noves categories de models per a 'homotopia estable, durant tot el capitol
treballarem amb espectres anell i espectres modul en la categoria homotopica.
En el Capitol ?7 tractarem amb més detall la diferéncia entre espectres modul
estrictes 1 homotopics i les seves categories associades.

Treballarem en la categoria homotopica estable Ho®. Els espectres anell i
els espectres modul es defineixen en aquesta categoria com els monoides 1 els
moduls sobre monoides respectivament.

Definicié 4.1.1. Un espectre anell E és un espectre juntament amb dues aplica-
cions u: EANE — E in: S — E, anomenades producte i unitat de I’anell,
i tals que els segiients diagrames commuten llevat d’homotopia:

ENENE-LSEANE EAS M EAE SAE

TN

De vegades es denota ’espectre anell F per (E, 4, 7).

Un espectre anell E es diu commutatiu si el segient diagrama commuta
llevat d’homotopia:

T

ENE———EAE
X‘ /
B,

on 7 és l'aplicacié twist (que permuta els dos factors).
Una aplicacié ¢: (F, u,n) — (B, ',n’) d’espectres anell és una aplicacié
@: E — E’ que és compatible amb el producte i la unitat dels dos anells, és
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a dir, tal que els seglients diagrames commuten llevat d’homotopia:

ENE-ZSEANE

Y S \

La categoria d’espectres anell (homotopics) és la subcategoria de Ho® amb
objectes els espectres anell i morfismes les aplicacions d’espectres anell. Donat
un espectre anell podem considerar els moduls sobre aquest anell.

Definicié 4.1.2. Donat un espectre anell (E, 4, 7), un espectre modul (M, m)
sobre E, o simplement un E-modul, és un espectre M juntament amb una
aplicacié m: E AN M — M tal que els segiients diagrames commuten llevat
d’homotopia:

nAl

EANEAM S EAM SAM SN EAM

| | )

E/\Mm—>M

Si M i N sén dos E-moduls, una aplicacié ¢: (M,m) — (N,n) és una
aplicacié de E-moduls si és compatible amb les aplicacions d’estructura m i
n, és a dir, si el seglient diagrama commuta llevat d’homotopia:

1N
ENM—EAN

La categoria de E-moduls (homotopics) és la subcategoria de Ho® amb objectes
els E-moduls i morfismes les aplicacions de E-moduls. Denotarem aquesta
categoria per E-hmod.

Ezemple 4.1.3. Sigui R un anell (en el sentit algebraic) amb unitat i M un
R-modul. Llavors ’espectre d’Eilenberg—Mac Lane HR associat a R és un
espectre anell, que és commutatiu si R ho és, i l'espectre HM és un H R-modul.
De fet, les aplicacions que defineixen les estructures d’espectre anell i modul
vénen induides per la multiplicacié i la unitat de R com a anell i ’aplicacié
d’estructura de M com a R-modul. Més concretament, la multiplicacié en R és
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un element de Hom(R® R, R), que déna lloc a una aplicacié u: HRAHR —
HR de la seglient manera:

[HRAHR,HR] = (HR)°(HR A HR)
>~ Hom((HZ)o(HR A HR), R) = Hom(R ® R, R).

En I'dltima igualtat fem servir que (HZ)o(HR N HR) = R ® R. Aquest fet
es dedueix utilitzant que HR i HR N HR sén espectres connectius i aplicant
el Teorema 1.2.14 (Teorema de Hurewicz). La unitat de R és un element de
mo(HR) 1 per tant déna lloc a una aplicacié #: S — HR. Llavors (HR, u,n)
aixi definit és un espectre anell. Els diagrames que defineixen l’estructura
d’espectre anell commuten gracies a 1'isomorfisme natural

[X, HR] = Hom((HZ)o(X), (HZ)o(HR)),

que es dedueix del teorema de coeficients universals (Teorema 1.2.16) i que és
valid per a tot espectre X que sigui connectiu.

Per veure que HM és un H R-modul es procedeix de la mateixa manera.
Ara lestructura de R-modul de M ve donada per un element de Hom(R ®
M, M) i aquest déna lloc a una aplicacié m: HRA HR — HM, ja que

[HRAHM,HM) = (HM)*(HR A HM)
=~ Hom((HZ)o(HR A HM), M) = Hom(R ® M, M).

Aix{ doncs, el parell (HM,m) és un HR-modul.

Observacié 4.1.4. De la mateixa manera que tot anell és un grup abelia,
I’espectre HR és un HZ-modul per a tot anell R, via ’aplicacié HZ — HR
induida pel morfisme 7Z — R que envia la unitat de Z a la unitat de ’anell R.

Si M és un espectre E-modul, llavors per a cada espectre X el grup abelia
graduat [£*X, M| és un 7.(EF)-modul. Per a cada aplicacié a € 7,(E) i cada
aplicacié f € [2’X, M] obtenim una altra aplicacié en [Z**7 X, M] component
amb l'aplicacié d’estructura de E-modul de M de la seguent manera:

alAf

YHX ~SAYX L EAM D M.

En particular, prenent : = 01 X = S obtenim que, si M és un HR-modul,
llavors els seus grups d’homotopia 7, (M) sén R-moduls per a tot k € Z.
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4.2 Localitzacio d’espectres anell i espectres modul

A continuacié estudiarem la interaccié dels functors de localitzacié amb les
estructures d’anell i de modul. En el cas de functors de f-localitzacié que
commuten amb la suspensié, la f-localitzacié d'un espectre anell o modul ad-
quireix una estructura compatible d’anell 0 modul respectivament. Recordem
que el functor Ly commuta amb la suspensié si L;XX ~ YLLy;X per a tot
espectre X (veure Teorema 3.2.6).

En la resta d’aquesta seccié suposarem que f és una aplicacié d’espectres
qualsevol 1 escriurem L per denotar al functor de localitzacié Ly. De la mateixa
manera ens referirem com a espectres locals o espectres L-locals als espectres
f-locals, i com a L-equivalencies a les f-equivalencies.

Teorema 4.2.1. St el functor de localitzacié L commuta amb la suspensio,
llavors es compleiz el segient:

i) Si E és un espectre anell, llavors ’espectre LE adquireiz una unica
estructura d’espectre anell tal que l’aplicacio lg: E — LE és una
aplicacio d’anells. St a més a més E és commutatiu, llavors també
ho és LE.

ii) S1 M és un espectre E-modul, llavors l’espectre LM adquireiz una
unica estructura de E-modul tal que [’aplicacio ly;: M — LM és
una aplicacio de E-moduls. A més LM admet una unica estructura
de LE-modul que estén l’estructura de E-modul.

Demostracié. Per a demostrar la primera part necessitem construir un pro-
ducte i una unitat en LE. Com l'espectre LE és local i el functor de localit-
zacié commuta amb la suspensid, pel Teorema 3.2.6 tenim una equivaléncia
homotopica

F(E,LE)~ F(LE,LE).

Aquesta equivaléncia, juntament amb la propietat d’adjuncié del producte
smash déna lloc a una successié d’isomorfismes

[EAE,LE)~[E,F(E,LE)| = B, F(LE, LE)]
~ [E A LE,LE) ~ |LE, F(E, LE)| = [LE, F(LE, LE)]
~ [LE A LE, LE).
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D’aquesta manera, si 4 i 17 sén el producte i la unitat respectivament de
I’espectre anell E, ’aplicacié u s’estén a una udnica aplicacié

L:LEANLE — LE

que fa que el segient diagrama commuti llevat d’homotopia:

ENE—"—E (4.1)

ZEAZE\L llE

LENLE e LE.

La unitat 7 de LE la definim com la composicié Iz o n:

E ﬂ:LE (4.2)
WT o

N
S.

L’espectre LE juntament amb les aplicacions 1 i1 77 té estructura d’espectre
anell. La commutativitat dels diagrames que defineixen aquesta estructura
per a & 1 7 es dedueixen de la commutativitat dels diagrames per a i 71
de la propietat universal del functor de localitzacié (utilitzant la part viii) del
Teorema 3.2.6). La commutativitat dels diagrames (4.1) i (4.2) converteixen
a ’aplicacié de localitzacié LE: F — LE en una aplicacié d’anells.

La segona part es demostra de la mateixa manera. Ara necessitem construir
una aplicaci6 m: E AN LM — LM que doti a LM d’una estructura de E-
modul. Sigui m: E AN M — M D'aplicacié d’estructura de E-modul de M.
Tenim ara una successié d’isomorfismes

[EANM,LM|=[E,F(M,LM)| = [E,F(LM,LM)| = [EANLM,LM]. (4.3)
D’aquesta manera, I’aplicacié m s’estén a una tinica aplicacié
m: EANLM — LM
que fa que el seglient diagrama commuti llevat d’homotopia:

EANM—2—M (4.4)

ENLM > LM,
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i aix{, m dota a LM d’estructura de E-modul. Com abans, la commutativitat
dels diagrames d’estructura per a m es dedueix de la commutativitat dels di-
agrames per a m i la propietat universal de la localitzacié. La commutativitat
del diagrama (4.4) prova que 'aplicacié de localitzaci6 lp;: M — LM és una
aplicacié de E-moduls.

Per a dotar a LM amb una estructura de LE-modul n’hi ha prou amb
avangar un pas més en els isomorfismes de (4.3):

[E A LM,LM) < [LM,F(E,LM)| 2 [LM, F(LE,LM)] =~ [LM A LE, LM].

Aixi, 'aplicacié m: E AN M — M s’estén a una tnica aplicacié6 m: LE A
LM — LM que fa que el segiient diagrama commuti llevat d’homotopia:

EAM—"—M

lE/\lM\L ilM

LEANLM - >LM,

donant a LM una estructura de LE-modul. ]

Els functors de localitzacié que no commuten amb la suspensié no conser-
ven les estructures d’espectre anell i espectre modul en general, com veurem
a continuacié. El seguent lema és 1itil per demostrar que certs espectres no
admeten estructura d’anell o0 modul.

Lema 4.2.2. Siguin E 1 F dos espectres anell 1 sigut M un espectre E-modul.
S1 Fy(E) =0, llavors Fi,(M) =0 per a tot k € Z.

Demostracié. Com que E i F s6n espectres anell, també ho és & A F', prenent
com producte i com unitat el smash dels productes i les unitats de £ i F
respectivament. Per hipotesi Fy(E) = 0, que és equivalent a que mo(EAF) = 0;
per tant, la unitat S — EAF de EAF és nul-laiaix0 implica que EAF ~ 0.
Si M és un E-modul, llavors la composicid

nAl

SAMISEAM - M,

on 7 és la unitat de E i m és 'aplicacié d’estructura de E-modul de M, és
una equivaléncia homotopica. Si fem el producte smash de F' amb aquesta
composicié seguim tenint una equivaléncia

SANFAM —EANFAM — FAM,
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i aixi obtenim que FF A M ~ 0, pel que F;(M) = m,(F AN M) = 0 per a tot
1€ Z. O

Ezemple 4.2.3. El seglient exemple mostra que la localitzacié no conserva en
general les estructures d’espectre anell i espectre modul. Donat un nombre
natural n i un nombre primer p, denotarem per K(n) I’espectre anell corres-
ponent a la n-ésima teoria K de Morava referida al primer p. Considerem
ara el functor de localitzacié corresponent a la seccié de Postnikov en el nivell
zero. Donat un espectre X qualsevol, es denota per X (o) la seccié de Postnikov
en el nivell zero de X (veure Definici6é 1.2.11). Aquest functor és el functor
de f-localitzacié respecte a ’aplicacié f: £.S — x. Sil’apliquem a l’espectre
K(n), tenim que (HZ/p)o(K(n)0)) = 0 i (HZ/p):(K(n)e)) # 0 per a algun
1 > 0 (veure [Rud98, IX.7.27]). Pel Lema 4.2.2, aix6 implica que K(n)o) no
pot tenir estructura d’espectre anell.
Un altra manera de veure aquest fet és a partir de la cofibracié

%9k(n) — K(n) — K(n) ), (4-5)

ond=2(p"—1)1ik(n), que és la cofibra de l’aplicacié de localitzacié, denota
el recubridor connectiu de K(n). Suposem que K(n)() fos un espectre anell.
Llavors K(n)() A HZ/p també ho seria, ja que HZ/p ho és. Com que K(n) A
HZ/p ~ 0, es segueix que (HZ/p)o(K(n)©oy = 0. Per tant, la unitat S —
K(n)oyNHZ/p de K(n)y A\ HZ/p seria nul-la, i aix6 implicaria que K(n)o) A
HZ/p ~ 0. Pero aix0, juntament amb la cofibracié (4.5), portaria a una
contradicci6, ja que la cohomologia modul p de k(n), és un quocient no nul de
I'dlgebra de Steenrod (veure [Rud98, IX.7.17]).

El mateix argument, considerant K(n) com un modul sobre si mateix i
utilitzant que (HZ/p)o(K(n)) = 0 i el Lema 4.2.2, prova que K(n)e) no té
estructura de K(n)-modul.

El fet que els functors de localitzacié que no commuten amb la suspensiéd
no conservin en general les estructures d’espectre anell i espectre modul pot
solucionar-se imposant algunes condicions de connectivitat sobre els espectres,
que facin que la adjuncié

F(X NE,Z)~ F(X,F(E, 7)),

en la qual apareixen els recubridors connectius de ’espectre de funcions, sigui
valida. Aix0 és cert quan 'espectre X és connectiu.
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Teorema 4.2.4. Si L és un functor de localitzacié qualsevol, llavors es com-
pleix el seguent:

i) Sv E és un espectre anell connectiu ©+ LE és connectiu, llavors l’es-
pectre LE adquireix una Unica estructura d’espectre anell tal que
I’aplicacio de localitzacio lg: E — LE és una aplicacié d’anells. S
a més a més E és commutatiu, llavors també ho és l’espectre LE.

ii) St M és un espectre E-modul, on E és un espectre anell connectiu,
llavors ’espectre LM adquireix una unica estructura de E-modul tal
que l’aplicacio de localitzacid ly: M — LM és una aplicacio de
E-moduls. A més st LE també és connectiu, LM admet una unica
estructura de LE-modul que estén [’estructura de E-modul.

Demostracié. Si E és un espectre connectiu, tenim les segiients equivalencies
F(E,F°(X,Y))~ F(E,F(X,Y))~F(EANX,Y)
per a tot parell d’espectres X i Y, que donen lloc a una bijeccié
[E,F(X,Y)=Z[ENXY].

La demostracié es completa seguint els mateixos passos que en la demostracié
del Teorema 4.2.1 O

Observacié 4.2.5. La hipotesi que LE sigui connectiu en el Teorema 4.2.4 es
compleix automaticament quan els espectres F, A i B sén connectius, per la
Proposicié 3.3.2 (A i B sén els espectres que apareixen en l'aplicacié f que
defineix el functor de localitzacié).

4.3 Moduls sobre espectres d’Eilenberg—Mac Lane

En aquesta seccid descriurem 1’estructura dels moduls sobre espectres anell
d’Eilenberg—Mac Lane. Aquests moduls vindran caracteritzats per ser precisa-
ment aquells moduls que escindeixen com un wedge de suspensions d’espec-
tres d’Eilenberg—Mac Lane. En el cas d’espais topologics, aquells espais que
escindeixen com un producte d’espais d’Eilenberg—Mac Lane es diuen GEMs.
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Els espais X amb aquesta propietat estan caracteritzats per ser retractes de
SP> X, on SP* és el producte simétric infinit de Dold—Thom [Far96, 4.B.2].

Donat un anell R qualsevol amb unitat, considerem 1’espectre d’Eilenberg-
Mac Lane associat HR. Com hem vist anteriorment en I'Exemple 4.1.3, HR
és un espectre anell. Donat un espectre X qualsevol, podem aconseguir un
espectre H R-modul simplement prenent HR A X. Aquest fet és més general,
i es compleix per a qualsevol espectre anell. Si E és un espectre anell i X és
un espectre qualsevol, llavors el producte smash E A X és un E-modul via
I’aplicacié d’estructura donada per

UAlL:ENEAX — EAX,

on W és el producte de E.

Per a qualsevol espectre anell (£, u,n), tenim que (EA—,nA1, uA1l) és una
monada en la categoria homotopica estable Ho®. Les algebres sobre aquesta
monada sén els parells (M, m) on M és un espectre i m: EAM — M és una
aplicacié que fa que certs diagrames commutin llevat d’homotopia. Aquests
diagrames doten a M amb l'estructura d’un espectre E-modul. Aixi, la cate-
goria d’algebres, també anomenada categoria d’Eilenberg—Moore, associada
a la monada (E A —,n A1, uA1l), ésla categoria de E-moduls que denotarem
E-hmod. El corresponent grup d’aplicacions de F-modduls de M a N en aques-
ta categoria el denotarem per [M, N]g,m.e- Tots els detalls sobre monades i
categories de moduls es discuteixen en el Capitol ??. Ara simplement neces-
sitem utilitzar el resultat que diu que tota monada factoritza com un parell
de functors adjunts a través de la seva categoria d’Eilenberg—Moore [Bor94,
Ch.4]. En el nostre cas, aquest fet ens proporciona el segilient isomorfisme:

Lema 4.3.1. Sigut E un espectre anell. El functor
EN—: Ho° — E-hmod

que assigna a cada espectre X l’espectre E N X és adjunt per l’esquerra
del functor oblit E-hmod — Ho®, és a dir, per a tot espectre X 1 tot
E-modul M, ht ha un isomorfisme natural

[X, M] = [E A X, M| g nmoa (4.6)

induit per la unitat de E. ]
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Definicié 4.3.2. Sigui R un anell amb unitat. Un espectre E és un R-GEM
estable si és equivalent a un wedge de suspensions d’espectres d’Eilenberg—
Mac Lane, és a dir,

E ~ Ve B H A,

on cada Ay és un R-modul (i per tant cada HA; és un HR-modul). Quan
R =7, els Z-GEMs estables es diuen simplement GEMs estables.

Anem a estudiar en primer lloc el cas en que R = Z. De la definicié
de GEM estable es segueix que si M és un GEM estable, llavors també és
un HZ-modul, ja que és un wedge d’espectres d’Eilenberg—Mac Lane que sén
H7-moduls. El reciproc també és cert.

Proposicié 4.3.3. Per a cada HZ-modul M existeiz una aplicacié6 de HZ-
moduls
HZ A (ViezS M Ay) = M

que és una equivaléncta homotopica, on Ay = m(M).

Demostracid. Per a cada k € Z, triem una aplicacié ay de [S*M A, M] que
vagi a parar a la identitat de Hom(Ay, Ax) via I’aplicacié donada en la successié
exacta del Lema 3.4.1. Per l'isomorfisme natural (4.6), cada a; déna lloc a
una aplicacié de HZ-moduls

an: HZANSEMA, — M

tal que ay = mo (1 A ag), on m és l’aplicacié d’estructura de M com a HZ-
modul. Tenim el segiient diagrama commutatiu llevat d’homotopia:

SASEMA, —2% 5 5 A M

SN

HZ/\EkMAkT%)HZ/\MﬁM.

Cada ay indueix un isomorfisme en 7, ja que ’aplicacié 7 A 1 de l'esquerra
del diagrama i I’aplicacié 1 A a;, de la part superior indueixen isomorfismes en
7 (on 7 és la unitat de l'espectre anell HZ). Per la propietat universal del
wedge podem construir ara una aplicacié

o: HZA (ViezZ M Ay) — M
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tal que a0t = 0, on % s6n les corresponents inclusions de cada HZ A X% H A,
en el wedge. Aix{ doncs, o indueix isomorfisme en 7 per a tot k € Z i és per
tant una equivaléncia homotopica. O

Corol-lari 4.3.4. Un espectre X és un HZ-modul si 1 només si existeir un
altre espectre Y tal que X ~ HZ NY. []

Observacié 4.3.5. La Proposicié 4.3.3 ens diu que els espectres HZ-moduls
sén precisament els GEMs estables, ja que HZ AN MG ~ HG per a qualsevol
grup abelid G i, per tant, si M és un HZ-modul llavors M =~ V3% H (1 (M)).
De la mateixa manera, els HR-moduls i els R-GEMs estables sén el mateix,
perque cada HR-modul és un HZ-modul i els grups d’homotopia d'un HR-
modul sén R-moduls (veure ’Observacié 4.1.4).

Corol-lari 4.3.6. Siguin A 1 B dos grups abelians qualssevol. Llavors

[HA, HB]HZ-hmod = HOm(A, B),
[HA: EHB]HZ-hmod = EXt(A, B),
[HA, ZkHB]HZ-hmod =0stk+#0,1.

Demostracié. Per a 'espectre HA, la Proposicié 4.3.3 implica en particular
que HZANMA ~ HA com a HZ-moduls. Pel Lema 4.3.1, tenim un isomorfisme
natural

[MA,*HB] =~ [HA, Z*HB] s nmoa-

El resultat es completa utilitzant el Lema 3.4.1. O]

A més de la caracteritzacié dels GEMs estables com a HZ-moduls, existei-
xen altres maneres indirectes de detectar quan un espectre és un GEM estable,
que sén conseqgiiencia fonamentalment del anomenat ‘Lema Clau’ estable de
Bousfield [Bou96, Lema 2.4], que s’enuncia a continuacié:

Lema 4.3.7. Donats dos espectres X 1Y qualssevol, si [Z*X,Y] =0 per a
tot k > 1, llavors

[HZAX,Y]2[X,Y] + [B*HZAX,Y]=0

per a tot k > 1.
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Demostracié. Sigui C la cofibra de 'aplicacié S — HZ donada per la uni-
tat de l'espectre anell HZ. Utilitzant la successié exacta llarga associada a
la cofibraci6 S — HZ — C, tenim que m(C) = 0 si £k < 1. Com que
m(F(X,Y)) =[2*X,Y] =0si k > 1, llavors

[ZFC A X,Y] = [Z*C,F(X,Y)] =0 peratot k> —1.
Ara, a partir de la successié exacta
[22X,Y] — [ECAX,Y] — [SHZ A X, Y] — [ZX,Y]
— [CAX,)Y] — [HZAX,Y] — [X,Y] — [Z'CAX,Y] — ---
tenim que [HZ A X,Y]| = [X,Y]i[Z*HZ A X,Y] = 0 per a tot k > 1. [

Corol-lari 4.3.8. Si [ZF X, X] = 0 per a tot k > 1, llavors X té una estructura
natural de GEM estable.

Demostracid. Pel Lema 4.3.7, [HZ N X, X] = [X, X]. La identitat en [X, X]
ens déna de forma natural una aplicacié m: HZNX — X que déna estructura
de HZ-modul a X. O

També hi ha maneres d’aconseguir GEMs estables a partir de la localitzacié
d'un espectre qualsevol. Sigui f una aplicacié d’espectres i sigui Ly el functor
de f-localitzacié associat.

Corol-lari 4.3.9. Donat un espectre X qualsevol, st Ly X = 0 llavors Ly X és
un GEM estable.

Demostracié. Com que 5 Ly X és f-local per a tot ¥ > 1 i L;LgX ~
L¢X = 0, llavors

(2L X, Ly X] 2 [Lgs X, 2 "Ly X] =0 peratot k> 1.
Podem aplicar per tant a Ly;X el Corol-lari 4.3.8. ]

Com ja hem vist, els functors de localitzacié no preserven cofibracions en
general. Aquells functors que les conserven estan caracteritzats per la pro-
pietat de commutar amb la suspensié (Teorema 3.2.6). Pero hi ha una classe
de functors de localitzacié que sén els quasi-exactes, que ‘gairebé’ conserven
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cofibracions. De fet, preserven aquelles que la seva cofibra és local (veure Pro-
posicié 3.2.10). Aquesta propietat de gairebé conservacié de cofibracions pot
mesurar-se en termes de GEMs estables. Sigui Ly un functor de f-localitzacié
qualsevol i sigui X — Y — Z una cofibracié d’espectres. La fibra de ’apli-
cacié natural
L;X — fib(L;Y — LsZ)

es diu terme d’error del functor Ly associat a la cofibracié. Aquest terme
mesura d’alguna manera el que li falta al functor L; per a preservar la cofi-
bracid, és a dir, si el terme d’error és nul, llavors Ly X — LY — L;Z és una
cofibracié.

Proposicié 4.3.10. Si Ly és un functor de localitzacid quasi-ezacte, llavors
la fibra de l’aplicacié natural Lyy X — Ly X és un GEM estable per a tot
espectre X .

Demostracid. Sigui F la fibra de I'aplicacié Ly; X — L;X. Com que Ly és
quasi-exacte, si apliquem el functor a la cofibracié6 F' — Ly;X — LsX tornem
a obtenir una cofibracié per la Proposicié 3.2.10, ja que L;X és f-local. Ara
bé, com que LyLys X ~ L;X, llavors LyF = 01 aixi, pel Corol-lari 4.3.9, Ly F'
és un GEM estable. Pero F' és X f-local, per tant F' ~ Ly F. O

Teorema 4.3.11. Si L; és un functor quasi-ezacte, llavors el terme d’error
de L; associat a qualsevol cofibracid és un GEM estable.

Demostracié. Sigui X — Y — Z una cofibracié d’espectres i sigui F' el
seu terme d’error associat. Considerem el seglient diagrama commutatiu, en
el qual les files i columnes sén cofibracions:

F >F2 >F1

L]

LfX /? >L)3fZ

| 1 |

Fo \LfY }LfZ.

La segona fila és la cofibracié donada en la Proposicié 3.2.9. Els espectres Fj,
Fy 1 F; s6n les fibres de les corresponents aplicacions. Com que el functor Ly
és quasi-exacte, Y ~ Ly;Y. Els espectres Fy i F, tenen estructura de GEM
estable, per la Proposicié 4.3.10. Per tant, també la té F', que és la fibra de
I'aplicacié Fy — Fj. O
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4.4 Localitzacié de GEMs estables

En aquesta seccié veurem com els R-GEMs estables es conserven sota l'accié
d'un functor de f-localitzacié. Estudiarem el cas particular de la localitzacié
de la n-ésima suspensié d'un espectre d’Eilenberg—Mac Lane i veurem que
aquesta localitzacié té com a maxim dos grups d’homotopia no trivials en
dimensions n i n + 1.

En el que segueix, L denotara el functor de localitzacié Ly respecte a una
aplicacié qualsevol f d’espectres. Utilitzant els resultats sobre localitzacié de
E-moduls de la seccié 4.2, podem demostrar el segiient resultat sobre conser-
vacié de R-GEMs estables.

Teorema 4.4.1. Sigut R un anell amb unitat. St E és un R-GEM esta-
ble, llavors LE també és un R-GEM estable 1 l’aplicacid de localitzacio
lg: E — LE és una aplicacié de HR-moduls.

Demostracié. Un R-GEM estable és el mateix que un H R-modul i ’espectre
anell HR és connectiu. Podem aplicar per tant I’apartat ii) del Teorema 4.2.4
per acabar la demostracio. O

Aquest teorema ens diu que si E ~ V22 H A, on cada Ay, és un R-modul,

llavors
LE ~ V., Z*HG,,

on cada Gy torna a ser un R-modul. D’especial interés és el cas en el qual
I'espectre E consisteix tnicament en la n-ésima suspensié d'un espectre d’Ei-
lenberg-Mac Lane, és a dir, £ ~ ¥"HG amb G un R-modul i n € Z. Aplicant
el teorema 4.4.1, sabem que

LY"HG ~ Ve ZFHGY,

on cada Gy és un R-modul. De fet, la major part dels G sén nuls, com veurem
a continuacié. Considerem la segiient successié d’aplicacions de HZ-moduls
(recordeu que tot HR-modul és un HZ-modul):

SPHG -5 LYHG 2o vy SR HG, B SHG,

on [ és I'aplicacié de localitzacid, 8 és una inversa homotopica de 1’aplicacié de
la Proposicié 4.3.3 i p; és la projeccié en el ¢-esim factor. Pel Corol-lari 4.3.6
tenim que

[E"HG, " HG] sz nmoa = O



72 Conservacio d’estructures

excepte quan 1 = n o1 = n+1. La propietat universal de la localitzacié, junta-
ment amb el fet que L HG; sigui f-local perqueé és un retracte de V,czZ*HG,
(veure Lema 2.3.2), ens diu que G; = 0sit # n ot # n+ 1. Aixi doncs,
la localitzacié de la n-&sima suspensié d'un espectre d’Eilenberg—Mac Lane té
com a maxim dos grups d’homotopia no trivials.

Teorema 4.4.2. Siguit G un grup abelid © sigut n € Z. Llavors tenim una
equivaléncia
LY"HG ~2"HG, V "' HG,

com a HZ-moduls, per a certs grups abelians G; 1 G3. S1 G és un R-
modul, llavors G, 1 Gy també ho son. [].

Gracies al Teorema 4.4.2 podem descriure la localitzacié de qualsevol H R-
modul en funcié de la localitzacié dels espectres d’Eilenberg—Mac Lane que ho
formen.

Corol-lari 4.4.3. S1 E ~ \/keZEkHAk, llavors LE ~ \/kezLEkHAk.

Demostracid. L'espectre Vi, LE*H A, és f-local, ja que ’aplicacié natural

\/ LYFHA, — l_ILZ:":HA,c

keZ keZ

és una equivaléncia homotopica i [[,., LE*H A, és f-local. El Teorema 4.4.2
ens assegura que per a cada valor de £ només un nombre finit de grups d’ho-
motopia (de fet sén dos com a maxim) sén no nuls. L’aplicacié

\/ SFHA, — \/ LY*HA,
kecZ keZ

és una f-equivaléncia perque és un wedge de f-equivaléncies. El resultat es
dedueix de la unicitat homotopica de la localitzacid. ]

En alguns casos, la localitzacié d'un espectre d’Eilenberg—Mac Lane HG té
només un grup d’homotopia, per exemple quan G és un grup lliure. Aquest i
altres resultats es descriuen amb més detall en el Capitol 6.



Capitol 5

Localitzacié homologica d’espectres
d’'Eilenberg—Mac Lane

Les localitzacions homologiques, també anomenades localitzacions de Bousfi-
eld, van ser definides per primera vegada per Adams [Ada73]. Bousfield va
desenvolupar la teoria de localitzacions homologiques, demostrant l'existéncia
d’aquests functors primer en la categoria d’espais topologics [Bou75] i pos-
teriorment en la categoria d’espectres [Bou79al. Donat un espectre E, un
functor de localitzacié homologica respecte a E, que denotarem per Lg, és
un functor idempotent que inverteix de manera universal les equivaléncies ho-
mologiques (respecte a la teoria d’homologia donada per F) transformant-les
en equivaléncies homotopiques. Les localitzacions homologiques sén un cas
particular de f-localitzacions; de fet, sén nul-lificacions, i a més a més com-
muten amb la suspensié.

En [Bou79a] s’estudia el cas de les localitzacions LgX quan els espectres F
i X s6én ambdés connectius. Aquestes localitzacions sempre sén localitzacions
en un conjunt de primers o complecions en un conjunt de primers, que depén
dels grups d’homotopia de E. Si algun dels espectres E o X no és connectiu,
els resultats que s’obtenen sén menys previsibles. Per exemple, si K deno-
ta ’espectre de la teoria K complexa i S és ’espectre de les esferes, llavors
Lg S té infinits grups d’homotopia no nuls en dimensions positives i negatives
(veure [Rav84, Teorema 8.10]). Al final del capitol veurem una demostracié al-
ternativa d’aquest resultat, valida també per als espectres de Johnson—Wilson

En aquest capitol desenvoluparem un estudi de les localitzacions homologi-
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ques LgX en el cas que E sigui un espectre qualsevol i X sigui un H R-modul,
on R és un anell amb unitat. Com a cas particular, obtindrem informacié
sobre localitzacions homologiques d’espectres d’Eilenberg—Mac Lane. Un es-
tudi analeg havia estat portat a terme per Bousfield en [Bou82] per a espais
topologics. Els nostres resultats tradueixen els obtinguts per Bousfield al cas
d’espectres.

En la primera seccié recordarem les definicions i propietats més impor-
tants de les localitzacions homoldgiques. Després, veurem com la localitza-
ci6 LgX d'un HR-modul X ve determinada per la localitzacié dels espectres
d’Eilenberg—Mac Lane que el formen i el conjunt de primers p per als quals
l’espectre HZ/p no és aciclic respecte a E. Desenvoluparem alguns calculs
explicits de localitzacions respecte a diferents teories d’homologia i alguns
exemples de calculs concrets de Ly HG per a diferents grups abelians G.

Posteriorment veurem una aplicacié als functors de localitzacié smashing,
que sén un tipus concret de localitzacié homoldgica. Per a aquests functors,
la localitzacié d’un espectre es determina fent el producte smash d’aquest
espectre amb la localitzacié de l'espectre de les esferes. Demostrarem que
per a aquesta classe de functors la localitzacié de 1’esfera té un unic grup
d’homologia entera, que és a més un subanell dels racionals.

Acabarem el capitol amb una breu exposicié sobre localitzacions cohomo-
logiques. Aquestes localitzacions generalitzen les localitzacions homologiques,
perd la seva existéncia continua sent un problema obert [Hov95]. Els resultats
continguts en aquest capitol es recullen en [Gut05b].

5.1 Localitzacions homologiques

Denotarem per Ho’® la categoria homotopica estable. Les localitzacions ho-
mologiques van ser desenvolupades en la categoria homotopica estable per
Bousfield en [Bou79a]. Cada espectre E en la categoria homotopica estable
déna lloc a una teoria d’homologia definida com a Ex(X) = m(E A X) per a
qualsevol espectre X i per a tot k¥ € Z. La localitzacié homologica respecte
de la teoria d’homologia E és un functor que transforma de manera univer-
sal les equivaléncies homologiques respecte a aquesta teoria d’homologia en
equivaléncies homotopiques.

Definicié 5.1.1. Si E és un espectre, llavors:
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i) Un espectre X és E-aciclic si Ex(X) = m(E N X) =0 per a tot k € Z.

ii) Una aplicaci6 d’espectres f: X — Y és una E-equivaléncia si I'aplica-
ci6 induida fi: Ex(X) — Er(Y) és un isomorfisme per a tot k € Z.

iii) Un espectre Z és E-local si cada E-equivaléncia f: X — Y indueix una
equivaléncia homotopica F(Y, Z) ~ F(X, Z), o de manera equivalent, si
F(W, Z) = 0 per a tot espectre W que sigui E-aciclic.

Una E-localitzacido d’un espectre X és una E-equivaléncia
lX: X — LEX

on LpX és un espectre E-local. L'aplicacié lx es diu aplicacid de localitzacio.

Podem assignar a cada espectre X una localitzacié homologica LgX de
manera functorial. Denotarem per Lz a aquest functor, que anomenarem
functor de E-localitzacié. Aquesta construccié és universal en el sentit que
I’aplicacié de localitzacio és inicial en Ho® entre les aplicacions de X a espectres
E-locals i és terminal entre totes les F-equivaléncies amb domini X. A més,
el functor de localitzacié és 1unic llevat d’homotopia.

Definicié 5.1.2. Donat un espectre E, anomenem classe de Bousfield de E i la
denotem per (E) a la classe d’equivaléncia formada per tots els espectres amb
els mateixos espectres aciclics que F.

Les classes de Bousfield classifiquen els functors de localitzacié homologica.
Donats dos espectres E i F, els functors de FE-localitzacié i F-localitzacié
coincideixen si 1 només si ho fan les seves classes de Bousfield, és a dir, si i
només si (E) = (F).

L’existéncia d’un functor de E-localitzacié per a cada espectre E va ser
demostrada per Bousfield en [Bou79a, Teorema 1.1], on també es prova que
la localitzacié homologica és un cas particular de f-localitzacid; en concret, és
una nul-lificacié [Bou79a, Lema 1.14].

Teorema 5.1.3. Donat un espectre E, existeir un altre espectre A tal que
Lg ~ P,, on P, denota el functor de A-nul-lificacid. []
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5.2 Tipus d’aciclicitat i localitzacié6 de moduls

En aquesta seccié estudiarem com els tipus de E-aciclicitat de ’espectre d’Ei-
lenberg—Mac Lane HZ/p per a cada primer p i de ’espectre HQ determinen la
localitzacié Lg X per a qualsevol espectre E i qualsevol H R-modul X. Aques-
ta localitzacié dependra dels primers p per als quals £ A HZ/p # 0 i de si
ENHQ =0 o no.

Hem vist que els H R-moduls sén exactament els R-GEMs estables (Obser-
vaci6 4.3.5). Per tant, si F és un HR-modul, llavors

E ~ Vi, ZFH A,

on cada Ay = m,(E) és un R-modul. En el cas que R = Z, els HZ-moduls sén
els espectres de la forma HZA X (veure Corol-lari 4.3.4). Qualsevol H R-modul
és un H7Z-modul a través de l'aplicacié Z — R que envia la unitat de Z a la
unitat de R. L’espectre d’'Eilenberg—Mac Lane HG és un HR-modul si G és
un R-modul.

Donat un grup abelia G i un espectre E, denotem EG = E N MG, on
MG és l'espectre de Moore associat al grup G. Un diagrama commutatiu

d’espectres de la forma
f

X—Y
h g
Z——W
és un quadrat aritmetic si existeix una aplicacié j: W — £.X tal que

x My vz Sex
és una cofibracié d’espectres.
En [Bou79b|, Bousfield va demostrar que donat qualsevol espectre E, la
seva classe de Bousfield escindeix de la segiient manera:

(B) = (BQ) v \/ (EZ/p), (5.1)

peP
on P és el conjunt de tots els nombres primers, és a dir, un espectre és E-aciclic
si i només si és EQ-aciclic i E7Z/p-aciclic per a tot primer p. Essencialment,
aquest resultat ens diu que podem recuperar la localitzacié Ly X a partir de
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la informacié en cada primer Lgyz,,X i del coneixement del que succeeix racio-
nalment LgopX, com mostra el segiient quadrat aritmetic [Bou79a, Proposicié
2.9].

Teorema 5.2.1. Donats dos espectres qualssevol E 1 X tenim un quadrat
aritmetic
LgX — Hpefp LEZ/pX (52)

| !

LEQX — LE'Q (HpefP LEZ/pX> )
on P és el conjunt de tots els primers. []

Em el cas racional, les F(QQ-localitzacions estan completament determinades
en [Bou79a, Proposicié 2.8]. Per a qualsevol espectre E, la localitzacié Lgg és
sempre la racionalitzacié. Més concretament, LggX ~ LpoX ~ X A MQ per
a qualssevol espectres £ 1 X.

Nosaltres ens centrarem en el calcul de Lgz,,X quan X és un HR-modul.
Aquest calcul dependra dels tipus de E-aciclicitat per a l'espectre HZ/p en
cada primer p. Observeu que si *HZ/p és E-aciclic per a algun ¢ € Z lla-
vors L*HZ/p és E-aciclic per a tot k € Z, ja que la localitzacié homologica
commuta amb la suspensié.

Proposicié 5.2.2. S1 HZ/p és E-aciclic, llavors Lgz;,X = 0 per a qualsevol
HR-modul X.

Demostracié. N’hi ha prou amb comprovar que MZ/p A X és E-aciclic, ja
que en aquest cas EZ/pANX ~ EANMZ/p N X = 0. L’espectre MZ/p N X és
EQ-aciclic i EZ/qg-aciclic per a g # p trivialment. Per a ¢ = p tenim que

MZ/pNX NEZ/p~X'NHZNMZ/pNEZ]/p =0

ja que X és en particular un HZ-modul i per tant escindeix com a HZ A X', i
amés HZNEZ/p~ ENHZ/p = 0. Fent servir ara la descomposicié de (5.1)
tenim que X és EZ/p-aciclic. O

Lema5.2.3. St HZ/p no és E-aciclici f: X — Y és una EZ/p-equualéncia,
llavors és una HZ/p-equivaléncia.
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Demostracié. Com que la localitzacié homologica commuta amb la suspensié,
si fem el producte smash de f amb un espectre qualsevol continua sent una
E7/p-equivaléncia (veure Teorema 3.2.6). En particular, si fem smash amb
I’espectre HZ, ’aplicacié f indueix una equivaléncia homotopica

EZ/pNHZNX ~EZ/pNHZANY.

L’espectre EZ/p N HZ ~ E N HZ/p és un HZ/p-moddul, per tant els seus
grups d’homotopia sén espais vectorials sobre Z/p i escindeix com un wedge
VierZ*HZ/p (en el conjunt d’indexs I pot haver enters repetits). Aquest
wedge és no nul ja que per hipotesi £ A HZ/p # 0. Aixi doncs, f indueix una
equivalencia homotopica

VierDFHZ/p AN X ~ Ve SFHZp N Y,
i per tant f és en una HZ/p-equivaléncia. ]

El seglient teorema ens permet calcular la localitzacié Lgz,, X per a es-
pectres connectius o HR-moduls X en el cas que l'espectre HZ/p no sigui
E-aciclic.

Teorema 5.2.4. Si H7Z/p no és E-aciclic, llavors Lgz/pX ~ Lyz/pX per a
qualsevol espectre X que sigut connectiu o un HR-modul.

Demostracid. Si X és un espectre connectiu llavors L7/, X ~ Lyz/p X (veure
[Bou79a, Teorema 3.1]). L'aplicacié X — Lyz/pX =~ Lyz/pX és una MZ/p-
equivaléncia, i per tant una EZ/p-equivaléncia. A més, 'espectre Lyz X és
EZ/p-local, ja que el Lema 5.2.3 ens diu que tot espectre HZ/p-local és EZ/p-
local. Si X és un HR-modul, el resultat es segueix per 'argument anterior i
la Proposicié 5.2.6. O

Podem calcular Lz, X per a qualsevol espectre utilitzant el seglient re-
sultat [Bou79a, Proposicié 2.5]:

Proposici6 5.2.5. Donat un espectre X qualsevol,
LuzpX ~ F(S'MZ/p™, X)
1 tenim una successié exacta curta
0 — Ext(Z/p>, (X)) — Ti(Lmz/pX) — Hom(Z/p™, mr_1(X)) — O,

que escindeix per a tot k € 7. []
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En el cas particular que X sigui un espectre d'Eilenberg—-Mac Lane HG, te-
nim que Lyz,,HG ~ HAVEHB, on A = Ext(Z/p>,G) i B = Hom(Z/p>,G).

La propietat d’escisié dels HR-moduls com a un wedge de suspensions
d’espectres d’Eilenberg-Mac Lane, juntament amb el fet que les localitzacions
homologiques commuten amb la suspensid, ens permet descriure les localitza-
cions homologiques d’un H R-modul a partir de les localitzacions dels espectres
d’Eilenberg—Mac Lane que el formen.

Proposicié 5.2.6. Si X és un HR-modul tal que X ~ Vicz B HAy, llavors
LpX ~ Ve ZFLgHA, per a qualsevol espectre E.

Demostracié. Com que el functor Ly commuta amb la suspensid, tenim que
LgY*HA, ~ S*LzHA,. El resultat es dedueix ara del Corol-lari 4.4.3. O

Per tant, per a l'estudi de localitzacions homologiques de H R-moduls po-
dem restringir-nos al cas particular de la localitzacié d’espectres d’Eilenberg—
MacLane LgHG. Com hem vist en el Teorema 4.4.2, aquesta localitzacié
tindra com a maxim dos grups d’homotopia no trivials en dimensions zero i
un. Gracies al quadrat aritmetic de Bousfield, per conéixer Ly HG és suficient
determinar Lgyz,,HG per a tot primer p, ja que en el cas racional ja sabem
que LgoHG ~ H(Q ® G) per a qualsevol espectre E.

Un grup abelia G es diu que és unicament p-divisible si per atot g € G
existeix un tnic A € G tal que g = ph. Aquesta condicié és equivalent a dir
que Z/p® G =01 Tor(Z/p,G) = 0.

Lema 5.2.7. Per a qualsevol espectre E, el grup mi(E) és unicament p-
divisible per a tot k € 7 si 1 només st EZ/p = 0.

Demostracié. El resultat s’obté directament utilitzant la successié exacta cur-
ta
0 —Z/pQmp(E) — mp(EZ/p) — Tor(Z/p, m_1(E)) — O,

valida per a tot & € Z. O]
Com a cas particular tenim que el grup abelia (HZ),(E) és inicament p-

divisible per a tot k € Z si i només si E A HZ/p = 0. Observeu també que si
7mx(E) és inicament p-divisible, llavors (HZ)x(E) és tinicament p-divisible.

Proposicié 5.2.8. St HZ/p no és E-aciclic, llavors Lgz,HG = 0 s1 1 només
st G és unicament p-divisible.
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Demostracié. Si Lgz/,HG = 0, llavors E AN HZ/p AN MG = 0. Com que
E NHZ/p és un HZ/p-modul,

ENHZ/p A MG ~ Ve 2 HZ/p AN MG = 0.

Per tant HZ/pAMG ~ MZ/pNHG = 01 G és tinicament p-divisible pel Lema
5.2.7. D’altra banda, si G és unicament p-divisible, llavors HG A MZ/p = 0
pel Lema 5.2.7. Per tant Lg;,,HG =0 O

El Teorema 5.2.4 i la Proposicié 5.2.8 ens permeten calcular la localit-
zacié Ly, HG depenent dels tipus de E-aciclicitat de HZ/p. Si HZ/p és
E-aciclic, llavors Lgz/,HG = 0. En el cas que HZ/p no sigui E-aciclic, llavors
Lgz/pHG ~ Lyz/,HG si G no és tunicament p-divisible i Lgz/,HG = 0 en
altre cas. El quadrat aritmetic (5.2) en el cas que X = HG és el segiient:

LEHG—>Hp€p LEZ/pHG (53)

| !

H(G ®Q) —— MQ A (Hpep LEZ/pHG>
on P és el conjunt dels nombres primers p tals que E A HZ/p # 01 G no és
Unicament p-divisible.

Teorema 5.2.9. Siguin A, = Ext(Z/p>,G), B, = Hom(Z/p>,G) @ sigut P el
conjunt de primers tals que HZ/p no és E-aciclic 1 G no és unicament
p-divisible per a tot p € P. Donat un espectre qualsevol E 1 un grup abelia
G tentm el seguent:

i) St HQ és E-aciclic, llavors

LgHG ~ | [(HA, VZHB,).

peP

ii) St HQ no és E-aciclic, llavors tenim una cofibracié d’espectres
LgHG - H(G®Q)V [[(HA, vSHB,) —» MQA [[(HA, v SHB,).

peEP peP

Demostracio. El resultat és conseqiiéncia de les Proposicions 5.2.2, 5.2.8, el
Teorema 5.2.4 i el quadrat aritmetic (5.3). O
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5.3 Alguns exemples

En aquesta seccié veurem com calcular la localitzacié homolodgica d’un espectre
d’Eilenberg—Mac Lane en alguns exemples concrets. En primer lloc calcularem
Ly HG per a algunes teories d’homologia E no connectives i qualsevol grup
abelia G.

Localitzacio respecte a la teoria K de Morava K(n)

Sigui n > 0, p un primer i K(n) 'espectre que representa la n-ésima teoria XK
de Morava relativa al primer p. Sin = 0, llavors K(0) = HQ = MQ i per tant
Li@yHG ~ H{G® Q). Per an > 1, tenim que 7.(K(n)) = Z/p [v,*, v,), amb
|vn| = 2(p™ — 1). En aquest cas, K(n) A\MQ =01 HZ/p és K(n)-aciclic per a
tot primer p, ja que K(n) A HZ/p = 0 per a tot primer p (veure per exemple
[Rav84, Teorema 2.1]). Per tant Lgy,) HG =0sin > 1.

Proposicié 5.3.1. Donat un HR-moddul qualsevol X, la seva localitzacid res-
pecte a K(n) és zero sim > 0 o és la racionalitzacid st n =0, és a dir,

Localitzacid respecte a la teoria de Johnson-Wilson E(n)

La classe de Bousfield de la teoria d’homologia F(n) es descompon com un
wedge de teories K de Morava, (E(n)) = VI ,(K(2)) (veure [Rav84, Teorema
2.1]); per tant Lgn)HG ~ Lgo)HG ~ H{G®Q), jaque Lg;HG =0si4 > 1.

Localitzacié respecte a teoria K

L’espectre HZ/p és K-aciclic per a tot primer p i KQ # 0, llavors Lx HG ~
H(G®Q).

Proposici6 5.3.2. Donat un HR-modul qualsevol, la seva localitzacid respecte
a E(n) o teorta K és la racionalitzacid. [l

En els exemples segiients calcularem totes les possibles localitzacions ho-
mologiques de HG respecte a E per a alguns grups abelians G i algunes families
de grups abelians concretes. Per a aix0 farem servir el Teorema 5.2.9. Do-
nat un espectre qualsevol E, i un grup abelia G, tenim les segients quatre
condicions, que ens determinaran la localitzacié Ly HG completament:
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Condicié I: EQ =01 EA HZ/p = 0 per a tot primer p.

Condicié II: EQ #0i E A HZ/p = 0 per a tot primer p.

Condicié III: EQ = 01 E AN HZ/p # 0 per a tot p d'un conjunt de
primers P.

Condici6é IV: EQ # 01 E AN HZ/p # 0 per a tot p d'un conjunt de
primers P.

Localitzacions de HZ

El grup abelia dels enters no és tinicament p-divisible per a cap primer p. Si
es compleix la Condicié II, llavors LgH7Z ~ H(Q. D’altra banda,

A~

Hom(Z/p>,Z) =0 1 Ext(Z/p>,Z) = Z,,

on 2,, és l'anell dels enters p-adics. Si es compleix la Condicié III, llavors
LgHZ ~ H([[,cpZp)- 1 si es compleix la Condici6 IV, prenent mo en (5.3),
tenim el segiient diagrama tipus pullback de grups abelians:

mo(LpHZ) ——— [ cp Lo

| |

Q%Q@)H;ﬂepzp

on P és el conjunt de primers tals que EAHZ/p # 0. Per tant, Ly HZ ~ HZp.

Localitzacions de HZ/p* amb p primer

El grup abelid Z/p* és tinicament g-divisible per a tot ¢ # p i a més a més,
LpoHZ/p* ~ HQ® Z/p*) = 0. També tenim que

Hom(Z/p™,Z/p") =0 i Ext(Z/p™,Z/p*)=Z/p".

Aixi doncs LgHZ/p" = 0 si es compleix la Condicié I1 i LgHZ/p* ~ HZ/p*
si es compleix la Condicié III o la IV.
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Localitzacions de HQ

El grup dels racionals és tinicament p-divisible per a tot primer p, per tant
Lgz;,HQ = 0. Si es compleix la Condicié III, llavors LgHQ = 0, 1 Lg HQ =
HQ si es satisfa la Condicié II o la IV.

Localitzacions de HZpg per a un conjunt de primers R

Per a tot primer p € R tenim que
Hom(Z/p™,Zg) =0 i Bxt(Z/p>®,Zg) = Z,.

De fet, si G és un grup abelia lliure de torsid, llavors Hom(Z/p>,G) = 0 i
Ext(Z/p>*,G) = 0 si i només si G és p-divisible. Si es compleix la Condicié
II, Navors LgHZgr ~ HQ perqué¢ Q ® Zg = Q. Si es compleix la Condicié
IT1, Navors LgHZg ~ H([[,cpnp ZP). I si es compleix la Condicié IV, llavors
LgHZ7Zg ~ HZgnp, on P és el conjunt de tots els primers tals que EAHZ/p #
0. Observeu que aquest cas generalitza el cas de la localitzacié de H7Z, quan
R =), i el de la localitzacié de HQ, quan R és el conjunt de tots els primers.

Localitzacions de HZ/p*>

El grup Z/p™ és dinicament g-divisible per a tot primer ¢ # p. En aquest cas,
LroHZ/p>* = 0 ja que Q ® Z/p> = 0. D’altra banda,

Hom(Z/p>®,Z/p™°) =Z, i Bxt(Z/p>,Z/p™)=0.

Aixi, si es compleix la Condicié II, llavors LgHZ/p™ = 0. Si es compleix
la Condicié III, llavors LgHZ/p™ ~ Y HZ,. 1 si es compleix la Condicié IV,
llavors pel Teorema 5.2.9 tenim una cofibracié d’espectres

LgHZ/p® — SHZ, — SHQ, — SH(Q,/Z,),
on (@p = Zp ® Q soén els racionals p-adics. Per tant LgHZ/p™> ~ H(@p/zp) ~
HZ/p>™.
Localitzacions de H Zp

N’hi ha prou amb fixar-nos en el primer p, perque 2,, és inicament g-divisible
per a tot primer ¢ # p. En aquest cas tenim que

Hom(Z/p>,Z,) =0 i Ext(Z/p>,Zy) = Zy.
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Si es compleix la Condici6 1I, llavors LgHZ, ~ HQ,. I si es compleix la
Condicié III o 1a IV, llavors LgHZ, ~ HZ,.

La segiient taula resumeix els resultats de les localitzacions obtingudes per
als diferents grups anteriors. El conjunt P és el conjunt de primers p tals que
HZ/p no és E-aciclic.

Condicié I | Condicié II | Condicié IIT | Condicié IV
LpHZ 0 HQ [er HZ, HZp
LgHZ/p* 0 0 HZ/p* HZ/p*
LgHQ 0 HQ 0 HQ
LgHZg 0 HQ  |IleprrHZy | HZpor
LgHZ/p™ 0 0 SHZ, HZ/p>®
LpHZ, 0 HQ, HZ, HZ,

Localitzacié de HG quan G és un grup abelia finitament generat

Tot grup abelia finitament generat G escindeix com una suma directa finita
G = @ C;, on cada C; és 0 bé Z, o bé Z/p* per a algun primer p i k > 1.
Com que HG ~ VI HC;, llavors LgHG ~ V! LgHC; 1 la localitzacié de
cada HC; es determina utilitzant els resultats anteriors per a la localitzacié de
HZ7 i HZ/p".

Localitzacié de HG quan G és un grup abelia divisible

Tot grup abelia divisible escindeix com una suma directa de copies de Q i Z/p™
per a diversos primers p. Si G és un grup abelia divisible, llavors G = R$ T,
on R=®,QiT = @,(®;,Z/p>). Per tant LgHG ~ LgHRV LgHT. Com que
R és un retracte de [ [, Q, tenim que de LgHR ~ HR o Lg HR = 0, depenent
de si HQ és E-local o F-aciclic. La localitzacié LgHT es pot determinar
utilitzant la successié exacta de grups abelians

0—Zp—Q— @pePZ/poo — 0,

els resultats anteriors per a la localitzacié de HZ/p™> i HZp i la propietat de
la localitzacié homologica de conservar cofibracions.
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Localitzacié de HG quan G és un grup reduit

En tots els casos estudiats anteriorment excepte en el cas de HZ/p™> totes
les localitzacions homologiques de HG tenen com a maxim només un grup
d’homotopia en dimensié zero. Aquesta propietat no només la compleixen els
grups anteriors, siné que també es verifica quan localitzem HG per a qualsevol
grup abelia G que sigui reduit. Un grup abelia G es diu que és reduit si no té
subgrups divisibles no trivials.

Teorema 5.3.3. St G és un grup abelid reduit 1 E és un espectre qualsevol,
llavors LgHG ~ HA per a algun A.

Demostracid. Si G és reduit, llavors Hom(Z/p™>,G) = 0. El resultat es de-
dueix aplicant ara el Teorema 5.2.9. ]

Donat un grup abelia qualsevol G, sempre ho podem descompondre com a
G1 @ G,, on G és el subgrup divisible maximal de G 1 G, és reduit. D’altra
banda, G; escindeix com a una suma directa de Q i Z/p> per a diversos primers
p. Per tant, pel Teorema 5.3.3 i els resultats anteriors sobre localitzacions
homologiques de HG quan G és abelia divisible, 1'inica possibilitat perqué
en la localitzacié homologica d’un espectre d’Eilenberg—-Mac Lane aparegui un
grup d’homotopia en dimensié 1 és que Z/p> aparegui com un factor de la
descomposicié del grup G i que LgHZ/p> # 0.

Corol-lari 5.3.4. Si Z/p™ no és un sumand directe de G per a cap primer
p, llavors per a qualsevol espectre E es compleixr que LgHG ~ HA per a
algun grup abelia A. ]

5.4 Functors de localitzacié smashing

Un functor de localitzacié L és smashing quan la localitzacié de qualsevol
espectre ve determinada per la localitzacié LS de 1’espectre de les esferes.
Més concretament, L és smashing si 'aplicacié natural

1IN X — XALS

és una localitzacié per a tot espectre X, on [: S — LS és I'aplicacié de
localitzacié de ’espectre de les esferes. També es diu que un espectre E és
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smashing quan el functor de localitzacié Lg ho és [Rav84, Definicié 1.28]. Siel
functor L és smashing, llavors una aplicacié h: X — Y és una L-equivaléncia
si

hAl

XNLS —YANLS

és una equivaléncia, és a dir, si
(LS)e(X) = (LS)k(Y) peratot ke Z.

D’aquesta manera podem veure que tota localitzacié smashing L és una loca-
litzacié homolodgica L = Lg, on E ~ LS i per tant commuta amb la suspensio.
A més a més, l'espectre LS és un espectre anell commutatiu, pel Teorema
4211LSANLS ~ LS, perqueé 'aplicacié de multiplicacié LS A LS — LS és
inversa per ’esquerra de ’aplicacié de localitzacié 1 Al: LS — LS A LS.

Reciprocament, si E és un espectre anell i I'aplicacié de multiplicacié B A
E — F és una equivaléncia, llavors Ly és smashing. L’aplicacié

nANl: SANX — ENX,

on 7 és la unitat de E, és una F-equivalencia jaque EAE ~E i1 EANX és
E-local perqué és un E-modul. Per tant, E ~ LgS 1 LX ~ X A\ LgS.

En [Rav84, Proposicié 1.27| es demostra que un espectre E és smashing
si 1 només si el functor Ly commuta amb limits directes. Aix0 succeeix, per
exemple, per al functor de localitzacié homologica respecte a 1’espectre de la
teoria K o als espectres de Johnson-Wilson E(n) per a qualsevol n.

Teorema 5.4.1. Si L és un functor de localitzacié smashing, (HZ)x(LS) =0
stk # 0 1 és zero o un subanell dels racionals s1 k = 0.

Demostracié. Per a tot k € Z, tenim que
(HZ)k(LS) >~ Wk(HZ N LS) = Wk(LHZ) = Wk(HA),

on A és un subanell dels racionals o un producte d’enters p-adics per a diver-
sos primers, com hem vist en la secciéd anterior. Per tant, si £ # 0, llavors
(HZ)r(LS) = 0. Com que LS A LS ~ LS per ser L smashing, el Teorema de
Kinneth 1.2.17, implica que

(HZ)o(LS) ® (HZ)o(LS) = (HZ)o(LS) 1
Tor((HZ)o(LS), (HZ)o(LS)) = 0.
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Aixi doncs, ’anell A és lliure de torsié i a més compleix que A ®7; A = A. Els
anells que compleixen aquesta tltima condicié es diuen anells solids [BK72b]
1 tots estan classificats. Segons aquesta classificacid, I'inica possibilitat és que
A sigui un subanell dels racionals. O]

Corol-lari 5.4.2. Si L és un functor de localitzacié smashing que compleiz que
(HZ)o(LS) = Q, llavors o bé L és el functor de localitzacié homologica
respecte a HQ, o LS té infinits grups d’homotopia no nuls en dimensions
negatives.

Demostracié. Com que LHZ ~ HQ, llavors LS N HQ ~ HQ és diferent de
zero. Aix0 implica que HQ és L-local. Ara, la unitat S — HQ factoritza a
través de LS per la propietat universal de la localitzacié, donant lloc a una
aplicacié LS — H(Q que és una equivalencia en homologia HZ, d’acord amb
el teorema anterior. Si LS esta acotat, llavors pel Corol-lari 5.4.2 tenim que
LS~HQiaixi LX ~XANLS~X NHQ per a tot X. 0

L’anell HZy(LS) és Q per exemple si L és el functor de localitzacié ho-
mologica respecte a 1'espectre K o a l'espectre E(n) per a qualsevol n. Per a
cadascun d’aquests dos casos, per la Proposicié 5.3.1, aquestes localitzacions
homolodgiques sén la racionalitzacié sobre H R-moduls, i per tant

LxHZ ~ LgmHZ ~ HQ.

Observacié 5.4.3. El resultat anterior proporciona una demostracié senzilla
del fet que els espectres LxS 1 Lg(»)S son no acotats (per al cas LS ja havia
estat demostrat en [Rav84, Teoremes 8.10 i 8.15]).

5.5 Localitzacions cohomologiques

Hem vist que cada espectre E en la categoria homotopica estable déna lloc a
una teoria d’homologia i una de cohomologia:
Ek(X) = 7Tk(E /\X),
B*(X) = 7 (F(X, B))

per a tot espectre X i tot k € Z. En la primera seccié d’aquest capitol hem
vist com es descriuen les localitzacions respecte a una teoria d’homologia.
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Analogament a aquestes localitzacions es poden definir les localitzacions res-
pecte a una teoria de cohomologia [Bou79c|, [Hov95]. Donat un espectre E,
una localitzacié cohomologica respecte a F és una transformacié idempotent
que inverteix precisament les equivaléncies cohomoldgiques respecte a la teoria
de cohomologia donada per E.

Definicié 5.5.1. Si E és un espectre, llavors:

i) Una aplicacié d’espectres f: X — Y és una E*-equivaléncia si ’aplica-
ci6 induida f*: E*(Y) — E*(X) és un isomorfisme per a tot k € Z.

ii) Un espectre X és E*-aciclic si E¥(X) = 0 per a tot k € Z.

iii) Un espectre Z és E*-local si cada E*-equivaléncia f: X — Y indueix
una equivaléncia homotopica F(Y,Z) ~ F(X, Z), o equivalentment, si
F(W, Z) = 0 per a tot espectre W que sigui E*-aciclic.

Una E*-localitzacié d’un espectre X és una E*-equivaléncia
lX: X — LE*X
on Lg-X és un espectre E*-local.

Les localitzacions homolodgiques sén un cas particular de localitzacié coho-
mologica. Donat un espectre E, els espectres E-aciclics coincideixen amb els
espectres (I E)*-aciclics, on IFE és el dual de Brown-Comenetz de E [Hov95,
Proposicié 1.1]. Les localitzacions cohomologiques també commuten amb la
suspensié. No obstant aix0, ’existéncia de localitzacions cohomologiques per a
un espectre qualsevol segueix sent un problema obert. Els articles de Bousfield
[Bou79c| i Hovey [Hov95| presenten alguns avancgos en aquesta direccid.

En [Bou79c|, Bousfield demostra que si un espectre F compleix que els
grups Z/p @ mx(E) i Tor(Z/p, m(E)) sén finits per a tot k € Z i per a tot
primer p, llavors existeix la localitzacié cohomologica respecte a E. Per de-
mostrar aquest resultat es construeix un altre espectre GG de tal manera que les
G-equivaléncies siguin les mateixes que les E*-equivalencies i per tant la loca-
litzacié cohomologica respecte a F sigui una localitzacié homologica (respecte
a G), que ja se sap que existeix.

En aquesta linia es troba també la conjectura de Hovey [Hov95]. Hovey
defineix la classe cohomologica de Bousfield d'un espectre F, que es denota per
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(E*), com la classe d’equivaléncia formada per tots els espectres tals que la seva
cohomologia té els mateixos aciclics que E*. Aquestes classes, d’igual manera
que succeia amb les classes de Bousfield homologiques (veure Definicié 5.1.2)
classifiquen els functors de localitzacié cohomoldgics. Donats dos espectres E
i F, llavors Lg-X = Lp-X per a tot X siinomés si (E*) = (F*).

Conjectura de Hovey. Donat un espectre F, existeix un altre espectre X tal que
(B7) = (X).

Aquesta conjectura és equivalent a dir que tota localitzacié cohomologica
és homolodgica, i per tant implicaria ’existéncia de les primeres.

Les localitzacions que commuten amb la suspensié comparteixen moltes
de les propietats de les localitzacions homoldgiques. Cap preguntar-se si tota
localitzacié que commuta amb la suspensié és una localitzacié homologica.
Si aquest resultat fos cert, implicaria en particular la conjectura de Hovey
i l’existéncia de localitzacions cohomologiques. Aquest és un problema que
encara segueix obert.

Problema. Demostrar que tota localitzacié que commuta amb la suspensié és
una localitzacié homologica.
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Capitol 6

Localitzacio homotopica d’espectres
d’'Eilenberg—Mac Lane

La f-localitzacié de la k-esima suspensié de ’espectre d’Eilenberg—Mac Lane
Y*HG, on G és un grup abelid qualsevol, és un GEM estable que té com a
maxim dos grups d’homotopia en dimensions consecutives k i k+ 1 (veure Te-
orema 4.4.2). Anem a demostrar en aquest capitol que aquests dos grups d’ho-
motopia satisfan certes condicions en relacié amb G. Aixi, si A = m,(L;Z*HG)
i B = m1(L;T*HG), llavors

Hom(A, A) = Hom(G, A) i Hom(A,B) 2 Hom(G, B).

En alguns casos concrets, per exemple quan G és un grup abelia lliure o fini-
tament generat, el segon d’aquests grups d’homotopia és nul.

En aquest capitol estudiarem f-localitzacions de L* HG quan G és finita-
ment generat i ens centrarem en el cas particular de I’espectre Z*HZ. Per a
aquest espectre, descriurem totes les seves possibles f-localitzacions i veurem
que L;ZFH7Z ~ BFHA on A és un anell caracteritzat per la propietat que
I’aplicacié

Hom(A,A) — A

definida per ¢ — (1) és un isomorfisme. Els anells amb aquesta propietat
sén anells commutatius, que es diuen anells rigids, i proporcionen una classe
propia de functors de f-localitzacié no equivalents. Tots els anells rigids s’ob-
tenen com a f-localitzacions de ’espectre H7Z. La terminologia d’anells rigids
apareix per primera vegada en [CRT00] per a descriure les f-localitzacions de
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I'esfera S!, encara que els anells rigids ja havien estat estudiats anteriorment
en altres contextos amb el nom de E-anells [Sch73].

Els conceptes algebraics d’anell rigid i anell solid [BK72b], es poden defi-
nir analogament per a espectres anell. Demostrarem que els espectres anell
rigids en aquest context resulten ser les f-localitzacions de l'espectre de les
esferes, mentre que els espectres anell solids sén les localitzacions smashing
de l'espectre de les esferes.

Veurem també que la localitzacié de la suspensié d’un espectre d’Eilenberg—
Mac Lane ¥*HG té com a maxim un grup d’homotopia en dimensié k& quan el
grup G és abelia reduit, és a dir, quan G no té cap subgrup divisible no trivial.
Aquest resultat generalitza I’analeg obtingut per a localitzacions homoldgiques
(veure Teorema 5.3.3). Per a un grup abelia qualsevol G, el fet que en la
localitzacié de ©*HG aparegui o no un segon grup d’homotopia dependra
tnicament de si el grup de Priifer Z/p> apareix com a un sumand directe de
G.

6.1 Espectres d'Eilenberg-Mac Lane f-locals

En aquesta seccidé presentarem alguns resultats sobre espectres d’Eilenberg—
Mac Lane i f-localitzacions on f és una aplicacié arbitraria d’espectres. Estu-
diarem de quina forma el fet que ’espectre L* HG sigui f-local ve determinat
perqué ho siguin els espectres S*HQ i ©*HZ/p™ per a cada primer p. Per
simplicitat en la notaci6, ens centrarem el cas k£ = 0 (espectres de la forma
HG@G), perd tots els resultats sén valids per a qualsevol &k € Z ajustant els
indexs convenientment.

Un morfisme qualsevol de grups abelians g: A — B indueix una aplicacié
de HZ-moduls entre espectres d’Eilenberg—Mac Lane

Hg: HA— HB

tal que mo(Hg) = g, ja que Hom(A, B) = [HA, HB)gsnmea- La seva fibra és
també un HZ-modul, que escindeix de la segiient manera:

fib(Hg) ~ H(Kerg) vV & 'H(Coker g). (6.1)

Aquest fet ens permet demostrar el segiient resultat.
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Lema 6.1.1. St HG és un espectre f-local, llavors també ho sén els espectres
HG, 1 Z7'HG, on G, = Hom(A,G) 1 G, = Ext(A, G) per a qualsevol grup
abelia A.

Demostracié. Sigui una resolucié lliure de A,
0—R—F—A—0Q0,

on R i F sén grups abelians lliures. Aquesta resolucié déna lloc a una successié
exacta de grups

0 — Hom(A4,G) — Hom(F,G) — Hom(R,G) — Ext(4,G) — 0.

Com que R i F sén lliures i HG és f-local, també ho sén H(Hom(F,G))
i H(Hom(R,G)), ja que Hom(F,G) i Hom(R, G) s6n productes directes de
copies de G. Per tant, la fibra de 1’aplicacié

H(Hom(F,G)) — H(Hom(R,G)),

que és H(Hom(A,G)) Vv Z1H(Ext(4,Q)), també és f-local (veure Proposicié
3.2.1). Els espectres HG; i T 'HG, sén f-locals perqué sén retractes de la
fibra. ]

Un grup abelia G es diu que és d’exponent finit si existeix un natural n tal
que nG = 0, és a dir, per a tot g de G tenim que ng = 0. Un resultat classic
de teoria de grups abelians diu que si G és d’exponent finit, llavors és suma
directa de grups ciclics [Kap69]. Si G verifica que p"G = 0 per a algun primer
p i algun natural n, llavors G és suma directa de grups de la forma Z/p’, amb
1 <7 < n. Quan G compleix que p"G = 0, 'espectre HZ/p"™ detecta els
espectres HG que sén f-locals.

Lema 6.1.2. St HZ/p" és f-local, llavors HG és f-local per a tot G tal que
"G = 0.

Demostracié. Com que G és isomorf a una suma directa de grups ciclics Z/p’
amb 0 < 7 < n, el podem escriure com el nucli d’una aplicacié (no exhaustiva)

g: HIZ/p — HJ_Z/p )
que déna lloc a la segiient cofibracié d’espectres, per (6.1):

—1 n n
HGV ©'H(Coker g) —> HI HZ/p" — HJ HZ/p".
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La fibra és f-local perqué HZ/p"™ ho és i el producte de f-locals és f-local.
L’espectre HG és f-local perqué és un retracte de la fibra. ]

Donat un conjunt de primers J i un grup abelia G, es diu que G és Ext-
J-complet si per a tot p € J tenim que Hom(Z/p,G) = Ext(Z/p,G) = 0, o
equivalentment, Z/p ® G = Tor(Z/p,G) = 0. El grup G es diu Ext-complet
si Hom(Q, G) = Ext(Q, G) = 0.

Corol-lari 6.1.3. St HZ/p™ és f-local per a tot n, llavors HA és f-local per
a tot grup A que sigut Ext-p-complet.

Demostracié. Per a cada n, tenim la cofibracié d’espectres
HAXY, HA — H(A/p"A)

que déna lloc a la seglient torre de cofibracions

A > H(A/p*A)

| ﬂ |

HA >HA > H(A/p?A)

HA—2sHA—— H(A/pA).

Si prenem el limit invers d’aquesta torre, obtenim que
HA ~ holim, H(A/p™A).

El limit invers de la columna de l'esquerra és trivial, ja que A és Ext-p-complet
(veure [BK72a, p.175]). Ara H A és el limit invers d’espectres f-locals pel Lema
6.1.2, i per tant és f-local (veure Lema 2.3.3). O

Un grup abelia es diu racional si és un espai vectorial sobre Q. Aquests
grups escindeixen com a una suma directa de copies de Q. Per a grups abelians
racionals es compleix el segiient resultat.

Lema 6.1.4. S1 HQ és f-local, llavors HG és f-local per a tot grup abelid
racional G.
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Demostracié. Com que G és racional, el podem escriure com el nucli d’una
aplicacié (no exhaustiva)

g [[,e—1]], @
Tenim d’aquesta manera la segiient cofibracié d’espectres, per (6.1):
-1
HG Vv £ 'H(Coker g) — HI HQ — HJ HQ.

Com que la fibra és f-local per ser-ho HQ, 'espectre HG també és f-local per
ser un retracte de la fibra. O

Observeu que si G és un grup abelia racional i HG és f-local, llavors HQQ és
f-local, ja que és un retracte de HG, perqué G és isomorf a una suma directa
de copies de Q.

Lema 6.1.5. Sigui P un conjunt de primers ¢ suposem que HQ i HZ/p"™ sén
f-locals per a tot p € P 1 per a tot n. Llavors, HG és f-local per a tot
Zp-modul G tal que Hom(Z/p>,G) =0 per a cada p € P.

Demostracié. Si G és un Zp-modul, llavors G és tinicament p-divisible per a
cada p ¢ P. Per tant la localitzacié homologica L7/, HG és zero per a tot
p ¢ P, per la Proposicié 5.2.8. Aplicant el functor de localitzacié homologica
Ls a HG, el Teorema 5.2.1 ens déna el segiient quadrat aritmetic

HG ————— Il ep H(Ext(Z/p>, G))

| |

H(G® Q) —— MQA[[,cp H(EX(Z/p>,G)).

Els espectres dels vertexs inferiors del quadrat sén f-locals pel Lema 6.1.4,
ja que el seu grup d’homotopia és abelia racional. El mateix succeeix amb el
vértex superior dret, aplicant el Corol-lari 6.1.3, ja que és un producte d’es-
pectres d’Eilenberg-Mac Lane amb grups d’homotopia Ext-p-complets. Aixi
doncs, HG és f-local. O]

Lema 6.1.6. S1 A és un grup abelid tal que p"A = p"*1A per a algun n,
llavors A== B®C onp"B =0 1 C és p-divisible.
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Demostracié. Tenim la seglient successié exacta curta de grups abelians
0—p"A— A— A/p"A— 0.

El grup p™ A és p-divisible i A/p™A és d’exponent finit i per tant isomorf a una
suma directa de copies de Z/p* amb ¢ < n. Com que Ext(A/p"A,p"A) =0, la
successié exacta escindeix i per tant A = A/p"A & p"A. O]

Lema 6.1.7. St A és un grup abelid que no és unicament p-divisible 1 THA
és f-local, llavors HG és f-local per a tot grup G que sigut Ext-p-complet.

Demostracié. Realitzarem la demostracié distingint diversos casos possibles
per al grup abelia A. Considerem la successié de grups donada per {p*A};>;.
Si aquesta successié no es fa constant, és a dir, p'A 2 p*** A per a cada 1 > 1,
llavors tenim la segiient successié exacta

AZE A A/piA

iamés A/p'A = ®,-;<,Z/p’ (observeu que, en aquesta descomposici, sempre
apareix almenys una copia de Z/p*, ja que sind, p’ A/p*A = 0 per a algun j < 1,
la qual cosa implicaria que p*A = p’A, que és una contradiccié). Aquesta
successié exacta indueix una cofibracié d’espectres

SH(Ker(xp*)) V H(®1<;<iZ/0’) — SHA — THA.

Com que SHA és f-local per hipdtesi, també ho és H(®1<;<;Z/p’) i per tant
HZ7/p', ja que és un retracte de la fibra d'una aplicacié entre espectres f-
locals. Aixi doncs, tenim que per a tot 7 > 1 l'espectre HZ/p' és f-local i
podem aplicar el Corol-lari 6.1.3.

Si Hom(Z/p, A) # 0, com que £ H A és f-local també ho és ¥ HZ/p aplicant
el Lema 6.1.1, degut al fet que Hom(Z/p, A) escindeix com una suma directa
de copies de Z/p. Ara bé, també HZ/p és f-local ja que és la desuspensié
d'un f-local, i procedint com en la demostracié del Teorema 6.2.2, obtenim
que HZ/p* és f-local per a tot 2 > 1. La demostracié acaba aplicant de nou
el Corol-lari 6.1.3.

Finalment, suposem que existeix un ¢ > 1 tal que p*A = p**'A i a més que
Hom(Z/p, A) = 0. En aquest cas, pel Lema 6.1.6, tenim que A = B ® C, on
p'B =01 C és p-divisible. Com que

Hom(Z/p, A) = Hom(Z/p, B) ® Hom(Z/p, C)
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i Hom(Z/p, A) = 0, ha de complir-se que Hom(Z/p, B) = 0, la qual cosa ens
porta a una contradiccid, perqué p'B = 0 per hipotesi. ]

Lema 6.1.8. Donat un grup abelia A que no sigut Ext-complet, st THA és
f-local, llavors HQ és f-local.

Demostracié. Si A no és Ext-complet, llavors o bé Hom(Q, A) # 0 o bé
Ext(Q, A) # 0. Si Hom(Q, A) # 0, llavors £ H(Hom(Q, A)) és f-local, pel
Lema 6.1.2. Ara bé, la seva desuspensié també és local i racional, per tant HQ
és f-local. El cas Ext(Q, A) # 0 es demostra de la mateixa manera. O

6.2 Alguns exemples. Localitzacions de HZ

Donada una aplicacié d’espectres f arbitraria, denotarem per L al functor de
f-localitzacié. En el Capitol 4 hem vist que la localitzaci6 homotopica LE
d’'un R-GEM estable E torna a ser un R-GEM estable. En el cas més senzill,
si E ~ S*HG amb G un R-modul i k € Z, llavors el Teorema 4.4.2 ens diu que
LE té com a maxim dos grups d’homotopia no nuls en dimensions ki k + 1,
que també sén R-moduls. En algunes ocasions, el segon grup d’homotopia
que apareix és nul i la localitzacié de Z¥* HG té un tinic grup d’homotopia en
dimensio k.

Teorema 6.2.1. S1 G és un grup abelia lliure 1 k € Z, llavors tenim que
LY*HG ~ T*HA per a algun grup abelid A.

Demostracid. Pel Teorema 4.4.2 sabem que LY*HG té com a maxim dos
grups d’homotopia en dimensions k i k + 1. Suposem que LL*HG ~ SFHAV
Y**1HB. Pel Corol-lari 4.3.6,

[B*HG, 2 ' H By nmes = Ext(G, B).

Si G és un grup lliure, llavors Ext(G, B) = 0 i en el diagrama

SFHG —— SFHAV SFLHB

|7

S B,
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les aplicacions sén morfismes de HZ-moduls i la composicié
prol: T*HG — T*'HB

és homotopicament nulla. A més Z*"'HB és f-local perqué és un retracte
de LY*HG. Llavors, la propietat universal de la localitzacié ens assegura que
B =0. O]

Teorema 6.2.2. S1 p és un nombre primer, n un enter positiu 1 k € 7Z, llavors
LY*HZ/p" =0 0 LY*HZ/p"™ ~ S*HZ/p* amb 1 <i < n.

Demostracié. Suposem per simplicitat que £ = 0. Si k € Z, es procedeix de
manera analoga. Comengarem considerant el cas n = 1. Pel Teorema 4.4.2,

on A; i A, sén Z/p-moduls, i per tant escindeixen com una suma directa
de copies de Z/p. Com que desuspensions i retractes de locals sén locals,
es dedueix que, o bé A; = A, = 0, o bé HZ/p és f-local, en aquest cas
LHZ/p = HZ/p. Si Ay = Ay = 0 llavors LHZ/p = 0 i les cofibracions

HZ7/p — HZ/p" — HZ/p" %,

per a tot r > 2, impliquen inductivament que LHZ/p" és contractil per a tot
r > 1, per la Proposicié 3.2.5.

Sigui ara n un enter positiu i suposem que HZ/p és f-local. De nou,
utilitzant el Teorema 4.4.2, podem escriure

LHZ/p" ~ HB, V SHB,,

on ara B i By sén Z/p"-moduls, és a dir, grups abelians amb exponent divisor
de p™. Per [Kap69], els grups B; i B, sén suma directa de subgrups isomorfs
aZ/p’,amb 1l < j <mn. SiB, =0, lavors Hom(By, B;) = Hom(Z/p", B,)
per la propietat universal de L. Aix0 forga que B; consti només d’un sumand
i que a més a més l'aplicacié Z/p™ — B; sigui exhaustiva (com en [Cas00,
Teorema 3.4]). Finalment, suposem que B, és diferent de zero i arribarem
a una contradiccié. Sigui m el menor nombre natural tal que Z/p™ és un
sumand directe de B,. Llavors, S HZ/p™ i per tant HZ/p™ sén f-locals. Ara
bé, les cofibracions

HZ/p+V)™ . HZ/p™ — SHZ/p™,
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per a tot » > 1, impliquen inductivament que HZ/p"™ és f-local per a tot
r > 1, per la Proposicié 3.2.1. Triem doncs un r tal que rm > n i aplicant el
Lema 6.1.2 obtenim que HZ/p" és f-local, la qual cosa és una contradiccié. [J

Donat un grup abelia G finitament generat, el teorema de classificacié
d’aquests grups ens diu que podem expressar G com a @7 ;G; on cada G; és,
o bé Z, o bé Z/p"* per a algun primer p i algun k > 1. Com que el functor de
localitzacié commuta amb productes finits, si G = @} ;G;, llavors aplicant els
Teoremes 6.2.1 1 6.2.2,

LY*HG ~ S*H(eT , A;)
on A; = Wk(LEkHG,L)

Corol-lari 6.2.3. S1 G és un grup abelid finitament generat © k € Z, llavors
LY*HG ~ T*HA, per a algun grup abelia A. H

La localitzacié no conserva grups abelians finitament generats, ja que al-
guns dels grups que apareixen com a grups d’homotopia de la localitzacié de
HZ7 no sén finitament generats, com per exemple Q.

Si LY*HG ~ ©*HA v ¥**1HB, podem obtenir informacié sobre els dos
grups d’homotopia A i B utilitzant la propietat universal de la localitzacié.
Com que Z*HA i ¥*t1 H B sén locals per ser retractes de locals, projectant en
cadascun dels factors tenim els segiients diagrames:

SEHG —— SFHAV SFLHB SEHG ——SFHAV SFHLHB

b1 D2

TEHA T B,

que juntament amb la propietat universal de la localitzacié ens donen els
seglients isomorfismes:

[SFHA, D*HA] x [Z*'HB, 2" HA] = [Z*HG, 2" H A,
[Z*HA,©*"HB| x [2*"'HB,2* " HB] =~ [¥*HG, ="' HB.

Perd [B*"'HB,Z*HA] = 0, ja que

[ HB,o*HA] = (HA)’(ZHB) = Hom(mo(ZHB), A) = 0,
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1 per tant tenim els segiients isomorfismes de grups abelians:

Hom(A4, A) = Hom(G, A),
Ext(A, B) @ Hom(B, B) = Ext(G, B).

De la mateixa manera i fent servir el fet que X*H B també és local, ja que és
la desuspensié d'un local, tenim 1’isomorfisme

Hom(A, B) = Hom(G, B).

El segiient resultat reuneix les tres propietats anteriors sobre els dos grups
d’homotopia de la localitzacié de Z*HG.

Proposicié 6.2.4. St LY*HG ~ S*HA Vv S*'HB, llavors per a tot k € 7 es
compleizx:

i) Hom(A, A) = Hom(G, A).

ii) Hom(A, B) = Hom(G, B).
iii) Ext(A, B) @ Hom(B, B) = Ext(G, B). ]
En el cas particular de la localitzacié de ©*HZ, sabem que B = 0 pel
Teorema 6.2.1. L’apartat i) de la Proposicié 6.2.4 ens diu que Hom(A4, A) = A,
i aquest isomorfisme ve donat per ’aplicacié ¢ — ¢(14). La composicié de
morfismes en Hom(A, A) defineix una multiplicacié en A per a la qual 1, és

I’element identitat. Aixi, si A és diferent de zero, llavors admet una estructura
d’anell.

Definicié 6.2.5. Un anell amb unitat es diu que és un anell rigid si I’aplicacié
evaluacié Hom(A, A) — A donada per ¢ — ©(1,4) és un isomorfisme.

Tots els anells rigids sén commutatius. Si A és un anell rigid i a € A,
llavors els morfismes de Hom( A, A) definits com a

p(r)=ra i ¢P(r)=ar,

per a tot r € A, verifiquen que ¢(14) = ¥(14). Per tant ar = ra en A per a
tot r € A.
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La terminologia d’anells rigids va ser utilitzada per primera vegada en
[CRTO00] per descriure les f-localitzacions de l'esfera S'. No obstant aixo,
aquest tipus d’anells ja havia estat estudiat anteriorment en altres contextos,
amb el nom de E-anells [Sch73]. Exemples d’anells rigids sén Z/n, els subanells
de Q (incloent Z i Q) o l’anell dels enters p-adics 2}, per a qualsevol primer
p. Hi ha molts altres exemples, com els productes [[ .pZ/p o [[cp Z,, on P
és un conjunt de primers. També sén rigids tots els anells solids en el sentit
de Bousfield-Kan [BK72b], és a dir, els anells R tals que la multiplicacié
R ®7; R — R és un isomorfisme.

De fet, existeixen anells rigids de cardinalitat arbitrariament gran (veure
[DMV8T7]). No obstant aix0, hi ha grups com el grup de Priifer (o grup de
les arrels p-ésimes de la unitat) Z/p™ o el cos p-adic @p que no admeten una
estructura d’anell rigid. Per tant, no existeix cap functor de localitzacié tal
que mx(LZFHZ) sigui Z/p™ o Q,.

Teorema 6.2.6. Donat k € Z, la localitzacié de l’espectre S*HZ té com a
mazim un grup d’homotopia mo trivial, és a dir, LY*HZ ~ Y*HA, 1 si
A #0, llavors A té estructura d’anell rigid. ]

Tots els anells rigids apareixen com a f-localitzacions de ’espectre HZ.
Donat un anell rigid A, sigui f: S — M A ’aplicacié d’espectres induida per
la unitat de A (recordeu que [S, M A] = mo(MA) = A). Llavors L;HZ ~ HA.
L’espectre HA és f-local ja que pel Lema 3.4.1, [X*M A, HA] = Hom(A, A) si
k = 01 és nul en altre cas; per tant,

[(S*MA,, HA] = [Z*S,HA] per a tot k > 0.

L’aplicacié g: HZ — HA obtinguda fent el producte smash de f amb la
identitat en HZ és una f-equivalencia, perque H7Z és connectiu. Observeu
que també per a aquesta aplicacié g es compleix que L,HZ ~ HA.

Corol-lari 6.2.7. Hi ha una classe propia de functors de f-localitzacié no
equivalents.

Demostractd. Hiha una classe propia d’anells rigids no isomorfs per [DMV87].
Per a cadascun d’aquests anells rigids A, tenim un functor L; associat, on
f: S — MA, que compleix que LyH7Z ~ HA. 0
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6.3 Espectres anell solids i rigids

En algebra, un anell amb unitat R es diu que és un anell solid en el sentit
de [BK72b] si la multiplicacié de I'anell x: R ®7 R — R és un isomorfisme.
Alguns exemples d’anells solids sén Z, Q o Z/n. No obstant aixo, Zp o R no
sén solids. Els anells solids estan completament classificats [BK72b] i tots sén
commutatius i numerables.

Donat un anell qualsevol R amb unitat, podem definir un functor de la
categoria de grups abelians a la categoria de R-moduls

F: Ab — R-mod

donat per F(A) = A®z R per a tot grup abelia A. Aquest functor F' és adjunt
per l'esquerra del functor oblit de R-moduls a Z-modduls i proporciona per tant
un isomorfisme

Homy(A, B) = Hompg(A ®z R, B)

per a tot grup abelia A i tot R-modul B. Quan l’anell R és un anell solid, el
functor F' és un functor idempotent, ja que A ®; R ®z; R = A ®; R. De fet,
aquesta propietat caracteritza els anells solids.

Proposicié 6.3.1. Un anell R amb unitat és solid st © només si el functor
F: 7Z-mod — R-mod definit com a F(A) = A®z R és idempotent.

Demostracié. Si F' és un functor idempotent, prenent A = 7Z tenim que
R®; R=ZZ®, R, R=F(F(Z))=2F(Z)=Z%;R=R
1 per tant R = R ®y R. O]

Quan un anell R és rigid (veure Definicié 6.2.5), I’aplicacié n: Z — R
donada per n(1) = 1z té la segiient propietat universal: donada qualsevol
altra aplicacié g: Z — R existeix una tnica h: R— Rtalque g=homn,

Z%

gl o
.

R.

Es a dir, I’aplicaci6 7 és una localitzacié de Z en la categoria de grups abelians.
Els anells rigids estan caracteritzats per aquesta propietat.
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Proposicié 6.3.2. Un anell R amb unitat és rigid si 1 només si l’aplicacio
n:Z — R donada per n(1) = 1R és una localitzacid de 7Z en la categoria
de grups abelians. ]

Tot anell solid és un anell rigid, ja que, si R és solid, llavors
HOmz(R, R) = HOIIIR(R X7z R, R) = HomR(R, R) = R.

Analogament a la definicié algebraica d’anells solids i rigids, podem definir
espectres anell solids i espectres anell rigids. Les propietats d’aquests espectres
anell sén, com veurem, similars a les dels seus analegs algebraics.

Definici6 6.3.3. Un espectre anell F és un espectre anell solid, sila multiplicacié
ENE — E és una equivaléncia homotopica.

Observeu que tot espectre anell solid E és smashing (veure Seccié 5.4) o
dit d’una altra manera, el functor de localitzacié homologica Lgz és smashing.
Exemples d’espectres solids sén K, E(n) per a tot n, o HR per a R un subanell
dels racionals. Els espectres anells solids vénen caracteritzats per la segiient
propietat.

Proposicié 6.3.4. Un espectre anell E és solid si 1 només si el functor
L: Ho® — Ho’® definit com a LX = X N E per a tot espectre X és un
functor de localitzacid.

Demostracié. Suposem que E és solid, llavors L = Lg,on E ~ SAE = LS ja
que les L-equivaléncies sén precisament les E-equivaléncies. Reciprocament, si
L és un functor de localitzacié, E = LS éslocalipertant £ ~ LE = EANE. [

Definicié 6.3.5. Un espectre anell E és un espectre anell rigid si I'aplicacié
d’evaluacié F¢(E,E) — E° és una equivaléncia homotopica.

Aquests espectres rigids vénen caracteritzats per ser exactament localitza-
cions de I’espectre de les esferes.

Proposicié 6.3.6. Un espectre anell E és rigid st 1 només si l’aplicacid iden-
titat de l’anell n: S — E és una localitzacio de l’esfera.

Demostracid. Si E és rigid, llavors F°(E, E) ~ E¢ ~ F°(S, E). De fet, L, S ~
E ja que 7 és una n-equivalencia i E és n-local. Reciprocament, si E és local,
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també ho és S % E per a tot k£ > 0. Com que 7 és una localitzacié, la propietat
universal

implica que

(S, 2 *E|~[E,Z*E] peratotk>0,
iaixi, F¢(E, E) ~ E“. O
Proposicié 6.3.7. Tot espectre anell solid és un espectre anell rigid.

Demostracié. Si E és solid, el functor LX = X A E és una localitzacié per
a tot espectre X. Prenent X = S i fent servir la propietat universal de la
localitzacié tenim que F(E,E) ~ F(S,E) ~ E. O

Ea:emple 6.3.8. L espectre anell H Z és rigid pero no solid. Si fos solid, llavors
H Z A HZ ~H Zp, qgue a nivell de g 1mp11car1a que : Z ® Zp = Zp, que no
és cert. En canvi, es compleix que [S, HZP] = [HZP, HZP] [EkHZp, HZP] =0
per a tot £ > 1.

En homotopia inestable, totes les f-localitzacions de 1'esfera S! sén espais
d’Eilenberg—Mac Lane i el seu grup d’homotopia té l’estructura d’un anell
rigid [CRT'00]. Tots els anells rigids apareixen d’aquesta manera. El segiient
teorema mostra la relacié entre les localitzacions dels espectres S 1 HZ, i les
estructures d’espectre anell solid i rigid.

Teorema 6.3.9. Stgus L; un functor de f-localitzacid qualsevol. Llavors:

i) LyS és un espectre anell rigid i tots els espectres anell rigids aparei-
zen d’aquesta manera. St Ly és un functor de localitzacié smashing,
llavors L;S és un espectre anell solid 1 tots els espectres anell solids
apareizen d’aquesta manera.

il) LyHZ ~ HA per a algun grup abelid A que té estructura d’anell
rig1d 1 tots els anells rigids apareizen d’aquesta manera. St Ly é€s
un functor de localitzacié smashing, llavors A és un subanell dels
racionals.

Demostracié. La primera part és conseqiiéncia de les Proposicions 6.3.4 i
6.3.6. La segona és conseqiiéncia dels Teoremes 5.4.1 1 6.2.6.
O]
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6.4 Espectres d’Eilenberg—Mac Lane reduits

Un grup abelia A es diu que és reduit si no posseeix cap subgrup no trivial
que sigui divisible. Un espectre d’Eilenberg-Mac Lane HG diem que és reduit
quan G és reduit. Veurem que la localitzacié d’espectres d’Eilenberg—Mac Lane
amb grup d’homotopia reduit té també com a maxim un sol grup d’homotopia
no nul.

Teorema 6.4.1. Si G és un grup abelid reduit, llavors LY*HG ~ LFHA, per
a algun grup abelia A 1 per a tot k € 7Z.

Demostracié. Per simplicitat, sigui £ = 0. Per a la resta de casos es pro-
cedeix d’igual manera. Suposem que LHG ~ HAV Y HB i sigui P el con-
junt de primers p tals que B no és unicament p-divisible. Ja sabem que
2 HB és local, perqueé és retracte d’'un local. Pel Lema 6.1.7, els espectres
H([Lep Bxt(Z/p>,G)) i HZ/p* per a tot k < coipc P sén f-locals (obser-
veu que HZ/p* és Ext-P-complet [BK72a, p.174]). Podem distingir ara dos
casos diferents:

i) Suposem que B és Ext-P-complet. Per la propietat universal del functor
de localitzacié L tenim el segiient diagrama commutatiu

HG—+HAVSHB
\ .
v -
HGp.
on [ és I'aplicacié de localitzacié donada pel functor L i I’ és ’aplicacié
donada pel functor de localitzacié homologica respecte a M(@,cpZ/p).
Observeu que HGp ~ H([[,p Ext(Z/p>,G)). Com que ZHB és L-
local i també és M (@,cpZ/p)-local, aplicant les propietats universals de
la localitzacié tenim isomorfismes
[HG,XHB]| = [HAVXHB,XHB] i

[HG,SHB] =~ [HGp,SHB],
on ép = H

ocp BX4(Z /P>, G), que donen lloc a un isomorfisme

[HAV SHB,SHB| >~ [HGp, SHB].
Per tant, [HB, HB] = Hom(B,B) = 0 i aix{ B =0.
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ii) Suposem que B no és Ext-P-complet. El Lema 6.1.8 implica que HQ
és L-local i pel Lema 6.1.5, H(G ® Zp) és també L-local. Procedint
ara d’igual manera que en el cas anterior perd sent I’ la localitzacié
homologica respecte a MZp obtenim que B = 0.

]

Tot grup abelia G escindeix com una suma directa G;HG,, on G és un grup
abelia divisible i G5 és un grup abelia reduit. Per tant, LHG ~ LHG,;VLHG,.
La part de la localitzacié corresponent a HG, consta com a maxim d'un grup
d’homotopia, com hem vist en el Teorema 6.4.1. El grup G; el podem descom-
pondre com a una suma directa de copies de Q i Z/p> per a diversos primers
p. La localitzacié d’un espectre d’Eilenberg—Mac Lane racional torna a ser un
altre espectre d’Eilenberg—Mac Lane racional; per tant, l'iinica possibilitat de
que en la localitzacié d'un espectre d’Eilenberg-Mac Lane LHG aparegui un
grup d’homotopia no nul en dimensié un és que Z/p> aparegui com a sumand
directe de G i que LHZ/p>™ = T HB per a algun grup abelia B diferent de
ZEro.

Vegem un exemple concret. Donat un k& < oo, sigui f: HZ/p>® —
Y HZ/p"* 'aplicacié de HZ-mdduls donada per la identitat en el grup abe-
lia Ext(Z/p>°,7Z/p*). Com que f és trivialment una f-equivaléncia i SHZ/p*
és f-local, llavors L;HZ/p™ ~ ©HZ/p*. El mateix exemple canviant HZ/p"
per H ip ens permet obtenir una aplicacié g tal que L,HZ/p>™ ~ ¥ H zp.

Corol-lari 6.4.2. Sigui G un grup abelid qualsevol 1 k € Z. Si7Z/p> no apareiz
com a sumand directe de G per a cap primer p, llavors LY*HG ~ S*HA
per a algun grup abelia A. []
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f-local, 40

7n-connex, 7

aciclic, 75

anell, 58
rigid, 103
solid, 103

connectiu, 7

d’Eilenberg—Mac Lane, 5
reduit, 105

de funcions, 10, 39

de les esferes, 5

de Moore, 11

modul, 59

simetric, 12

suspensié, 5

estructura localitzada, 21, 37

férmula de Kiinneth, 11
fibracié trivial, 23
functor
cohomologic, 17
de f-localitzacid, 32, 40
guasi-exacte, 49
de nul-lificacié, 49
exacte, 17
idempotent, 42
representable, 17
triangulado, 17

GEM estable, 67
grup abelia
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Ext-J-complet, 94
Unicament p-divisible, 79
d’exponent finit, 93
racional, 94

reduit, 85, 105

localitzacié
smashing, 54, 85
cohomologica, 87
d’espectres anell, 61, 65
d’espectres modul, 61, 65
de GEMs estables, 71
en conjunts de primers, 53
fibra a fibra, 48
homologica, 74
homotopica, 29
propietats universals, 40
terme d’error, 70

moénada, 66

objecte
f-local, 30
fortament dualitzable, 19
petit, 27
presentable, 28

producte smash, 6, 9
propietat d’elevacié, 23

quadrat aritmetic, 76
recubridor connectiu, 40

seccié de Postnikov, 7, 50
subcategoria localitzant, 17

teorema de Hurewicz, 11
torre de Postnikov, 7
triangle exacte, 8, 15



