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Introducció

La localitzaci�o �es una t�ecnica ben coneguda en �algebra commutativa i geo-

metria algebraica. La construcci�o d'anells de fraccions i el proc�es associat de

localitzaci�o de m�oduls permeten reduir l'estudi global de certes propietats refe-

rents a un cert anell a un estudi local que involucra anells m�es senzills. Moltes

de les propietats formals de les localitzacions de m�oduls s�on compartides per

altres transformacions de naturalesa semblant de�nides en altres contextos.

Aquest fet va conduir a una axiomatitzaci�o del concepte de functor de localit-

zaci�o en categories arbitr�aries, amb una terminologia similar a la de l'�algebra,

o amb altres noms [BW85], [GZ67], [Mac71].

La implementaci�o de la localitzaci�o en topologia algebraica va tenir les se-

ves arrels en els treballs de Serre [Ser53] i Adams [Ada61], i es va comen�car

a formalitzar gr�acies a les contribucions de Sullivan [Sul70], [Sul74] i Quillen

[Qui69], principalment. Les localitzacions de tipus d'homotopia han estat es-

tudiades de manera particularment extensa en el cas de localitzaci�o en primers

[BK72a], [HMR75]. Les localitzacions homol�ogiques generalitzen la localitza-

ci�o en primers i van ser la via principal de transport a l'homotopia estable

[Bou75], [Bou79a], [Bou79b], [Rav84], aix�� com l'eina principal per al c�alcul

dels grups d'homotopia estables de les esferes durant molts anys [DHS88],

[HS98], [Mah67], [Rav86].

En les dues �ultimes d�ecades ha anat augmentant cada vegada m�es l'�us

de t�ecniques de l'�algebra commutativa en homotopia estable (veure [GM95],

[EKMM97]). La teoria d'homotopia estable es centra en l'estudi dels espec-

tres i captura una part essencial de les propietats homot�opiques dels espais,

prescindint dels fen�omens peculiars que es donen en dimensions concretes. La

categoria d'homotopia estable �es una categoria additiva triangulada, la qual

cosa acosta molt el seu estudi al de les categories derivades d'anells.

Des de la d�ecada de 1960 s'han anat utilitzant els espectres d'Adams{
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Boardman [Ada74], [Boa64] com a models per a l'homotopia estable, encara

que els models de Bous�eld{Friedlander [BF78] s'adapten millor al formalisme

de la teoria de categories de models de Quillen. El producte smash d'espectres

en la categoria d'Adams{Boardman �es commutatiu i associatiu llevat d'homo-

topia, per�o no ho �es en la categoria subjacent d'espectres. La construcci�o

d'una categoria d'espectres amb un producte smash estrictament associatiu,

commutatiu i amb unitat ha estat un dels problemes importants de la teoria

d'homotopia estable, malgrat que durant alguns anys es va pensar que tal ca-

tegoria no podia existir [Lew91]. La soluci�o a aquest problema es va obtenir

recentment amb l'aparici�o de dues noves categories de models per a l'homo-

topia estable: la categoria de S-m�oduls [EKMM97] i la categoria d'espectres

sim�etrics [HSS00]. Aquestes noves categories permeten traslladar �delment

diverses t�ecniques i construccions de l'�algebra commutativa a la categoria es-

table, i treballar amb \espectres anell" i \espectres m�odul" de la mateixa

manera que amb els seus an�alegs algebraics. Per exemple, la categoria deriva-

da d'un anell R amb unitat �es equivalent a la categoria homot�opica d'espectres

m�odul sobre l'espectre anell HR de l'homologia ordin�aria amb coe�cients en

R.

Un dels resultats centrals d'aquesta mem�oria estableix que, sota hip�otesis

apropiades, els functors de localitzaci�o en la categoria homot�opica estable

transformen espectres anell en espectres anell, i espectres m�odul sobre un

anell en espectres m�odul sobre el mateix espectre anell (o �ns i tot sobre el

localitzat d'aquest espectre).

Aquests i altres resultats recents en teoria de localitzaci�o tracten de la con-

servaci�o d'estructures sota l'acci�o de les localitzacions. Donat un objecte X

amb una determinada propietat o estructura i un functor de localitzaci�o L,

s'estudia si LX posseeix o no la mateixa propietat o estructura. Existeix una

gran quantitat d'estructures que es conserven sota l'efecte de les localitzaci-

ons (veure [Bas03], [Cas94], [Cas00]). Per exemple, la classe dels espais que

escindeixen com a productes d'espais d'Eilenberg{MacLane, tamb�e anome-

nats GEMs, es conserva quan apliquem un functor de localitzaci�o, i el mateix

succeeix amb els H-espais o els espais de lla�cos.

Algunes d'aquestes estructures que es conserven sota localitzacions poden

es poden incloure dintre del marc m�es general d'�algebres sobre op�erades. Les

op�erades s�on objectes que codi�quen estructures algebraiques. Van ser utilit-

zades a principis dels 70 com a eines en teoria d'homotopia per a l'estudi dels
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espais de lla�cos iterats [BV73], [May72]. L'estudi de les op�erades en categories

monoidals sim�etriques ha perm�es importants aplicacions en �algebra, topologia

i f��sica [BM03], [GNPR04], [Laa03], [Man01], [Mar96], [MSS02].

Localització homotòpica

La localitzaci�o respecte a una aplicaci�o cont��nua f va ser desenvolupada per

Bous�eld [Bou94], [Bou97] i Farjoun [Far96] principalment. Es tracta d'una

construcci�o universal en la categoria homot�opica dels espais (CW-complexos o

conjunts simplicials) que converteix a f en una equival�encia homot�opica. Els

functors de f -localitzaci�o inclouen com a casos particulars transformacions

idempotents ja conegudes, com les localitzacions homol�ogiques, la construcci�o

plus de Quillen, les seccions de Postnikov, o les localitzacions en conjunts

de primers. La teoria de f -localitzaci�o va tenir importants repercussions en

l'estudi de torres crom�atiques inestables, teoria K i classes de Bous�eld, entre

d'altres conceptes.

En [Bou96], Bous�eld aplica el llenguatge de localitzaci�o respecte a una

aplicaci�o a l'homotopia estable, en un intent de relacionar la periodicitat es-

table amb la inestable. Com a conseq�u�encia, apareixen noves transformacions

idempotents, que generalitzen les localitzacions homol�ogiques estables i al-

tres construccions cl�assiques en la categoria dels espectres com les seccions de

Postnikov o les localitzacions en conjunts de primers.

En la seva forma m�es general, la noci�o de localitzaci�o homot�opica respecte

a un mor�sme f pot de�nir-se en qualsevol categoria de models C que sigui

simplicial. Els exemples de categories de models simplicials inclouen l'homo-

topia inestable (conjunts simplicials) i l'homotopia estable (espectres sim�etrics

[HSS00]). No obstant aix�o, per a poder assegurar l'exist�encia d'aquests func-

tors de f -localitzaci�o per a qualsevol mor�sme f �es necessari suposar algunes

hip�otesis addicionals sobre la categoria C.

La construcci�o del functor de f -localitzaci�o utilitza de manera crucial el

small object argument de Quillen [Hir03, 10.5], que permet realitzar facto-

rizacions functorials en categories de models. Les idees per a aquesta cons-

trucci�o de f -localitzacions en categories de models simplicials apareixen ja en

[Bou77]. En [Far96], Farjoun construeix la f -localitzaci�o en les categories de

CW-complexos i conjunts simplicials. M�es recentment, la completa monogra�a
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de Hirschhorn [Hir03] demostra l'exist�encia de f -localitzacions en una classe

m�es �amplia de categories (categories cel·lulars), que inclouen les categories

d'espais topol�ogics Hausdor� compactament generats i conjunts simplicials,

ambdues amb i sense punt base, i la categoria d'espectres sim�etrics.

Anells i mòduls en homotopia estable

La categoria homot�opica estable �es una categoria monoidal sim�etrica, amb

un producte smash associatiu i commutatiu llevat d'homotopia. Un espectre

anell en sentit cl�assic �es un objecte monoide en la categoria homot�opica estable.

Aix��, un espectre anell E �es un espectre dotat de dues aplicacions � : E∧E −→
E i � : S −→ E, on S �es l'espectre de les esferes, que juga el paper de la unitat

de la categoria monoidal. Aquestes dues aplicacions es diuen producte i unitat

de E respectivament i veri�quen condicions d'associativitat i unitat donades

per la commutativitat llevat d'homotopia dels seg�uents diagrames:

E ∧ E ∧ E
1∧�
//

�∧1
��

E ∧ E
�

��

E ∧ E �
// E

S ∧ E
�∧1
//

KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK E ∧ E
�

��

E ∧ S
1∧�
oo

ssssssssss

ssssssssss

E:

Els espectres m�odul sobre un espectre anell es de�neixen an�alogament com

els m�oduls sobre monoides en la categoria homot�opica estable. D'aquesta

manera, si E �es un espectre anell, un espectre m�odul sobre E o un E-m�odul

�es un espectre M juntament amb una aplicaci�o m : E ∧M −→ M tal que els

seg�uents diagrames commuten llevat d'homotopia:

E ∧ E ∧M 1∧m //

�∧1
��

E ∧M
m

��

E ∧M m
//M

S ∧M
�∧1
//

LLLLLLLLLL

LLLLLLLLLL E ∧M
m

��

M:

La categoria dels E-m�oduls homot�opics, E-hmod, es de�neix com la categoria

d'Eilenberg{Moore associada a la m�onada (E ∧−; � ∧ 1; �∧ 1) en la categoria

homot�opica estable.

Les primeres categories de models per a l'homotopia estable dotades d'un

producte smash estrictament associatiu i commutatiu van ser la categoria dels
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S-m�oduls [EKMM97] i la categoria dels espectres sim�etrics [HSS00]. Aques-

tes dues categories permeten de�nir estructures d'espectres anell i espectres

m�odul tant en la pr�opia categoria de models (estructures \estrictes") com en

la categoria d'homotopia (estructures \homot�opiques"). Les estructures d'es-

pectre anell estricte i espectre m�odul estricte es de�neixen igual que les seves

an�alogues homot�opiques, amb l'excepci�o que els diagrames commutin estricta-

ment, no nom�es llevat d'homotopia. Si prenem com a model la categoria dels

espectres sim�etrics Sp�, donat un espectre anell E, la categoria dels E-m�oduls

estrictes, E-mod, �es la categoria d'Eilenberg{Moore associada a la m�onada

(E ∧ −; � ∧ 1; � ∧ 1) en Sp�.
En aquesta mem�oria s'estudia l'efecte dels functors de f -localitzaci�o sobre

les estructures d'espectre anell i espectre m�odul homot�opics, i es demostra

que aquestes estructures es conserven per a una �amplia classe de functors so-

ta certes hip�otesis de connectivitat. Com a conseq�u�encia, s'obtenen resultats

sobre conservaci�o d'estructures de GEMs estables, an�alegs als que s'obtenen

en el cas inestable [Far96]. Els GEMs estables estan caracteritzats per ser

exactament els m�oduls homot�opics sobre l'espectre HZ de la teoria d'homolo-

gia ordin�aria. Tamb�e s'analitza la relaci�o que existeix entre la categoria dels

E-m�oduls homot�opics E-hmod i la categoria homot�opica dels E-m�oduls es-

trictes Ho(E-mod). En alguns casos, per exemple si E = HZ, aquestes dues
categories s�on equivalents.

Diversos exemples mostren que les localitzacions no nom�es conserven les

estructures homot�opiques d'anell, sin�o tamb�e les estrictes. Per a l'estudi de

la conservaci�o d'anells estrictes �es necessari analitzar el cas m�es general de

conservaci�o d'estructures d'�algebres sobre op�erades. En una categoria de mo-

dels monoidal i sim�etrica en la qual tingui sentit la de�nici�o d'op�erades, els

monoides estan caracteritzats per ser les �algebres sobre una op�erada Ass. La

categoria de les op�erades pot dotar-se d'una estructura de categoria de models

en molts casos [BM03], per exemple quan treballem amb op�erades de con-

junts simplicials. Aix��, si de�nim com a A∞ l'op�erada obtinguda prenent una

resoluci�o co�brant de l'op�erada Ass en la categoria de conjunts simplicials,

els A∞-espais s�on els espais de lla�cos, i en la categoria d'espectres sim�etrics

(que est�a enriquida en conjunts simplicials) els A∞-espectres s�on els espectres

anell estrictes, tamb�e anomenats espectres anell A∞. Veurem que els functors

de localitzaci�o conserven estructures d'�algebres sobre op�erades co�brants sota

certes condicions, la qual cosa t�e com a conseq�u�encia la conservaci�o d'espectres
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anell estrictes.

Contingut del treball i resultats principals

El primer cap��tol de la mem�oria serveix d'introducci�o a la teoria d'homotopia

estable. En ell es descriu l'evoluci�o de l'homotopia estable i les seves propietats

des d'el model de Spanier{Whitehead de 1953 [SW53], passant per la categoria

cl�assica d'Adams{Boardman [Ada74], [Boa64], �ns als models m�es actuals com

s�on la categoria dels S-m�oduls [EKMM97], la categoria dels espectres sim�etrics

[HSS00], o el tractament axiom�atic de [HPS97].

Recordarem els conceptes m�es importants de la categoria homot�opica esta-

ble d'Adams{ Boardman [Ada74], que farem servir en la major part d'aquesta

mem�oria. Ens centrarem sobretot en els seus elements b�asics: la noci�o d'es-

pectre, el producte smash i les teories d'homologia i cohomologia.

La categoria dels S-m�oduls i la dels espectres sim�etrics s�on categories de

models per a l'homotopia estable amb un producte smash associatiu, com-

mutatiu i unitari en sentit estricte. La categoria dels espectres sim�etrics, de

la qual tamb�e recordarem breument les de�nicions m�es importants, ser�a la

que utilitzarem quan necessitem treballar espec���cament en una categoria de

models.

Les propietats b�asiques de la categoria d'homotopia estable s�on comparti-

des per altres categories, sobretot algebraiques. Recordarem aquestes propie-

tats comunes, que es descriuen en [Mar83] i de forma axiom�atica en [HPS97],

i que inclouen entre d'altres les de categoria triangulada o categoria monoidal

sim�etrica. Aquests conceptes s'utilitzaran en posteriors cap��tols de la mem�oria.

El segon cap��tol es dedica a estudiar els functors de f -localitzaci�o en ca-

tegories de models simplicials. Es recorden les de�nicions de categoria de

models de Quillen [Qui67], [Hov99], categoria simplicial i altres conceptes com

categoria de models pr�opia o categoria localment presentable.

L'exist�encia de functors de f -localitzaci�o per a qualsevol aplicaci�o f est�a

garantida quan la categoria de models en la qual treballem t�e bones propietats.

Aquestes propietats inclouen les de ser una categoria simplicial, co�brantment

generada, pr�opia per l'esquerra i localment presentable. La construcci�o d'a-

quests functors es basa en el small object argument de Quillen [Hir03, 10.5] i

les idees d'aquesta construcci�o ja apareixen en un article de Bous�eld [Bou77],
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encara que de fet es remunten al treball de Gabriel{Zisman [GZ67].

En la mem�oria es desenvolupa amb detall aquesta construcci�o per a les

categories que satisfan les condicions anteriors. Aquestes categories inclouen,

per exemple, la categoria de conjunts simplicials, i en el cas de l'homotopia

estable, la categoria d'espectres sim�etrics. D'aquesta manera, es construeix

un functor de f -localitzaci�o Lf : C −→ C que inverteix de manera universal

l'aplicaci�o f . Aquest functor �es idempotent en la cateogoria homot�opica i

conserva equival�encies d�ebils.

El functor Lf permet dotar a la categoria C d'una nova estructura de cate-

goria de models LfC, en la qual les equival�encies d�ebils s�on les f -equival�encies,

�es a dir, les aplicacions g tals que Lfg �es una equival�encia d�ebil, i les co�bra-

cions de LfC s�on les mateixes que les de l'estructura de models original de

C. D'aquesta manera, una f -localitzaci�o d'un objecte en C �es exactament una

aproximaci�o �brant a aquest objecte en la categoria de models localitzada.

En el Cap��tol 3 es consideren functors de f -localitzaci�o en la categoria

homot�opica estable. Prenent com a categoria de models la dels espectres

sim�etrics, sabem que existeix qualsevol functor de f -localitzaci�o en aquesta

categoria, el qual al mateix temps d�ona lloc a un functor de f -localitzaci�o al

passar a la categoria homot�opica. Seguint [Bou96], els conceptes d'espectre f -

local i f -equival�encia es de�neixen utilitzant el recubridor connectiu F c(−;−)
de l'espectre de funcions F (−;−), ja que els seus grups d'homotopia coinci-

deixen amb els del conjunt simplicial Map(−;−) de la categoria d'espectres

sim�etrics. El fet d'utilitzar el recubridor connectiu F c(−;−) juga un paper

clau en l'estudi de la interacci�o de les f -localitzacions estables amb el functor

suspensi�o.

Donada una aplicaci�o d'espectres f -locals, la seva �bra homot�opica tamb�e

�es f -local. D'aqu�� es dedueix que la classe dels espectres f -locals est�a tancada

per desuspensions i la classe de les f -equival�encies est�a tancada per suspen-

sions. Aquest fet posa de manifest la import�ancia de l'estudi de la relaci�o

entre la f -localitzaci�o i la suspensi�o. Per a cada espectre X hi ha una aplicaci�o

natural

�LfX −→ Lf�X:

Direm que Lf commuta amb la suspensi�o o que �es un functor exacte (o tri-

angulat en el sentit de [Nee01]) si aquesta aplicaci�o �es una equival�encia ho-

mot�opica per a tot X. Aquesta classe de functors tenen bones propietats de
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clausura d'espectres f -locals i f -equival�encies per suspensions i desuspensions

arbitr�aries i de conservaci�o de co�bracions. Demostrarem el seg�uent teorema

que caracteritza aquests functors:

Teorema. Sigui f : A −→ B una aplicaci�o d'espectres. S�on equivalents:

i) �LfX ' Lf�X per a tot espectre X.

ii) �kLfX ' Lf�kX per a tot espectre X i tot k ∈ Z.

iii) Si E �es un espectre f-local, llavors �kE �es f-local per a tot k ∈ Z.

iv) Si g �es una f-equival�encia, llavors �kg �es una f-equival�encia per a

tot k ∈ Z.

v) LfX ' L�kfX per a tot espectre X i per a tot k ∈ Z.

vi) L'aplicaci�o F (B; I) −→ F (A; I) indu��da per f �es una equival�encia

homot�opica per a tot espectre E que sigui f-local.

vii) Si E �es f-local, llavors F (X;E) �es f-local per a tot espectre X.

viii) Si g : X −→ Y i h : M −→ N s�on f-equival�encies arbitr�aries, llavors

g ∧ h : X ∧M −→ Y ∧N �es una f-equival�encia.

ix) Si X −→ Y −→ Z �es una co�braci�o d'espectres, llavors LfX −→
LfY −→ LfZ tamb�e �es una co�braci�o.

Hi ha una altra classe de functors importants que gaireb�e commuten amb la

suspensi�o, i que de�nim com functors de localitzaci�o quasi-exactes. S�on aquells

que tenen la propietat que, donada una co�braci�o d'espectres X −→ Y −→ Z

en la qual X i Z s�on f -locals, llavors Y tamb�e ho �es. Aquests functors gaireb�e

conserven co�bracions; de fet, demostrarem que si el functor de localitzaci�o �es

quasi-exacte, llavors conserva totes les co�bracions tals que la seva co�bra �es

f -local.

El primer exemple que apareix de functors que no commuten amb la sus-

pensi�o s�on les seccions de Postnikov. Les seccions de Postnikov s�on un cas

particular de functors de nul·li�caci�o, que s�on f -localitzacions en les quals

l'aplicaci�o f �es de la forma f : A −→ ∗ per a algun espectre A. El functor

de nul·li�caci�o respecte a A es denotar�a PA. Quan A = �k+1S, el functor de
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nul·li�caci�o que s'obt�e �es la k-�esima secci�o de Postnikov. Les nul·li�cacions
s�on exemples de functors de localitzaci�o quasi-exactes.

La relaci�o entre els functors de f -localitzaci�o i les nul·li�cacions �es molt

estreta. Si C �es la co�bra de l'aplicaci�o f , sempre tenim una transformaci�o

natural de functors

PC −→ Lf :

Demostrarem que quan el functor Lf commuta amb la suspensi�o, aquesta

transformaci�o natural �es una equival�encia. De fet, Lf commuta amb la sus-

pensi�o si i nom�es si PC commuta amb la suspensi�o.

La localitzaci�o d'espectres en conjunts de primers es de�neix an�alogament

a la localitzaci�o en primers d'espais i grups. Si P �es un conjunt de primers i

X �es un espectre, la P -localitzaci�o de X �es l'aplicaci�o

1 ∧ � : X ' X ∧ S −→ X ∧MZP ;

on MZP �es un espectre de Moore per a l'anell dels enters P -localitzats i �

�es l'aplicaci�o indu��da per la unitat en ZP . La localitzaci�o en primers �es un

cas particular de f -localitzaci�o. Els espectres P -locals s�on precisament aquells

tals que els seus grups d'homotopia s�on ZP -m�oduls.

En el Cap��tol 4 es descriu com afecta a les estructures d'espectre anell i

espectre m�odul l'acci�o d'un functor de localitzaci�o en la categoria homot�opica

estable. Demostrarem que, quan el functor de localitzaci�o commuta amb la

suspensi�o, conserva les estructures d'espectre anell i espectre m�odul.

Teorema. Si un functor de localitzaci�o Lf commuta amb la suspensi�o, lla-

vors es compleix el seg�uent:

i) Si E �es un espectre anell, llavors l'espectre LfE adquireix una �unica

estructura d'espectre anell tal que l'aplicaci�o de localitzaci�o lE : E →
LfE �es una aplicaci�o d'anells. Si a m�es a m�es E �es commutatiu,

llavors tamb�e ho �es LfE.

ii) Si M �es un espectre E-m�odul, llavors l'espectre LfM adquireix una

�unica estructura de E-m�odul tal que lM : M −→ LfM �es una aplicaci�o

de E-m�oduls. A m�es a m�es LfM admet una �unica estructura de

LfE-m�odul que est�en l'estructura de E-m�odul.
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Els functors de localitzaci�o que no commuten amb la suspensi�o no con-

serven en general aquestes estructures. Un contraexemple ens el proporciona

l'espectre K(n) de les teories K de Morava. L'espectre K(n) �es un espectre

anell i no obstant aix�o la seva secci�o de Postnikov en el nivell zero K(n)(0)
no admet cap estructura d'espectre anell. Considerant K(n) com un m�odul

sobre si mateix es demostra tamb�e que K(n)(0) no pot tenir estructura de

K(n)-m�odul.

Aquesta falta de conservaci�o d'estructures dels functors de localitzaci�o que

no commuten amb la suspensi�o pot solucionar-se si afegim algunes condicions

de connectivitat.

Teorema. Si Lf �es un functor de localitzaci�o qualsevol, llavors es compleix

el seg�uent:

i) Si E �es un espectre anell connectiu i LfE �es connectiu, llavors l'es-

pectre LfE adquireix una �unica estructura d'espectre anell tal que

l'aplicaci�o de localitzaci�o lE : E −→ LfE �es una aplicaci�o d'anells.

Si a m�es a m�es E �es commutatiu, llavors tamb�e ho �es l'espectre

LfE.

ii) Si M �es un espectre E-m�odul, on E �es un espectre anell connectiu,

llavors l'espectre LfM adquireix una �unica estructura de E-m�odul tal

que l'aplicaci�o de localitzaci�o lM : M −→ LfM �es una aplicaci�o de E-

m�oduls. A m�es a m�es si LfE tamb�e �es connectiu, LfM admet una

�unica estructura de LfE-m�odul que est�en l'estructura de E-m�odul.

Com a conseq�u�encia d'aquest teorema es pot derivar la conservaci�o d'altres

estructures, com els GEMs estables. Els GEMs estables es de�neixen com els

espectres E tals que

E '
∨
k∈Z

�kHAk:

Quan els Ak s�on tots R-m�oduls, es diu que E �es un R-GEM estable. Aquesta

propietat d'escisi�o dels R-GEMs estables ens permet caracteritzar-los precisa-

ment com els espectres m�odul sobre l'espectre anell HR. D'aquesta manera,

el teorema anterior juntament amb el fet que HR �es un espectre conectiu ens

permet provar el seg�uent:
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Teorema. Sigui R un anell amb unitat i f una aplicaci�o qualsevol. Si E �es

un R-GEM estable, llavors LfE tamb�e �es un R-GEM estable i l'aplicaci�o

de localitzaci�o lE : E −→ LfE �es una aplicaci�o de HR-m�oduls.

En el cas m�es senzill en que el GEM estable estigui format per un �unic

espectre d'Eilenberg{MacLane, demostrem un resultat an�aleg al del cas ines-

table [Bou82], [Far96] sobre els grups d'homotopia de la seva localitzaci�o.

Teorema. Sigui G un grup abeli�a i sigui k ∈ Z. Llavors tenim una equi-

val�encia

Lf�
kHG ' �kHG1 ∨ �k+1HG2

com a HZ-m�oduls, per a certs grups abelians G1 i G2. Si G �es un R-

m�odul, llavors G1 i G2 tamb�e ho s�on.

Aix��, la localitzaci�o d'un GEM estable pot ser obtinguda a partir de les

localitzacions dels espectres d'Eilenberg{MacLane que el formen, �es a dir, si

E ' ∨k∈Z�
kHAk, llavors LfE ' ∨k∈ZLf�

kHAk.

Els dos cap��tols seg�uents tracten sobre la localitzaci�o d'espectres d'Eilen-

berg{MacLane. En el cap��tol 5 ens centrarem en el cas particular de les loca-

litzacions homol�ogiques. Aquestes localitzacions van ser iniciades per Adams

en [Ada73] per a espais topol�ogics. Bous�eld va desenvolupar posteriorment

aquesta teoria i va demostrar la seva exist�encia per a espais [Bou75] i espectres

[Bou79a].

Els functors de localitzaci�o homol�ogica s�on casos particulars de functors de

f -localitzaci�o que inverteixen de manera universal les equival�encies respecte

a una teoria d'homologia donada. Donat un espectre E, es denota per LE
el functor de localitzaci�o homol�ogica respecte a E. En [Bou79a] s'estudien

les localitzacions LEX quan els espectres E i X s�on ambd�os connectius. El

mateix problema per al cas d'espais d'Eilenberg{MacLane va ser tractat per

Bous�eld en [Bou82]. En aquest cap��tol, nosaltres estudiem la localitzaci�o

homol�ogica LEHG per a qualsevol grup abeli�a G i qualsevol espectre E, no

nom�es els connectius, i veurem que aquesta localitzaci�o vindr�a determinada

pel fet que els espectres HZ=p i HQ siguin o no ac��clics respecte a E. Com tot

functor de localitzaci�o homol�ogica commuta amb la suspensi�o, podem estendre

els nostres resultats a localitzacions homol�ogiques de HR-m�oduls.

Presentarem alguns c�alculs expl��cits de localitzacions respecte a teories

d'homologia concretes. Demostrarem, per exemple, que la localitzaci�o res-
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pecte a teoria K o respecte a l'espectre de Johnson{Wilson E(n) de qualse-

vol HR-m�odul �es la racionalitzaci�o. En el cas de localitzacions d'espectres

d'Eilenberg{MacLane, determinem exactament totes les possibles localitzaci-

ons homol�ogiques per a diferents grups abelians. Aquestes localitzacions es

determinen a partir de les condicions d'aciclicitat dels espectres HQ i HZ=p
respecte a E i del conjunt de primers per als quals el grup abeli�a G no �es

�unicament p-divisible.

Teorema. Siguin Ap = Ext(Z=p∞; G), Bp = Hom(Z=p∞; G) i sigui P el con-

junt de primers tals que HZ=p no �es E-ac��clic i G no �es �unicament p-

divisible per a tot p ∈ P . Donat un espectre qualsevol E i un grup abeli�a

G tenim el seg�uent:

i) Si HQ �es E-ac��clic, llavors LEHG '
∏
p∈P (HAp ∨ �HBp).

ii) Si HQ no �es E-ac��clic, tenim una co�braci�o d'espectres

LEHG→ H(G⊗Q) ∨
∏
p∈P

(HAp ∨ �HBp)→MQ ∧
∏
p∈P

(HAp ∨ �HBp):

La taula seg�uent mostra els c�alculs obtinguts de totes les possibles lo-

calitzacions homol�ogiques d'espectres d'Eilenberg{MacLane per a diferents

grups abelians, depenent de les condicions de E-aciclicitat dels espectres HQ i

HZ=p. Les columnes corresponen comen�cant per l'esquerra als casos EQ = 0

i E ∧HZ=p = 0 per a tot p; EQ 6= 0 i E ∧HZ=p = 0 per a tot p; EQ = 0 i

E ∧HZ=p 6= 0 per a tot p ∈ P ; i EQ 6= 0 i E ∧HZ=p 6= 0 per a tot p ∈ P .

LEHZ 0 HQ
∏
p∈P HẐp HZP

LEHZ=pk 0 0 HZ=pk HZ=pk

LEHQ 0 HQ 0 HQ

LEHZR 0 HQ
∏
p∈P∩RHẐp HZP∩R

LEHZ=p∞ 0 0 �HẐp HZ=p∞

LEHẐp 0 HQ̂p HẐp HẐp

En tots aquests exemples, l'�unic que t�e un grup d'homotopia en dimensi�o 1

es LEHZ=p∞. El grup Z=p∞ t�e la propietat de ser un grup abeli�a divisible. Per
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a grups abelians redu��ts, provarem el resultat seg�uent, que demostrarem tamb�e

en el cap��tol seg�uent de forma m�es general per a un functor de f -localitzaci�o

qualsevol.

Teorema. Si G �es un grup abeli�a redu��t i E �es un espectre qualsevol, llavors

LEHG ' HA per a algun grup abeli�a A.

Utilitzant aquest teorema i la descomposici�o de qualsevol grup abeli�a com

una suma directa d'un grup divisible i altre redu��t, dedu��m que si en un grup

abeli�a G no apareix Z=p∞ com a sumand directe per a cap primer p, o b�e

LEHZ=p∞ = 0 o HZ=p∞, llavors LEHG t�e un sol grup d'homotopia en di-

mensi�o 0.

L'�ultima part d'aquest cap��tol es dedica a un cas especial de localitzacions

homol�ogiques, els functors de localitzaci�o smashing. Aquests functors estan

caracteritzats pel fet que la localitzaci�o de qualsevol espectre s'obt�e fent el

producte smash amb la localitzaci�o de l'espectre de les esferes, �es a dir, LX '
X ∧ LS per a tot espectre X. Tots els functors de localitzaci�o smashing

s�on localitzacions homol�ogiques L = LE, on E = LS. Tamb�e es diu que un

espectre E �es smashing quan LE �es smashing [Rav84]. Els espectres K i

E(n) s�on smashing per a tot n [DHS88]. Per a aquesta classe de functors

demostrarem que l'homologia de LS est�a concentrada en dimensi�o zero. Aix�o

contrasta amb el fet que l'homotopia de LS pot ser no acotada; per exemple,

LKS t�e in�nits grups d'homotopia no nuls en dimensions positives i negatives

[Rav84].

Teorema. Si L �es un functor de localitzaci�o smashing, llavors es compleix

que (HZ)k(LS) �es 0 si k 6= 0 i �es un subanell dels racionals si k = 0.

Quan (HZ)0(LS) �es exactament Q, veurem que el functor L �es la raciona-

litzaci�o, o b�e LS t�e in�nits grups d'homotopia no nuls en dimensions negatives.

Aquest fet proporciona una nova demostraci�o de que LKS i LE(n)S no estan

acotats inferiorment.

En el Cap��tol 6 es desenvolupa el cas general de f -localitzacions d'espectres

d'Eilenberg{MacLane. El cas inestable ha estat tractat amb anterioritat en

[Far96] i [CRT00]. Els nostres resultats estenen alguns dels resultats apareguts

en aquests treballs a la categoria homot�opica estable. Hem demostrat anterior-

ment que la localitzaci�o d'una suspensi�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane,

�kHG, t�e com a m�axim dos grups d'homotopia no trivials en dimensions k i
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k+1. Provarem que aquests dos grups d'homotopia satisfan certes condicions

en relaci�o amb el grup G. En concret, si A = �k(LfHG) i B = �k+1(LfHG),

llavors

Hom(A;A) ∼= Hom(G;A) i Hom(A;B) ∼= Hom(G;B):

En alguns casos concrets, per exemple quan G �es un grup abeli�a lliure o G �es

Z=pk, veurem que el segon d'aquests grups d'homotopia �es nul. Estudiarem les

f -localitzacions de l'espectre HG quan G �es un grup abeli�a �nitament generat

i, en particular, quines s�on totes les possibles localitzacions de l'espectre HZ.

Teorema. La localitzaci�o de l'espectre �kHZ t�e com a m�axim un grup

d'homotopia no trivial, �es a dir, L�kHZ ' �kHA. Si A 6= 0, llavors

A compleix que l'aplicaci�o Hom(A;A) −→ A de�nida per ' 7→ '(1A) �es un

isomor�sme de grups.

Els grups abelians A amb la propietat anterior adquireixen estructura d'a-

nell i es diuen anells r��gids. La terminologia d'anells r��gids va ser utilitzada

per primera vegada en [CRT00] per a descriure les f -localitzacions de l'esfera

S1. No obstant aix�o, aquest tipus d'anells ja havia estat estudiat anteriorment

amb el nom de E-anells en altres contextos [Sch73]. Els anells r��gids inclouen,

entre d'altres, els subanells de Q, Z=n, els enters p-�adics i tots els anells s�olids
en el sentit de Bous�eld{Kan [BK72b]. Encara que existeixen anells r��gids de

cardinalitat arbitr�ariament gran [DMV87], hi ha grups com Z=p∞ o Q̂p que

no admeten una estructura d'anell r��gid. Per tant, no existeix cap functor de

localitzaci�o tal que �k(L�
kHZ) sigui Z=p∞ o Q̂p. Per a cada anell r��gid A,

l'aplicaci�o f : S −→ MA, indu��da per la unitat de A, d�ona lloc a un functor

de f -localitzaci�o tal que LfHZ ' HA. Aix�o ens permet demostrar el seg�uent

resultat:

Teorema. Hi ha una classe pr�opia de functors de f-localitzaci�o no equiva-

lents en la categoria homot�opica estable.

Aquest fet contrasta amb l'exist�encia de nom�es un conjunt de classes de

Bous�eld [DP01] i per tant nom�es un conjunt de localitzacions homol�ogiques

no equivalents.

L'altre resultat important d'aquest cap��tol �es la generalitzaci�o del teorema

sobre localitzacions homol�ogiques d'espectres d'Eilenberg{MacLane amb grup

d'homotopia redu��t que vam veure en el Cap��tol 5. Aqu�� demostrarem aquest

teorema per a functors de f -localitzaci�o en general.
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Teorema. Si G �es un grup abeli�a redu��t i f �es una aplicaci�o qualsevol,

llavors Lf�
kHG ' �kHA, per a algun grup abeli�a A i per a tot k ∈ Z.

Com a conseq�u�encia, si Z=p∞ no apareix com a sumand directe d'un grup

abeli�a G per a tot primer p, la seva localitzaci�o Lf�
kHG t�e com a m�axim un

grup d'homotopia no trivial en dimensi�o k per a qualsevol functor de localit-

zaci�o Lf .

En el Cap��tol 7 estudiem la relaci�o que existeix entre les categories d'es-

pectres m�odul homot�opics i les categories d'espectres m�odul estrictes. En el

Cap��tol 3 hem treballat amb anells i m�oduls homot�opics, que s�on els monoi-

des i els m�oduls sobre monoides respectivament en la categoria homot�opica

estable. Els anells i m�oduls estrictes es de�neixen d'igual manera, per�o en

la categoria de models. Per a aix�o necessitem una categoria de models per a

l'homotopia estable que tingui un producte smash estrictament associatiu i

commutatiu, com la categoria dels espectres sim�etrics [HSS00]. Una vegada

de�nits els m�oduls homot�opics i els estrictes sobre un espectre anell E, es

considera en cada cas la categoria d'Eilenberg{Moore associada a la m�onada

de�nida pel functor X 7→ E ∧ X. Quan considerem aquesta m�onada en la

categoria homot�opica estable, la seva categoria d'Eilenberg{Moore associada

�es la categoria dels E-m�oduls homot�opics, E-hmod. Quan la considerem en la

categoria d'espectres sim�etrics, la categoria d'Eilenberg{Moore associada �es la

categoria de E-m�oduls estrictes, E-mod, que t�e tamb�e estructura de categoria

de models.

Les categories de m�oduls estrictes tenen millors propietats que les de m�o-

duls homot�opics. Per exemple, la �bra d'una aplicaci�o de m�oduls estrictes

torna a ser un m�odul estricte, mentre que aquest resultat �es fals en el cas

de m�oduls homot�opics [May98]. Estudiarem la relaci�o entre la categoria dels

E-m�oduls homot�opics i la categoria homot�opica dels E-m�oduls estrictes en el

cas E = HR per a un anell R amb unitat. La categoria HR-mod �es equivalent

en el sentit de Quillen a la categoria de complexos de cadenes no acotats de

R-m�oduls [Rob87], [SS03]. Les categories HR-hmod i Ho(HR-mod) no s�on

equivalents en general, encara que en alguns casos, per exemple quan R = Z, si
que existeix una equival�encia entre aquestes categories. Veurem com aquesta

equival�encia dep�en de la dimensi�o global de l'anell R.

Teorema. Si R �es un cos o un subanell de Q, llavors hi ha una equival�encia
de categories entre Ho(HR-mod) i HR-hmod.
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Aquesta equival�encia de categories, juntament amb els resultats del Cap��tol

4 sobre localitzaci�o de m�oduls homot�opics, ens permet obtenir resultats sobre

conservaci�o de m�oduls estrictes en aquests casos concrets.

Teorema. Si M �es un HR-m�odul estricte i R �es un cos o un subanell de

Q, llavors LfM �es equivalent a un HR-m�odul estricte, per a qualsevol

aplicaci�o f .

Finalment, en el Cap��tol 8 tractem sobre la conservaci�o per functors de

localitzaci�o d'estructures de�nides com a �algebres sobre op�erades en una cate-

goria de models simplicial i monoidal sim�etrica. Aquestes estructures inclouen

els espectres anell estrictes i els espais de lla�cos, entre d'altres. Recordarem

les de�nicions d'op�erades i �algebres sobre op�erades en categories monoidals i

alguns exemples. Veurem com dotar d'una estructura de categoria de models

a la categoria de les op�erades, tal com es descriu en [BM03], i com de�nir

�algebres sobre op�erades simplicials en la categoria d'espectres sim�etrics o en

qualsevol categoria enriquida en conjunts simplicials.

En una categoria de models monoidal en la qual tingui sentit la de�nici�o

d'op�erades, els monoides estan caracteritzats per ser les �algebres sobre una

op�erada Ass. L'op�erada A∞ es de�neix a partir d'una resoluci�o co�brant de

l'op�erada Ass en la categoria d'op�erades de conjunts simplicials. Les �algebres

sobre aquesta op�erada A∞ s�on precisament els espais de lla�cos. En la categoria

d'espectres sim�etrics (que est�a enriquida en conjunts simplicials) les �algebres

sobre A∞ s�on els espectres anell estrictes, tamb�e anomenats espectres anell

A∞. El principal resultat d'aquest cap��tol �es el seg�uent teorema de conservaci�o

d'�algebres sobre op�erades co�brants.

Teorema. Sigui O una op�erada co�brant en conjunts simplicials i sigui S

una categoria de models simplicial i monoidal. Sigui L un functor de

localitzaci�o homot�opica en S. Suposem que X �es un objecte co�brant de

S i a m�es un �algebra sobre O, i que l'aplicaci�o natural

Map((LX)�n; LX) −→ Map(X�n; LX)

�es una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials per a tot n. Llavors

LX �es un �algebra sobre O i l'aplicaci�o de localitzaci�o l : X → LX �es un

mor�sme d'�algebres sobre O.
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Les dues aplicacions principals d'aquest teorema es donen en la categoria

de conjunts simplicials i en la categoria d'espectres sim�etrics. En la categoria

de conjunts simplicials, qualsevol functor de localitzaci�o satisf�a les condicions

del teorema, ja que, la localitzaci�o commuta amb productes �nits en aquesta

categoria. Per tant, la localitzaci�o d'un espai de lla�cos �es homot�opicament

equivalent a un espai de lla�cos. Aquest fet va ser demostrat amb altres m�etodes

en [Bou96], [Far96, 3.A.3] o [Baz01].

En la categoria d'espectres sim�etrics, donat un espectre anell X, l'aplicaci�o

X ∧ : : : ∧X −→ LX ∧ : : : ∧ LX

indueix una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials

Map(LX ∧ : : : ∧ LX;LX) ' Map(X ∧ : : : ∧X;LX)

quan el functor L commuta amb la suspensi�o o quan X i LX s�on ambd�os

connectius. En els dos casos, la localitzaci�o d'un espectre anell (estricte) �es

homot�opicament equivalent a un espectre anell (estricte). La condici�o de con-

nectivitat �es necess�aria, ja que com hem vist en un exemple anterior, la secci�o

de Postnikov de nivell zero de l'espectre anell K(n) de la n-�esima teoria K de

Morava no �es ni tan sols un espectre anell homot�opic.

Aquesta tesi ha donat lloc a 5 articles de recerca, dels quals 2 ja ha estat

publicats [CG05] [Gut05a], i 3 s�on en format de prepublicaci�o [CGMV06],

[Gut05b],[Gut06].
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cuberta, que un dia ja fa cinc anys va acceptar convertir-se en director de tesi

d'un estudiant de doctorat que venia de Logronyo. Durant tot aquest temps

he apr�es i gaudit de les matem�atiques amb ell, i tamb�e m'ha ensenyat moltes

altres coses que no estan en els llibres. Tant en el terreny professional com en

el personal he tingut sempre el seu suport. La seva constant ajuda, dedicaci�o

i paci�encia han fet possible aquesta mem�oria.

Voldria donar les gr�acies tamb�e a totes les persones que han col·laborat
d'alguna manera en la consecuci�o d'aquest treball. A John Greenlees per

donar-me l'oportunitat de passar dos mesos en el Isaac Newton Institute de

Cambridge. Les converses mantingudes amb ell i amb Stefan Schwede em van

permetre desenvolupar i completar les idees del Cap��tol 7 de la mem�oria. A

Gustavo Granja, Mark Hovey i Neil Strickland per les seves observacions i nous

enfocaments. A A.K.Bous�eld pels seus valuosos suggeriments i comentaris

sobre els Cap��tols 5 i 6 de la mem�oria. A Ieke Moerdijk, Pepijn van der Laan

i Je� Smith, les seves aportacions van ser fonamentals per a acabar l'�ultim

cap��tol d'aquest treball.

Voldria agrair tamb�e el recolzament en tot moment dels membres del Grup

de Topologia Algebraica de la Universitat Aut�onoma de Barcelona, especial-

ment de la Gemma i del Ram�on.

Tamb�e voldria agrair a tot el Departament d'�Algebra i Geometria de la

Universitat de Barcelona, del que ara formo part, per la seva c�alida acollida.

No podria oblidar-me dels meus professors de carrera de Logronyo: Ignacio,

Tere i Luis Javier. Gr�acies a ells vaig tenir l'oportunitat de poder venir a

Barcelona a realitzar els meus estudis de doctorat, que conclouen amb aquesta

mem�oria.

Finalment, donar les gr�acies a la meva fam��lia, als meus pares i a la meva

germana, que sempre han estat presents en els moments m�es dif��cils, i sobretot

a l'Elena. A ells especialment va dedicada aquesta tesi.

Javier J. Guti�errez Mar��n

Barcelona, maig de 2004



Caṕıtol 1

Preliminars

1.1 Homotopia estable

Un fenomen estable en topologia algebraica �es alguna cosa que succeeix in-

dependentment de la dimensi�o quan aquesta �es su�cientment gran. Un clar

exemple de fenomen estable i que es pot considerar com un dels punts de

partida de l'homotopia estable �es el teorema de la suspensi�o de Freudenthal

[Fre37], en el qual es demostra que donats dos CW-complexos de dimensi�o

�nita X i Y , l'aplicaci�o indu��da pel functor suspensi�o

[X;Y ]
�−→ [�X;�Y ]

entre les classes d'homotopia d'aplicacions cont��nues �es una bijecci�o si dimX <

2|Y | − 2, on |Y | denota el grau de connectivitat de Y , �es a dir, |Y | = min{k |
[�kS; Y ] 6= 0}. Per tant, la successi�o

[X;Y ]
�−→ [�X;�Y ]

�−→ [�2X;�2Y ] −→ · · ·

s'estabilitza en algun moment. El teorema de la suspensi�o de Freudenthal

t�e com a conseq�u�encia que els grups d'homotopia de les esferes s�on estables

quan la dimensi�o �es su�cientment alta. M�es concretament, l'homomor�sme de

grups

�n+k(S
n) −→ �n+k+1(S

n+1)

�es un isomor�sme quan n > k + 1.

A partir de l'estudi d'aquests fen�omens estables, sorgeix la idea de cons-

truir una categoria homot�opica en la qual desapareguin aquests problemes
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depenents de la dimensi�o, �es a dir, en la qual el functor suspensi�o sigui inver-

tible.

El primer intent de categoria per a l'homotopia estable va ser la constru��da

per Spanier i Whitehead en 1953 [SW53]. Els objectes d'aquesta categoria s�on

parells (X;n), on X �es un CW-complex i n ∈ Z, i els mor�smes entre dos

objectes (X;n) i (Y;m) es de�neixen com a

{(X;n); (Y;m)} = col��m
k→+∞

[�k+nX;�k+mY ]:

Dos objectes (X;n) i (Y;m) s�on equivalents si i nom�es si �k+nX i �k+mY s�on

equivalents per a un k su�cientment gran. Podem de�nir dos functors de sus-

pensi�o: un formal �(X;n) = (X;n+1) i un altre geom�etric �(X;n) = (�X;n).

Aquests dos functors s�on equivalents, �es a dir , per a tot objecte (X;n) hi ha

una equival�encia natural �(X;n) ' �(X;n). El teorema de la suspensi�o de

Freudenthal sempre �es cert en la categoria de Spanier i Whitehead, indepen-

dentment de la dimensi�o, aix�o �es, l'aplicaci�o natural

{(X;n); (Y;m)} −→ {�(X;n);�(Y;m)}

�es un isomor�sme per a qualsevol (X;n) i (Y;m). Aquesta categoria t�e bones

propietats, doncs �es additiva i monoidal, amb un producte smash ∧ de�nit

per

(X;n) ∧ (Y;m) = (X ∧ Y; n+m):

Per�o presenta tamb�e alguns problemes. El principal �es que no compleix el

teorema de representabilitat de Brown. Hi ha teories de cohomologia que no

estan representades per cap objecte d'aquesta categoria.

Despr�es de la categoria de Spanier i Whitehead, el seg�uent pas en la cons-

trucci�o de la categoria estable ve marcat pel concepte d'espectre. Els espectres

s�on els objectes de la categoria homot�opica estable. La primera noci�o d'espec-

tre es deu a Lima [Lim59]. Un espectre es de�neix com una successi�o {En}n∈Z

d'espais (conjunts simplicials o CW-complexos) amb punt base, juntament

amb aplicacions d'estructura

"n : �En −→ En+1:

D'alguna manera, un espectre tracta de contenir tota la informaci�o possible

d'un espai i les seves suspensions.



1.1 Homotopia estable 3

Al llarg dels anys 60 i despr�es de la publicaci�o d'alguns treballs, entre

d'altres de Brown [Bro63], Puppe [Pup62] i Whitehead [Whi62a], [Whi62b],

es �xen quines han de ser les principals caracter��stiques de la categoria ho-

mot�opica estable. Aquesta categoria ha de reunir els seg�uents requisits:

� Tenir productes i coproductes arbitraris.

� Qualsevol teoria de cohomologia ha de ser representable (Teorema de

representabilitat de Brown).

� Tenir un producte smash associatiu, commutatiu i unitari (�es per tant

una categoria monoidal).

� Ser una categoria triangulada.

La primera construcci�o d'una categoria que va reunir totes aquestes pro-

pietats va ser portada a terme per Boardman en 1964 en la seva tesi doctoral

[Boa64]. A partir de llavors es van portar a terme diversos re�naments de la

construcci�o original de Boardman. Potser el m�es estudiat i el que avui dia es

t�e com a refer�encia b�asica de la categoria homot�opica estable �es el d'Adams

[Ada74], que descriurem en la Secci�o 1.2.

El punt d�ebil de la categoria d'Adams{Boardman �es el de la construcci�o

del producte smash. En aquesta categoria el producte smash d'espectres �es

associatiu i commutatiu �unicament llevat d'homotopia. �Es a dir, la categoria

d'espectres no �es monoidal sim�etrica (encara que si que ho �es la seva categoria

homot�opica associada). Aix�o fa que objectes que es de�neixen utilitzant el

producte smash, com poden ser els espectres anell i els espectres m�odul, siguin

objectes que tenen sentit �unicament en la categoria homot�opica.

Aquest problema va portar a reformular les caracter��stiques d'una bona

categoria d'espectres, que s�on les seg�uents (les de�nicions es recorden amb

detall en les seccions 1.4 i 2.1):

� Estructura de categoria de models.

� Tensoritzada i cotensoritzada sobre conjunts simplicials (o espais to-

pol�ogics).

� Monoidal, sim�etrica i tancada.
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� La seva categoria homot�opica, obtinguda invertint les equival�encies d�e-

bils, ha de ser equivalent a la d'Adams{Boardman.

La construcci�o d'una categoria d'espectres amb un producte smash es-

trictament associatiu, commutatiu i amb unitat ha estat un dels problemes

importants dintre de la teoria d'homotopia estable. Aquest problema no es va

poder solucionar �ns a 30 anys despr�es, amb l'aparici�o de dues noves categories

per a modelar l'homotopia estable. Aquestes noves categories s�on la categoria

dels S-m�oduls [EKMM97], que recull les idees de Peter May i diversos coau-

tors, i la categoria dels espectres sim�etrics [HSS00], deguda principalment a

Je� Smith.

Ambdues categories posseeixen un producte smash associatiu, commutatiu

i amb unitat. A m�es a m�es estan dotades d'una estructura de categoria de mo-

dels en el sentit de Quillen. La categoria d'espectres sim�etrics �es t�ecnicament

m�es simple que la dels S-m�oduls, encara que cadascuna d'elles t�e les seves

avantatges depenent de les aplicacions. No obstant aix�o, les seves categories

homot�opiques associades s�on equivalents a la categoria d'Adams{Boardman.

1.2 La categoria homotòpica estable

La refer�encia b�asica per a la categoria homot�opica estable dels espectres �es la

desenvolupada per Adams en [Ada74]; tamb�e pot trobar-se una descripci�o d'a-

questa categoria en [Rud98] o [Swi75]. En aquesta secci�o descriurem aquesta

categoria, centrant-nos en les de�nicions i construccions b�asiques, el producte

smash d'espectres i les teories d'homologia i cohomologia generalitzades. Les

demostracions dels teoremes poden trobar-se principalment en [Ada74].

Definicions i propietats bàsiques

Definició 1.2.1. Un espectre E �es una successi�o {En; "n}n∈Z de CW-complexos

En amb punt base i aplicacions "n : �En −→ En+1, on �En �es la suspensi�o

redu��da de En, �es a dir , �En = S1 ∧ En. A aquests espectres se'ls anomena

CW-espectres. Un subespectre d'un espectre E �es un espectre {Fn; �n}n∈Z tal

que Fn �es un CW-subcomplex de En amb punt base i �n : �Fn+1 −→ Fn �es la

restricci�o de "n a �Fn+1.
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Si les aplicacions "n s�on equival�encies d�ebils per a un n su�cientment gran,

llavors es diu que l'espectre �es un �-espectre o un espectre suspensi�o. Si

les aplicacions adjuntes a les aplicacions d'estructura "′n : En −→ 
En+1 s�on

equival�encies d�ebils per a tot n ∈ Z, llavors es diu que E �es un 
-espectre.

Exemple 1.2.2. Donat un CW-complexX, podem associar-li un espectre �∞X

de la seg�uent manera:

(�∞X)n =

{
�nX si n ≥ 0,

∗ si n < 0,

on cada "n �es la identitat. L'espectre �∞X es diu espectre suspensi�o de

X. Un cas particular important �es el de l'espectre de les esferes �∞S0, que

denotarem simplement per S.

Exemple 1.2.3. Donat un grup abeli�a A, podem construir un 
-espectre HA,

que anomenarem espectre d'Eilenberg{MacLane associat a A, de la seg�uent

manera:

(HA)n =

{
K(A;n) si n ≥ 0,

∗ si n < 0.

Les aplicacions "′n s�on equival�encies d�ebils, ja que 
K(A;n + 1) ' K(A;n) i


K(A; 0) = ∗.
Una propietat important dels espectres �es que els podem suspendre i desus-

pendre tantes vegades com sigui necessari. Donat un espectre E i un en-

ter k, es de�neix un nou espectre �kE, on (�kE)n = En+k i l'aplicaci�o

�(�kE)n −→ (�kE)n+1 �es "n+k.

Els grups d'homotopia d'un espectre s�on els grups d'homotopia estables.

Per a un espectre donat E, tenim la seg�uent successi�o d'homomor�smes

�n+k(En)
�−→ �n+k+1(�En)

("n)∗−→ �n+k+1(En+1) −→ · · · :

Es de�neix el k-�esim grup d'homotopia, �k(E), com el l��mit directe d'aquest

diagrama:

�k(E) = l��m
n→+∞

�n+k(En):

Exemple 1.2.4. En el cas de l'espectre d'Eilenberg{MacLane HA, tenim que

�k(HA) = l��m
n→+∞

�n+k(K(A;n)) =

{
A si k = 0;

0 si k 6= 0.
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Per a cada CW-complex, els grups d'homotopia de l'espectre �∞X es diuen

grups d'homotopia estable de X:

�k(�
∞X) = l��m

n→+∞
�n+k(�

nX) = �sk(X):

Una vegada que tenim els objectes de la categoria homot�opica estable,

passem a descriure quins s�on els mor�smes.

Definició 1.2.5. Siguin (En; "n) i (Fn; �n) dos espectres. Una funci�o entre espec-

tres f : E −→ F �es una fam��lia d'aplicacions cel·lulars que preserven el punt

base fn : En −→ Fn tals que el diagrama

�En
�fn //

"n
��

�Fn

�n
��

En+1 fn+1
// Fn+1

commuta per a tot n ∈ Z.

Definició 1.2.6. Una cel·la d'un espectre E �es una successi�o

(e;�e; : : : ;�ke; : : :);

on e �es una cel·la d'algun En, de tal manera que e no �es la suspensi�o de cap

cel·la de En−1. Un subespectre F d'un espectre E es diu co�nal en E si cada

cel·la de E va a parar en algun moment a F , �es a dir, per a cada cel·la de En
existeix un m tal que �me est�a continguda en Fn+m.

Definició 1.2.7. Siguin E i F dos espectres. Considerem el conjunt S de tots

els parells (E ′; f ′) tals que E ′ ⊂ E �es un subespectre co�nal i f ′ : E′ −→ F �es

una funci�o. De�nim en S la seg�uent relaci�o d'equival�encia: (f ′; E′) ∼ (f ′′; E′′)

si i nom�es si existeix un parell (E ′′′; f ′′′) on E ′′′ ⊂ E ′ ∩ E′′, E ′′′ �es co�nal

i f ′ | E′′′ = f ′′′ = f ′′ | E ′′′. Anomenem aplicaci�o d'espectres de E a F a

cadascuna d'aquestes classes d'equival�encia.

El seg�uent pas ser�a de�nir quina �es la categoria homot�opica dels espectres.

Per a poder de�nir homotopies entre aplicacions d'espectres, hem de de�nir

primer el producte smash d'un espectre amb un espai. Si (En; "n) �es un

espectre i X �es un CW-complex, es de�neix l'espectre E∧X com a (E∧X)n =

En ∧X. Les aplicacions d'estructura seran "̃n = "n ∧ 1.
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Definició 1.2.8. Dues aplicacions d'espectres f0; f1 : E −→ F es diuen hom�oto-

pes i es denota f0 ' f1, si existeix una aplicaci�o H : E ∧ I+ −→ F tal que

h ◦ i0 = f0 i h ◦ i1 = f1, on i0; i1 : E −→ E ∧ I+ s�on les aplicacions indu��des

per les inclusions de 0 i 1 en I+ respectivament.

La relaci�o d'homotopia entre aplicacions �es una relaci�o d'equival�encia. El

conjunt de classes d'equival�encia d'aplicacions f : E −→ F es denota per

[E;F ]. Una de les propietats fonamentals de la categoria homot�opica esta-

ble �es que la suspensi�o d�ona lloc a una bijecci�o natural [E;F ] ∼= [�E;�F ].

Aquesta bijecci�o implica entre altres coses que el conjunt [E;F ] �es un grup

abeli�a per a cada E i F .

Definició 1.2.9. La categoria homot�opica estable dels espectres �es la catego-

ria que t�e per objectes els espectres i per mor�smes les classes d'homotopia

d'aplicacions d'espectres.

Podem donar una de�nici�o equivalent dels grups d'homotopia d'un espectre

fent servir les classes d'homotopia, �r(E) = [�rS;E]. Tots els grups d'homo-

topia d'un espectre s�on grups abelians.

Definició 1.2.10. Un espectre E es diu connectiu si �i(E) = 0 per a i < 0.

De vegades tamb�e s'utilitza el terme n-connex per a un espectre E tal que

�k(E) = 0 si k ≤ n. Aix��, un espectre connectiu �es un espectre (−1)-connex.

Definició 1.2.11. Donat un espectre E, una torre de Postnikov de E �es un

diagrama commutatiu

· · · // E(n+2) // E(n+1) // E(n) // E(n−1) // E(n−2) // · · ·

E

�n+2

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

�n+1
ddHHHHHHHHH

�n

OO
�n−1

::vvvvvvvvv
�n−2

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

tal que, per a cada k ∈ Z, tenim que:

i) �i(E(k)) = 0 per a tot i > k.

ii) L'aplicaci�o (�i)∗ : �i(E) −→ �i(E(k)) �es un isomor�sme per a i ≤ k.

L'espectre E(n) es diu la n-�esima secci�o de Postnikov de E. Per a tot

espectre E existeix una torre de Postnikov, que es construeix inductivament

i en la qual cada E(k) est�a determinat per E llevat d'equival�encia [Rud98,

Teorema 4.13].
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Definició 1.2.12. Donada una aplicaci�o d'espectres f : E −→ F , diem que la

successi�o

E
f−→ F

i−→ Cf

�es una co�braci�o estricta, on l'espectre Cf �es el con de l'aplicaci�o f , que es

de�neix prenent el con en cada fn. Una successi�o de la forma

X
'−→ Y

 −→ Z

es diu que �es una co�braci�o o un triangle exacte si existeix una aplicaci�o

f : E −→ F i un diagrama

X
'
//

�

��

Y
 
//

�

��

Z



��

E
f
// F

i
// Cf

que �es commutatiu llevat d'homotopia, on �, � i  s�on equival�encies ho-

mot�opiques.

Cada co�braci�o X
f−→ Y

g−→ Z es pot allargar cap a la dreta i cap a

l'esquerra inde�nidament, originant una successi�o

· · · −→ �−1Y
�−1g−→ �−1Z −→ X

f−→ Y
g−→ Z −→ �X

�f−→ �Y −→ · · ·

que d�ona lloc a dues successions exactes [Ada74, III, Proposicions 3.9 i 3.10].

Teorema 1.2.13. La co�braci�o X
f−→ Y

g−→ Z d�ona lloc a dues successions

exactes de grups abelians

· · · ←− [�−1Z;E]←− [X;E]
f∗←− [Y;E]

g∗←− [Z;E]←− [�X;E]←− · · ·

· · · −→ [E;�−1Z] −→ [E;X]
f∗−→ [E; Y ]

g∗−→ [E;Z] −→ [E;�X] −→ · · ·

per a cada espectre E.

Quan treballem amb CW-complexos, la primera d'aquestes successions �es

similar a la successi�o exacta associada amb una co�braci�o f : X −→ Y amb

co�bra Z, i la segona �es similar a la successi�o exacta associada a una �braci�o

f : X −→ Y amb �bra �−1Z. En la categoria homot�opica estable desapareix

la distinci�o entre �bracions i co�bracions.
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El producte smash d’espectres

Anteriorment hem de�nit el producte smash d'un espectre amb un CW-

complex. Es pot construir un producte smash entre espectres que generalitzi

aquest cas. La construcci�o d'aquest producte smash �es bastant t�ecnica. La

idea intu��tiva �es la seg�uent: donats dos espectres E i F , de�nim E ∧ F com

a l��mn;m→+∞En ∧ Fm. M�es concretament, si E ∧ F = P , llavors es de�neix

Pk = En(k) ∧ Em(k) de tal manera que k = n(k) + m(k) i n(k) i m(k) ten-

deixen a in�nit quan k tendeix a in�nit. Una descripci�o detallada d'aquesta

construcci�o es pot trobar en [Ada74, III, x4].

El que s�� anem a descriure amb detall s�on les propietats fonamentals d'a-

quest producte smash, que s�on a m�es les propietats que ha de tenir un producte

smash en qualsevol categoria estable:

� �Es un functor covariant en cadascuna de les seves dues components.

� Hi ha equival�encies homot�opiques naturals:

a(E;F;G) : (E ∧ F ) ∧G −→ E ∧ (F ∧G);
�(E;F ) : E ∧ F −→ F ∧ E;

l : S ∧ E −→ E;

r : E ∧ S −→ E;

�(E;F ) : �E ∧ F −→ �(E ∧ F ):

� Sigui {E�}�∈I una fam��lia d'espectres i siguin i� : E� −→ ∨�∈IE� les

corresponents inclusions. Llavors l'aplicaci�o natural

∨�∈I(E� ∧ F ) −→ (∨�∈IE�) ∧ F

donada per les aplicacions i� ∨ 1 �es una equival�encia d'homotopia.

� Els seg�uents diagrames que relacionen les equival�encies homot�opiques
naturals a, � , l, i r commuten llevat d'homotopia:

((E ∧ F ) ∧G) ∧H a // (E ∧ F ) ∧ (G ∧H) a // E ∧ (F ∧ (G ∧H))

((E ∧ F ) ∧G) ∧H a∧1 // (E ∧ (F ∧G)) ∧H a // E ∧ ((F ∧G) ∧H);

1∧a

OO
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(E ∧ F ) ∧G
a

��

�∧1 // (F ∧ E) ∧G a // F ∧ (E ∧G)

1∧�
��

E ∧ (F ∧G) � // (F ∧G) ∧ E a // F ∧ (G ∧ E);

E ∧ F
�

��

E ∧ F

F ∧ E F ∧ E;

�

OO S ∧ S 1 // S ∧ S

S ∧ S � // S ∧ S;

(S ∧ E) ∧ F a //

l∧1
��

S ∧ (E ∧ F )
l
��

E ∧ F E ∧ F;

(E ∧ F ) ∧ S a //

r

��

E ∧ (F ∧ S)
1∧r
��

E ∧ F E ∧ F;

(E ∧ S) ∧ F a //

r∧1
��

E ∧ (S ∧ F )
1∧l
��

E ∧ F E ∧ F;

S ∧ E � //

l
��

E ∧ S
r

��

E E:

Donats dos espectres Y i Z, el functor [−∧Y; Z] �es un functor representable
pel teorema de representabilitat de Brown. Per tant, existeix un espectre que

denotem per F (Y; Z), �unic llevat d'homotopia, que compleix

[X ∧ Y; Z] ∼= [X;F (Y; Z)]

i al que anomenem espectre de funcions. El functor F (Y;−) �es un adjunt per

la dreta del functor − ∧ Y .

Homologia i cohomologia

Donat un espectre E i un enter k, es de�neix la E-homologia i la E-cohomo-

logia respectivament d'altre espectre X de la manera seg�uent:

Ek(X) = �k(E ∧X) = [�kS;E ∧X];

Ek(X) = �−k(F (X;E)) = [X;�kE]:

L'espectre d'Eilenberg{MacLane HG d�ona lloc a l'homologia i cohomologia

ordin�aries amb coe�cients en G. L'espectre S de les esferes d�ona lloc tamb�e a
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una teoria d'homologia i cohomologia, anomenades homotopia i cohomotopia

estable.

Per a cada grup abeli�a G, existeix un espectreMG, �unic llevat d'homotopia

amb les propietats seg�uents:

� �i(MG) = 0 per a i < 0.

� �0(MG) ∼= G ∼= (HZ)0(MG).

� (HZ)i(MG) = 0 per a i 6= 0.

L'espectreMG es diu espectre de Moore associat al grup abeli�a G. El teorema

de Hurewicz [Rud98, II.4.6] relaciona els grups d'homotopia d'un espectre

connectiu amb els seus grups d'homologia.

Teorema 1.2.14. Sigui � : S −→ E una aplicaci�o que indueix isomor�sme en

�0 i sigui X un espectre. Si �i(X) = 0 per a i < n, llavors Ei(X) = 0 per

a i < n i l'aplicaci�o

�∗ = (� ∧ 1)∗ : �k(X) −→ Ek(X)

�es un isomor�sme per a k = n i un epimor�sme per a k = n+ 1.

Corol·lari 1.2.15. Si f : X −→ Y �es una aplicaci�o entre espectres connectius

tal que (HZ)k(f) : (HZ)k(X) −→ (HZ)k(Y ) �es un isomor�sme per a tot

k ∈ Z, llavors f �es una equival�encia homot�opica.

Per a cada espectre X tenim un homomor�sme

h = (� ∧ 1)∗ : �k(X) −→ (HZ)k(X);

on � : S −→ HZ correspon a la unitat de �0(HZ) = Z. L'homomor�sme h es

diu homomor�sme de Hurewicz.

En la categoria homot�opica estable tamb�e hi ha un teorema de coe�cients

universals que relaciona l'homologia i cohomogia amb coe�cients amb l'homo-

logia entera [Rud98, II.4.9] i una f�ormula de K�unneth per a l'homologia del

producte smash de dos espectres [Mar83, 6.2, Proposici�o 7].

Teorema 1.2.16. Per a cada espectre E i cada grup abeli�a G tenim dues

successions exactes curtes de grups abelians

0 −→ Ext((HZ)n−1(E); G) −→ (HG)n(E) −→ Hom((HZ)n(E); G) −→ 0;

0 −→ (HZ)n(E)⊗G −→ (HG)n(E) −→ Tor((HZ)n−1(E); G) −→ 0;

per a tot n ∈ Z.
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En particular, �0(HB ∧ HA) = (HB)0(HA) ∼= A ⊗ B i [HA;HB] =

(HB)0(HA) ∼= Hom(A;B) per a qualssevol grups abelians A i B.

Teorema 1.2.17. Donats dos espectres E i F qualssevol, tenim una successi�o

exacta curta de grups abelians

0 −→
⊕
i+j=n

(HZ)i(E)⊗ (HZ)j(F ) −→ (HZ)n(E ∧ F )

−→
⊕

i+j=n−1

Tor((HZ)i(E); (HZ)j(F )) −→ 0;

per a tot n ∈ Z.

Aquest teorema �es v�alid tamb�e si substitu��m Z per qualsevol anell R que

sigui un domini d'ideals principals, canviant ⊗ i Tor per ⊗R i TorR respecti-

vament.

1.3 Models per a la categoria homotòpica estable

La categoria d'espectres sim�etrics [HSS00] proporciona la construcci�o m�es sim-

ple d'una categoria d'espectres dotada d'un producte smash estricte, aix�o �es,

un producte smash associatiu i commutatiu abans de passar a la categoria

homot�opica. Amb aquest producte smash, aquesta categoria �es sim�etrica i

monoidal, i aix�o permet una bona de�nici�o d'espectres anell (monoides en la

categoria), espectres m�odul (m�oduls sobre monoides en la categoria) i les seves

respectives categories homot�opiques. Denotarem aquesta categoria per Sp�.

Un espectre sim�etric �es una successi�o de conjunts simplicials amb punt

base {Xn}n≥0 juntament amb aplicacions d'estructura

� : S1 ∧Xn −→ Xn+1

que preserven el punt base, i una acci�o per l'esquerra del grup sim�etric �n
sobre Xn per a cada n. A m�es, la composici�o

�k = � ◦ (S1 ∧ �) ◦ · · · ◦ (Sk−1 ∧ �) : Sk ∧Xn −→ Xn+k

donada per les aplicacions Si ∧ S1 ∧ Xn+k−i+1
Si∧�−→ S1 ∧ Xn+k−i �es �k × �n-

equivariant per a k ≥ 1 i n ≥ 0. Unmor�sme d'espectres sim�etrics f : X −→
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Y �es una successi�o d'aplicacions fn : Xn −→ En que conserven el punt base tal

que cada fn �es �n-equivariant i el diagrama

S1 ∧Xn
� //

1∧fn
��

Xn+1

fn+1
��

S1 ∧ Yn �
// En+1

�es commutatiu per a cada n ≥ 0.
�Es possible dotar a aquesta categoria d'una estructura de categoria de

models simplicial [HSS00, x3 i x5] (veure la de�nici�o de categoria de models

en la secci�o 2.1). Es de�neix el conjunt simplicial

MapSp�(X;Y ) = Sp�(X ∧�[n]+; Y ):

Estenent els functors de conjunts simplicials (−)K i − ∧ K segons [HSS00,

De�nici�o 1.2.9], es de�neixen els espectres sim�etrics XK i X ⊗ K per a tot

espectre sim�etric X i tot conjunt simplicial K. Aix�o ens d�ona l'estructura

simplicial en Sp�. Es de�neixen tamb�e les seg�uents classes de mor�smes en

Sp�:

� Equivalències estables: Una aplicaci�o f : X −→ Y �es una equival�encia

estable si l'aplicaci�o

E0f : E0(Y ) −→ E0(X)

�es un isomor�sme per a tot 
-espectre injectiu E (veure [HSS00, De�nici�o

3.1.1]).

� Cofibracions estables: Una aplicaci�o f �es una co�braci�o estable si t�e la pro-

pietat d'elevaci�o per l'esquerra respecte a totes les aplicacions g : X −→
Y tals que gn : Xn −→ Yn �es una �braci�o trivial de conjunts simplicials

per a tot n.

� Fibracions estables: Una aplicaci�o f �es una �braci�o estable si t�e la propietat

d'elevaci�o per la dreta respecte a totes les aplicacions g : X −→ Y tals

que gn : Xn −→ Yn �es una co�braci�o trivial de conjunts simplicials per a

tot n.
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La categoria d'espectres sim�etrics amb les equival�encies estables com a equi-

val�encies d�ebils, les co�bracions estables com a co�bracions i les �bracions

estables com a �bracions t�e estructura de categoria de models [HSS00, Secci�o

3.4].

Teorema 1.3.1. La categoria d'espectres sim�etrics �es una categoria de mo-

dels simplicial, monoidal i sim�etrica, i la seva categoria homot�opica �es

equivalent a la d'Adams{Boardman.

La categoria dels S-m�oduls de Peter May [EKMM97] va ser la primera ca-

tegoria de models per a l'homotopia estable amb un veritable producte smash

estricte. Els S-m�oduls es de�neixen a partir d'espectres indexats no pels en-

ters, sin�o pel conjunt de subespais de dimensi�o �nita d'un espai amb un pro-

ducte real intern U ∼= R∞. Aix��, un espectre E assigna a cada subespai de

dimensi�o �nita V de U un espai amb punt base EV , juntament amb aplicacions

(adjuntes) d'estructura

~�V;W : EV
∼=−→ 
W\VEW

quan V ⊂ U . L'espai W \ V �es el complement ortogonal de V en W , i 
WX

�es l'espai d'aplicacions Map(SW ; X) que conserven el punt base, on SW �es

la compacti�caci�o per un punt de W . A m�es, les aplicacions ~�V;W han de

ser homeomor�smes. Un mor�sme d'espectres f : E −→ E ′ �es una successi�o

d'aplicacions que conserven el punt base fV : EV −→ E ′V tal que el seg�uent

diagrama commuta

EV
fV //

~�V;W
��

E′V

~�′V;W
��


W\VEW

W\V fW

// 
W\VE ′W:

La categoria dels S-m�oduls tamb�e �es una categoria amb una estructura de

models, monoidal i sim�etrica [EKMM97, VII.4] i la seva categoria homot�opica

�es equivalent a la d'Adams{Boardman. No descriurem aqu�� l'estructura de

categoria de models dels S-m�oduls, ja que en la resta de la mem�oria utilit-

zarem �unicament la categoria d'espectres sim�etrics quan necessitem treballar

espec���cament en una categoria de models.
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Encara que s�on de naturalesa bastant diferent, �es possible establir un func-

tor sim�etric i monoidal entre la categoria dels S-m�oduls i la categoria d'es-

pectres sim�etrics que indueix equival�encies entre les respectives categories ho-

mot�opiques d'espectres anell i espectres m�odul [Sch01].

1.4 Axiomàtica de la categoria homotòpica estable

Les propietats formals de la categoria homot�opica estable dels espectres d'A-

dams i Boardman s�on compartides per una classe de categories que es diuen

categories homot�opiques estables. Aquestes propietats comunes es descri-

uen en [Mar83] i [HPS97], on es d�ona un tractament axiom�atic d'aquestes

categories. Essencialment, una categoria homot�opica estable �es una categoria

triangulada monoidal i tancada, juntament amb un conjunt de generadors que

satisfan la dualitat de Spanier{Whitehead. La categoria homot�opica dels es-

pectres d'Adams i Boardman �es el prototip de categoria homot�opica estable,

tot i que hi ha altres exemples tant topol�ogics com algebraics, com veurem al

�nal d'aquesta secci�o.

Comen�carem recordant les de�nicions de les estructures b�asiques d'una

categoria homot�opica estable: �es una categoria triangulada i monoidal. Les

de�nicions i propietats m�es importants sobre categories triangulades poden

trobar-se en el llibre de Neeman [Nee01]. Les categories monoidals estan desen-

volupades per exemple en [Mac71].

Definició 1.4.1. Una triangulaci�o en una categoria additiva C consisteix en un

functor additiu �: C −→ C juntament amb una col·lecci�o de diagrames �, que

anomenem triangles exactes o co�bracions, de la forma

X −→ Y −→ Z −→ �X

i tals que

i) Qualsevol diagrama isomorf a un diagrama de � est�a en �.

ii) El diagrama 0 −→ X
1−→ X −→ 0 est�a en � per a tot X de C.

iii) Si el diagrama X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ �X est�a en �, tamb�e ho est�a el

diagrama Y
g−→ Z

h−→ �X
−�f−→ �Y .
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iv) Donada una aplicaci�o f : X −→ Y , existeix un diagrama de la forma

X
f−→ Y −→ Z −→ �X que est�a en �.

v) Si tenim un diagrama commutatiu de la forma

X //

f
��

Y //

��

Z //

h
��

�X

�f
��

U // V //W // �U

en el qual les dues �les estan en �, llavors existeix una aplicaci�o (que no

�es �unica) h : Z −→W que fa que tot el diagrama commuti.

vi) Es compleix l'axioma de l'octaedre de Verdier. Suposem que tenim apli-

cacions X
f−→ Y

g−→ Z i triangles exactes

X
f−→ Y −→ U −→ �X;

X
g◦f−→ Z −→ V −→ �X;

Y
g−→ Z −→W −→ �Y:

Llavors tenim el diagrama commutatiu seg�uent:

X
f
//

1
��

Y //

g

��

U //

��

�X

1
��

X
g◦f
//

��

Z //

��

V //

��

�X

��

0 //

��

W
1 //

��

W //

��

0

��

�X
�f
// �Y // �U // �2X;

on la primera i la segona �la i la segona columna s�on els triangles exactes

donats, i cada �la i cada columna del diagrama �es un triangle exacte.

Una categoria triangulada C �es una categoria additiva juntament amb una

triangulaci�o. Aquesta de�nici�o de categoria triangulada �es la que apareix en

[Mar83] o [Nee01] i �es equivalent a la de�nici�o de Verdier [Ver77].
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Donat un triangle exacte o co�braci�o de la forma

�−1Z −→ X
f−→ Y −→ Z

anomenarem a Z la co�bra de f i a �−1Z la �bra de f . Si Z �es la co�bra de

f , ens referirem sovint a la successi�o X
f−→ Y −→ Z com a una co�braci�o.

Un functor L : C −→ C diem que �es un functor exacte o triangulat quan

commuta amb el functor �, �es a dir si hi ha un isomor�sme natural

L�X −→ �LX

per a tot X de C. Un functor additiu H : C −→ Ab on Ab �es la categoria

de grups abelians es diu exacte si transforma triangles exactes en successions

exactes de grups. Un functor cohomol�ogic �es un functor exacte contravariant

H : Cop −→ Ab que envia coproductes a productes. Per exemple, el functor

C(−; Y ) �es un functor cohomol�ogic per a tot Y de C. Un functor cohomol�ogic

H es diu representable si existeix un objecte Y de C i un isomor�sme natural

de functors entre H i C(−; Y ).
Una subcategoria D d'una categoria triangulada C es diu que �es una subca-

tegoria localitzant si est�a tancada per triangles exactes, coproductes i retracts,

�es a dir :

i) Si X −→ Y −→ Z −→ �X �es un triangle exacte en el qual entre X, Y i

Z dos d'ells estan en D, el tercer tamb�e ho est�a.

ii) Qualsevol coproducte d'objectes de D est�a en D.

iii) Si Y �es un objecte de D i tenim aplicacions X
i−→ Y

p−→ X amb p◦i = 1,

llavors X est�a en D.

Definició 1.4.2. Una categoria monoidal sim�etrica C = (C;⊗; S; a; r; l; c) �es
una categoria C juntament amb un bifunctor covariant − ⊗ − : C −→ C, un

objecte S de C, al que anomenarem unitat, i isomor�smes naturals

aX;Y;Z : (X ⊗ Y )⊗ Z −→ X ⊗ (Y ⊗ Z);
rX : X ⊗ S −→ X; lX : S ⊗X −→ X;

cX;Y : X ⊗ Y −→ Y ⊗X;
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per a X, Y i Z de C qualssevol, que compleixen certs axiomes de coher�encia

que v�enen donats per la commutativitat dels seg�uents diagrames per a X, Y ,

Z i W objectes de C:

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗W a //

a⊗1
��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗W ) a // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗W a
// X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗W );

1⊗a

OO

(X ⊗ Y )⊗ Z a //

c⊗1
��

X ⊗ (Y ⊗ Z) c // (Y ⊗ Z)⊗X
a

��

(Y ⊗X)⊗ Za // Y ⊗ (X ⊗ Z)
1⊗c
// Y ⊗ (Z ⊗X);

(X ⊗ S)⊗ Y a //

r⊗1
��

X ⊗ (S ⊗ Y )

1⊗lvvmmmmmmmmmmmmm

X ⊗ Y;

X ⊗ Y c //

1
��

Y ⊗X

c
yyrrrrrrrrrr

X ⊗ Y:

Una categoria monoidal sim�etrica es diu tancada si per a tot objecte Y de

C, el functor − ⊗ Y : C −→ C t�e un adjunt per la dreta. Aquest adjunt el

denotarem per Hom(Y;−) o F (Y;−) i l'anomenarem Hom intern o objecte

de funcions intern. Aquesta adjunci�o ens d�ona una bijecci�o

C(X ⊗ Y; Z) ∼= C(X;Hom(Y; Z)) (1.1)

per a X, I i Z de C qualssevol.

Sigui ara C una categoria triangulada, monoidal sim�etrica i tancada. Direm

que l'estructura monoidal de C i la triangulaci�o s�on compatibles quan:

i) El producte ⊗ conserva suspensions, �es a dir, hi ha una equival�encia

natural

eX;Y : �X ⊗ Y −→ �(X ⊗ Y );

per a tots els X i Y de C, tal que el seg�uent diagrama �es commutatiu

(�X ⊗ Y )⊗ Z e⊗1 //

a

��

�(X ⊗ Y )⊗ Z e // �((X ⊗ Y )⊗ Z)

�a
��

�X ⊗ (Y ⊗ Z) e
// �(X ⊗ (Y ⊗ Z)):
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A partir d'aquesta equival�encia podem construir isomor�smes

Hom(�X;Y ) ' �−1Hom(X;Y ) i Hom(X;�Y ) ' �Hom(X;Y )

per a tots els X i Y de C.

ii) El producte ⊗ �es exacte. Si X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ �X �es un triangle

exacte i W �es un objecte de C, llavors

X ⊗W f⊗1−→ Y ⊗W g⊗1−→ Z ⊗W h⊗1−→ �(X ⊗W )

�es un triangle exacte.

iii) El functor Hom(X;Y ) �es exacte en la segona variable (en el sentit de

l'apartat anterior) i �es exacte en la primera variable llevat el signe. Su-

posem que X
f−→ Y

g−→ Z
h−→ �X �es un triangle exacte. Llavors, per

a tot objecte W de C, el diagrama

�−1Hom(X;W ) −→ Hom(Z;W ) −→ Hom(Y;W ) −→ Hom(X;W );

on les aplicacions s�on −Hom(h; 1), Hom(g; 1) i Hom(f; 1) respectiva-

ment, �es un triangle exacte.

iv) Per a i; j ∈ Z, el seg�uent diagrama commuta

�iS ⊗ �jS

c

��

' // �i+jS

(−1)ij
��

�jS ⊗ �iS '
// �i+jS:

Un objecte X d'una categoria C additiva monoidal sim�etrica i tancada es

diu que �es fortament dualitzable si l'aplicaci�o natural

Hom(X;S)⊗ Y −→ Hom(X;Y )

�es un isomor�sme per a tot Y de C.

Ara ja podem presentar els axiomes d'una categoria homot�opica estable en

el sentit de Hovey{Palmieri{Strickland [HPS97].

Definició 1.4.3. Una categoria homot�opica estable �es una categoria C amb la

seg�uent estructura:
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i) Una triangulaci�o en C.

ii) Una estructura de categoria monoidal sim�etrica i tancada compatible

amb la triangulaci�o.

iii) Un conjunt G d'objectes fortament dualitzables, de tal manera que l'�unica

subcategoria localitzant de C que cont�e a G �es C.

vi) Existeixen coproductes arbitraris en C.

v) Tot functor cohomol�ogic en C �es representable.

Exemple 1.4.4. A continuaci�o veurem alguns exemples de categories homot�o-

piques estables [HPS97, Exemple 1.2.3].

i) La categoria homot�opica dels espectres �es el prototip de categoria ho-

mot�opica estable. En aquesta categoria el functor � �es la suspensi�o,

els triangles exactes s�on les co�bracions i el producte ⊗ �es el producte

smash d'espectres ∧. Els objectes Hom(−;−), que en aquesta categoria

es denoten per F (−;−), s'obtenen com adjunts del producte smash per

representabilitat de Brown. El conjunt G est�a format per l'espectre de

les esferes S que �es la unitat de la categoria monoidal.

ii) La categoria derivada D(R) d'un anell commutatiu amb unitatR. Aques-

ta categoria es de�neix com la categoria homot�opica de la categoria de

complexos de cadenes no acotats de R-m�oduls. Tenim un functor � que

ve donat per la translaci�o d'��ndexs en el complex de cadenes. La cate-

goria D(R) �es triangulada i el producte ⊗, la unitat del qual �es R, �es

derivat del producte tensorial de R-m�oduls. Els objectes Hom(−;−) s�on
derivats del Hom entre R-m�oduls.

iii) Altres exemples s�on la categoria d'espectres amb una acci�o de G, on

G �es un grup de Lie compacte, la categoria de complexos de cocadenes

injectius sobre un �algebra de Hopf commutativa, la categoria derivada de

E-m�oduls, on E �es una S-�algebra commutativa en el sentit de [EKMM97]

o la categoria d'espectres locals respecte a un functor de localitzaci�o

homol�ogic.



Caṕıtol 2

Localització en categories de models
simplicials

La noci�o de f -localitzaci�o respecte a un mor�sme f pot de�nir-se en qualsevol

categoria C que tingui una estructura de categoria de models simplicial. No

obstant aix�o, per a assegurar l'exist�encia d'aquests functors de f -localitzaci�o

cal afegir algunes hip�otesis addicionals a la categoria C. En aquest cap��tol

veurem quines s�on aquestes condicions i demostrarem l'exist�encia d'un functor

de localitzaci�o Lf en qualsevol categoria de models simplicial sota aquestes

hip�otesis.

La construcci�o d'aquest functor utilitza com a base el small object argu-

ment de Quillen [Hir03, 10.5], i �es similar a la que es realitza per a demostrar

l'exist�encia de localitzacions en els casos de les categories de CW-complexos

o conjunts simplicials [Far96], [Hir03]. Fent servir el small object argument

podem factoritzar de manera functorial l'aplicaci�o X −→ ∗ mitjan�cant una

co�braci�o trivial lX : X −→ LfX, que ser�a l'aplicaci�o de f -localitzaci�o, se-

guida d'una �braci�o. An�alogament l'aplicaci�o ∅ −→ X pot factorizar-se per

una co�braci�o seguida d'una �braci�o trivial. Aix�o permet de�nir una nova

estructura de models LfC en C, que es diu estructura de models localitzada,

i en la qual les equival�encies d�ebils s�on les aplicacions tals que el functor de

f -localitzaci�o converteix en equival�encies d�ebils en C, i les co�bracions s�on les

mateixes que les de C.

Comen�carem el cap��tol amb les de�nicions i resultats b�asics de categories

de models simplicials. La primera de�nici�o de categoria de models apareix en

[Qui67]. Les monogra�es [Hov99], [Hir03] i [DHKS04] proporcionen un tracta-
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ment m�es modern i complet sobre categories de models i les seves propietats.

En la segona secci�o tractarem sobre objectes petits i categories localment pre-

sentables [AR94]. Aquests conceptes formen part de les condicions necess�aries

sobre la categoria C perqu�e existeixin les f -localitzacions, que construirem

expl��citament en l'�ultima part del cap��tol.

2.1 Categories de models simplicials

Treballarem amb la de�nici�o de categoria de models que apareix en [Hov99] o

[Hir03]. Aquesta de�nici�o �es lleugerament m�es forta que la de�nici�o cl�assica

de Quillen de categoria de models tancada, ja que suposa que la categoria

�es completa i cocompleta, �es a dir, cont�e tots els l��mits i col��mits petits (no

nom�es els �nits) i a m�es a m�es s'exigeix que la factoritzaci�o dels mor�smes

sigui functorial (veure axioma (M5)).

Definició 2.1.1. Una categoria de models �es una categoria C juntament amb

tres classes de mor�smes (que anomenarem equival�encies d�ebils, �bracions i

co�bracions), que compleixen els seg�uents cinc axiomes:

(M1) C est�a tancada per l��mits i col��mits petits, �es a dir, per a tota categoria

petita I i tot functor F : I −→ C existeixen l��mI F i col��mI F en C. Tamb�e

es diu que C �es completa i cocompleta.

(M2) Si f i g s�on mor�smes de C tals que g ◦ f est�a de�nit i entre f , g i g ◦ f
dos d'ells s�on equival�encies d�ebils, llavors el tercer tamb�e ho �es.

(M3) Donat un diagrama commutatiu

A

f
��

i // X

g

��

r // A

f
��

B
i′
// Y

r′
// B

en el qual r◦i = 1A i r′◦i′ = 1B (en aquest cas diem que f �es un retracte

de g), si g �es una equival�encia d�ebil, una �braci�o o una co�braci�o, tamb�e

ho �es f .
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(M4) Si tenim un diagrama commutatiu en C de la forma

A //

i
��

X

p

��

B //

>>

Y

on i �es una co�braci�o i p �es una �braci�o, llavors si i o p �es a m�es una

equival�encia d�ebil, existeix una elevaci�o (representada per la etxa dis-

cont��nua) que fa commutatiu tot el diagrama.

(M5) Qualsevol mor�sme f de C t�e dues factorizacions functorials:

• f = p◦ i, on i �es una co�braci�o i p �es una �braci�o i una equival�encia
d�ebil

• f = q◦j, on q �es una �braci�o i j �es una co�braci�o i una equival�encia
d�ebil.

Diem que un mor�sme f �es una �braci�o (co�braci�o) trivial si �es una

�braci�o (co�braci�o) i una equival�encia d�ebil. Un objecte X de C �es �brant

si l'aplicaci�o de X a l'objecte �nal X −→ ∗ �es una �braci�o. Dualment, X

�es co�brant quan l'aplicaci�o de l'objecte inicial a ell mateix ∅ −→ X �es una

co�braci�o.

Definició 2.1.2. Si i : A −→ B i p : X −→ Y s�on dos mor�smes per als quals

existeix l'elevaci�o (etxa discont��nua) en tot diagrama commutatiu de la forma

A //

i
��

X

p

��

B //

??

Y;

llavors diem que

• i t�e la propietat d'elevaci�o a esquerra respecte a p.

• p t�e la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a i.

Dels axiomes de la de�nici�o de categoria de models es dedueix que co-

neixent dos de les tres classes de mor�smes (equival�encies d�ebils, �bracions i

co�bracions), podem determinar la tercera [Hir03, Proposicions 7.2.3 i 7.2.6].
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Proposició 2.1.3. Sigui C una categoria de models.

i) Una aplicaci�o �es una co�braci�o (co�braci�o trivial) si i nom�es si t�e la

propietat d'elevaci�o a esquerra respecte a totes les �bracions trivials

(�bracions).

ii) Una aplicaci�o �es una �braci�o (�braci�o trivial) si i nom�es si t�e la

propietat d'elevaci�o a dreta respecte a totes les co�bracions trivials

(co�bracions).

iii) Una aplicaci�o �es una equival�encia d�ebil si i nom�es si es pot facto-

ritzar com una co�braci�o trivial seguida d'una �braci�o trivial.

Una categoria C es diu que �es co�brantment generada si les �bracions

s�on detectades per un conjunt de co�bracions trivials, �es a dir, existeix un

conjunt J de co�bracions trivials en C tal que una aplicaci�o �es una �braci�o si

i nom�es si t�e la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a tots els elements de J .

Els elements de J es diuen co�bracions trivials generadores.

La seg�uent proposici�o mostra algunes propietats de clausura de les classes

de �bracions i co�bracions [Hir03, Proposicions 7.2.4 i 7.2.5].

Proposició 2.1.4. Sigui C una categoria de models.

i) Les classes de �bracions i co�bracions estan tancades per composi-

ci�o.

ii) Les classes de �bracions i �bracions trivials estan tancades per pro-

ductes.

iii) Les classes de co�bracions i co�bracions trivials estan tancades per

coproductes.

Una categoria simplicial �es una categoria C enriquida en conjunts simpli-

cials, �es a dir, per a cada parell d'objectes X i Y de C, tenim un conjunt

simplicial Map(X;Y ) tal que el seu conjunt de v�ertexs correspon als mor�s-

mes en C entre X i Y . Una categoria de models simplicial C �es una categoria

simplicial que tamb�e �es categoria de models, juntament amb construccions na-

turals d'objectes X⊗K i XK en C, on X �es un objecte de C i K �es un conjunt

simplicial, que compleixen uns certs axiomes.
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Definició 2.1.5. Una categoria simplicial C �es una categoria tal que

i) Per a cada parell d'objectes X i Y de C tenim un conjunt simplicial, que

denotarem per Map(X;Y ).

ii) Per a cada tres objectes X, Y i Z de C hi ha una aplicaci�o

cX;Y;Z : Map(Y; Z)×Map(X;Y ) −→ Map(X;Z)

tal que el seg�uent diagrama commuta per a X, Y , Z i W de C:

(Map(Y; Z)×Map(X;Y ))×Map(W;X)
cX;Y;Z×1

//

∼=
��

Map(X;Z)×Map(W;X)

cW;X;Z

��

Map(Y; Z)× (Map(X;Y )×Map(W;X))

1×cW;X;Y
��

Map(Y; Z)×Map(W;Y ) cW;Y;Z
// Map(W;Z):

iii) Per a cada objecte X de C, hi ha una aplicaci�o de conjunts simplicials

iX : ∗ −→ Map(X;X) que fa que els seg�uents diagrames commutin per a

tot X i Y de C:

∗ ×Map(X;Y )
iY ×1 //

'
��

Map(Y;×Map(X;Y )

cX;Y;Yttjjjjjjjjjjjjjjjj

Map(X;Y );

Map(X;Y )× ∗ 1×iX //

'
��

Map(X;Y ×Map(X;X)

cX;X;Yttiiiiiiiiiiiiiiii

Map(X;Y ):

iv) Per a cada parell d'objectes X i Y de C, hi ha un isomor�sme

Map(X;Y )0 ∼= C(X;Y ):

Definició 2.1.6. Una categoria de models simplicial �es una categoria simplicial

que tamb�e �es categoria de models i que satisf�a els dos axiomes seg�uents:
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(M6) Per a cada parell d'objectes X i Y de C i per a tot conjunt simplicial

K, existeixen objectes X ⊗ K i Y K de C tals que tenim les seg�uents

equival�encies naturals de conjunts simplicials

Map(X ⊗K;Y ) ' Map(K;Map(X;Y )) ' Map(X;Y K):

(M7) Si i : A −→ B i p : X −→ Y s�on una co�braci�o i una �braci�o en C

respectivament, llavors l'aplicaci�o de conjunts simplicials

Map(B;X) −→ Map(A;X)×Map(A;Y ) Map(B; Y )

�es una �braci�o, que �es trivial si i o p �es una equival�encia d�ebil.

L'isomor�sme de conjunts simplicials de (M6) d�ona lloc en grau zero a una

bijecci�o natural de conjunts

C(X ⊗K;Y ) ∼= sSets(K;Map(X;Y )) ∼= C(X;Y K): (2.1)

Una categoria de models es diu que �es pr�opia si les equival�encies d�ebils

es preserven per pushouts i pullbacks a trav�es de �bracions i co�bracions

respectivament.

Definició 2.1.7. Sigui C una categoria de models.

i) Diem que C �es pr�opia per l'esquerra si donat qualsevol diagrama tipus

pushout

A
h //

f
��

C

g

��

B // D

en el qual f �es una equival�encia d�ebil i h �es una co�braci�o, llavors g �es

una equival�encia d�ebil.

ii) Diem que C �es pr�opia per la dreta si donat qualsevol diagrama tipus

pullback

A //

f
��

C

g

��

B
k
// D

en el qual g �es una equival�encia d�ebil i k �es una �braci�o, llavors f �es una

equival�encia d�ebil.
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2.2 Objectes petits i categories localment

presentables

Sigui C una categoria de models cocompleta i � un ordinal. Una �-successi�o

en C �es un functor I : � −→ C, �es a dir, un diagrama en C

I0 −→ I1 −→ I2 −→ · · · −→ I� −→ · · · (� < �)

tal que per a cada ordinal l��mit  < � l'aplicaci�o indu��da

col��m�<� I� −→ I

�es un isomor�sme. La composici�o de la �-successi�o es de�neix com l'aplicaci�o

natural

I0 −→ col��m�<� I�:

Definició 2.2.1. Sigui � un cardinal. Un objecte X de C �es �-petit si per a tot

cardinal regular � ≥ � i tota �-successi�o

I0 −→ I1 −→ I2 −→ · · · −→ I� −→ · · · (� < �)

en C, l'aplicaci�o natural de conjunts

col��m�<� C(X; I�) −→ C(X; col��m�<� I�)

�es una bijecci�o. Tamb�e es diu que el functor C(X;−) conserva col��mits de

longitud � ≥ �. Un objecte �es petit si �es �-petit per a algun cardinal �.

Aquesta de�nici�o �es equivalent a dir que si un objecte X �es �-petit, llavors

per a tot cardinal regular � ≥ �, qualsevol aplicaci�o f : X −→ col��m�<� I�
factoritza a trav�es de I� per a algun � < �:

X
f
//

g
%%

col��m�<� I�

I�:

i�

OO

Aquesta factoritzaci�o �es a m�es �unica en el sentit que si existeixen g i g′ tals

que f = i� ◦ g = i� ◦ g′, llavors existeix �′ ≥ � tal que

I(�→ �′) ◦ g = I(�→ �′) ◦ g′:
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El concepte d'objecte petit �es un cas particular d'objecte presentable. Els

objectes presentables apareixen en l'estudi de les categories localment presen-

tables, en les que com veurem tot objecte �es petit. Aquestes categories van ser

de�nides per Gabriel i Ulmer en [GU71]. La monogra�a d'Ad�amek i Rosick�y

[AR94] �es tamb�e una refer�encia b�asica.

Sigui � un cardinal regular. Un conjunt d'��ndexs I �es un conjunt �-dirigit

si tot subconjunt de I de cardinalitat menor que � t�e una cota superior.

Definició 2.2.2. Sigui � un cardinal regular. Un objecte X de C �es �-presentable

si el functor C(X;−) conserva col��mits sobre conjunts d'��ndexs que siguin �-

dirigits.

Observeu que si X �es �-dirigit, llavors tamb�e �es �′-dirigit per a qualsevol

cardinal regular �′ ≥ �.

Lema 2.2.3. Sigui � un cardinal regular. Llavors � �es un conjunt �-dirigit

per a tot cardinal regular � ≤ �.

Demostraci�o. Sigui � un cardinal regular que compleix que � ≤ �, i sigui

J ⊂ � tal que card(J) < �. Per a cada j ∈ J , sigui �j = card{i ∈ � | i ≤ j}.
Llavors, �j < � per a tot j ∈ J i � 6= ∪j∈J�j ja que � �es un cardinal regular.

Per tant existeix un i0 ∈ � tal que i0 > j per a tot j ∈ J .

Aquest lema implica en particular que tot cardinal regular � �es un conjunt

�-dirigit i per tant, tot objecte �-presentable �es �-petit. El rec��proc no �es cert

en general.

Definició 2.2.4. Una categoria C es diu localment �-presentable si existeix un

conjunt A d'objectes �-presentables de C tals que qualsevol objecte de la cate-

goria �es el col��mit sobre un conjunt �-dirigit d'elements de A. Una categoria

�es localment presentable si �es localment �-presentable per a algun cardinal

regular �.

Proposició 2.2.5. Si C �es una categoria localment presentable, llavors tot

objecte de C �es petit.

Demostraci�o. Suposem que C sigui localment �-presentable i sigui A el con-

junt d'objectes �-presentables associat a C. En particular, els elements de

A s�on �-petits, com a conseq�u�encia del Lema 2.2.3. Si X 6∈ A, llavors
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X = col��mi∈I Di, on I �es un conjunt �-dirigit i cada Di �es �-presentable,

i en particular �-petit. Sigui � = card(I). Veiem que X �es �-petit, on

� > m�ax(�; �). Sigui � un cardinal regular tal que � ≥ � i I : � −→ C

una �-successi�o. Donada una aplicaci�o f : X −→ col��m�<� I� qualsevol, com

que Di �es �-petit i � > �, la composici�o di ◦ f factoritza a trav�es d'algun I�i:

X
f
// col��m�<� I�

Di

di

OO

// I�i:

OO

Sigui ara � = sup{�i | i ∈ I}. Aquest suprem existeix i a m�es I� 6= col��m�<� I�,

ja que card{�i | i ∈ I} ≤ �. Per a tot i ∈ I, la composici�o di ◦ f factoritza

llavors a trav�es d'un �unic I�:

X
f
// col��m�<� I�

Di

di

OO

// I�:

OO

Tenim per tant per a cada i ∈ I una aplicaci�o Di −→ I�, que ens proporciona

per la propietat universal del col��mit una aplicaci�o

X = col��mi∈I Di −→ I�;

i per tant X �es �-petit.

2.3 Construcció de f -localitzacions

Sigui C una categoria de models simplicial. Una localitzaci�o homot�opica �es un

functor L : C −→ C juntament amb una transformaci�o natural l : Id −→ L que

conserva equival�encies d�ebils, pren valors �brants i l'aplicaci�o lX : X −→ LX

�es una co�braci�o tal que per a cada X que sigui co�brant i cada Y , el mor�sme

Map(LX;LY ) −→ Map(X;LY )

indu��t per lX �es una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials. Els functors

de f -localitzaci�o s�on un cas particular de localitzacions homot�opiques; de fet,
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llevat de certes hip�otesis de teoria de conjunts, totes les localitzacions ho-

mot�opiques s�on f -localitzacions per a alguna aplicaci�o f . Aquest resultat,

demostrat en la categoria de grups en [CS01] i en la categoria de conjunts

simplicials en [CSS04], pot generalitzar-se a localitzacions homot�opiques en

una categoria de models simplicial qualsevol [CC04].

L'exist�encia de f -localitzacions per a tota aplicaci�o f i per a tot objec-

te d'una categoria C est�a garantida quan la categoria C �es simplicial i com-

pleix certes hip�otesis. L'eina principal per a provar l'exist�encia de functors de

localitzaci�o �es el small object argument (veure [Qui67], [Hir03, 10.5]), que

ens permet construir factoritzacions functorials en categories de models. La

seg�uent construcci�o est�a basada en idees de [Bou77] i [Hir03].

Sigui C una categoria de models simplicial i sigui f : A −→ B una co�braci�o

entre objectes co�brants. Suposarem les seg�uents hip�otesis addicionals sobre

la categoria C per a poder construir la f -localitzaci�o:

i) C �es pr�opia per l'esquerra.

ii) C �es co�brantment generada. Denotarem per J el conjunt de co�bracions

trivials generadores.

iii) Els objectes A, �[n]⊗A
∐
@�[n]⊗A @�[n]⊗B i tots els dominis d'elements

de J s�on petits.

La hip�otesi iii) es compleix per exemple si la categoria C �es localment presen-

table (veure Proposici�o 2.2.5). Comen�carem amb la de�nici�o de f -localitzaci�o

en una categoria de models simplicial.

Definició 2.3.1. Sigui C una categoria de models simplicial i siguin X un objecte

de C i f : A −→ B una co�braci�o entre objectes co�brants.

i) X �es f-local si �es �brant i l'aplicaci�o indu��da

Map(B;X) −→ Map(A;X)

�es una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials.

ii) Una aplicaci�o g : X −→ Y �es una f-equival�encia si existeix una aproxi-

maci�o co�brant g̃ : X̃ −→ Ỹ de g tal que l'aplicaci�o indu��da

Map(Ỹ ; Z) −→ Map(X̃; Z)
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�es una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials, per a tot objecte Z que

sigui f -local.

Donat un objecte X de C, una f-localitzaci�o de X es de�neix com un

mor�sme X −→ LfX que �es una f -equival�encia i on l'objecte LfX �es f -local.

Els seg�uents resultats mostren algunes de les propietats de clausura dels

objectes f -locals i les f -equival�encies respecte a retractes i a l��mits i col��mits

homot�opics.

Lema 2.3.2. Donat un objecte X de C, si X �es f-local i Y −→ X �es una

aplicaci�o amb una inversa homot�opica per l'esquerra, llavors Y �es f-local.

Demostraci�o. Podem factoritzar l'aplicaci�o Y −→ X com una co�braci�o

Y −→ Z seguida d'una �braci�o trivial Z −→ X, per (M5). Aix�� doncs,

com succeeix en [Hir03, Proposici�o 1.2.5], l'aplicaci�o de conjunts simplicials

indu��da

Map(f; Y ) : Map(B;X) −→ Map(A;X)

�es un retracte de Map(f; Z) i per tant �es una equival�encia d�ebil de conjunts

simplicials.

Lema 2.3.3. Tot l��mit homot�opic d'objectes f-locals �es f-local.

Demostraci�o. Sigui I una categoria petita i D : I −→ C un diagrama en C tal

que Di �es f -local per a tot i ∈ I. Llavors,

Map(B;hol��mi∈I Di) ' hol��mi∈I Map(B;Di)

' hol��mi∈I Map(A;Di) ' Map(B;hol��mi∈I Di)

i per tant, hol��mi∈I Di �es f -local.

Observaci�o 2.3.4. De manera an�aloga podem demostrar que tot col��mit ho-

mot�opic de f -equival�encies �es una f -equival�encia, i que tot retracte homot�opic

d'una f -equival�encia torna a ser una f -equival�encia.

Demostrarem ara l'exist�encia de f -localitzacions en qualsevol categoria de

models simplicial que compleixi les hip�otesis anteriors. Donat un objecte X

de C, necessitarem construir un objecte LfX que sigui f -local juntament amb

una f -equival�encia X −→ LfX. La construcci�o ser�a de car�acter functorial.
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En primer lloc, l'objecte LfX ha de ser f -local, per tant �brant, �es a dir,

l'aplicaci�o Lf −→ ∗ tindr�a la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a totes les

aplicacions de J (conjunt de co�bracions trivials generadores). L'axioma (M7)

implica que si LfX �es �brant, llavors l'aplicaci�o indu��da

Map(B;LfX)
f∗−→ Map(A;LfX)

�es una �braci�o de conjunts simplicials. Per tant, si LfX �es �brant, llavors �es

f -local si i nom�es si f∗ �es una �braci�o trivial de conjunts simplicials, �es a dir, t�e

la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a la fam��lia d'inclusions @�[n] −→ �[n]

per a tot n ≥ 0:

@�[n] //

��

Map(B;LfX)

f∗

��

�[n]

77

//Map(A;LfX):

L'isomor�sme sS∗ets(K;Map(Y; Z)) ∼= C(K⊗Y; Z) de (2.1), per a tot conjunt
simplicial K i per a Y , Z objectes de C, transforma el diagrama anterior en el

seg�uent:
�[n]⊗ A

∐
@�[n]⊗A @�[n]⊗B //

��

LfX

��
�[n]⊗B

55

// ∗:
D'aquesta manera podem obtenir una caracteritzaci�o dels objectes f -locals.

Proposició 2.3.5. Un objecte X de C �es f-local si i nom�es si l'aplicaci�o

X −→ ∗ t�e la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a les dues fam��lies de

mor�smes seg�uents:

i) J=fconjunt de co�bracions trivials generadoresg.

ii) I =
{
�[n]⊗ A

∐
@�[n]⊗A @�[n]⊗B −→ �[n]⊗B; n ≥ 0

}
.

Observeu que els elements de I s�on co�bracions. Donat un mor�sme g

en I, l'exist�encia d'una elevaci�o a esquerra de g respecte a qualsevol �braci�o

trivial X −→ Y ,

�[n]⊗ A
∐
@�[n]⊗A @�[n]⊗B //

g

��

X

��

�[n]⊗B //

55

Y;
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�es equivalent per la bijecci�o (2.1) a que existeixi una elevaci�o en el seg�uent

diagrama de conjunts simplicials:

@�[n] //

��

Map(B;X)

��

�[n] //

44

Map(A;X)×Map(A;Y ) Map(B; Y ):

Aquesta elevaci�o sempre existeix ja que el mor�sme de la dreta �es una �braci�o

trivial per (M7) i el mor�sme @�[n] −→ �[n] �es una co�braci�o de conjunts

simplicials.

Sigui K = I ∪ J . Triem ara un cardinal � tal que tots els dominis de

mor�smes del conjunt K siguin �-petits (n'hi ha prou amb triar � com el

m��nim cardinal que compleix que aquests dominis s�on �-petits). Suposem que

K = {Ai −→ Bi; i ∈ I}. Sigui E0 = X i constru��m el seg�uent diagrama tipus

pushout, on el coproducte varia sobre tots els possibles mor�smes de Ai a E0

per a cada i ∈ I: ∐
Ai //

��

E0

��∐
Bi // E1:

D'aquesta manera obtenim l'objecte E1. Procedim ara inductivament; En+1
s'obt�e a partir de En mitjan�cant el pushout∐

Ai //

��

Yn

��∐
Bi // Yn+1;

on ara el coproducte varia sobre tots els possibles mor�smes de Ai a En per a

cada i ∈ I. Si  �es un ordinal l��mit, llavors E = col��m�< E�. Tenim aix�� una

�-successi�o

E0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · · (� < �)

i de�nim la localitzaci�o

LfX = col��m�<�E�:

La composici�o de la �-successi�o E0 = X −→ LfX = col��m�<�E� �es l'aplicaci�o

de localitzaci�o.
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Cadascuna de les aplicacions En −→ En+1 �es una co�braci�o, ja que �es

el pushout d'un coproducte de co�bracions. Tenim d'aquesta manera una

�-successi�o de co�bracions

X = E0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · ·

la composici�o de la qual X = E0 −→ col��m�<�E� = LfX �es una co�braci�o.

En la construcci�o de LfX hem utilitzat el small object argument de Qui-

llen, en el qual es realitzen successius pushouts i col��mits. �Es, per tant,

una construcci�o functorial. D'aquesta manera podem de�nir el functor de

f -localitzaci�o

Lf : C −→ C

que assigna a cada X l'objecte LfX constru��t anteriorment.

Per a completar la construcci�o de la f -localitzaci�o ens falta comprovar que

l'objecte LfX �es, en efecte, f -local per a tot X i que l'aplicaci�o X −→ LfX =

col��m�<�E� �es una f -equival�encia.

Lema 2.3.6. L'objecte LfX de�nit anteriorment �es f-local.

Demostraci�o. Per la Proposici�o 2.3.5 n'hi ha prou amb comprovar que l'apli-

caci�o LfX −→ ∗ t�e la propietat d'elevaci�o a dreta respecte a tots els elements

de la classe d'aplicacions K. Donada una aplicaci�o Ai −→ Bi de K, hem de

veure que existeix l'elevaci�o

Ai //

��

LfX

��
Bi //

<<

∗:

(2.2)

Com que Lf = col��m�<�E� i cada Ai �es �-petit, llavors l'aplicaci�o natural

col��m�<� C(Ai; E�) −→ C(Ai; col��m�<�E�)

�es una bijecci�o. Per tant, l'aplicaci�o Ai −→ LfX factoritza a trav�es de E� −→
LfX per a algun � < � i tenim el seg�uent diagrama commutatiu

Ai //

�� !!

LfX

Bi // E�:

OO

L'aplicaci�o Bi −→ E� existeix per construcci�o dels E�, i per composici�o amb

l'aplicaci�o E� −→ LfX, de�neix l'elevaci�o en el diagrama (2.2).



2.3 Construcció de f -localitzacions 35

Totes les aplicacions de K s�on f -equival�encies. Sigui g una aplicaci�o de

K. Si g pertany al conjunt J , llavors g : Ai −→ Bi �es una co�braci�o trivial.

Denotem per g̃ : Ãi −→ B̃i una aproximaci�o co�brant de g. Podem triar g̃

de manera que sigui tamb�e una co�braci�o trivial [Hir03, Proposici�o 8.1.23].

Utilitzant ara l'axioma (M7), obtenim que l'aplicaci�o natural

Map(B̃i; X) −→ Map(Ãi; X)

�es una equival�encia d�ebil de conjunts simplicials per a tot objecte X que

sigui �brant, en particular per a tot X que sigui f -local, i aix�� g �es una f -

equival�encia. Si g pertany a la classe I, llavors �es de la forma

g : A⊗�[n]
∐

A⊗@�[n]
B ⊗ @�[n] −→ B ⊗�[n]:

Les aplicacions A⊗@�[n] −→ B⊗@�[n] i A⊗�[n] −→ B⊗�[n] s�on ambdues
f -equival�encies ja que f �es una co�braci�o entre objectes co�brants i tant @�[n]

com �[n] s�on conjunts simplicials co�brants. El pushout d'una f -equival�encia

que �es una co�braci�o entre objectes co�brants torna a ser una f -equival�encia

ja que, per hip�otesi, la categoria C �es pr�opia per l'esquerra (veure [Hir03, Lema

3.2.10]). El seg�uent diagrama tipus pushout

A⊗ @�[n] //

f⊗1
��

A⊗�[n]

��

��

B ⊗ @�[n]

11

// A⊗�[n]
∐
A⊗@�[n]B ⊗ @�[n]

g

))SSSSSSSSSSSSSSSSS

Bi

implica que l'aplicaci�o g �es tamb�e una f -equival�encia ja que �es una composi�o

de f -equival�encies.

Lema 2.3.7. L'aplicaci�o X −→ LfX �es una f-equival�encia.

Demostraci�o. Cada aplicaci�o E� −→ E�+1 �es una f -equival�encia, ja que �es

el pushout d'una aplicaci�o que �es una co�braci�o i una f -equival�encia i la

categoria C �es pr�opia per l'esquerra (veure [Hir03, Lema 3.2.10]). Considerem

ara la seg�uent �-successi�o de co�bracions i f -equival�encies:

X = E0 −→ E1 −→ E2 −→ · · · −→ E� −→ · · ·



36 Localització en categories de models simplicials

Per la Proposici�o 17.9.4 de [Hir03], podem trobar una altra �-successi�o de

co�bracions juntament amb una aplicaci�o de �-successions

Ẽ0

��

// Ẽ1

��

// Ẽ2

��

// · · · // Ẽ�

��

// · · ·

E0
// E1

// E2
// · · · // E� // · · ·

tal que:

i) Cada aplicaci�o vertical Ẽ� −→ E� �es una aproximaci�o co�brant de E�.

ii) Cada aplicaci�o Ẽ� −→ Ẽ�+1 �es una co�braci�o.

iii) L'aplicaci�o col��m�<� Ẽ� −→ col��m�<�E� �es una aproximaci�o co�brant de

col��m�<�E�.

Sigui Z un objecte f -local. Com que cada aplicaci�o E� −→ E�+1 �es una

f -equival�encia i cada Ẽ� −→ Ẽ�+1 �es una co�braci�o, l'aplicaci�o

Map(Ẽ�+1; Z) −→ Map(Ẽ�; Z)

�es una �braci�o trivial. D'aquesta manera,

Map(Ẽ0; Z)←− Map(Ẽ1; Z)←− · · · ←− Map(Ẽ�; Z)←− · · ·

�es una torre de �bracions trivials de conjunts simplicials. Per tant la compo-

sici�o

Map(col��m�<� Ẽ�; Z) −→ l��m
�<�

Map(Ẽ�; Z) −→ Map(Ẽ0; Z)

�es una equival�encia d�ebil i l'aplicaci�o X −→ LfX = col��m�<�E� �es una f -

equival�encia.

Partint d'una categoria de models simplicial, hem constru��t a partir d'una

co�braci�o f : A −→ B entre objectes co�brants un functor Lf que assigna a

cada objecte X de C una f -localitzaci�o lX : X −→ LfX.

El seg�uent teorema recull les hip�otesis sobre la categoria C per a l'exist�encia

de functors de f -localitzaci�o per a qualsevol aplicaci�o f .

Teorema 2.3.8. Sigui C una categoria de models simplicial, co�brantment

generada i localment presentable, i sigui f : A −→ B una co�braci�o entre

objectes co�brants. Llavors existeix un functor de f-localitzaci�o en C.
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La hip�otesi que f sigui una co�braci�o pot afeblir-se partint del fet que si f

no �es co�braci�o, es comen�ca aproximant-la per una co�braci�o. Les condicions

del teorema anterior s�on satisfetas per les categories de conjunts simplicials o

espectres sim�etrics entre d'altres.

L'exist�encia del functor de f -localitzaci�o permet de�nir noves estructures

de models en la categoria C. Si de�nim ara les equival�encies d�ebils com les

aplicacions g tals que Lfg �es una equival�encia d�ebil i mantenim les co�braci-

ons, tenim una nova estructura de models en C, que es denota per LfC i es

diu estructura de models localitzada. Utilitzant l'aplicaci�o de f -localitzaci�o

podem obtenir una factoritzaci�o functorial de l'aplicaci�o X −→ ∗ com una

�braci�o trivial seguida d'una co�braci�o:

X //
""

lX
∼
""E

EE
EE

EE
E ∗

LfX:

== ==zzzzzzzz

Recordeu que LfX �es �brant i l'aplicaci�o lX �es una co�braci�o. Utilitzant

el small object argument de manera an�aloga a la construcci�o de LfX, po-

dem construir un functor CWf juntament amb una transformaci�o natural

c : CWf −→ Id que pren valors co�brants i tal que, per a tot X, l'aplicaci�o

cX : CWfX −→ X �es una �braci�o. Aix�o ens permet aconseguir una factoriza-

ci�o functorial de l'aplicaci�o ∅ −→ X com una co�braci�o trivial seguida d'una

�braci�o:

∅ //
##

##F
FFFFFFFF X

CWfX:

cX
∼

;; ;;wwwwwwwww

D'aquesta manera, cada aplicaci�o f proporciona una nova estructura de models

en C. Donat un objecte X, les aplicacions lX i cX corresponen respectivament

a una aproximaci�o �brant i a una aproximaci�o co�brant de X en la categoria

de models localitzada.

Aquest resultat es compleix tamb�e en categories de models cel·lulars en
el sentit de [Hir03, De�nici�o 12.1.1]. El Teorema 4.1.1 de [Hir03] demostra

l'exist�encia de f -localitzacions en aquest tipus de categories.
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Caṕıtol 3

Functors de localització en homotopia
estable

En aquest cap��tol descriurem quines s�on les principals propietats dels functors

de localitzaci�o en la categoria homot�opica dels espectres. En el Cap��tol 2 es

demostra com construir la f -localitzaci�o en una categoria C per a qualsevol

aplicaci�o f i qualsevol objecte X, sempre que C sigui una categoria de mo-

dels simplicial que veri�qui certes hip�otesis addicionals, que apareixen en el

Teorema 2.3.8. Aquestes hip�otesis inclouen que la categoria sigui pr�opia per

l'esquerra, co�brantment generada i localment presentable.

Per a construir functors de localitzaci�o en la categoria homot�opica estable,

prenem com a base la categoria d'espectres sim�etrics sobre conjunts simplicials

[HSS00] o la categoria de Bous�eld{Friedlander [BF78]. Ambdues categories

satisfan les condicions del Teorema 2.3.8 anteriorment esmentades. Les catego-

ries homot�opiques associades a aquestes categories de models s�on equivalents

a la categoria homot�opica estable d'Adams{Boardman.

3.1 Espectres de funcions

En la categoria d'espectres sim�etrics, donats dos espectres X i Y tals que

X �es co�brant i Y �es �brant, el conjunt simplicial Map(X;Y ) �es un espai de

lla�cos in�nit, i per a qualsevol elecci�o de punt base, els seus grups d'homotopia

veri�quen que

�k(Map(X;Y ); ∗) ∼= [�kX;Y ] ∼= �k(F (X;Y )) per a k ≥ 0;
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on F (X;Y ) �es l'espectre de funcions de X a Y , obtingut per representabilitat

de Brown a partir del functor [− ∧ X;Y ]. El functor F (X;−) �es un adjunt

per la dreta del functor X ∧ −, per tant per a tot X, Y , Z es compleix

que [X ∧ Y; Z] ∼= [X;F (Y; Z)]. Els grups d'homotopia del conjunt simplicial

Map(X;Y ) s�on isomorfs als del recubridor connectiu F c(X;Y ) de l'espectre de

funcions de X a Y , que utilitzarem per a de�nir la localitzaci�o. El recubridor

connectiu Xc d'un espectre X �es un espectre (−1)-connex que t�e els mateixos

grups d'homotopia que X en dimensi�o major o igual que zero, �es a dir,

�k(X
c) =

{
�i(X) si i ≥ 0

0 si i < 0

A partir d'ara treballarem amb espectres de funcions (derivats) en la categoria

homot�opica estable, que denotarem per Hos, sense fer cap refer�encia a la

categoria de models escollida.

Definició 3.1.1. Sigui f : A −→ B una aplicaci�o d'espectres.

� Un espectre X es diu f-local si l'aplicaci�o f indueix una equival�encia ho-

mot�opica F c(B;X) ' F c(A;X), on F c(−;−) �es el recubridor connectiu
de l'espectre de funcions.

� Una aplicaci�o g : X −→ Y �es una f-equival�encia si g indueix una equi-

val�encia homot�opica F c(Y; Z) ' F c(X;Z) per a tot espectre Z que sigui

f -local.

� Una f-localitzaci�o d'un espectre X �es una aplicaci�o lX : X −→ LfX tal

que lX �es una f -equival�encia i LfX �es un espectre f -local.

Per a cada aplicaci�o f , cada espectre X t�e associada una f -localitzaci�o

LfX, i aquesta associaci�o que a cada X li fa correspondre LfX es construeix

com un functor homot�opic en la categoria dels espectres, com s'explica en la

Secci�o 2.3 del Cap��tol 2.

L'aplicaci�o de localitzaci�o lX : X −→ LfX t�e dues propietats universals en

Hos que la caracteritzen:

i) L'aplicaci�o lX : X −→ LfX �es inicial entre totes les aplicacions de X a

espectres f -locals, �es a dir, si g : X −→ Y �es una aplicaci�o d'espectres on
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Y �es f -local, llavors existeix una �unica aplicaci�o h : LfX −→ Y tal que

g ' h ◦ lX ,

X
lX //

g

��

LfX

h
||

Y:

ii) L'aplicaci�o lX : X −→ LfX �es �nal entre totes les f -equival�encies amb

domini X, �es a dir, si g : X −→ Y �es una f -equival�encia, llavors existeix

una �unica aplicaci�o h : Y −→ LfX tal que lX ' h ◦ g,

X
lX //

g

��

LfX

Y:

h

<<

Per demostrar la primera de les propietats prenem Y un espectre f -local.

Llavors, utilitzant que lX �es una f -equival�encia, tenim

[X;Y ] ∼= �0(F (X;Y )) ∼= �0(F
c(X;Y )) ∼= �0(F

c(LfX;Y ))

∼= �0(F (LfX;Y )) ∼= [LfX;Y ]:

La segona es demostra an�alogament. Si g : X −→ Y �es una f -equival�encia,

llavors

[X;LfX] ∼= �0(F (X;LfX)) ∼= �0(F
c(X;LfX)) ∼= �0(F

c(Y; LfX))

∼= �0(F (Y; LfX)) ∼= [Y; LfX]:

Qualsevol d'aquestes dues propietats universals ens garanteix que si tenim un

espectre Y que �es f -local i una aplicaci�o X −→ Y que �es una f -equival�encia,

llavors Y ' LfX.

Corol·lari 3.1.2. Per a una aplicaci�o f donada, el functor de localitzaci�o Lf
�es �unic llevat d'homotopia.

Els espectres X que s�on f -locals s�on precisament aquells que compleixen

que X ' LfX. En efecte, si X �es f -local, aplicant la primera de les propietats
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universals a l'aplicaci�o identitat enX, obtenim que existeix una �unica aplicaci�o

h : LfX −→ X tal que h ◦ lX ' 1X ,

X
lX // LfX

h
||

X:

Utilitzant un raonament an�aleg es prova que les aplicacions X −→ Y tals

que LfX −→ LfY �es una equival�encia homot�opica s�on exactament les f -

equival�encies. Si g : X −→ Y �es una f -equival�encia, la composici�o lY ◦ g �es

una f -equival�encia. Fent servir ara la segona de les propietats universals de la

localitzaci�o, existeix una �unica aplicaci�o h : LfY −→ LfX tal que h◦lY ◦g ' lX ,

Xg
lX //

��

LfX

I
lY
// LfY:

h

OO

Els espectres f -locals o les aplicacions que s�on f -equival�encies caracteritzen

els functors de localitzaci�o en el sentit que donats dos functors Lf i Lg, ambd�os

coincideixen si i nom�es si la classe d'espectres f -locals coincideix amb la classe

d'espectres g-locals, o b�e, la classe de f -equival�encies coincideix amb la de g-

equival�encies. Quan diem que Lf i Lg coincideixen signi�ca que LfX ' LgX
per a tot espectre X.

Un functor idempotent en una categoria C �es un endofunctor L juntament

amb una transformaci�o natural l : Id −→ L tal que Ll = lL i Ll : L −→ L2 �es

un isomor�sme.

Proposició 3.1.3. El functor de localitzaci�o Lf �es idempotent en la categoria

homot�opica estable.

Demostraci�o. L'aplicaci�o de localitzaci�o lX : X −→ LfX de�neix una trans-

formaci�o natural l : Id −→ Lf . Per tant, el seg�uent diagrama commuta llevat

d'homotopia per naturalitat

X
lX //

lX
��

LfX

Lf lX
��

LfX
lLfX
// LfLfX;
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�es a dir, lLfX ◦ lX ' Lf lX ◦ lX per a cada espectre X. Utilitzant la propietat

universal de la localitzaci�o, tenim que aix�o implica que lLfX ' Lf lX . Per a

cada espectre X, agafem ara l'aplicaci�o identitat en LfX i sigui �X l'�unica

aplicaci�o que tanca el diagrama

LfX

1
��

lLfX
// LfLfX

�Xzz

LfX:

Tenim que �X ◦ lLfX �es la identitat en LfX. De la propietat universal de la

localitzaci�o tamb�e es dedueix que lLfX ◦ �X �es la identitat en LfLfX. Aix��

doncs, lLfX �es un isomor�sme en la categoria homot�opica dels espectres i per

tant el functor Lf �es idempotent.

3.2 Propietats dels functors de localització

El functor suspensi�o juga un paper fonamental en la teoria d'homotopia esta-

ble. Tamb�e �es un functor important en la teoria de f -localitzaci�o d'espectres.

En aquesta secci�o estudiarem de quina manera i en quins casos la localitzaci�o

LfX d'un espectre determina o pot ser determinada per la de les seves sus-

pensions Lf�
kX amb k ∈ Z. En general no t�e perqu�e haver cap relaci�o entre

aquestes localitzacions; de fet, els espectres f -locals i les f -equival�encies no

s�on tancats per suspensions i desuspensions arbitr�aries en general.

Proposició 3.2.1. Sigui f : A −→ B una aplicaci�o d'espectres. Siguin X →
Y → Z i E → F → G dues co�bracions d'espectres i siguin i, g, i h

aplicacions tals que fant el diagrama seg�uent commutatiu:

X //

g

��

Y

h
��

// Z

i
��

E // F // G:

Llavors:

i) Si Y i Z s�on f-locals, tamb�e ho �es X.

ii) Si g i h s�on f-equival�encies, tamb�e ho �es i.



44 Functors de localització en homotopia estable

Demostraci�o. N'hi ha prou amb aplicar les de�nicions i utilitzar la successi�o

exacta llarga associada a cada co�braci�o d'espectres. En el cas del primer

apartat, la co�braci�o X → Y → Z d�ona lloc al seg�uent diagrama de grups

abelians

: : : // [�B; Y ] //

∼=
��

[�B;Z] //

∼=
��

[B;X] //

��

[B; Y ] //

∼=
��

[B;Z]

∼=
��

: : : // [�A; Y ] // [�A;Z] // [A;X] // [A; Y ] // [A;Z]

Com que Y i Z s�on f -locals per hip�otesi, el lema dels cinc implica que hi ha

un isomor�sme [�kB;X] ∼= [�kA;X] per a tot k ≥ 0, per tant F c(B;X) '
F c(A;X) i aix��, X �es f -local. Per a demostrar la segona part, sigui ara C un

espectre f -local. Les successions exactes associades a les co�bracions X →
Y → Z i E → F → G donen lloc al seg�uent diagrama

[X;C] [Y;C]oo [Z;C]oo [�X;C]oo [�Y;C]oo : : :oo

[E;C]

∼=

OO

[F;C]oo

∼=

OO

[G;C]oo

OO

[�E;C]oo

∼=

OO

[�F;C]oo

∼=

OO

: : :oo

Com que g i h s�on f -equival�encies, aplicant de nou el lema dels cinc, tenim

un isomor�sme [�kZ;C] ∼= [�kG;C] per a tot k ≥ 0. Aix�o ens d�ona una

equival�encia F c(Z;C) ' F c(G;C) per a tot C que sigui f -local, i per tant i �es

una f -equival�encia.

Observaci�o 3.2.2. Aquesta proposici�o es pot veure com un cas particular del

Lema 2.3.3. La �bra homot�opica d'una aplicaci�o �es un cas particular de

l��mit homot�opic, i l'aplicaci�o del segon apartat �es un col��mit homot�opic de

f -equival�encies.

Corol·lari 3.2.3. Sigui f una aplicaci�o d'espectres

i) Si Y �es un espectre f-local, llavors tamb�e ho �es l'espectre �−kY per

a k ≥ 0.

ii) Si g : X −→ Y �es una f-equival�encia, tamb�e ho �es �kg per a k ≥ 0.
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Demostraci�o. Si Y �es f -local, podem aplicar el primer apartat de la Propo-

sici�o 3.2.1 a la co�braci�o

�−1Y −→ ∗ −→ Y:

D'aquesta manera obtenim que �−1Y �es f -local. Podem reiterar ara el proc�es

i d'aquesta manera veiem que �−kY �es f -local per a tot k ≥ 0. En el cas que g

sigui una f -equival�encia, basta aplicar el segon apartat de la Proposici�o 3.2.1

al diagrama de co�bracions

X //

g

��

∗ //

��

�X

�g
��

Y // ∗ // �Y

per obtenir que �g �es una f -equival�encia. Reiterant el proc�es tenim que �kg

�es una f -equival�encia per a tot k ≥ 0.

Degut al fet que F c(B; Y ) ' F c(�kB;�kY ) per a tot B, Y i k ∈ Z, podem
concloure que si Y �es un espectre f -local, llavors �kY �es �kf -local per a tot

k ∈ Z i el mateix succeeix per a f -equival�encies, �es a dir, si g �es una f -

equival�encia, llavors �kg �es una �kf -equival�encia per a tot k ∈ Z. A partir

d'aquest fet podem deduir el seg�uent resultat.

Proposició 3.2.4. Per a qualsevol aplicaci�o d'espectres f i qualsevol espectre

X tenim una equival�encia homot�opica

Lf�
−kX ' �−kL�kfX;

per a tot k ∈ Z

Demostraci�o. L'aplicaci�o de localitzaci�o l : X −→ L�kfX �es una �kf -equiva-

l�encia, per tant �−kl �es una f -equival�encia. A m�es a m�es, �−kL�kfX �es f -local

ja que L�kfX �es �kf -local. El resultat �es conseq�u�encia del Corol·lari 3.1.2.

Proposició 3.2.5. Sigui X −→ Y −→ Z una co�braci�o d'espectres, i sigui

Lf un functor de localitzaci�o qualsevol. Si LfX �es contr�actil, llavors

l'aplicaci�o Y −→ Z �es una f-equival�encia.

Demostraci�o. Considerem la successi�o exacta llarga de grups abelians

· · · −→ [�X;E] −→ [Z;E] −→ [Y;E] −→ [X;E] −→ · · ·
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associada a la co�braci�o per a qualsevol espectre E. Si E �es f -local, llavors

[�kX;E] = 0 per a tot k ≥ 0, per la segona part del Corol·lari 3.2.3, ja que

com que LfX �es contr�actil, l'aplicaci�o X −→ ∗ �es una f -equival�encia. Aix��

doncs, [�kZ;E] ∼= [�kY;E] per a tot k ≥ 0 i per a tot espectre Y que sigui

f -local, i aix�o implica que Y −→ Z �es una f -equival�encia.

El functor de localitzaci�o �es un functor additiu en Hos. Donats dos espec-

tres qualssevol X i Y , tenim una equival�encia natural

LfX ∨ LfY ' Lf(X ∨ Y );

ja que el coproducte lX ∨ lY : X ∨ Y −→ LfX ∨ LfY �es una f -equival�encia i

LfX ∨ LfY �es un producte d'espectres f -locals i, per tant, f -local.

Com a conseq�u�encia del Corol·lari 3.2.3, per a qualsevol aplicaci�o f i qual-

sevol espectre X tenim una aplicaci�o natural

�LfX −→ Lf�X: (3.1)

Quan aquesta aplicaci�o natural �es una equival�encia homot�opica diem que el

functor Lf commuta amb la suspensi�o. Aix�� doncs, el functor Lf commuta

amb la suspensi�o si i nom�es si �LfX ' Lf�X, ja que en aquest cas �LfX �es

f -local, i llavors l'aplicaci�o (3.1) �es una f -equival�encia entre espectres f -locals.

Treballar amb functors de localitzaci�o que commuten amb la suspensi�o

t�e els seus avantatges respecte als que no tenen aquesta propietat. Per a

aquesta classe de functors els espectres f -locals i les f -equival�encies s�� que

estan tancades per suspensions i desuspensions arbitr�aries, i a m�es a m�es

preserven co�bracions d'espectres.

Teorema 3.2.6. Sigui f : A −→ B una aplicaci�o d'espectres. S�on equivalents:

i) �LfX ' Lf�X per a tot espectre X.

ii) �kLfX ' Lf�kX per a tot espectre X i tot k ∈ Z.

iii) Si E �es un espectre f-local, llavors �kE tamb�e �es f-local per a tot

k ∈ Z.

iv) Si g �es una f-equival�encia, llavors �kg �es tamb�e una f-equival�encia

per a tot k ∈ Z.
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v) LfX ' L�kfX per a tot espectre X i tot k ∈ Z.

vi) L'aplicaci�o F (B;E) −→ F (A;E) indu��da per f �es una equival�encia

homot�opica per a tot espectre f-local E.

vii) Si E �es f-local i X �es qualsevol espectre, llavors F (X;E) �es f-local.

viii) Si g : X −→ Y i h : M −→ N s�on f-equival�encies arbitr�aries, llavors

l'aplicaci�o g ∧ h : X ∧M −→ Y ∧N tamb�e �es una f-equival�encia.

ix) Si X → Y → Z �es una co�braci�o d'espectres, llavors LfX → LfY →
LfZ tamb�e �es una co�braci�o d'espectres.

Demostraci�o. Els enunciats i) i ii) s�on equivalents i ii) implica iii). Observar

que iii) implica que �LfX �es f -local per a tot X i per tant es compleix i) ja que

(3.1) �es una f -equival�encia. Utilitzant les de�nicions es pot veure directament

que iii) i iv) s�on equivalents. A partir de iv) es dedueix que per a qualsevol

k ∈ Z, l'aplicaci�o �kf �es una f -equival�encia i f �es una �kf -equival�encia. Aix�o
ens diu que la classe d'espectres f -locals i la classe d'espectres �kf -locals

coincideix, la qual cosa implica v). Ara, v) juntament amb la Proposici�o 3.2.4

implica ii). L'enunciat vi) �es equivalent a a�rmar que f indueix una equiva-

l�encia

F c(B;�kE) ' F c(A;�kE)

per a tot k ∈ Z, i per tant es dedueix a partir de iii). Per demostrar vii), hem

de comprovar que

F c(B;F (X;E)) ' F c(A;F (X;E));

la qual cosa �es equivalent a que F c(X;F (B;E)) ' F c(X;F (A;E)), i aix�o es

dedueix de vi). L'apartat viii) es demostra a partir de vii) prenent un espectre

f -local E qualsevol i observant que

F c(Y ∧N;E) ' F c(Y; F (N;E)) ' F c(X;F (N;E))

' F c(N;F (X;E)) ' F c(M;F (X;E)) ' F c(X ∧M;E):

Ara, iv) es dedueix a partir de viii) fent el producte smash de g amb la

identitat en �kS, per a k ∈ Z. Tenim per tant que els apartats i) a viii) s�on

tots equivalents entre si.
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Per obtenir ix) a partir de i), donada una co�braci�o X −→ Y −→ Z,

considerem el diagrama

�−1Z //

��

X //

��

Y //

��

Z //

��

�X

��

Lf�
−1Z // LfX // C // �Lf�

−1Z // �LfX;

on C �es la co�bra de l'aplicaci�o Lf�
−1Z −→ LfX. Aplicant i) tenim que

�Lf�
−1Z ' LfZ i �LfX ' Lf�X. Aix�� doncs, totes les aplicacions verticals

excepte potser Y −→ C s�on f -equival�encies. El lema dels cinc implica que

Y −→ C �es tamb�e una f -equival�encia i C �es f -local. Per tant C ' LfY .

Finalment, per a veure que ix) implica i) utilitzem la co�braci�o X −→ ∗ −→
�X, per a cada X.

Observaci�o 3.2.7. Encara que nosaltres ens centrem en l'estudi de functors de

f -localitzaci�o en la categoria homot�opica estable, el teorema anterior t�e una

aplicaci�o m�es general. L'equival�encia entre els apartats i) a vi) �es v�alida per a

qualsevol functor exacte en una categoria triangulada C, substituint F (X;Y )

pel conjunt de mor�smes C(X;Y ) entre X i Y en C. La resta dels apartats

utilitzen per a la seva demostraci�o propietats del producte smash d'espectres,

pr�opies de la categoria estable.

Hem vist que nom�es els functors que commuten amb la suspensi�o preserven

qualsevol co�braci�o d'espectres. Donat un functor de localitzaci�o qualsevol

i una co�braci�o, podem obtenir una altra co�braci�o localitzant �unicament

la �bra. Aquesta construcci�o que descriurem a continuaci�o rep el nom de

localitzaci�o �bra a �bra.

Proposició 3.2.8. Si X −→ Y −→ Z �es una co�braci�o d'espectres, llavors

existeix una altra co�braci�o d'espectres LfX −→ Y −→ Z i una aplicaci�o

Y −→ Y que �es una f-equival�encia.

Demostraci�o. Tenim el seg�uent diagrama

�−1Z // X //

lX
��

Y // Z

�−1Z // LfX Z:
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Sigui Y la co�bra de la composici�o �−1Z −→ X
lX−→ LfX. L'aplicaci�o indu��da

Y −→ Y �es una f -equival�encia pel segon apartat de la Proposici�o 3.2.1.

Tamb�e �es possible combinar la localitzaci�o �bra a �bra amb la localitzaci�o

respecte a la suspensi�o d'una aplicaci�o.

Proposició 3.2.9. Si X −→ Y −→ Z �es una co�braci�o d'espectres, llavors

existeix una altra co�braci�o d'espectres LfX −→ Y −→ L�fZ i una apli-

caci�o Y −→ Y que �es una f-equival�encia.

Demostraci�o. Tenim ara el seg�uent diagrama

�−1Z //

l
�−1Z
��

X //

lX
��

Y // Z

lZ
��

Lf�
−1Z // LfX L�fZ;

i de�nim Y com la co�bra de Lf�
−1Z −→ LfX. Tenim aix�� de�nida una

aplicaci�o Y −→ Y que �es una f -equival�encia pel segon apartat de la Proposi-

ci�o 3.2.1.

Direm que un functor de f -localitzaci�o �es quasi-exacte si donada una co-

�braci�o d'espectres X → Y → Z en la qual X i Z s�on f -locals, llavors Y

tamb�e ho �es. Aquesta classe de functors t�e millors propietats de conservaci�o

de co�bracions.

Proposició 3.2.10. Sigui X −→ Y −→ Z una co�braci�o d'espectres on Z �es

f-local. Si el functor Lf �es quasi-exacte, llavors Lf preserva la co�braci�o.

Demostraci�o. Aplicant localitzaci�o �bra a �bra (Proposici�o 3.2.8) a la co�bra-

ci�o X −→ Y −→ Z i utilitzant que Lf �es quasi-exacte, tenim que Y �es f -local,

ja que Z ho �es per hip�otesi. Per tant LfY ' Y , i el functor Lf conserva la

co�braci�o.

3.3 Nul·lificacions

Un cas particular important de f -localitzacions �es aquell en el qual l'aplica-

ci�o f �es de la forma f : A −→ ∗. A aquestes f -localitzacions se'ls anomena
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nul·li�cacions. En aquests casos el functor Lf es denota per PA i s'anomena

functor de A-nul·li�caci�o. Els espectres locals corresponents es diuen A-nuls
i les f -equival�encies reben el nom de PA-equival�encies.

Definició 3.3.1. Sigui A un espectre qualsevol.

i) Un espectre X es diu A-nul si F c(A;X) ' ∗.

ii) Una aplicaci�o g : X −→ Y �es una PA-equival�encia si g indueix una

equival�encia homot�opica F c(Y; Z) ' F c(X;Z) per a tot espectre Z que

sigui A-nul.

Un cas especial de nul·li�cacions es d�ona quan localitzem respecte a l'a-

plicaci�o f : �kS −→ ∗, on S �es l'espectre de les esferes i k ∈ Z. En aquest

cas P�k+1SE ' E(k), on E(k) �es la k-�esima secci�o de Postnikov de E, �es a dir,

�i(E(k)) = 0 per a i > k i tenim una aplicaci�o E −→ E(k) que indueix iso-

mor�smes en els grups d'homotopia de dimensi�o menor o igual que k (veure

De�nici�o 1.2.11). Els espectres connectius es poden veure llavors com els es-

pectres E tals que PSE = 0. Aquesta caracteritzaci�o ens permet demostrar el

seg�uent resultat:

Proposició 3.3.2. Si f : A −→ B �es una aplicaci�o d'espectres amb A i B con-

nectius, llavors el functor de localitzaci�o no canvia els grups d'homotopia

en dimensions negatives. En particular, si E �es connectiu, llavors LfE

tamb�e ho �es.

Demostraci�o. Si A i B s�on connectius, llavors f : A −→ B �es una PS-equi-

val�encia, ja que PSf = 0. Per tant, F c(B;Z) ' F c(A;Z) per a tot espectre

Z que sigui S-nul. Aix�o implica que tot espectre S-nul �es f -local i aix��, tota

f -equival�encia �es tamb�e una PS-equival�encia. En particular, l'aplicaci�o de

localitzaci�o �es una PS-equival�encia.

Per a qualsevol functor de f -localitzaci�o, donada una aplicaci�o entre espec-

tres f -locals, hem vist en la Proposici�o 3.2.1 que la �bra d'aquesta aplicaci�o

tamb�e �es f -local. En el cas dels functors de nul·li�caci�o es compleix a m�es a

m�es que s�on quasi-exactes.

Lema 3.3.3. Sigui PA el functor de A-nul·li�caci�o i sigui X −→ Y −→ Z una

co�braci�o d'espectres. Si X i Z s�on A-nuls, llavors Y tamb�e �es A-nul.
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Demostraci�o. Tenim associada a la co�braci�o una successi�o exacta

· · · −→ [�A; Y ] −→ [�A;Z] −→ [A;X] −→ [A; Y ] −→ [A;Z] −→ · · ·

Com que X i Z s�on A-nuls, [�kA;X] ∼= [�kA;Z] = 0 per a tot k ≥ 0, per tant

[�kA; Y ] = 0 per a tot k ≥ 0.

Existeix una estreta relaci�o entre un functor de f -localitzaci�o i la nul·li�-
caci�o respecte a la co�bra de f . Si f : A −→ B �es una aplicaci�o d'espectres i

C �es la co�bra de f , sempre hi ha una transformaci�o natural de functors

PC −→ Lf

ja que tot espectre que �es f -local �es C-nul. De la mateixa manera, hi ha

transformacions naturals de functors

L�f −→ PC i Lf −→ P�−1C

ja que tot espectre C-nul �es �f -local i tot espectre �−1C-nul �es f -local res-

pectivament. D'aquesta manera tenim associada una torre de functors de

localitzaci�o

· · · → P�C → L�f → PC → Lf → P�−1C → L�−1f → P�−1C → · · · (3.2)

que convergeix per l'esquerra al functor identitat. Aquesta torre de localitza-

cions �es similar a la que apareix en [CR97] en el cas d'espais topol�ogics.

Aquesta petita difer�encia entre f -localitzaci�o i nul·li�caci�o desapareix quan
el functor Lf commuta amb la suspensi�o. De fet, un functor de f -localitzaci�o

que commuta amb la suspensi�o �es un functor de nul·li�caci�o.

Proposició 3.3.4. Si el functor de localitzaci�o Lf commuta amb la suspensi�o,

llavors l'aplicaci�o natural PCX −→ LfX, on C �es la co�bra de f , �es una

equival�encia homot�opica per a tot espectre X.

Demostraci�o. Tenim transformacions naturals L�f −→ PC −→ Lf que cor-

responen a les respectives inclusions de classes d'espectres locals. Com que la

composici�o L�f −→ Lf �es una equival�encia per l'apartat v) del Teorema 3.2.6,

tamb�e ho �es l'aplicaci�o PCX −→ LfX, per a tot espectre X.
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Proposició 3.3.5. El functor de localitzaci�o Lf commuta amb la suspensi�o si

i nom�es si el functor de nul·li�caci�o PC, on C �es la co�bra de f , commuta

amb la suspensi�o.

Demostraci�o. Si X
f−→ Y −→ C �es una co�braci�o d'espectres llavors

F (X;E)←− F (Y;E)←− F (C;E)

�es una altra co�braci�o d'espectres per a tot espectre E. Aquesta nova co�braci�o

d�ona lloc a una successi�o exacta llarga de grups d'homotopia

· · · −→ �n+1(F (Y;E)) −→ �n+1(F (X;E)) −→ �n(F (C;E))

−→ �n(F (Y;E)) −→ �n(F (X;E)) −→ �n−1(F (C;E)) −→ · · ·

Per l'apartat vi) del Teorema 3.2.6, el functor Lf commuta amb la suspensi�o

si i nom�es si F (Y;E) ' F (X;E) per a tot espectre E que sigui f -local. Fent

servir la successi�o exacta d'homotopia, obtenim que �n(F (C;E)) = 0 per a

tot n ∈ Z. Aix�o �es equivalent a que F (C;E) ' ∗ i aix�o succeeix si i nom�es

si el functor PC commuta amb la suspensi�o, utilitzant de nou l'apartat vi) del

Teorema 3.2.6.

Com ja hem vist, tot functor Lf que commuta amb la suspensi�o �es un

functor de nul·li�caci�o respecte a la co�bra de f , per�o no tots els functors de

nul·li�caci�o commuten amb la suspensi�o. Les seccions de Postnikov, �es a dir,

els functors de nul·li�caci�o P�kS, s�on un exemple de functors de localitzaci�o

que no commuten amb la suspensi�o; de fet, donat k ∈ Z, si �k(E) 6= 0, llavors

P�k+1S�E 6' �P�k+1SE.

No obstant aix�o, els functors de nul·li�caci�o tenen millors propietats de

conservaci�o de co�bracions que un functor de f -localitzaci�o qualsevol.

Corol·lari 3.3.6. Sigui X −→ Y −→ Z una co�braci�o d'espectres i sigui PA el

functor de A-nul·li�caci�o. Si Z �es A-nul, llavors el functor PA preserva

la co�braci�o.

Demostraci�o. Els functors de nul·li�caci�o s�on quasi-exactes, pel Lema 3.3.3.

N'hi ha prou amb aplicar ara la Proposici�o 3.2.10.
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3.4 Localitzacions en conjunts de primers

La teoria de localitzaci�o en conjunts de primers en les categories d'espais to-

pol�ogics i grups, ha estat �ampliament estudiada durant la d�ecada dels anys

70 [BK72a], [HMR75]. Donat un conjunt de nombres primers P (que pot ser

buit), un espai simplement connex es diu que �es P -local si tots els seus grups

d'homotopia s�on ZP -m�oduls, on ZP denota l'anell dels enters localitzats en

P , aix�o �es, ZP �es el subanell de Q que cont�e a Z i en el qual s�on invertibles

tots els primers que no pertanyen a P . Per a cada espai simplement connex

X, existeix una aplicaci�o �unica llevat d'homotopia X −→ XP , que indueix un

isomor�sme natural

�k(X) −→ �k(X)⊗ ZP

per a tot k ≥ 1. L'espai XP �es la localitzaci�o de X en el conjunt de primers

P , tamb�e anomenada P -localitzaci�o de X.

En la categoria de grups abelians, la P -localitzaci�o d'un grup abeli�a G ve

de�nida per l'homomor�sme de grups

lG : G −→ G⊗ ZP ;

on lG(g) = g ⊗ 1. El grup G es diu que �es P -local si lG �es un isomor�sme.

Un homomor�sme de grups abelians f : G −→ H es diu que P -localitza a G si

existeix un isomor�sme h : G⊗ZP −→ H tal que el seg�uent diagrama commuta

Gf
lG //

��

G⊗ ZP

h
zzuuuuuuuuu

H:

Lema 3.4.1. Per a cada grup abeli�a G, cada espectre X i tot k ∈ Z, existeix
una successi�o exacta natural de grups abelians

0 −→ Ext(G;�k+1(X)) −→ [�kMG;X] −→ Hom(G;�k(X)) −→ 0

on MG �es l'espectre de Moore associat a G.

Demostraci�o. Sigui ⊕�Z → ⊕�Z → G una presentaci�o lliure del grup G.

Tenim associada una co�braci�o d'espectres de Moore

∨��kS −→ ∨��kS −→ �kMG −→ ∨��k+1S −→ ∨��k+1S
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que d�ona la seg�uent successi�o exacta

Hom(⊕�Z; �k+1(X)) −→ Hom(⊕�Z; �k+1(X)) −→ [�kMG;X]

−→ Hom(⊕�Z; �k(X)) −→ Hom(⊕�Z; �k(X))

per a tot k ∈ Z.

En el cas de la categoria homot�opica estable, per a cada espectre X, la

P -localitzaci�o de X es de�neix com l'aplicaci�o natural

1 ∧ � : X ' X ∧ S −→ X ∧MZP ;

on MZP �es l'espectre de Moore associat a ZP i l'aplicaci�o � : S −→ MZP
correspon a la unitat de ZP ∼= �0(MZP ). Un espectre X es diu que �es P -

local si l'aplicaci�o 1∧ � �es una equival�encia. Sovint escriurem XP per denotar

X ∧MZP .
Una de les conseq�u�encies directes de la de�nici�o �es que la P -localitzaci�o

d'espectres �es una localitzaci�o homol�ogica respecte a la teoria d'homologia que

de�neix MZP (veure Cap��tol 5). Aix�� doncs, la P -localitzaci�o commuta amb

la suspensi�o. Un altre fet important �es que SP ∼=MZP i per tant

XP
∼= X ∧ SP

per a tot espectreX. Aquesta propietat ens diu que la P -localitzaci�o de qualse-

vol espectre X ve determinada per la P -localitzaci�o de l'espectre de les esferes.

Aquesta caracter��stica no �es pr�opia �unicament de la P -localitzaci�o, sin�o que

la comparteixen altres functors de localitzaci�o m�es generals, que anomenarem

functors de localitzaci�o smashing. Per a aquesta classe de functors, la loca-

litzaci�o de qualsevol espectre s'obt�e fent el producte smash d'aquest espectre

amb la localitzaci�o de l'esfera. Veurem m�es detalls sobre aquests functors de

localitzaci�o en la Secci�o 5.4.

La P -localitzaci�o d'espectres P -localitza els grups d'homotopia i els grups

d'homologia. En efecte, per a tot k ∈ Z i qualsevol espectre X tenim un

isomor�sme

�k(XP ) ∼= �k(X)⊗ �0(MZP ) ∼= �k(X)⊗ ZP :

A partir d'aquest resultat es dedueix un isomor�sme an�aleg per a homologia.

Donats espectres X i Y qualssevol i per a tot k ∈ Z, tenim un isomor�sme

Ek(XP ) ∼= �k(E ∧X ∧MZP ) ∼= Ek(X)⊗ ZP :
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No obstant aix�o, no succeeix el mateix en el cas de la cohomologia. Aplicant

el Lema 3.4.1 tenim el seg�uent isomor�sme

Ek(XP ) ∼= [X ∧MZP ;�kE] ∼= [MZP ; F (X;�kE)]
∼= Hom(ZP ; Ek(X))⊕ Ext(ZP ; Ek−1(X));

per a tot k ∈ Z i espectres E i X qualssevol.

La P -localitzaci�o d'espectres �es un cas particular de f -localitzaci�o. A con-

tinuaci�o veurem com construir una aplicaci�o f expl��citament. Suposem que

volem localitzar un espectre X en un conjunt de primers P . Per a cada primer

q que no est�a en el conjunt P tenim una aplicaci�o S
×q−→ S que indueix mul-

tiplicaci�o per q en �0(S) ∼= Z. Sigui g el wedge de totes aquestes aplicacions,

una per a cada q que no estigui en P ,

g : ∨q 6∈P S −→ ∨q 6∈PS

Amb aquesta de�nici�o de l'aplicaci�o g, un espectre �es g-local si l'aplicaci�o

indu��da per g

F c(∨q 6∈PS;X) −→ F c(∨q 6∈PS;X)

�es una equival�encia homot�opica, �es a dir, si els grups d'homotopia �k(X) s�on

ZP -m�oduls per a tot k ≥ 0.

Sigui ara l'aplicaci�o f = ∨n<0�ng de�nida com el wedge de totes les desus-

pensions de g. En aquest cas, un espectre �es f -local si i nom�es si tots els seus

grups d'homotopia s�on ZP -m�oduls. L'aplicaci�o de P -localitzaci�o X −→ XP �es

una equival�encia (�es a dir, l'espectre X �es P -local) si i nom�es si tots els grups

d'homotopia de X s�on ZP -m�oduls. Aix�� doncs, el functor Lf i el functor de

P -localitzaci�o tenen els mateixos espectres locals i per tant s�on equivalents.

Teorema 3.4.2. Sigui P un conjunt de primers i sigui g : ∨q 6∈P S −→ ∨q 6∈PS
el wedge de totes les aplicacions (una per a cada q que no estigui en

P ) que indueixen multiplicaci�o per q en �0(S), i considerem l'aplicaci�o

f = ∨n<0�ng. Llavors, LfX ' XP per a tot espectre X.

Observeu que en la construcci�o de l'aplicaci�o f no �es necessari considerar

totes les desuspensions per a n < 0; n'hi ha prou amb prendre les desuspensions

a partir d'un cert k ≤ 0. Aix��, si f = ∨n<kg, on k ≤ 0, llavors tamb�e es

compleix que LfX ' XP .
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El functor de P -localitzaci�o �es tamb�e equivalent a la nul·li�caci�o respecte a
la co�bra de f , ja que la P -localitzaci�o commuta amb la suspensi�o. En aquest

cas, si C �es la co�bra de f ,

C ' ∨q 6∈P; n<0�nMZ=q:

Tamb�e podem considerar el functor de nul·li�caci�o respecte aM = ∨q 6∈PMZ=q,
la co�bra de g. El functor de nul·li�caci�o corresponent PM no commuta amb

la suspensi�o, ja que Lg no commuta amb la suspensi�o, i no canvia els grups

d'homotopia en dimensions negatives per la Proposici�o 3.3.2. Del Lema 3.4.1

es dedueix que els espectres M -nuls s�on aquells espectres X tals que �k(X)

�es un ZP -m�odul per a tot k > 0 i �0X �es lliure de P ′-torsi�o, on P ′ denota el

complementari del conjunt P . Per tant, la nul·li�caci�o respecte a ∨q 6∈PMZ=q
mata la P ′-torsi�o en �0 i P -localitza els grups d'homotopia en dimensions

positives. En aquest cas, la torre de localitzaci�o (3.2) associada a l'aplicaci�o g

ens d�ona una successi�o de functors de localitzaci�o

· · · → P�M → L�g → PM → Lg → P�−1M → L�−1g → P�−1M → · · ·

que convergeix al functor identitat per l'esquerra i al functor de P -localitzaci�o

per la dreta.



Caṕıtol 4

Conservació d’estructures

Existeix una �amplia quantitat d'estructures algebraiques que es conserven sota

l'aplicaci�o de functors idempotents en homotopia inestable i en altres categori-

es. Per exemple, la classe dels espais que s'expressen com un producte d'espais

d'Eilenberg{MacLane (tamb�e anomenats GEMs), es conserva quan apliquem

un functor de localitzaci�o respecte a qualsevol aplicaci�o cont��nua. En la cate-

goria de grups, els functors idempotents preserven els grups abelians, i altres

estructures com la de grup nilpotent es conserven sota l'acci�o de localitzacions

homol�ogiques o localitzacions en conjunts de primers. Una recopilaci�o recent

de resultats sobre la preservaci�o d'estructures per functors idempotents en la

categoria d'espais topol�ogics i en la categoria de grups pot trobar-se en [Cas00]

i [Bas03].

En aquest cap��tol estudiem les estructures d'espectre anell i espectre m�odul

en la categoria homot�opica estable i el seu comportament respecte als func-

tors de localitzaci�o. En aquesta categoria, els espectres anell es corresponen

amb els monoides i els espectres m�odul amb els m�oduls sobre monoides. Pre-

sentarem resultats sobre la conservaci�o d'estructures d'espectre anell i espec-

tre m�odul en la categoria homot�opica estable i derivarem algunes propietats

importants. Demostrarem que els functors de localitzaci�o es comporten b�e

respecte a aquestes estructures quan commuten amb la suspensi�o o si afegim

adequades hip�otesis de connectivitat. Per exemple, els functors de localitzaci�o

conserven espectres m�odul sobre espectres anell connectius.

Un cas important d'espectres m�odul el formen els espectres m�odul sobre

l'espectre anell d'Eilenberg{MacLaneHR, oHR-m�oduls, on R �es un anell amb

unitat. Veurem que aquests espectres s�on precisament els R-GEMs estables,
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�es a dir, espectres que escindeixen com un wedge de suspensions d'espectres

d'Eilenberg{MacLane tals que els seus grups d'homotopia s�on R-m�oduls. Com

a conseq�u�encia, demostrarem que els functors de localitzaci�o preserven R-

GEMs estables, an�alogament a com succeeix en el cas inestable [Far96, 4.B.4].

4.1 Espectres anell i espectres mòdul

Encara que �es possible treballar amb m�oduls i anells estrictes gr�acies a les

noves categories de models per a l'homotopia estable, durant tot el cap��tol

treballarem amb espectres anell i espectres m�odul en la categoria homot�opica.

En el Cap��tol ?? tractarem amb m�es detall la difer�encia entre espectres m�odul

estrictes i homot�opics i les seves categories associades.

Treballarem en la categoria homot�opica estable Hos. Els espectres anell i

els espectres m�odul es de�neixen en aquesta categoria com els monoides i els

m�oduls sobre monoides respectivament.

Definició 4.1.1. Un espectre anell E �es un espectre juntament amb dues aplica-

cions � : E ∧E −→ E i � : S −→ E, anomenades producte i unitat de l'anell,

i tals que els seg�uents diagrames commuten llevat d'homotopia:

E ∧ E ∧ E
1∧�
//

�∧1
��

E ∧ E
�

��

E ∧ E �
// E

E ∧ S
1∧�
//

KKKKKKKKKK

KKKKKKKKKK E ∧ E
�

��

S ∧ E
�∧1
oo

ssssssssss

ssssssssss

E:

De vegades es denota l'espectre anell E per (E;�; �).

Un espectre anell E es diu commutatiu si el seg�uent diagrama commuta

llevat d'homotopia:

E ∧ E � //

�
##G

GG
GG

GG
GG

E ∧ E

�
{{ww

ww
ww

ww
w

E;

on � �es l'aplicaci�o twist (que permuta els dos factors).

Una aplicaci�o ' : (E;�; �) → (E′; �′; �′) d'espectres anell �es una aplicaci�o

' : E −→ E ′ que �es compatible amb el producte i la unitat dels dos anells, �es
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a dir, tal que els seg�uents diagrames commuten llevat d'homotopia:

E ∧ E
'∧'
//

�

��

E ′ ∧ E ′

�′

��

E '
// E ′

S
�

����
��

��
�

�′

  A
AA

AA
AA

A

E '
// E:

La categoria d'espectres anell (homot�opics) �es la subcategoria de Hos amb

objectes els espectres anell i mor�smes les aplicacions d'espectres anell. Donat

un espectre anell podem considerar els m�oduls sobre aquest anell.

Definició 4.1.2. Donat un espectre anell (E;�; �), un espectre m�odul (M;m)

sobre E, o simplement un E-m�odul, �es un espectre M juntament amb una

aplicaci�o m : E ∧ M → M tal que els seg�uents diagrames commuten llevat

d'homotopia:

E ∧ E ∧M
�∧1
//

1∧m
��

E ∧M
m

��

E ∧M m
//M

S ∧M
�∧1
//

LLLLLLLLLL

LLLLLLLLLL E ∧M
m

��

M:

Si M i N s�on dos E-m�oduls, una aplicaci�o ' : (M;m) → (N;n) �es una

aplicaci�o de E-m�oduls si �es compatible amb les aplicacions d'estructura m i

n, �es a dir, si el seg�uent diagrama commuta llevat d'homotopia:

E ∧M
1∧'
//

m

��

E ∧N
n

��

M '
// N:

La categoria de E-m�oduls (homot�opics) �es la subcategoria deHos amb objectes

els E-m�oduls i mor�smes les aplicacions de E-m�oduls. Denotarem aquesta

categoria per E-hmod.

Exemple 4.1.3. Sigui R un anell (en el sentit algebraic) amb unitat i M un

R-m�odul. Llavors l'espectre d'Eilenberg{MacLane HR associat a R �es un

espectre anell, que �es commutatiu si R ho �es, i l'espectreHM �es unHR-m�odul.

De fet, les aplicacions que de�neixen les estructures d'espectre anell i m�odul

v�enen indu��des per la multiplicaci�o i la unitat de R com a anell i l'aplicaci�o

d'estructura deM com a R-m�odul. M�es concretament, la multiplicaci�o en R �es
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un element de Hom(R⊗R;R), que d�ona lloc a una aplicaci�o � : HR∧HR −→
HR de la seg�uent manera:

[HR ∧HR;HR] = (HR)0(HR ∧HR)
∼= Hom((HZ)0(HR ∧HR); R) = Hom(R⊗R;R):

En l'�ultima igualtat fem servir que (HZ)0(HR ∧ HR) = R ⊗ R. Aquest fet

es dedueix utilitzant que HR i HR ∧HR s�on espectres connectius i aplicant

el Teorema 1.2.14 (Teorema de Hurewicz). La unitat de R �es un element de

�0(HR) i per tant d�ona lloc a una aplicaci�o � : S −→ HR. Llavors (HR;�; �)

aix�� de�nit �es un espectre anell. Els diagrames que de�neixen l'estructura

d'espectre anell commuten gr�acies a l'isomor�sme natural

[X;HR] ∼= Hom((HZ)0(X); (HZ)0(HR));

que es dedueix del teorema de coe�cients universals (Teorema 1.2.16) i que �es

v�alid per a tot espectre X que sigui connectiu.

Per veure que HM �es un HR-m�odul es procedeix de la mateixa manera.

Ara l'estructura de R-m�odul de M ve donada per un element de Hom(R ⊗
M;M) i aquest d�ona lloc a una aplicaci�o m : HR ∧HR −→ HM , ja que

[HR ∧HM;HM ] = (HM)0(HR ∧HM)

∼= Hom((HZ)0(HR ∧HM);M) = Hom(R⊗M;M):

Aix�� doncs, el parell (HM;m) �es un HR-m�odul.

Observaci�o 4.1.4. De la mateixa manera que tot anell �es un grup abeli�a,

l'espectre HR �es un HZ-m�odul per a tot anell R, via l'aplicaci�o HZ −→ HR

indu��da pel mor�sme Z −→ R que envia la unitat de Z a la unitat de l'anell R.

Si M �es un espectre E-m�odul, llavors per a cada espectre X el grup abeli�a

graduat [�∗X;M ] �es un �∗(E)-m�odul. Per a cada aplicaci�o � ∈ �i(E) i cada
aplicaci�o f ∈ [�jX;M ] obtenim una altra aplicaci�o en [�i+jX;M ] component

amb l'aplicaci�o d'estructura de E-m�odul de M de la seg�uent manera:

�i+jX ' �iS ∧ �jX �∧f−→ E ∧M m−→M:

En particular, prenent i = 0 i X = S obtenim que, si M �es un HR-m�odul,

llavors els seus grups d'homotopia �k(M) s�on R-m�oduls per a tot k ∈ Z.
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4.2 Localització d’espectres anell i espectres mòdul

A continuaci�o estudiarem la interacci�o dels functors de localitzaci�o amb les

estructures d'anell i de m�odul. En el cas de functors de f -localitzaci�o que

commuten amb la suspensi�o, la f -localitzaci�o d'un espectre anell o m�odul ad-

quireix una estructura compatible d'anell o m�odul respectivament. Recordem

que el functor Lf commuta amb la suspensi�o si Lf�X ' �LfX per a tot

espectre X (veure Teorema 3.2.6).

En la resta d'aquesta secci�o suposarem que f �es una aplicaci�o d'espectres

qualsevol i escriurem L per denotar al functor de localitzaci�o Lf . De la mateixa

manera ens referirem com a espectres locals o espectres L-locals als espectres

f -locals, i com a L-equival�encies a les f -equival�encies.

Teorema 4.2.1. Si el functor de localitzaci�o L commuta amb la suspensi�o,

llavors es compleix el seg�uent:

i) Si E �es un espectre anell, llavors l'espectre LE adquireix una �unica

estructura d'espectre anell tal que l'aplicaci�o lE : E −→ LE �es una

aplicaci�o d'anells. Si a m�es a m�es E �es commutatiu, llavors tamb�e

ho �es LE.

ii) Si M �es un espectre E-m�odul, llavors l'espectre LM adquireix una

�unica estructura de E-m�odul tal que l'aplicaci�o lM : M −→ LM �es

una aplicaci�o de E-m�oduls. A m�es LM admet una �unica estructura

de LE-m�odul que est�en l'estructura de E-m�odul.

Demostraci�o. Per a demostrar la primera part necessitem construir un pro-

ducte i una unitat en LE. Com l'espectre LE �es local i el functor de localit-

zaci�o commuta amb la suspensi�o, pel Teorema 3.2.6 tenim una equival�encia

homot�opica

F (E;LE) ' F (LE;LE):

Aquesta equival�encia, juntament amb la propietat d'adjunci�o del producte

smash d�ona lloc a una successi�o d'isomor�smes

[E ∧ E;LE] ∼= [E;F (E;LE)] ∼= [E;F (LE;LE)]

∼= [E ∧ LE;LE] ∼= [LE;F (E;LE)] ∼= [LE;F (LE;LE)]

∼= [LE ∧ LE;LE]:



62 Conservació d’estructures

D'aquesta manera, si � i � s�on el producte i la unitat respectivament de

l'espectre anell E, l'aplicaci�o � s'est�en a una �unica aplicaci�o

� : LE ∧ LE −→ LE

que fa que el seg�uent diagrama commuti llevat d'homotopia:

E ∧ E
�
//

lE∧lE
��

E

lE
��

LE ∧ LE
�
// LE:

(4.1)

La unitat � de LE la de�nim com la composici�o lE ◦ �:

E
LE // LE

S:

�

OO

�

==
(4.2)

L'espectre LE juntament amb les aplicacions � i � t�e estructura d'espectre

anell. La commutativitat dels diagrames que de�neixen aquesta estructura

per a � i � es dedueixen de la commutativitat dels diagrames per a � i � i

de la propietat universal del functor de localitzaci�o (utilitzant la part viii) del

Teorema 3.2.6). La commutativitat dels diagrames (4.1) i (4.2) converteixen

a l'aplicaci�o de localitzaci�o LE : E −→ LE en una aplicaci�o d'anells.

La segona part es demostra de la mateixa manera. Ara necessitem construir

una aplicaci�o m : E ∧ LM −→ LM que doti a LM d'una estructura de E-

m�odul. Sigui m : E ∧M −→ M l'aplicaci�o d'estructura de E-m�odul de M .

Tenim ara una successi�o d'isomor�smes

[E ∧M;LM ] ∼= [E;F (M;LM)] ∼= [E;F (LM;LM)] ∼= [E ∧ LM;LM ]: (4.3)

D'aquesta manera, l'aplicaci�o m s'est�en a una �unica aplicaci�o

m : E ∧ LM −→ LM

que fa que el seg�uent diagrama commuti llevat d'homotopia:

E ∧M m //

1∧lM
��

M

lM
��

E ∧ LM
m
// LM;

(4.4)
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i aix��, m dota a LM d'estructura de E-m�odul. Com abans, la commutativitat

dels diagrames d'estructura per a m es dedueix de la commutativitat dels di-

agrames per a m i la propietat universal de la localitzaci�o. La commutativitat

del diagrama (4.4) prova que l'aplicaci�o de localitzaci�o lM : M −→ LM �es una

aplicaci�o de E-m�oduls.

Per a dotar a LM amb una estructura de LE-m�odul n'hi ha prou amb

avan�car un pas m�es en els isomor�smes de (4.3):

[E ∧ LM;LM ] ∼= [LM;F (E;LM)] ∼= [LM;F (LE;LM)] ∼= [LM ∧ LE;LM ]:

Aix��, l'aplicaci�o m : E ∧ M −→ M s'est�en a una �unica aplicaci�o m̃ : LE ∧
LM −→ LM que fa que el seg�uent diagrama commuti llevat d'homotopia:

E ∧M m //

lE∧lM
��

M

lM
��

LE ∧ LM
em
// LM;

donant a LM una estructura de LE-m�odul.

Els functors de localitzaci�o que no commuten amb la suspensi�o no conser-

ven les estructures d'espectre anell i espectre m�odul en general, com veurem

a continuaci�o. El seg�uent lema �es �util per demostrar que certs espectres no

admeten estructura d'anell o m�odul.

Lema 4.2.2. Siguin E i F dos espectres anell i sigui M un espectre E-m�odul.

Si F0(E) = 0, llavors Fk(M) = 0 per a tot k ∈ Z.

Demostraci�o. Com que E i F s�on espectres anell, tamb�e ho �es E∧F , prenent
com producte i com unitat el smash dels productes i les unitats de E i F

respectivament. Per hip�otesi F0(E) = 0, que �es equivalent a que �0(E∧F ) = 0;

per tant, la unitat S −→ E∧F de E∧F �es nul·la i aix�o implica que E∧F ' 0.

Si M �es un E-m�odul, llavors la composici�o

S ∧M �∧1−→ E ∧M m−→M;

on � �es la unitat de E i m �es l'aplicaci�o d'estructura de E-m�odul de M , �es

una equival�encia homot�opica. Si fem el producte smash de F amb aquesta

composici�o seguim tenint una equival�encia

S ∧ F ∧M −→ E ∧ F ∧M −→ F ∧M;



64 Conservació d’estructures

i aix�� obtenim que F ∧M ' 0, pel que Fi(M) = �i(F ∧M) = 0 per a tot

i ∈ Z.

Exemple 4.2.3. El seg�uent exemple mostra que la localitzaci�o no conserva en

general les estructures d'espectre anell i espectre m�odul. Donat un nombre

natural n i un nombre primer p, denotarem per K(n) l'espectre anell corres-

ponent a la n-�esima teoria K de Morava referida al primer p. Considerem

ara el functor de localitzaci�o corresponent a la secci�o de Postnikov en el nivell

zero. Donat un espectre X qualsevol, es denota per X(0) la secci�o de Postnikov

en el nivell zero de X (veure De�nici�o 1.2.11). Aquest functor �es el functor

de f -localitzaci�o respecte a l'aplicaci�o f : �S −→ ∗. Si l'apliquem a l'espectre

K(n), tenim que (HZ=p)0(K(n)(0)) = 0 i (HZ=p)i(K(n)(0)) 6= 0 per a algun

i > 0 (veure [Rud98, IX.7.27]). Pel Lema 4.2.2, aix�o implica que K(n)(0) no

pot tenir estructura d'espectre anell.

Un altra manera de veure aquest fet �es a partir de la co�braci�o

�dk(n) −→ K(n) −→ K(n)(0); (4.5)

on d = 2(pn − 1) i k(n), que �es la co�bra de l'aplicaci�o de localitzaci�o, denota

el recubridor connectiu de K(n). Suposem que K(n)(0) fos un espectre anell.

Llavors K(n)(0) ∧HZ=p tamb�e ho seria, ja que HZ=p ho �es. Com que K(n)∧
HZ=p ' 0, es segueix que (HZ=p)0(K(n)(0) = 0. Per tant, la unitat S −→
K(n)(0)∧HZ=p de K(n)(0)∧HZ=p seria nul·la, i aix�o implicaria que K(n)(0)∧
HZ=p ' 0. Per�o aix�o, juntament amb la co�braci�o (4.5), portaria a una

contradicci�o, ja que la cohomologia m�odul p de k(n), �es un quocient no nul de

l'�algebra de Steenrod (veure [Rud98, IX.7.17]).

El mateix argument, considerant K(n) com un m�odul sobre si mateix i

utilitzant que (HZ=p)0(K(n)) = 0 i el Lema 4.2.2, prova que K(n)(0) no t�e

estructura de K(n)-m�odul.

El fet que els functors de localitzaci�o que no commuten amb la suspensi�o

no conservin en general les estructures d'espectre anell i espectre m�odul pot

solucionar-se imposant algunes condicions de connectivitat sobre els espectres,

que facin que la adjunci�o

F c(X ∧ E;Z) ' F c(X;F (E;Z));

en la qual apareixen els recubridors connectius de l'espectre de funcions, sigui

v�alida. Aix�o �es cert quan l'espectre X �es connectiu.
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Teorema 4.2.4. Si L �es un functor de localitzaci�o qualsevol, llavors es com-

pleix el seg�uent:

i) Si E �es un espectre anell connectiu i LE �es connectiu, llavors l'es-

pectre LE adquireix una �unica estructura d'espectre anell tal que

l'aplicaci�o de localitzaci�o lE : E −→ LE �es una aplicaci�o d'anells. Si

a m�es a m�es E �es commutatiu, llavors tamb�e ho �es l'espectre LE.

ii) Si M �es un espectre E-m�odul, on E �es un espectre anell connectiu,

llavors l'espectre LM adquireix una �unica estructura de E-m�odul tal

que l'aplicaci�o de localitzaci�o lM : M −→ LM �es una aplicaci�o de

E-m�oduls. A m�es si LE tamb�e �es connectiu, LM admet una �unica

estructura de LE-m�odul que est�en l'estructura de E-m�odul.

Demostraci�o. Si E �es un espectre connectiu, tenim les seg�uents equival�encies

F c(E;F c(X;Y )) ' F c(E;F (X;Y )) ' F c(E ∧X;Y )

per a tot parell d'espectres X i Y , que donen lloc a una bijecci�o

[E;F c(X;Y )] ∼= [E ∧X;Y ]:

La demostraci�o es completa seguint els mateixos passos que en la demostraci�o

del Teorema 4.2.1

Observaci�o 4.2.5. La hip�otesi que LE sigui connectiu en el Teorema 4.2.4 es

compleix autom�aticament quan els espectres E, A i B s�on connectius, per la

Proposici�o 3.3.2 (A i B s�on els espectres que apareixen en l'aplicaci�o f que

de�neix el functor de localitzaci�o).

4.3 Mòduls sobre espectres d’Eilenberg–Mac Lane

En aquesta secci�o descriurem l'estructura dels m�oduls sobre espectres anell

d'Eilenberg{MacLane. Aquests m�oduls vindran caracteritzats per ser precisa-

ment aquells m�oduls que escindeixen com un wedge de suspensions d'espec-

tres d'Eilenberg{MacLane. En el cas d'espais topol�ogics, aquells espais que

escindeixen com un producte d'espais d'Eilenberg{MacLane es diuen GEMs.
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Els espais X amb aquesta propietat estan caracteritzats per ser retractes de

SP∞X, on SP∞ �es el producte sim�etric in�nit de Dold{Thom [Far96, 4.B.2].

Donat un anell R qualsevol amb unitat, considerem l'espectre d'Eilenberg{

MacLane associat HR. Com hem vist anteriorment en l'Exemple 4.1.3, HR

�es un espectre anell. Donat un espectre X qualsevol, podem aconseguir un

espectre HR-m�odul simplement prenent HR ∧X. Aquest fet �es m�es general,

i es compleix per a qualsevol espectre anell. Si E �es un espectre anell i X �es

un espectre qualsevol, llavors el producte smash E ∧ X �es un E-m�odul via

l'aplicaci�o d'estructura donada per

� ∧ 1: E ∧ E ∧X −→ E ∧X;

on � �es el producte de E.

Per a qualsevol espectre anell (E;�; �), tenim que (E∧−; �∧1; �∧1) �es una
m�onada en la categoria homot�opica estable Hos. Les �algebres sobre aquesta

m�onada s�on els parells (M;m) on M �es un espectre i m : E ∧M −→M �es una

aplicaci�o que fa que certs diagrames commutin llevat d'homotopia. Aquests

diagrames doten a M amb l'estructura d'un espectre E-m�odul. Aix��, la cate-

goria d'�algebres, tamb�e anomenada categoria d'Eilenberg{Moore, associada

a la m�onada (E ∧−; � ∧ 1; � ∧ 1), �es la categoria de E-m�oduls que denotarem

E-hmod. El corresponent grup d'aplicacions de E-m�oduls deM a N en aques-

ta categoria el denotarem per [M;N ]E-hmod. Tots els detalls sobre m�onades i

categories de m�oduls es discuteixen en el Cap��tol ??. Ara simplement neces-

sitem utilitzar el resultat que diu que tota m�onada factoritza com un parell

de functors adjunts a trav�es de la seva categoria d'Eilenberg{Moore [Bor94,

Ch.4]. En el nostre cas, aquest fet ens proporciona el seg�uent isomor�sme:

Lema 4.3.1. Sigui E un espectre anell. El functor

E ∧ − : Hos −→ E-hmod

que assigna a cada espectre X l'espectre E ∧ X �es adjunt per l'esquerra

del functor oblit E-hmod −→ Hos, �es a dir, per a tot espectre X i tot

E-m�odul M , hi ha un isomor�sme natural

[X;M ] ∼= [E ∧X;M ]E-hmod (4.6)

indu��t per la unitat de E.
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Definició 4.3.2. Sigui R un anell amb unitat. Un espectre E �es un R-GEM

estable si �es equivalent a un wedge de suspensions d'espectres d'Eilenberg{

MacLane, �es a dir,

E ' ∨k∈Z�
kHAk;

on cada Ak �es un R-m�odul (i per tant cada HAk �es un HR-m�odul). Quan

R = Z, els Z-GEMs estables es diuen simplement GEMs estables.

Anem a estudiar en primer lloc el cas en que R = Z. De la de�nici�o

de GEM estable es segueix que si M �es un GEM estable, llavors tamb�e �es

un HZ-m�odul, ja que �es un wedge d'espectres d'Eilenberg{MacLane que s�on

HZ-m�oduls. El rec��proc tamb�e �es cert.

Proposició 4.3.3. Per a cada HZ-m�odul M existeix una aplicaci�o de HZ-
m�oduls

HZ ∧
(
∨k∈Z�

kMAk
) �−→M

que �es una equival�encia homot�opica, on Ak = �k(M).

Demostraci�o. Per a cada k ∈ Z, triem una aplicaci�o �k de [�
kMAk;M ] que

vagi a parar a la identitat de Hom(Ak; Ak) via l'aplicaci�o donada en la successi�o

exacta del Lema 3.4.1. Per l'isomor�sme natural (4.6), cada �k d�ona lloc a

una aplicaci�o de HZ-m�oduls

�̃k : HZ ∧ �kMAk −→M

tal que �̃k = m ◦ (1 ∧ �k), on m �es l'aplicaci�o d'estructura de M com a HZ-
m�odul. Tenim el seg�uent diagrama commutatiu llevat d'homotopia:

S ∧ �kMAk
1∧�k //

�∧1
��

S ∧M
�∧1
�� IIIIIIIIII

IIIIIIIIII

HZ ∧ �kMAk 1∧�k
// HZ ∧M m

//M:

Cada �̃k indueix un isomor�sme en �k, ja que l'aplicaci�o � ∧ 1 de l'esquerra

del diagrama i l'aplicaci�o 1∧�k de la part superior indueixen isomor�smes en

�k (on � �es la unitat de l'espectre anell HZ). Per la propietat universal del

wedge podem construir ara una aplicaci�o

� : HZ ∧
(
∨k∈Z�

kMAk
)
−→M
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tal que �◦ik = �̃k, on ik s�on les corresponents inclusions de cada HZ∧�kHAk
en el wedge. Aix�� doncs, � indueix isomor�sme en �k per a tot k ∈ Z i �es per

tant una equival�encia homot�opica.

Corol·lari 4.3.4. Un espectre X �es un HZ-m�odul si i nom�es si existeix un

altre espectre Y tal que X ' HZ ∧ Y .

Observaci�o 4.3.5. La Proposici�o 4.3.3 ens diu que els espectres HZ-m�oduls

s�on precisament els GEMs estables, ja que HZ ∧MG ' HG per a qualsevol

grup abeli�a G i, per tant, siM �es unHZ-m�odul llavorsM ' ∨k∈Z�
kH(�k(M)).

De la mateixa manera, els HR-m�oduls i els R-GEMs estables s�on el mateix,

perqu�e cada HR-m�odul �es un HZ-m�odul i els grups d'homotopia d'un HR-

m�odul s�on R-m�oduls (veure l'Observaci�o 4.1.4).

Corol·lari 4.3.6. Siguin A i B dos grups abelians qualssevol. Llavors

[HA;HB]HZ-hmod
∼= Hom(A;B);

[HA;�HB]HZ-hmod
∼= Ext(A;B);

[HA;�kHB]HZ-hmod = 0 si k 6= 0; 1:

Demostraci�o. Per a l'espectre HA, la Proposici�o 4.3.3 implica en particular

que HZ∧MA ' HA com a HZ-m�oduls. Pel Lema 4.3.1, tenim un isomor�sme

natural

[MA;�kHB] ∼= [HA;�kHB]HZ-hmod:

El resultat es completa utilitzant el Lema 3.4.1.

A m�es de la caracteritzaci�o dels GEMs estables com a HZ-m�oduls, existei-

xen altres maneres indirectes de detectar quan un espectre �es un GEM estable,

que s�on conseq�u�encia fonamentalment del anomenat `Lema Clau' estable de

Bous�eld [Bou96, Lema 2.4], que s'enuncia a continuaci�o:

Lema 4.3.7. Donats dos espectres X i Y qualssevol, si [�kX;Y ] = 0 per a

tot k ≥ 1, llavors

[HZ ∧X;Y ] ∼= [X;Y ] i [�kHZ ∧X;Y ] = 0

per a tot k ≥ 1.
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Demostraci�o. Sigui C la co�bra de l'aplicaci�o S −→ HZ donada per la uni-

tat de l'espectre anell HZ. Utilitzant la successi�o exacta llarga associada a

la co�braci�o S → HZ → C, tenim que �k(C) = 0 si k ≤ 1. Com que

�k(F (X;Y )) = [�kX;Y ] = 0 si k ≥ 1, llavors

[�kC ∧X;Y ] = [�kC;F (X;Y )] = 0 per a tot k ≥ −1:

Ara, a partir de la successi�o exacta

[�2X;Y ] −→ [�C ∧X;Y ] −→ [�HZ ∧X;Y ] −→ [�X;Y ]

−→ [C ∧X;Y ] −→ [HZ ∧X;Y ] −→ [X;Y ] −→ [�−1C ∧X;Y ] −→ · · ·

tenim que [HZ ∧X;Y ] ∼= [X;Y ] i [�kHZ ∧X;Y ] = 0 per a tot k ≥ 1.

Corol·lari 4.3.8. Si [�kX;X] = 0 per a tot k ≥ 1, llavors X t�e una estructura

natural de GEM estable.

Demostraci�o. Pel Lema 4.3.7, [HZ ∧X;X] = [X;X]. La identitat en [X;X]

ens d�ona de forma natural una aplicaci�om : HZ∧X −→ X que d�ona estructura

de HZ-m�odul a X.

Tamb�e hi ha maneres d'aconseguir GEMs estables a partir de la localitzaci�o

d'un espectre qualsevol. Sigui f una aplicaci�o d'espectres i sigui Lf el functor

de f -localitzaci�o associat.

Corol·lari 4.3.9. Donat un espectre X qualsevol, si LfX = 0 llavors L�fX �es

un GEM estable.

Demostraci�o. Com que �−kL�fX �es f -local per a tot k ≥ 1 i LfL�fX '
LfX = 0, llavors

[�kL�fX;L�fX] ∼= [L�fX;�
−kL�fX] = 0 per a tot k ≥ 1:

Podem aplicar per tant a L�fX el Corol·lari 4.3.8.

Com ja hem vist, els functors de localitzaci�o no preserven co�bracions en

general. Aquells functors que les conserven estan caracteritzats per la pro-

pietat de commutar amb la suspensi�o (Teorema 3.2.6). Per�o hi ha una classe

de functors de localitzaci�o que s�on els quasi-exactes, que `gaireb�e' conserven
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co�bracions. De fet, preserven aquelles que la seva co�bra �es local (veure Pro-

posici�o 3.2.10). Aquesta propietat de gaireb�e conservaci�o de co�bracions pot

mesurar-se en termes de GEMs estables. Sigui Lf un functor de f -localitzaci�o

qualsevol i sigui X −→ Y −→ Z una co�braci�o d'espectres. La �bra de l'apli-

caci�o natural

LfX −→ �b(LfY −→ LfZ)

es diu terme d'error del functor Lf associat a la co�braci�o. Aquest terme

mesura d'alguna manera el que li falta al functor Lf per a preservar la co�-

braci�o, �es a dir, si el terme d'error �es nul, llavors LfX → LfY → LfZ �es una

co�braci�o.

Proposició 4.3.10. Si Lf �es un functor de localitzaci�o quasi-exacte, llavors

la �bra de l'aplicaci�o natural L�fX −→ LfX �es un GEM estable per a tot

espectre X.

Demostraci�o. Sigui F la �bra de l'aplicaci�o L�fX −→ LfX. Com que Lf �es

quasi-exacte, si apliquem el functor a la co�braci�o F → L�fX → LfX tornem

a obtenir una co�braci�o per la Proposici�o 3.2.10, ja que LfX �es f -local. Ara

b�e, com que LfL�fX ' LfX, llavors LfF = 0 i aix��, pel Corol·lari 4.3.9, L�fF

�es un GEM estable. Per�o F �es �f -local, per tant F ' L�fF .

Teorema 4.3.11. Si Lf �es un functor quasi-exacte, llavors el terme d'error

de Lf associat a qualsevol co�braci�o �es un GEM estable.

Demostraci�o. Sigui X −→ Y −→ Z una co�braci�o d'espectres i sigui F el

seu terme d'error associat. Considerem el seg�uent diagrama commutatiu, en

el qual les �les i columnes s�on co�bracions:

F //

��

F2 //

��

F1

��

LfX //

��

Y //

��

L�fZ

��

F0 // LfY // LfZ:

La segona �la �es la co�braci�o donada en la Proposici�o 3.2.9. Els espectres F0,

F1 i F2 s�on les �bres de les corresponents aplicacions. Com que el functor Lf
�es quasi-exacte, Y ' L�fY . Els espectres F1 i F2 tenen estructura de GEM

estable, per la Proposici�o 4.3.10. Per tant, tamb�e la t�e F , que �es la �bra de

l'aplicaci�o F2 −→ F1.
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4.4 Localització de GEMs estables

En aquesta secci�o veurem com els R-GEMs estables es conserven sota l'acci�o

d'un functor de f -localitzaci�o. Estudiarem el cas particular de la localitzaci�o

de la n-�esima suspensi�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane i veurem que

aquesta localitzaci�o t�e com a m�axim dos grups d'homotopia no trivials en

dimensions n i n+ 1.

En el que segueix, L denotar�a el functor de localitzaci�o Lf respecte a una

aplicaci�o qualsevol f d'espectres. Utilitzant els resultats sobre localitzaci�o de

E-m�oduls de la secci�o 4.2, podem demostrar el seg�uent resultat sobre conser-

vaci�o de R-GEMs estables.

Teorema 4.4.1. Sigui R un anell amb unitat. Si E �es un R-GEM esta-

ble, llavors LE tamb�e �es un R-GEM estable i l'aplicaci�o de localitzaci�o

lE : E −→ LE �es una aplicaci�o de HR-m�oduls.

Demostraci�o. Un R-GEM estable �es el mateix que un HR-m�odul i l'espectre

anell HR �es connectiu. Podem aplicar per tant l'apartat ii) del Teorema 4.2.4

per acabar la demostraci�o.

Aquest teorema ens diu que si E ' ∨k∈Z�
kHAk on cada Ak �es un R-m�odul,

llavors

LE ' ∨k∈Z�
kHGk;

on cada Gk torna a ser un R-m�odul. D'especial inter�es �es el cas en el qual

l'espectre E consisteix �unicament en la n-�esima suspensi�o d'un espectre d'Ei-

lenberg{MacLane, �es a dir, E ' �nHG amb G un R-m�odul i n ∈ Z. Aplicant
el teorema 4.4.1, sabem que

L�nHG ' ∨k∈Z�
kHGk;

on cada Gk �es un R-m�odul. De fet, la major part dels Gk s�on nuls, com veurem

a continuaci�o. Considerem la seg�uent successi�o d'aplicacions de HZ-m�oduls

(recordeu que tot HR-m�odul �es un HZ-m�odul):

�nHG
l−→ L�nHG

�−→ ∨k∈Z�
kHGk

pi−→ �iHGi

on l �es l'aplicaci�o de localitzaci�o, � �es una inversa homot�opica de l'aplicaci�o de

la Proposici�o 4.3.3 i pi �es la projecci�o en el i-�esim factor. Pel Corol·lari 4.3.6
tenim que

[�nHG;�iHGi]HZ-hmod = 0
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excepte quan i = n o i = n+1. La propietat universal de la localitzaci�o, junta-

ment amb el fet que �iHGi sigui f -local perqu�e �es un retracte de ∨k∈Z�
kHGk

(veure Lema 2.3.2), ens diu que Gi = 0 si i 6= n o i 6= n + 1. Aix�� doncs,

la localitzaci�o de la n-�esima suspensi�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane t�e

com a m�axim dos grups d'homotopia no trivials.

Teorema 4.4.2. Sigui G un grup abeli�a i sigui n ∈ Z. Llavors tenim una

equival�encia

L�nHG ' �nHG1 ∨ �n+1HG2

com a HZ-m�oduls, per a certs grups abelians G1 i G2. Si G �es un R-

m�odul, llavors G1 i G2 tamb�e ho s�on. .

Gr�acies al Teorema 4.4.2 podem descriure la localitzaci�o de qualsevol HR-

m�odul en funci�o de la localitzaci�o dels espectres d'Eilenberg{MacLane que ho

formen.

Corol·lari 4.4.3. Si E ' ∨k∈Z�
kHAk, llavors LE ' ∨k∈ZL�

kHAk.

Demostraci�o. L'espectre ∨k∈ZL�
kHAk �es f -local, ja que l'aplicaci�o natural∨

k∈Z

L�kHAk −→
∏
k∈Z

L�kHAk

�es una equival�encia homot�opica i
∏
k∈Z L�

kHAk �es f -local. El Teorema 4.4.2

ens assegura que per a cada valor de k nom�es un nombre �nit de grups d'ho-

motopia (de fet s�on dos com a m�axim) s�on no nuls. L'aplicaci�o∨
k∈Z

�kHAk −→
∨
k∈Z

L�kHAk

�es una f -equival�encia perqu�e �es un wedge de f -equival�encies. El resultat es

dedueix de la unicitat homot�opica de la localitzaci�o.

En alguns casos, la localitzaci�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane HG t�e

nom�es un grup d'homotopia, per exemple quan G �es un grup lliure. Aquest i

altres resultats es descriuen amb m�es detall en el Cap��tol 6.



Caṕıtol 5

Localització homològica d’espectres
d’Eilenberg–Mac Lane

Les localitzacions homol�ogiques, tamb�e anomenades localitzacions de Bous�-

eld, van ser de�nides per primera vegada per Adams [Ada73]. Bous�eld va

desenvolupar la teoria de localitzacions homol�ogiques, demostrant l'exist�encia

d'aquests functors primer en la categoria d'espais topol�ogics [Bou75] i pos-

teriorment en la categoria d'espectres [Bou79a]. Donat un espectre E, un

functor de localitzaci�o homol�ogica respecte a E, que denotarem per LE, �es

un functor idempotent que inverteix de manera universal les equival�encies ho-

mol�ogiques (respecte a la teoria d'homologia donada per E) transformant-les

en equival�encies homot�opiques. Les localitzacions homol�ogiques s�on un cas

particular de f -localitzacions; de fet, s�on nul·li�cacions, i a m�es a m�es com-

muten amb la suspensi�o.

En [Bou79a] s'estudia el cas de les localitzacions LEX quan els espectres E

i X s�on ambd�os connectius. Aquestes localitzacions sempre s�on localitzacions

en un conjunt de primers o complecions en un conjunt de primers, que dep�en

dels grups d'homotopia de E. Si algun dels espectres E o X no �es connectiu,

els resultats que s'obtenen s�on menys previsibles. Per exemple, si K deno-

ta l'espectre de la teoria K complexa i S �es l'espectre de les esferes, llavors

LKS t�e in�nits grups d'homotopia no nuls en dimensions positives i negatives

(veure [Rav84, Teorema 8.10]). Al �nal del cap��tol veurem una demostraci�o al-

ternativa d'aquest resultat, v�alida tamb�e per als espectres de Johnson{Wilson

E(n).

En aquest cap��tol desenvoluparem un estudi de les localitzacions homol�ogi-
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ques LEX en el cas que E sigui un espectre qualsevol i X sigui un HR-m�odul,

on R �es un anell amb unitat. Com a cas particular, obtindrem informaci�o

sobre localitzacions homol�ogiques d'espectres d'Eilenberg{MacLane. Un es-

tudi an�aleg havia estat portat a terme per Bous�eld en [Bou82] per a espais

topol�ogics. Els nostres resultats tradueixen els obtinguts per Bous�eld al cas

d'espectres.

En la primera secci�o recordarem les de�nicions i propietats m�es impor-

tants de les localitzacions homol�ogiques. Despr�es, veurem com la localitza-

ci�o LEX d'un HR-m�odul X ve determinada per la localitzaci�o dels espectres

d'Eilenberg{MacLane que el formen i el conjunt de primers p per als quals

l'espectre HZ=p no �es ac��clic respecte a E. Desenvoluparem alguns c�alculs

expl��cits de localitzacions respecte a diferents teories d'homologia i alguns

exemples de c�alculs concrets de LEHG per a diferents grups abelians G.

Posteriorment veurem una aplicaci�o als functors de localitzaci�o smashing,

que s�on un tipus concret de localitzaci�o homol�ogica. Per a aquests functors,

la localitzaci�o d'un espectre es determina fent el producte smash d'aquest

espectre amb la localitzaci�o de l'espectre de les esferes. Demostrarem que

per a aquesta classe de functors la localitzaci�o de l'esfera t�e un �unic grup

d'homologia entera, que �es a m�es un subanell dels racionals.

Acabarem el cap��tol amb una breu exposici�o sobre localitzacions cohomo-

l�ogiques. Aquestes localitzacions generalitzen les localitzacions homol�ogiques,

per�o la seva exist�encia continua sent un problema obert [Hov95]. Els resultats

continguts en aquest cap��tol es recullen en [Gut05b].

5.1 Localitzacions homològiques

Denotarem per Hos la categoria homot�opica estable. Les localitzacions ho-

mol�ogiques van ser desenvolupades en la categoria homot�opica estable per

Bous�eld en [Bou79a]. Cada espectre E en la categoria homot�opica estable

d�ona lloc a una teoria d'homologia de�nida com a Ek(X) = �k(E ∧X) per a

qualsevol espectre X i per a tot k ∈ Z. La localitzaci�o homol�ogica respecte

de la teoria d'homologia E �es un functor que transforma de manera univer-

sal les equival�encies homol�ogiques respecte a aquesta teoria d'homologia en

equival�encies homot�opiques.

Definició 5.1.1. Si E �es un espectre, llavors:
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i) Un espectre X �es E-ac��clic si Ek(X) = �k(E ∧X) = 0 per a tot k ∈ Z.

ii) Una aplicaci�o d'espectres f : X −→ Y �es una E-equival�encia si l'aplica-

ci�o indu��da fk : Ek(X) −→ Ek(Y ) �es un isomor�sme per a tot k ∈ Z.

iii) Un espectre Z �es E-local si cada E-equival�encia f : X −→ Y indueix una

equival�encia homot�opica F (Y; Z) ' F (X;Z), o de manera equivalent, si

F (W;Z) = 0 per a tot espectre W que sigui E-ac��clic.

Una E-localitzaci�o d'un espectre X �es una E-equival�encia

lX : X −→ LEX

on LEX �es un espectre E-local. L'aplicaci�o lX es diu aplicaci�o de localitzaci�o.

Podem assignar a cada espectre X una localitzaci�o homol�ogica LEX de

manera functorial. Denotarem per LE a aquest functor, que anomenarem

functor de E-localitzaci�o. Aquesta construcci�o �es universal en el sentit que

l'aplicaci�o de localitzaci�o �es inicial enHos entre les aplicacions deX a espectres

E-locals i �es terminal entre totes les E-equival�encies amb domini X. A m�es,

el functor de localitzaci�o �es �unic llevat d'homotopia.

Definició 5.1.2. Donat un espectre E, anomenem classe de Bous�eld de E i la

denotem per 〈E〉 a la classe d'equival�encia formada per tots els espectres amb

els mateixos espectres ac��clics que E.

Les classes de Bous�eld classi�quen els functors de localitzaci�o homol�ogica.

Donats dos espectres E i F , els functors de E-localitzaci�o i F -localitzaci�o

coincideixen si i nom�es si ho fan les seves classes de Bous�eld, �es a dir, si i

nom�es si 〈E〉 = 〈F 〉.
L'exist�encia d'un functor de E-localitzaci�o per a cada espectre E va ser

demostrada per Bous�eld en [Bou79a, Teorema 1.1], on tamb�e es prova que

la localitzaci�o homol�ogica �es un cas particular de f -localitzaci�o; en concret, �es

una nul·li�caci�o [Bou79a, Lema 1.14].

Teorema 5.1.3. Donat un espectre E, existeix un altre espectre A tal que

LE ' PA, on PA denota el functor de A-nul·li�caci�o.
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5.2 Tipus d’aciclicitat i localització de mòduls

En aquesta secci�o estudiarem com els tipus de E-aciclicitat de l'espectre d'Ei-

lenberg{MacLane HZ=p per a cada primer p i de l'espectre HQ determinen la

localitzaci�o LEX per a qualsevol espectre E i qualsevol HR-m�odul X. Aques-

ta localitzaci�o dependr�a dels primers p per als quals E ∧ HZ=p 6= 0 i de si

E ∧HQ = 0 o no.

Hem vist que els HR-m�oduls s�on exactament els R-GEMs estables (Obser-

vaci�o 4.3.5). Per tant, si E �es un HR-m�odul, llavors

E ' ∨k∈Z�
kHAk;

on cada Ak ∼= �k(E) �es un R-m�odul. En el cas que R = Z, els HZ-m�oduls s�on

els espectres de la forma HZ∧X (veure Corol·lari 4.3.4). Qualsevol HR-m�odul

�es un HZ-m�odul a trav�es de l'aplicaci�o Z −→ R que envia la unitat de Z a la

unitat de R. L'espectre d'Eilenberg{MacLane HG �es un HR-m�odul si G �es

un R-m�odul.

Donat un grup abeli�a G i un espectre E, denotem EG = E ∧ MG, on

MG �es l'espectre de Moore associat al grup G. Un diagrama commutatiu

d'espectres de la forma

X
f
//

h
��

Y

g

��

Z
i
//W

�es un quadrat aritm�etic si existeix una aplicaci�o j : W −→ �X tal que

X
(f;h)
// Y ∨ Z

(g;−i)
//W

j
// �X

�es una co�braci�o d'espectres.

En [Bou79b], Bous�eld va demostrar que donat qualsevol espectre E, la

seva classe de Bous�eld escindeix de la seg�uent manera:

〈E〉 = 〈EQ〉 ∨
∨
p∈P

〈EZ=p〉; (5.1)

on P �es el conjunt de tots els nombres primers, �es a dir, un espectre �es E-ac��clic

si i nom�es si �es EQ-ac��clic i EZ=p-ac��clic per a tot primer p. Essencialment,

aquest resultat ens diu que podem recuperar la localitzaci�o LEX a partir de
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la informaci�o en cada primer LEZ=pX i del coneixement del que succeeix racio-

nalment LEQX, com mostra el seg�uent quadrat aritm�etic [Bou79a, Proposici�o

2.9].

Teorema 5.2.1. Donats dos espectres qualssevol E i X tenim un quadrat

aritm�etic

LEX //

��

∏
p∈P LEZ=pX

��

LEQX // LEQ

(∏
p∈P LEZ=pX

)
;

(5.2)

on P �es el conjunt de tots els primers.

En el cas racional, les EQ-localitzacions estan completament determinades

en [Bou79a, Proposici�o 2.8]. Per a qualsevol espectre E, la localitzaci�o LEQ �es

sempre la racionalitzaci�o. M�es concretament, LEQX ' LMQX ' X ∧MQ per

a qualssevol espectres E i X.

Nosaltres ens centrarem en el c�alcul de LEZ=pX quan X �es un HR-m�odul.

Aquest c�alcul dependr�a dels tipus de E-aciclicitat per a l'espectre HZ=p en

cada primer p. Observeu que si �iHZ=p �es E-ac��clic per a algun i ∈ Z lla-

vors �kHZ=p �es E-ac��clic per a tot k ∈ Z, ja que la localitzaci�o homol�ogica

commuta amb la suspensi�o.

Proposició 5.2.2. Si HZ=p �es E-ac��clic, llavors LEZ=pX = 0 per a qualsevol

HR-m�odul X.

Demostraci�o. N'hi ha prou amb comprovar que MZ=p ∧ X �es E-ac��clic, ja

que en aquest cas EZ=p ∧X ' E ∧MZ=p ∧X = 0. L'espectre MZ=p ∧X �es

EQ-ac��clic i EZ=q-ac��clic per a q 6= p trivialment. Per a q = p tenim que

MZ=p ∧X ∧ EZ=p ' X ′ ∧HZ ∧MZ=p ∧ EZ=p = 0

ja que X �es en particular un HZ-m�odul i per tant escindeix com a HZ∧X ′, i

a m�es HZ∧EZ=p ' E ∧HZ=p = 0. Fent servir ara la descomposici�o de (5.1)

tenim que X �es EZ=p-ac��clic.

Lema 5.2.3. Si HZ=p no �es E-ac��clic i f : X −→ Y �es una EZ=p-equval�encia,
llavors �es una HZ=p-equival�encia.
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Demostraci�o. Com que la localitzaci�o homol�ogica commuta amb la suspensi�o,

si fem el producte smash de f amb un espectre qualsevol continua sent una

EZ=p-equival�encia (veure Teorema 3.2.6). En particular, si fem smash amb

l'espectre HZ, l'aplicaci�o f indueix una equival�encia homot�opica

EZ=p ∧HZ ∧X ' EZ=p ∧HZ ∧ Y:

L'espectre EZ=p ∧ HZ ' E ∧ HZ=p �es un HZ=p-m�odul, per tant els seus

grups d'homotopia s�on espais vectorials sobre Z=p i escindeix com un wedge

∨k∈I�kHZ=p (en el conjunt d'��ndexs I pot haver enters repetits). Aquest

wedge �es no nul ja que per hip�otesi E ∧HZ=p 6= 0. Aix�� doncs, f indueix una

equival�encia homot�opica

∨k∈I�kHZ=p ∧X ' ∨k∈I�kHZ=p ∧ Y;

i per tant f �es en una HZ=p-equival�encia.

El seg�uent teorema ens permet calcular la localitzaci�o LEZ=pX per a es-

pectres connectius o HR-m�oduls X en el cas que l'espectre HZ=p no sigui

E-ac��clic.

Teorema 5.2.4. Si HZ=p no �es E-ac��clic, llavors LEZ=pX ' LMZ=pX per a

qualsevol espectre X que sigui connectiu o un HR-m�odul.

Demostraci�o. SiX �es un espectre connectiu llavors LMZ=pX ' LHZ=pX (veure

[Bou79a, Teorema 3.1]). L'aplicaci�o X −→ LMZ=pX ' LHZ=pX �es una MZ=p-
equival�encia, i per tant una EZ=p-equival�encia. A m�es, l'espectre LHZ=pX �es

EZ=p-local, ja que el Lema 5.2.3 ens diu que tot espectre HZ=p-local �es EZ=p-
local. Si X �es un HR-m�odul, el resultat es segueix per l'argument anterior i

la Proposici�o 5.2.6.

Podem calcular LMZ=pX per a qualsevol espectre utilitzant el seg�uent re-

sultat [Bou79a, Proposici�o 2.5]:

Proposició 5.2.5. Donat un espectre X qualsevol,

LMZ=pX ' F (�−1MZ=p∞; X)

i tenim una successi�o exacta curta

0→ Ext(Z=p∞; �k(X))→ �k(LMZ=pX)→ Hom(Z=p∞; �k−1(X))→ 0;

que escindeix per a tot k ∈ Z.
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En el cas particular que X sigui un espectre d'Eilenberg{MacLane HG, te-

nim que LMZ=pHG ' HA∨�HB, on A ∼= Ext(Z=p∞; G) i B ∼= Hom(Z=p∞; G).
La propietat d'escisi�o dels HR-m�oduls com a un wedge de suspensions

d'espectres d'Eilenberg{MacLane, juntament amb el fet que les localitzacions

homol�ogiques commuten amb la suspensi�o, ens permet descriure les localitza-

cions homol�ogiques d'un HR-m�odul a partir de les localitzacions dels espectres

d'Eilenberg{MacLane que el formen.

Proposició 5.2.6. Si X �es un HR-m�odul tal que X ' ∨k∈Z�
kHAk, llavors

LEX ' ∨k∈Z�
kLEHAk per a qualsevol espectre E.

Demostraci�o. Com que el functor LE commuta amb la suspensi�o, tenim que

LE�
kHAk ' �kLEHAk. El resultat es dedueix ara del Corol·lari 4.4.3.

Per tant, per a l'estudi de localitzacions homol�ogiques de HR-m�oduls po-

dem restringir-nos al cas particular de la localitzaci�o d'espectres d'Eilenberg{

MacLane LEHG. Com hem vist en el Teorema 4.4.2, aquesta localitzaci�o

tindr�a com a m�axim dos grups d'homotopia no trivials en dimensions zero i

un. Gr�acies al quadrat aritm�etic de Bous�eld, per con�eixer LEHG �es su�cient

determinar LEZ=pHG per a tot primer p, ja que en el cas racional ja sabem

que LEQHG ' H(Q⊗G) per a qualsevol espectre E.
Un grup abeli�a G es diu que �es �unicament p-divisible si per a tot g ∈ G

existeix un �unic h ∈ G tal que g = ph. Aquesta condici�o �es equivalent a dir

que Z=p⊗G = 0 i Tor(Z=p;G) = 0.

Lema 5.2.7. Per a qualsevol espectre E, el grup �k(E) �es �unicament p-

divisible per a tot k ∈ Z si i nom�es si EZ=p = 0.

Demostraci�o. El resultat s'obt�e directament utilitzant la successi�o exacta cur-

ta

0 −→ Z=p⊗ �k(E) −→ �k(EZ=p) −→ Tor(Z=p; �k−1(E)) −→ 0;

v�alida per a tot k ∈ Z.

Com a cas particular tenim que el grup abeli�a (HZ)k(E) �es �unicament p-

divisible per a tot k ∈ Z si i nom�es si E ∧HZ=p = 0. Observeu tamb�e que si

�k(E) �es �unicament p-divisible, llavors (HZ)k(E) �es �unicament p-divisible.

Proposició 5.2.8. Si HZ=p no �es E-ac��clic, llavors LEZ=pHG = 0 si i nom�es

si G �es �unicament p-divisible.
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Demostraci�o. Si LEZ=pHG = 0, llavors E ∧ HZ=p ∧ MG = 0. Com que

E ∧HZ=p �es un HZ=p-m�odul,

E ∧HZ=p ∧MG ' ∨k∈I�kHZ=p ∧MG = 0:

Per tant HZ=p∧MG 'MZ=p∧HG = 0 i G �es �unicament p-divisible pel Lema

5.2.7. D'altra banda, si G �es �unicament p-divisible, llavors HG ∧MZ=p = 0

pel Lema 5.2.7. Per tant LEZ=pHG = 0

El Teorema 5.2.4 i la Proposici�o 5.2.8 ens permeten calcular la localit-

zaci�o LEZ=pHG depenent dels tipus de E-aciclicitat de HZ=p. Si HZ=p �es

E-ac��clic, llavors LEZ=pHG = 0. En el cas que HZ=p no sigui E-ac��clic, llavors
LEZ=pHG ' LMZ=pHG si G no �es �unicament p-divisible i LEZ=pHG = 0 en

altre cas. El quadrat aritm�etic (5.2) en el cas que X = HG �es el seg�uent:

LEHG //

��

∏
p∈P LEZ=pHG

��

H(G⊗Q) //MQ ∧
(∏

p∈P LEZ=pHG
)

(5.3)

on P �es el conjunt dels nombres primers p tals que E ∧HZ=p 6= 0 i G no �es

�unicament p-divisible.

Teorema 5.2.9. Siguin Ap = Ext(Z=p∞; G), Bp = Hom(Z=p∞; G) i sigui P el

conjunt de primers tals que HZ=p no �es E-ac��clic i G no �es �unicament

p-divisible per a tot p ∈ P . Donat un espectre qualsevol E i un grup abeli�a

G tenim el seg�uent:

i) Si HQ �es E-ac��clic, llavors

LEHG '
∏
p∈P

(HAp ∨ �HBp):

ii) Si HQ no �es E-ac��clic, llavors tenim una co�braci�o d'espectres

LEHG→ H(G⊗Q) ∨
∏
p∈P

(HAp ∨ �HBp)→MQ ∧
∏
p∈P

(HAp ∨ �HBp):

Demostraci�o. El resultat �es conseq�u�encia de les Proposicions 5.2.2, 5.2.8, el

Teorema 5.2.4 i el quadrat aritm�etic (5.3).



5.3 Alguns exemples 81

5.3 Alguns exemples

En aquesta secci�o veurem com calcular la localitzaci�o homol�ogica d'un espectre

d'Eilenberg{MacLane en alguns exemples concrets. En primer lloc calcularem

LEHG per a algunes teories d'homologia E no connectives i qualsevol grup

abeli�a G.

Localització respecte a la teoria K de Morava K(n)

Sigui n ≥ 0, p un primer i K(n) l'espectre que representa la n-�esima teoria K

de Morava relativa al primer p. Si n = 0, llavors K(0) = HQ =MQ i per tant

LK(0)HG ' H(G⊗Q). Per a n ≥ 1, tenim que �∗(K(n)) ∼= Z=p [v−1n ; vn], amb

|vn| = 2(pn− 1). En aquest cas, K(n)∧MQ = 0 i HZ=p �es K(n)-ac��clic per a

tot primer p, ja que K(n) ∧HZ=p = 0 per a tot primer p (veure per exemple

[Rav84, Teorema 2.1]). Per tant LK(n)HG = 0 si n ≥ 1.

Proposició 5.3.1. Donat un HR-m�odul qualsevol X, la seva localitzaci�o res-

pecte a K(n) �es zero si n > 0 o �es la racionalitzaci�o si n = 0, �es a dir,

LK(0)X ' X ∧MQ.

Localització respecte a la teoria de Johnson–Wilson E(n)

La classe de Bous�eld de la teoria d'homologia E(n) es descompon com un

wedge de teories K de Morava, 〈E(n)〉 = ∨ni=0〈K(i)〉 (veure [Rav84, Teorema

2.1]); per tant LE(n)HG ' LK(0)HG ' H(G⊗Q), ja que LK(i)HG = 0 si i ≥ 1.

Localització respecte a teoria K

L'espectre HZ=p �es K-ac��clic per a tot primer p i KQ 6= 0, llavors LKHG '
H(G⊗Q).

Proposició 5.3.2. Donat un HR-m�odul qualsevol, la seva localitzaci�o respecte

a E(n) o teoria K �es la racionalitzaci�o.

En els exemples seg�uents calcularem totes les possibles localitzacions ho-

mol�ogiques deHG respecte a E per a alguns grups abeliansG i algunes fam��lies

de grups abelians concretes. Per a aix�o farem servir el Teorema 5.2.9. Do-

nat un espectre qualsevol E, i un grup abeli�a G, tenim les seg�uents quatre

condicions, que ens determinaran la localitzaci�o LEHG completament:
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� Condici�o I: EQ = 0 i E ∧HZ=p = 0 per a tot primer p.

� Condici�o II: EQ 6= 0 i E ∧HZ=p = 0 per a tot primer p.

� Condici�o III: EQ = 0 i E ∧ HZ=p 6= 0 per a tot p d'un conjunt de

primers P .

� Condici�o IV: EQ 6= 0 i E ∧ HZ=p 6= 0 per a tot p d'un conjunt de

primers P .

Localitzacions de HZ

El grup abeli�a dels enters no �es �unicament p-divisible per a cap primer p. Si

es compleix la Condici�o II, llavors LEHZ ' HQ. D'altra banda,

Hom(Z=p∞;Z) = 0 i Ext(Z=p∞;Z) ∼= Ẑp;

on Ẑp �es l'anell dels enters p-�adics. Si es compleix la Condici�o III, llavors

LEHZ ' H(
∏
p∈P Ẑp). I si es compleix la Condici�o IV, prenent �0 en (5.3),

tenim el seg�uent diagrama tipus pullback de grups abelians:

�0(LEHZ) //

��

∏
p∈P Ẑp

��

Q // Q⊗
∏
p∈P Ẑp

on P �es el conjunt de primers tals que E∧HZ=p 6= 0. Per tant, LEHZ ' HZP .

Localitzacions de HZ=pk amb p primer

El grup abeli�a Z=pk �es �unicament q-divisible per a tot q 6= p i a m�es a m�es,

LEQHZ=pk ' H(Q⊗ Z=pk) = 0. Tamb�e tenim que

Hom(Z=p∞;Z=pk) = 0 i Ext(Z=p∞;Z=pk) = Z=pk:

Aix�� doncs LEHZ=pk = 0 si es compleix la Condici�o II i LEHZ=pk ' HZ=pk

si es compleix la Condici�o III o la IV.
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Localitzacions de HQ

El grup dels racionals �es �unicament p-divisible per a tot primer p, per tant

LEZ=pHQ = 0. Si es compleix la Condici�o III, llavors LEHQ = 0, i LEHQ =

HQ si es satisf�a la Condici�o II o la IV.

Localitzacions de HZR per a un conjunt de primers R

Per a tot primer p ∈ R tenim que

Hom(Z=p∞;ZR) = 0 i Ext(Z=p∞;ZR) = Ẑp:

De fet, si G �es un grup abeli�a lliure de torsi�o, llavors Hom(Z=p∞; G) = 0 i

Ext(Z=p∞; G) = 0 si i nom�es si G �es p-divisible. Si es compleix la Condici�o

II, llavors LEHZR ' HQ perqu�e Q ⊗ ZR ∼= Q. Si es compleix la Condici�o

III, llavors LEHZR ' H(
∏
p∈R∩P Ẑp). I si es compleix la Condici�o IV, llavors

LEHZR ' HZR∩P , on P �es el conjunt de tots els primers tals que E∧HZ=p 6=
0. Observeu que aquest cas generalitza el cas de la localitzaci�o de HZ, quan
R = ∅, i el de la localitzaci�o de HQ, quan R �es el conjunt de tots els primers.

Localitzacions de HZ=p∞

El grup Z=p∞ �es �unicament q-divisible per a tot primer q 6= p. En aquest cas,

LEQHZ=p∞ = 0 ja que Q⊗ Z=p∞ = 0. D'altra banda,

Hom(Z=p∞;Z=p∞) = Ẑp i Ext(Z=p∞;Z=p∞) = 0:

Aix��, si es compleix la Condici�o II, llavors LEHZ=p∞ = 0. Si es compleix

la Condici�o III, llavors LEHZ=p∞ ' �HẐp. I si es compleix la Condici�o IV,

llavors pel Teorema 5.2.9 tenim una co�braci�o d'espectres

LEHZ=p∞ → �HẐp → �HQ̂p → �H(Q̂p=Ẑp);

on Q̂p
∼= Ẑp ⊗Q s�on els racionals p-�adics. Per tant LEHZ=p∞ ' H(Q̂p=Ẑp) '

HZ=p∞.

Localitzacions de HẐp

N'hi ha prou amb �xar-nos en el primer p, perqu�e Ẑp �es �unicament q-divisible

per a tot primer q 6= p. En aquest cas tenim que

Hom(Z=p∞; Ẑp) = 0 i Ext(Z=p∞; Ẑp) = Ẑp:
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Si es compleix la Condici�o II, llavors LEHẐp ' HQ̂p. I si es compleix la

Condici�o III o la IV, llavors LEHẐp ' HẐp.

La seg�uent taula resumeix els resultats de les localitzacions obtingudes per

als diferents grups anteriors. El conjunt P �es el conjunt de primers p tals que

HZ=p no �es E-ac��clic.

Condici�o I Condici�o II Condici�o III Condici�o IV

LEHZ 0 HQ
∏
p∈P HẐp HZP

LEHZ=pk 0 0 HZ=pk HZ=pk

LEHQ 0 HQ 0 HQ

LEHZR 0 HQ
∏
p∈P∩RHẐp HZP∩R

LEHZ=p∞ 0 0 �HẐp HZ=p∞

LEHẐp 0 HQ̂p HẐp HẐp

Localització de HG quan G és un grup abelià finitament generat

Tot grup abeli�a �nitament generat G escindeix com una suma directa �nita

G ∼= ⊕ni=1Ci, on cada Ci �es o b�e Z, o b�e Z=pk per a algun primer p i k ≥ 1.

Com que HG ' ∨ni=1HCi, llavors LEHG ' ∨ni=1LEHCi i la localitzaci�o de

cada HCi es determina utilitzant els resultats anteriors per a la localitzaci�o de

HZ i HZ=pk.

Localització de HG quan G és un grup abelià divisible

Tot grup abeli�a divisible escindeix com una suma directa de c�opies de Q i Z=p∞

per a diversos primers p. Si G �es un grup abeli�a divisible, llavors G ∼= R⊕ T ,
on R = ⊕iQ i T = ⊕p(⊕jpZ=p∞). Per tant LEHG ' LEHR∨LEHT . Com que

R �es un retracte de
∏
i Q, tenim que de LEHR ' HR o LEHR = 0, depenent

de si HQ �es E-local o E-ac��clic. La localitzaci�o LEHT es pot determinar

utilitzant la successi�o exacta de grups abelians

0 −→ ZP −→ Q −→ ⊕p∈PZ=p∞ −→ 0;

els resultats anteriors per a la localitzaci�o de HZ=p∞ i HZP i la propietat de

la localitzaci�o homol�ogica de conservar co�bracions.
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Localització de HG quan G és un grup redüıt

En tots els casos estudiats anteriorment excepte en el cas de HZ=p∞ totes

les localitzacions homol�ogiques de HG tenen com a m�axim nom�es un grup

d'homotopia en dimensi�o zero. Aquesta propietat no nom�es la compleixen els

grups anteriors, sin�o que tamb�e es veri�ca quan localitzem HG per a qualsevol

grup abeli�a G que sigui redu��t. Un grup abeli�a G es diu que �es redu��t si no t�e

subgrups divisibles no trivials.

Teorema 5.3.3. Si G �es un grup abeli�a redu��t i E �es un espectre qualsevol,

llavors LEHG ' HA per a algun A.

Demostraci�o. Si G �es redu��t, llavors Hom(Z=p∞; G) = 0. El resultat es de-

dueix aplicant ara el Teorema 5.2.9.

Donat un grup abeli�a qualsevol G, sempre ho podem descompondre com a

G1 ⊕ G2, on G1 �es el subgrup divisible maximal de G i G2 �es redu��t. D'altra

banda, G1 escindeix com a una suma directa de Q i Z=p∞ per a diversos primers

p. Per tant, pel Teorema 5.3.3 i els resultats anteriors sobre localitzacions

homol�ogiques de HG quan G �es abeli�a divisible, l'�unica possibilitat perqu�e

en la localitzaci�o homol�ogica d'un espectre d'Eilenberg{MacLane aparegui un

grup d'homotopia en dimensi�o 1 �es que Z=p∞ aparegui com un factor de la

descomposici�o del grup G i que LEHZ=p∞ 6= 0.

Corol·lari 5.3.4. Si Z=p∞ no �es un sumand directe de G per a cap primer

p, llavors per a qualsevol espectre E es compleix que LEHG ' HA per a

algun grup abeli�a A.

5.4 Functors de localització smashing

Un functor de localitzaci�o L �es smashing quan la localitzaci�o de qualsevol

espectre ve determinada per la localitzaci�o LS de l'espectre de les esferes.

M�es concretament, L �es smashing si l'aplicaci�o natural

1 ∧ l : X −→ X ∧ LS

�es una localitzaci�o per a tot espectre X, on l : S −→ LS �es l'aplicaci�o de

localitzaci�o de l'espectre de les esferes. Tamb�e es diu que un espectre E �es
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smashing quan el functor de localitzaci�o LE ho �es [Rav84, De�nici�o 1.28]. Si el

functor L �es smashing, llavors una aplicaci�o h : X −→ Y �es una L-equival�encia

si

X ∧ LS h∧1−→ Y ∧ LS

�es una equival�encia, �es a dir, si

(LS)k(X) ∼= (LS)k(Y ) per a tot k ∈ Z:

D'aquesta manera podem veure que tota localitzaci�o smashing L �es una loca-

litzaci�o homol�ogica L = LE, on E ' LS i per tant commuta amb la suspensi�o.

A m�es a m�es, l'espectre LS �es un espectre anell commutatiu, pel Teorema

4.2.1 i LS ∧ LS ' LS, perqu�e l'aplicaci�o de multiplicaci�o LS ∧ LS −→ LS �es

inversa per l'esquerra de l'aplicaci�o de localitzaci�o 1 ∧ l : LS −→ LS ∧ LS.
Rec��procament, si E �es un espectre anell i l'aplicaci�o de multiplicaci�o E ∧

E −→ E �es una equival�encia, llavors LE �es smashing. L'aplicaci�o

� ∧ 1: S ∧X −→ E ∧X;

on � �es la unitat de E, �es una E-equival�encia ja que E ∧ E ' E i E ∧ X �es

E-local perqu�e �es un E-m�odul. Per tant, E ' LES i LX ' X ∧ LES.
En [Rav84, Proposici�o 1.27] es demostra que un espectre E �es smashing

si i nom�es si el functor LE commuta amb l��mits directes. Aix�o succeeix, per

exemple, per al functor de localitzaci�o homol�ogica respecte a l'espectre de la

teoria K o als espectres de Johnson{Wilson E(n) per a qualsevol n.

Teorema 5.4.1. Si L �es un functor de localitzaci�o smashing, (HZ)k(LS) = 0

si k 6= 0 i �es zero o un subanell dels racionals si k = 0.

Demostraci�o. Per a tot k ∈ Z, tenim que

(HZ)k(LS) ' �k(HZ ∧ LS) ∼= �k(LHZ) ∼= �k(HA);

on A �es un subanell dels racionals o un producte d'enters p-�adics per a diver-

sos primers, com hem vist en la secci�o anterior. Per tant, si k 6= 0, llavors

(HZ)k(LS) = 0. Com que LS ∧ LS ' LS per ser L smashing, el Teorema de

K�unneth 1.2.17, implica que

(HZ)0(LS)⊗ (HZ)0(LS) ∼= (HZ)0(LS) i

Tor((HZ)0(LS); (HZ)0(LS)) = 0:
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Aix�� doncs, l'anell A �es lliure de torsi�o i a m�es compleix que A⊗Z A ∼= A. Els

anells que compleixen aquesta �ultima condici�o es diuen anells s�olids [BK72b]

i tots estan classi�cats. Segons aquesta classi�caci�o, l'�unica possibilitat �es que

A sigui un subanell dels racionals.

Corol·lari 5.4.2. Si L �es un functor de localitzaci�o smashing que compleix que

(HZ)0(LS) ∼= Q, llavors o b�e L �es el functor de localitzaci�o homol�ogica

respecte a HQ, o LS t�e in�nits grups d'homotopia no nuls en dimensions

negatives.

Demostraci�o. Com que LHZ ' HQ, llavors LS ∧ HQ ' HQ �es diferent de

zero. Aix�o implica que HQ �es L-local. Ara, la unitat S −→ HQ factoritza a

trav�es de LS per la propietat universal de la localitzaci�o, donant lloc a una

aplicaci�o LS −→ HQ que �es una equival�encia en homologia HZ, d'acord amb

el teorema anterior. Si LS est�a acotat, llavors pel Corol·lari 5.4.2 tenim que

LS ' HQ i aix�� LX ' X ∧ LS ' X ∧HQ per a tot X.

L'anell HZ0(LS) �es Q per exemple si L �es el functor de localitzaci�o ho-

mol�ogica respecte a l'espectre K o a l'espectre E(n) per a qualsevol n. Per a

cadascun d'aquests dos casos, per la Proposici�o 5.3.1, aquestes localitzacions

homol�ogiques s�on la racionalitzaci�o sobre HR-m�oduls, i per tant

LKHZ ' LE(n)HZ ' HQ:

Observaci�o 5.4.3. El resultat anterior proporciona una demostraci�o senzilla

del fet que els espectres LKS i LE(n)S s�on no acotats (per al cas LKS ja havia

estat demostrat en [Rav84, Teoremes 8.10 i 8.15]).

5.5 Localitzacions cohomològiques

Hem vist que cada espectre E en la categoria homot�opica estable d�ona lloc a

una teoria d'homologia i una de cohomologia:

Ek(X) = �k(E ∧X);

Ek(X) = �−k(F (X;E))

per a tot espectre X i tot k ∈ Z. En la primera secci�o d'aquest cap��tol hem

vist com es descriuen les localitzacions respecte a una teoria d'homologia.



88 Localització homològica d’espectres d’Eilenberg–Mac Lane

An�alogament a aquestes localitzacions es poden de�nir les localitzacions res-

pecte a una teoria de cohomologia [Bou79c], [Hov95]. Donat un espectre E,

una localitzaci�o cohomol�ogica respecte a E �es una transformaci�o idempotent

que inverteix precisament les equival�encies cohomol�ogiques respecte a la teoria

de cohomologia donada per E.

Definició 5.5.1. Si E �es un espectre, llavors:

i) Una aplicaci�o d'espectres f : X −→ Y �es una E∗-equival�encia si l'aplica-

ci�o indu��da fk : Ek(Y ) −→ Ek(X) �es un isomor�sme per a tot k ∈ Z.

ii) Un espectre X �es E∗-ac��clic si Ek(X) = 0 per a tot k ∈ Z.

iii) Un espectre Z �es E∗-local si cada E∗-equival�encia f : X −→ Y indueix

una equival�encia homot�opica F (Y; Z) ' F (X;Z), o equivalentment, si

F (W;Z) = 0 per a tot espectre W que sigui E∗-ac��clic.

Una E∗-localitzaci�o d'un espectre X �es una E∗-equival�encia

lX : X −→ LE∗X

on LE∗X �es un espectre E∗-local.

Les localitzacions homol�ogiques s�on un cas particular de localitzaci�o coho-

mol�ogica. Donat un espectre E, els espectres E-ac��clics coincideixen amb els

espectres (IE)∗-ac��clics, on IE �es el dual de Brown{Comenetz de E [Hov95,

Proposici�o 1.1]. Les localitzacions cohomol�ogiques tamb�e commuten amb la

suspensi�o. No obstant aix�o, l'exist�encia de localitzacions cohomol�ogiques per a

un espectre qualsevol segueix sent un problema obert. Els articles de Bous�eld

[Bou79c] i Hovey [Hov95] presenten alguns avan�cos en aquesta direcci�o.

En [Bou79c], Bous�eld demostra que si un espectre E compleix que els

grups Z=p ⊗ �k(E) i Tor(Z=p; �k(E)) s�on �nits per a tot k ∈ Z i per a tot

primer p, llavors existeix la localitzaci�o cohomol�ogica respecte a E. Per de-

mostrar aquest resultat es construeix un altre espectre G de tal manera que les

G-equival�encies siguin les mateixes que les E∗-equival�encies i per tant la loca-

litzaci�o cohomol�ogica respecte a E sigui una localitzaci�o homol�ogica (respecte

a G), que ja se sap que existeix.

En aquesta l��nia es troba tamb�e la conjectura de Hovey [Hov95]. Hovey

de�neix la classe cohomol�ogica de Bous�eld d'un espectre E, que es denota per
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〈E∗〉, com la classe d'equival�encia formada per tots els espectres tals que la seva

cohomologia t�e els mateixos ac��clics que E∗. Aquestes classes, d'igual manera

que succe��a amb les classes de Bous�eld homol�ogiques (veure De�nici�o 5.1.2)

classi�quen els functors de localitzaci�o cohomol�ogics. Donats dos espectres E

i F , llavors LE∗X = LF ∗X per a tot X si i nom�es si 〈E∗〉 = 〈F ∗〉.

Conjectura de Hovey. Donat un espectre E, existeix un altre espectre X tal que

〈E∗〉 = 〈X〉.

Aquesta conjectura �es equivalent a dir que tota localitzaci�o cohomol�ogica

�es homol�ogica, i per tant implicaria l'exist�encia de les primeres.

Les localitzacions que commuten amb la suspensi�o comparteixen moltes

de les propietats de les localitzacions homol�ogiques. Cap preguntar-se si tota

localitzaci�o que commuta amb la suspensi�o �es una localitzaci�o homol�ogica.

Si aquest resultat fos cert, implicaria en particular la conjectura de Hovey

i l'exist�encia de localitzacions cohomol�ogiques. Aquest �es un problema que

encara segueix obert.

Problema. Demostrar que tota localitzaci�o que commuta amb la suspensi�o �es

una localitzaci�o homol�ogica.
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Caṕıtol 6

Localització homotòpica d’espectres
d’Eilenberg–Mac Lane

La f -localitzaci�o de la k-�esima suspensi�o de l'espectre d'Eilenberg{Mac Lane

�kHG, on G �es un grup abeli�a qualsevol, �es un GEM estable que t�e com a

m�axim dos grups d'homotopia en dimensions consecutives k i k+1 (veure Te-

orema 4.4.2). Anem a demostrar en aquest cap��tol que aquests dos grups d'ho-

motopia satisfan certes condicions en relaci�o amb G. Aix��, si A = �k(Lf�
kHG)

i B = �k+1(Lf�
kHG), llavors

Hom(A;A) ∼= Hom(G;A) i Hom(A;B) ∼= Hom(G;B):

En alguns casos concrets, per exemple quan G �es un grup abeli�a lliure o �ni-

tament generat, el segon d'aquests grups d'homotopia �es nul.

En aquest cap��tol estudiarem f -localitzacions de �kHG quan G �es �nita-

ment generat i ens centrarem en el cas particular de l'espectre �kHZ. Per a
aquest espectre, descriurem totes les seves possibles f -localitzacions i veurem

que Lf�
kHZ ' �kHA on A �es un anell caracteritzat per la propietat que

l'aplicaci�o

Hom(A;A) −→ A

de�nida per ' 7→ '(1) �es un isomor�sme. Els anells amb aquesta propietat

s�on anells commutatius, que es diuen anells r��gids, i proporcionen una classe

pr�opia de functors de f -localitzaci�o no equivalents. Tots els anells r��gids s'ob-

tenen com a f -localitzacions de l'espectre HZ. La terminologia d'anells r��gids

apareix per primera vegada en [CRT00] per a descriure les f -localitzacions de
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l'esfera S1, encara que els anells r��gids ja havien estat estudiats anteriorment

en altres contextos amb el nom de E-anells [Sch73].

Els conceptes algebraics d'anell r��gid i anell s�olid [BK72b], es poden de�-

nir an�alogament per a espectres anell. Demostrarem que els espectres anell

r��gids en aquest context resulten ser les f -localitzacions de l'espectre de les

esferes, mentre que els espectres anell s�olids s�on les localitzacions smashing

de l'espectre de les esferes.

Veurem tamb�e que la localitzaci�o de la suspensi�o d'un espectre d'Eilenberg{

MacLane �kHG t�e com a m�axim un grup d'homotopia en dimensi�o k quan el

grup G �es abeli�a redu��t, �es a dir, quan G no t�e cap subgrup divisible no trivial.

Aquest resultat generalitza l'an�aleg obtingut per a localitzacions homol�ogiques

(veure Teorema 5.3.3). Per a un grup abeli�a qualsevol G, el fet que en la

localitzaci�o de �kHG aparegui o no un segon grup d'homotopia dependr�a

�unicament de si el grup de Pr�ufer Z=p∞ apareix com a un sumand directe de

G.

6.1 Espectres d’Eilenberg–Mac Lane f -locals

En aquesta secci�o presentarem alguns resultats sobre espectres d'Eilenberg{

MacLane i f -localitzacions on f �es una aplicaci�o arbitr�aria d'espectres. Estu-

diarem de quina forma el fet que l'espectre �kHG sigui f -local ve determinat

perqu�e ho siguin els espectres �kHQ i �kHZ=pn per a cada primer p. Per

simplicitat en la notaci�o, ens centrarem el cas k = 0 (espectres de la forma

HG), per�o tots els resultats s�on v�alids per a qualsevol k ∈ Z ajustant els

��ndexs convenientment.

Un mor�sme qualsevol de grups abelians g : A −→ B indueix una aplicaci�o

de HZ-m�oduls entre espectres d'Eilenberg{MacLane

Hg : HA −→ HB

tal que �0(Hg) = g, ja que Hom(A;B) ∼= [HA;HB]HZ-hmod. La seva �bra �es

tamb�e un HZ-m�odul, que escindeix de la seg�uent manera:

�b(Hg) ' H(Ker g) ∨ �−1H(Coker g): (6.1)

Aquest fet ens permet demostrar el seg�uent resultat.
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Lema 6.1.1. Si HG �es un espectre f-local, llavors tamb�e ho s�on els espectres

HG1 i �
−1HG2 on G1 = Hom(A;G) i G2 = Ext(A;G) per a qualsevol grup

abeli�a A.

Demostraci�o. Sigui una resoluci�o lliure de A,

0 −→ R −→ F −→ A −→ 0;

on R i F s�on grups abelians lliures. Aquesta resoluci�o d�ona lloc a una successi�o

exacta de grups

0 −→ Hom(A;G) −→ Hom(F;G) −→ Hom(R;G) −→ Ext(A;G) −→ 0:

Com que R i F s�on lliures i HG �es f -local, tamb�e ho s�on H(Hom(F;G))

i H(Hom(R;G)), ja que Hom(F;G) i Hom(R;G) s�on productes directes de

c�opies de G. Per tant, la �bra de l'aplicaci�o

H(Hom(F;G)) −→ H(Hom(R;G));

que �es H(Hom(A;G))∨�−1H(Ext(A;G)), tamb�e �es f -local (veure Proposici�o

3.2.1). Els espectres HG1 i �
−1HG2 s�on f -locals perqu�e s�on retractes de la

�bra.

Un grup abeli�a G es diu que �es d'exponent �nit si existeix un natural n tal

que nG = 0, �es a dir, per a tot g de G tenim que ng = 0. Un resultat cl�assic

de teoria de grups abelians diu que si G �es d'exponent �nit, llavors �es suma

directa de grups c��clics [Kap69]. Si G veri�ca que pnG = 0 per a algun primer

p i algun natural n, llavors G �es suma directa de grups de la forma Z=pj, amb
1 ≤ j ≤ n. Quan G compleix que pnG = 0, l'espectre HZ=pn detecta els

espectres HG que s�on f -locals.

Lema 6.1.2. Si HZ=pn �es f-local, llavors HG �es f-local per a tot G tal que

pnG = 0.

Demostraci�o. Com que G �es isomorf a una suma directa de grups c��clics Z=pj

amb 0 ≤ j ≤ n, el podem escriure com el nucli d'una aplicaci�o (no exhaustiva)

g :
∏

I
Z=pn −→

∏
J

Z=pn;

que d�ona lloc a la seg�uent co�braci�o d'espectres, per (6.1):

HG ∨ �−1H(Coker g) −→
∏

I
HZ=pn −→

∏
J
HZ=pn:
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La �bra �es f -local perqu�e HZ=pn ho �es i el producte de f -locals �es f -local.

L'espectre HG �es f -local perqu�e �es un retracte de la �bra.

Donat un conjunt de primers J i un grup abeli�a G, es diu que G �es Ext-

J-complet si per a tot p ∈ J tenim que Hom(Z=p;G) = Ext(Z=p;G) = 0, o

equivalentment, Z=p ⊗ G = Tor(Z=p;G) = 0. El grup G es diu Ext-complet

si Hom(Q; G) = Ext(Q; G) = 0.

Corol·lari 6.1.3. Si HZ=pn �es f-local per a tot n, llavors HA �es f-local per

a tot grup A que sigui Ext-p-complet.

Demostraci�o. Per a cada n, tenim la co�braci�o d'espectres

HA
×pn−→ HA −→ H(A=pnA)

que d�ona lloc a la seg�uent torre de co�bracions

�� �� ��

HA

×p
��

×p3
// HA

1

��

// H(A=p3A)

��

HA

×p
��

×p2
// HA

1

��

// H(A=p2A)

��

HA
×p
// HA // H(A=pA):

Si prenem el l��mit invers d'aquesta torre, obtenim que

HA ' hol��mnH(A=pnA):

El l��mit invers de la columna de l'esquerra �es trivial, ja que A �es Ext-p-complet

(veure [BK72a, p.175]). AraHA �es el l��mit invers d'espectres f -locals pel Lema

6.1.2, i per tant �es f -local (veure Lema 2.3.3).

Un grup abeli�a es diu racional si �es un espai vectorial sobre Q. Aquests

grups escindeixen com a una suma directa de c�opies de Q. Per a grups abelians

racionals es compleix el seg�uent resultat.

Lema 6.1.4. Si HQ �es f-local, llavors HG �es f-local per a tot grup abeli�a

racional G.
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Demostraci�o. Com que G �es racional, el podem escriure com el nucli d'una

aplicaci�o (no exhaustiva)

g :
∏

I
Q −→

∏
J

Q:

Tenim d'aquesta manera la seg�uent co�braci�o d'espectres, per (6.1):

HG ∨ �−1H(Coker g) −→
∏

I
HQ −→

∏
J
HQ:

Com que la �bra �es f -local per ser-ho HQ, l'espectre HG tamb�e �es f -local per

ser un retracte de la �bra.

Observeu que si G �es un grup abeli�a racional i HG �es f -local, llavors HQ �es

f -local, ja que �es un retracte de HG, perqu�e G �es isomorf a una suma directa

de c�opies de Q.

Lema 6.1.5. Sigui P un conjunt de primers i suposem que HQ i HZ=pn s�on
f-locals per a tot p ∈ P i per a tot n. Llavors, HG �es f-local per a tot

ZP -m�odul G tal que Hom(Z=p∞; G) = 0 per a cada p ∈ P .

Demostraci�o. Si G �es un ZP -m�odul, llavors G �es �unicament p-divisible per a

cada p 6∈ P . Per tant la localitzaci�o homol�ogica LMZ=pHG �es zero per a tot

p 6∈ P , per la Proposici�o 5.2.8. Aplicant el functor de localitzaci�o homol�ogica

LS a HG, el Teorema 5.2.1 ens d�ona el seg�uent quadrat aritm�etic

HG //

��

∏
p∈P H(Ext(Z=p∞; G))

��

H(G⊗Q) //MQ ∧
∏
p∈P H(Ext(Z=p∞; G)):

Els espectres dels v�ertexs inferiors del quadrat s�on f -locals pel Lema 6.1.4,

ja que el seu grup d'homotopia �es abeli�a racional. El mateix succeeix amb el

v�ertex superior dret, aplicant el Corol·lari 6.1.3, ja que �es un producte d'es-

pectres d'Eilenberg{MacLane amb grups d'homotopia Ext-p-complets. Aix��

doncs, HG �es f -local.

Lema 6.1.6. Si A �es un grup abeli�a tal que pnA = pn+1A per a algun n,

llavors A ∼= B ⊕ C on pnB = 0 i C �es p-divisible.
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Demostraci�o. Tenim la seg�uent successi�o exacta curta de grups abelians

0 −→ pnA −→ A −→ A=pnA −→ 0:

El grup pnA �es p-divisible i A=pnA �es d'exponent �nit i per tant isomorf a una

suma directa de c�opies de Z=pi amb i ≤ n. Com que Ext(A=pnA; pnA) = 0, la

successi�o exacta escindeix i per tant A ∼= A=pnA⊕ pnA.

Lema 6.1.7. Si A �es un grup abeli�a que no �es �unicament p-divisible i �HA

�es f-local, llavors HG �es f-local per a tot grup G que sigui Ext-p-complet.

Demostraci�o. Realitzarem la demostraci�o distingint diversos casos possibles

per al grup abeli�a A. Considerem la successi�o de grups donada per {piA}i≥1.
Si aquesta successi�o no es fa constant, �es a dir, piA 6∼= pi+1A per a cada i ≥ 1,

llavors tenim la seg�uent successi�o exacta

A
×pi−→ A −→ A=piA

i a m�es A=piA ∼= ⊕1≤j≤iZ=pj (observeu que, en aquesta descomposici�o, sempre

apareix almenys una c�opia de Z=pi, ja que sin�o, pjA=piA = 0 per a algun j < i,

la qual cosa implicaria que piA = pjA, que �es una contradicci�o). Aquesta

successi�o exacta indueix una co�braci�o d'espectres

�H(Ker(×pi)) ∨H(⊕1≤j≤iZ=pj) −→ �HA −→ �HA:

Com que �HA �es f -local per hip�otesi, tamb�e ho �es H(⊕1≤j≤iZ=pj) i per tant
HZ=pi, ja que �es un retracte de la �bra d'una aplicaci�o entre espectres f -

locals. Aix�� doncs, tenim que per a tot i ≥ 1 l'espectre HZ=pi �es f -local i
podem aplicar el Corol·lari 6.1.3.

Si Hom(Z=p;A) 6= 0, com que �HA �es f -local tamb�e ho �es �HZ=p aplicant
el Lema 6.1.1, degut al fet que Hom(Z=p;A) escindeix com una suma directa

de c�opies de Z=p. Ara b�e, tamb�e HZ=p �es f -local ja que �es la desuspensi�o

d'un f -local, i procedint com en la demostraci�o del Teorema 6.2.2, obtenim

que HZ=pi �es f -local per a tot i ≥ 1. La demostraci�o acaba aplicant de nou

el Corol·lari 6.1.3.
Finalment, suposem que existeix un i ≥ 1 tal que piA = pi+1A i a m�es que

Hom(Z=p;A) = 0. En aquest cas, pel Lema 6.1.6, tenim que A ∼= B ⊕ C, on
piB = 0 i C �es p-divisible. Com que

Hom(Z=p;A) ∼= Hom(Z=p;B)⊕ Hom(Z=p; C)
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i Hom(Z=p;A) = 0, ha de complir-se que Hom(Z=p;B) = 0, la qual cosa ens

porta a una contradicci�o, perqu�e piB = 0 per hipotesi.

Lema 6.1.8. Donat un grup abeli�a A que no sigui Ext-complet, si �HA �es

f-local, llavors HQ �es f-local.

Demostraci�o. Si A no �es Ext-complet, llavors o b�e Hom(Q; A) 6= 0 o b�e

Ext(Q; A) 6= 0. Si Hom(Q; A) 6= 0, llavors �H(Hom(Q; A)) �es f -local, pel
Lema 6.1.2. Ara b�e, la seva desuspensi�o tamb�e �es local i racional, per tant HQ
�es f -local. El cas Ext(Q; A) 6= 0 es demostra de la mateixa manera.

6.2 Alguns exemples. Localitzacions de HZ

Donada una aplicaci�o d'espectres f arbitr�aria, denotarem per L al functor de

f -localitzaci�o. En el Cap��tol 4 hem vist que la localitzaci�o homot�opica LE

d'un R-GEM estable E torna a ser un R-GEM estable. En el cas m�es senzill,

si E ' �kHG amb G un R-m�odul i k ∈ Z, llavors el Teorema 4.4.2 ens diu que

LE t�e com a m�axim dos grups d'homotopia no nuls en dimensions k i k + 1,

que tamb�e s�on R-m�oduls. En algunes ocasions, el segon grup d'homotopia

que apareix �es nul i la localitzaci�o de �kHG t�e un �unic grup d'homotopia en

dimensi�o k.

Teorema 6.2.1. Si G �es un grup abeli�a lliure i k ∈ Z, llavors tenim que

L�kHG ' �kHA per a algun grup abeli�a A.

Demostraci�o. Pel Teorema 4.4.2 sabem que L�kHG t�e com a m�axim dos

grups d'homotopia en dimensions k i k+1. Suposem que L�kHG ' �kHA∨
�k+1HB. Pel Corol·lari 4.3.6,

[�kHG;�k+1HB]HZ-hmod
∼= Ext(G;B):

Si G �es un grup lliure, llavors Ext(G;B) = 0 i en el diagrama

�kHG
l //

((QQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HB
p2
��

�k+1HB;
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les aplicacions s�on mor�smes de HZ-m�oduls i la composici�o

p2 ◦ l : �kHG −→ �k+1HB

�es homot�opicament nul·la. A m�es �k+1HB �es f -local perqu�e �es un retracte

de L�kHG. Llavors, la propietat universal de la localitzaci�o ens assegura que

B = 0.

Teorema 6.2.2. Si p �es un nombre primer, n un enter positiu i k ∈ Z, llavors
L�kHZ=pn = 0 o L�kHZ=pn ' �kHZ=pi amb 1 ≤ i ≤ n.

Demostraci�o. Suposem per simplicitat que k = 0. Si k ∈ Z, es procedeix de

manera an�aloga. Comen�carem considerant el cas n = 1. Pel Teorema 4.4.2,

LHZ=p ' HA1 ∨ �HA2

on A1 i A2 s�on Z=p-m�oduls, i per tant escindeixen com una suma directa

de c�opies de Z=p. Com que desuspensions i retractes de locals s�on locals,

es dedueix que, o b�e A1 = A2 = 0, o b�e HZ=p �es f -local, en aquest cas

LHZ=p = HZ=p. Si A1 = A2 = 0 llavors LHZ=p = 0 i les co�bracions

HZ=p −→ HZ=pr −→ HZ=pr−1;

per a tot r ≥ 2, impliquen inductivament que LHZ=pr �es contr�actil per a tot
r ≥ 1, per la Proposici�o 3.2.5.

Sigui ara n un enter positiu i suposem que HZ=p �es f -local. De nou,

utilitzant el Teorema 4.4.2, podem escriure

LHZ=pn ' HB1 ∨ �HB2;

on ara B1 i B2 s�on Z=pn-m�oduls, �es a dir, grups abelians amb exponent divisor

de pn. Per [Kap69], els grups B1 i B2 s�on suma directa de subgrups isomorfs

a Z=pj, amb 1 ≤ j ≤ n. Si B2 = 0, llavors Hom(B1; B1) ∼= Hom(Z=pn; B1)

per la propietat universal de L. Aix�o for�ca que B1 consti nom�es d'un sumand

i que a m�es a m�es l'aplicaci�o Z=pn −→ B1 sigui exhaustiva (com en [Cas00,

Teorema 3.4]). Finalment, suposem que B2 �es diferent de zero i arribarem

a una contradicci�o. Sigui m el menor nombre natural tal que Z=pm �es un

sumand directe de B2. Llavors, �HZ=pm i per tant HZ=pm s�on f -locals. Ara

b�e, les co�bracions

HZ=p(r+1)m −→ HZ=prm −→ �HZ=pm;
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per a tot r ≥ 1, impliquen inductivament que HZ=prm �es f -local per a tot

r ≥ 1, per la Proposici�o 3.2.1. Triem doncs un r tal que rm > n i aplicant el

Lema 6.1.2 obtenim queHZ=pn �es f -local, la qual cosa �es una contradicci�o.

Donat un grup abeli�a G �nitament generat, el teorema de classi�caci�o

d'aquests grups ens diu que podem expressar G com a ⊕ni=1Gi on cada Gi �es,

o b�e Z, o b�e Z=pk per a algun primer p i algun k ≥ 1. Com que el functor de

localitzaci�o commuta amb productes �nits, si G ∼= ⊕ni=1Gi, llavors aplicant els

Teoremes 6.2.1 i 6.2.2,

L�kHG ' �kH(⊕ni=1Ai)

on Ai ∼= �k(L�
kHGi).

Corol·lari 6.2.3. Si G �es un grup abeli�a �nitament generat i k ∈ Z, llavors
L�kHG ' �kHA, per a algun grup abeli�a A.

La localitzaci�o no conserva grups abelians �nitament generats, ja que al-

guns dels grups que apareixen com a grups d'homotopia de la localitzaci�o de

HZ no s�on �nitament generats, com per exemple Q.

Si L�kHG ' �kHA ∨ �k+1HB, podem obtenir informaci�o sobre els dos

grups d'homotopia A i B utilitzant la propietat universal de la localitzaci�o.

Com que �kHA i �k+1HB s�on locals per ser retractes de locals, projectant en

cadascun dels factors tenim els seg�uents diagrames:

�kHG
l //

p1◦l ((QQQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HB
p1
��

�kHA

�kHG
l //

p2◦l ((QQQQQQQQQQQQ �kHA ∨ �k+1HB
p2
��

�k+1HB;

que juntament amb la propietat universal de la localitzaci�o ens donen els

seg�uents isomor�smes:

[�kHA;�kHA]× [�k+1HB;�kHA] ∼= [�kHG;�kHA];

[�kHA;�k+1HB]× [�k+1HB;�k+1HB] ∼= [�kHG;�k+1HB]:

Per�o [�k+1HB;�kHA] = 0, ja que

[�k+1HB;�kHA] ∼= (HA)0(�HB) ∼= Hom(�0(�HB); A) = 0;
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i per tant tenim els seg�uents isomor�smes de grups abelians:

Hom(A;A) ∼= Hom(G;A);

Ext(A;B)⊕ Hom(B;B) ∼= Ext(G;B):

De la mateixa manera i fent servir el fet que �kHB tamb�e �es local, ja que �es

la desuspensi�o d'un local, tenim l'isomor�sme

Hom(A;B) ∼= Hom(G;B):

El seg�uent resultat reuneix les tres propietats anteriors sobre els dos grups

d'homotopia de la localitzaci�o de �kHG.

Proposició 6.2.4. Si L�kHG ' �kHA ∨ �k+1HB, llavors per a tot k ∈ Z es

compleix:

i) Hom(A;A) ∼= Hom(G;A).

ii) Hom(A;B) ∼= Hom(G;B).

iii) Ext(A;B)⊕ Hom(B;B) ∼= Ext(G;B).

En el cas particular de la localitzaci�o de �kHZ, sabem que B = 0 pel

Teorema 6.2.1. L'apartat i) de la Proposici�o 6.2.4 ens diu que Hom(A;A) ∼= A,

i aquest isomor�sme ve donat per l'aplicaci�o ' 7→ '(1A). La composici�o de

mor�smes en Hom(A;A) de�neix una multiplicaci�o en A per a la qual 1A �es

l'element identitat. Aix��, si A �es diferent de zero, llavors admet una estructura

d'anell.

Definició 6.2.5. Un anell amb unitat es diu que �es un anell r��gid si l'aplicaci�o

evaluaci�o Hom(A;A) −→ A donada per ' 7→ '(1A) �es un isomor�sme.

Tots els anells r��gids s�on commutatius. Si A �es un anell r��gid i a ∈ A,

llavors els mor�smes de Hom(A;A) de�nits com a

'(r) = ra i  (r) = ar;

per a tot r ∈ A, veri�quen que '(1A) =  (1A). Per tant ar = ra en A per a

tot r ∈ A.
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La terminologia d'anells r��gids va ser utilitzada per primera vegada en

[CRT00] per descriure les f -localitzacions de l'esfera S1. No obstant aix�o,

aquest tipus d'anells ja havia estat estudiat anteriorment en altres contextos,

amb el nom de E-anells [Sch73]. Exemples d'anells r��gids s�on Z=n, els subanells
de Q (incloent Z i Q) o l'anell dels enters p-�adics Ẑp per a qualsevol primer

p. Hi ha molts altres exemples, com els productes
∏
p∈P Z=p o

∏
p∈P Ẑp, on P

�es un conjunt de primers. Tamb�e s�on r��gids tots els anells s�olids en el sentit

de Bous�eld{Kan [BK72b], �es a dir, els anells R tals que la multiplicaci�o

R⊗Z R −→ R �es un isomor�sme.

De fet, existeixen anells r��gids de cardinalitat arbitr�ariament gran (veure

[DMV87]). No obstant aix�o, hi ha grups com el grup de Pr�ufer (o grup de

les arrels p-�esimes de la unitat) Z=p∞ o el cos p-�adic Q̂p que no admeten una

estructura d'anell r��gid. Per tant, no existeix cap functor de localitzaci�o tal

que �k(L�
kHZ) sigui Z=p∞ o Q̂p.

Teorema 6.2.6. Donat k ∈ Z, la localitzaci�o de l'espectre �kHZ t�e com a

m�axim un grup d'homotopia no trivial, �es a dir, L�kHZ ' �kHA, i si

A 6= 0, llavors A t�e estructura d'anell r��gid.

Tots els anells r��gids apareixen com a f -localitzacions de l'espectre HZ.
Donat un anell r��gid A, sigui f : S −→MA l'aplicaci�o d'espectres indu��da per

la unitat de A (recordeu que [S;MA] ∼= �0(MA) = A). Llavors LfHZ ' HA.
L'espectre HA �es f -local ja que pel Lema 3.4.1, [�kMA;HA] = Hom(A;A) si

k = 0 i �es nul en altre cas; per tant,

[�kMAk; HA] ∼= [�kS;HA] per a tot k ≥ 0:

L'aplicaci�o g : HZ −→ HA obtinguda fent el producte smash de f amb la

identitat en HZ �es una f -equival�encia, perqu�e HZ �es connectiu. Observeu

que tamb�e per a aquesta aplicaci�o g es compleix que LgHZ ' HA.

Corol·lari 6.2.7. Hi ha una classe pr�opia de functors de f-localitzaci�o no

equivalents.

Demostraci�o. Hi ha una classe pr�opia d'anells r��gids no isomorfs per [DMV87].

Per a cadascun d'aquests anells r��gids A, tenim un functor Lf associat, on

f : S −→MA, que compleix que LfHZ ' HA.
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6.3 Espectres anell sòlids i ŕıgids

En �algebra, un anell amb unitat R es diu que �es un anell s�olid en el sentit

de [BK72b] si la multiplicaci�o de l'anell � : R ⊗Z R −→ R �es un isomor�sme.

Alguns exemples d'anells s�olids s�on Z, Q o Z=n. No obstant aix�o, Ẑp o R no

s�on s�olids. Els anells s�olids estan completament classi�cats [BK72b] i tots s�on

commutatius i numerables.

Donat un anell qualsevol R amb unitat, podem de�nir un functor de la

categoria de grups abelians a la categoria de R-m�oduls

F : Ab −→ R-mod

donat per F (A) = A⊗ZR per a tot grup abeli�a A. Aquest functor F �es adjunt

per l'esquerra del functor oblit de R-m�oduls a Z-m�oduls i proporciona per tant

un isomor�sme

HomZ(A;B) ∼= HomR(A⊗Z R;B)

per a tot grup abeli�a A i tot R-m�odul B. Quan l'anell R �es un anell s�olid, el

functor F �es un functor idempotent, ja que A ⊗Z R ⊗Z R ∼= A ⊗Z R. De fet,

aquesta propietat caracteritza els anells s�olids.

Proposició 6.3.1. Un anell R amb unitat �es s�olid si i nom�es si el functor

F : Z-mod −→ R-mod de�nit com a F (A) = A⊗Z R �es idempotent.

Demostraci�o. Si F �es un functor idempotent, prenent A = Z tenim que

R⊗Z R ∼= Z⊗Z R⊗Z R = F (F (Z)) ∼= F (Z) = Z⊗Z R ∼= R

i per tant R ∼= R⊗Z R.

Quan un anell R �es r��gid (veure De�nici�o 6.2.5), l'aplicaci�o � : Z −→ R

donada per �(1) = 1R t�e la seg�uent propietat universal: donada qualsevol

altra aplicaci�o g : Z −→ R existeix una �unica h : R −→ R tal que g = h ◦ �,

Z
�
//

g

��

R

h~~

R:

�Es a dir, l'aplicaci�o � �es una localitzaci�o de Z en la categoria de grups abelians.

Els anells r��gids estan caracteritzats per aquesta propietat.
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Proposició 6.3.2. Un anell R amb unitat �es r��gid si i nom�es si l'aplicaci�o

� : Z −→ R donada per �(1) = 1R �es una localitzaci�o de Z en la categoria

de grups abelians.

Tot anell s�olid �es un anell r��gid, ja que, si R �es s�olid, llavors

HomZ(R;R) ∼= HomR(R⊗Z R;R) ∼= HomR(R;R) ∼= R:

An�alogament a la de�nici�o algebraica d'anells s�olids i r��gids, podem de�nir

espectres anell s�olids i espectres anell r��gids. Les propietats d'aquests espectres

anell s�on, com veurem, similars a les dels seus an�alegs algebraics.

Definició 6.3.3. Un espectre anell E �es un espectre anell s�olid, si la multiplicaci�o

E ∧ E −→ E �es una equival�encia homot�opica.

Observeu que tot espectre anell s�olid E �es smashing (veure Secci�o 5.4) o

dit d'una altra manera, el functor de localitzaci�o homol�ogica LE �es smashing.

Exemples d'espectres s�olids s�onK, E(n) per a tot n, o HR per a R un subanell

dels racionals. Els espectres anells s�olids v�enen caracteritzats per la seg�uent

propietat.

Proposició 6.3.4. Un espectre anell E �es s�olid si i nom�es si el functor

L : Hos −→ Hos de�nit com a LX = X ∧ E per a tot espectre X �es un

functor de localitzaci�o.

Demostraci�o. Suposem que E �es s�olid, llavors L = LE, on E ' S∧E = LS ja

que les L-equival�encies s�on precisament les E-equival�encies. Rec��procament, si

L �es un functor de localitzaci�o, E = LS �es local i per tant E ' LE = E∧E.

Definició 6.3.5. Un espectre anell E �es un espectre anell r��gid si l'aplicaci�o

d'evaluaci�o F c(E;E) −→ Ec �es una equival�encia homot�opica.

Aquests espectres r��gids v�enen caracteritzats per ser exactament localitza-

cions de l'espectre de les esferes.

Proposició 6.3.6. Un espectre anell E �es r��gid si i nom�es si l'aplicaci�o iden-

titat de l'anell � : S −→ E �es una localitzaci�o de l'esfera.

Demostraci�o. Si E �es r��gid, llavors F c(E;E) ' Ec ' F c(S;E). De fet, L�S '
E ja que � �es una �-equival�encia i E �es �-local. Rec��procament, si E �es local,
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tamb�e ho �es �−kE per a tot k ≥ 0. Com que � �es una localitzaci�o, la propietat

universal

S
�
//

��

E

||

�−kE

implica que

[S;�−kE] ∼= [E;�−kE] per a tot k ≥ 0;

i aix��, F c(E;E) ' Ec.

Proposició 6.3.7. Tot espectre anell s�olid �es un espectre anell r��gid.

Demostraci�o. Si E �es s�olid, el functor LX = X ∧ E �es una localitzaci�o per

a tot espectre X. Prenent X = S i fent servir la propietat universal de la

localitzaci�o tenim que F (E;E) ' F (S;E) ' E.

Exemple 6.3.8. L'espectre anell HẐp �es r��gid per�o no s�olid. Si fos s�olid, llavors
HẐp ∧ HẐp ' HẐp, que a nivell de �0 implicaria que Ẑp ⊗ Ẑp ∼= Ẑp, que no
�es cert. En canvi, es compleix que [S;HẐp] ∼= [HẐp; HẐp] i [�kHẐp; HẐp] = 0

per a tot k ≥ 1.

En homotopia inestable, totes les f -localitzacions de l'esfera S1 s�on espais

d'Eilenberg{MacLane i el seu grup d'homotopia t�e l'estructura d'un anell

r��gid [CRT00]. Tots els anells r��gids apareixen d'aquesta manera. El seg�uent

teorema mostra la relaci�o entre les localitzacions dels espectres S i HZ, i les
estructures d'espectre anell s�olid i r��gid.

Teorema 6.3.9. Sigui Lf un functor de f-localitzaci�o qualsevol. Llavors:

i) LfS �es un espectre anell r��gid i tots els espectres anell r��gids aparei-

xen d'aquesta manera. Si Lf �es un functor de localitzaci�o smashing,

llavors LfS �es un espectre anell s�olid i tots els espectres anell s�olids

apareixen d'aquesta manera.

ii) LfHZ ' HA per a algun grup abeli�a A que t�e estructura d'anell

r��gid i tots els anells r��gids apareixen d'aquesta manera. Si Lf �es

un functor de localitzaci�o smashing, llavors A �es un subanell dels

racionals.

Demostraci�o. La primera part �es conseq�u�encia de les Proposicions 6.3.4 i

6.3.6. La segona �es conseq�u�encia dels Teoremes 5.4.1 i 6.2.6.
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6.4 Espectres d’Eilenberg–Mac Lane redüıts

Un grup abeli�a A es diu que �es redu��t si no posseeix cap subgrup no trivial

que sigui divisible. Un espectre d'Eilenberg{MacLane HG diem que �es redu��t

quanG �es redu��t. Veurem que la localitzaci�o d'espectres d'Eilenberg{MacLane

amb grup d'homotopia redu��t t�e tamb�e com a m�axim un sol grup d'homotopia

no nul.

Teorema 6.4.1. Si G �es un grup abeli�a redu��t, llavors L�kHG ' �kHA, per

a algun grup abeli�a A i per a tot k ∈ Z.

Demostraci�o. Per simplicitat, sigui k = 0. Per a la resta de casos es pro-

cedeix d'igual manera. Suposem que LHG ' HA ∨ �HB i sigui P el con-

junt de primers p tals que B no �es �unicament p-divisible. Ja sabem que

�HB �es local, perqu�e �es retracte d'un local. Pel Lema 6.1.7, els espectres

H(
∏
p∈P Ext(Z=p∞; G)) i HZ=pk per a tot k <∞ i p ∈ P s�on f -locals (obser-

veu que HZ=pk �es Ext-P -complet [BK72a, p.174]). Podem distingir ara dos

casos diferents:

i) Suposem que B �es Ext-P -complet. Per la propietat universal del functor

de localitzaci�o L tenim el seg�uent diagrama commutatiu

HG
l //

l′ &&MMMMMMMMMM HA ∨ �HB
'
��

ĤGP :

on l �es l'aplicaci�o de localitzaci�o donada pel functor L i l′ �es l'aplicaci�o

donada pel functor de localitzaci�o homol�ogica respecte a M(⊕p∈PZ=p).
Observeu que ĤGP ' H(

∏
p∈P Ext(Z=p∞; G)). Com que �HB �es L-

local i tamb�e �es M(⊕p∈PZ=p)-local, aplicant les propietats universals de
la localitzaci�o tenim isomor�smes

[HG;�HB] ∼= [HA ∨ �HB;�HB] i

[HG;�HB] ∼= [HĜP ;�HB];

on ĜP =
∏
p∈P Ext(Z=p∞; G), que donen lloc a un isomor�sme

[HA ∨ �HB;�HB] ∼= [HĜP ;�HB]:

Per tant, [HB;HB] ∼= Hom(B;B) = 0 i aix�� B = 0.
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ii) Suposem que B no �es Ext-P -complet. El Lema 6.1.8 implica que HQ
�es L-local i pel Lema 6.1.5, H(G ⊗ ZP ) �es tamb�e L-local. Procedint

ara d'igual manera que en el cas anterior per�o sent l′ la localitzaci�o

homol�ogica respecte a MZP obtenim que B = 0.

Tot grup abeli�aG escindeix com una suma directaG1⊕G2, onG1 �es un grup

abeli�a divisible i G2 �es un grup abeli�a redu��t. Per tant, LHG ' LHG1∨LHG2.

La part de la localitzaci�o corresponent a HG2 consta com a m�axim d'un grup

d'homotopia, com hem vist en el Teorema 6.4.1. El grup G1 el podem descom-

pondre com a una suma directa de c�opies de Q i Z=p∞ per a diversos primers

p. La localitzaci�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane racional torna a ser un

altre espectre d'Eilenberg{MacLane racional; per tant, l'�unica possibilitat de

que en la localitzaci�o d'un espectre d'Eilenberg{MacLane LHG aparegui un

grup d'homotopia no nul en dimensi�o un �es que Z=p∞ aparegui com a sumand

directe de G i que LHZ=p∞ = �HB per a algun grup abeli�a B diferent de

zero.

Vegem un exemple concret. Donat un k < ∞, sigui f : HZ=p∞ −→
�HZ=pk l'aplicaci�o de HZ-m�oduls donada per la identitat en el grup abe-

li�a Ext(Z=p∞;Z=pk). Com que f �es trivialment una f -equival�encia i �HZ=pk

�es f -local, llavors LfHZ=p∞ ' �HZ=pk. El mateix exemple canviant HZ=pk

per HẐp ens permet obtenir una aplicaci�o g tal que LgHZ=p∞ ' �HẐp.

Corol·lari 6.4.2. Sigui G un grup abeli�a qualsevol i k ∈ Z. Si Z=p∞ no apareix

com a sumand directe de G per a cap primer p, llavors L�kHG ' �kHA

per a algun grup abeli�a A.
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