Oplossingen Symmetrie - Week 49

Opgaven 10.1

@ heeft conjugatieklasse 1, —1, {#i}, {£j} en {£k}. Pas nu stelling 10.10
op deze representatie. Dan

1
(Xplxp) = g(4+4+2:042:042:0) = 1.

Dus de representatie is irreducibel.

Opgaven AC

i. Stel dat gegeven is een vectorruimte V en transformaties X,Y, 7 €
GL(V).
In opgave AC2 hebben we nagegaan dat elk element van G uniek te
schrijven is als xkyzzm met 0 < k,/ < 2en 0 < m < 3. Daaruit
volgt dat we een afbeelding p: G — GL(V) kunnen definiéren door
het voorschrift p(zFy‘2™) = X*kY*Zm,

Stel nu dat ook gegeven is dat X3 =T en Y3 =T en Z™ = I.
Als nu r,s,t € Z dan kunnen we k, £, m als boven kiezen met k = r
en { = s modulo 3 en m = t modulo 4 en dan geldt p(z"y*z!) =

p(xkyfzm) — Xkyézm — XTYSZt.

Stel dat ook gegevenis dat XY =YX en ZXZ ' =Y en ZYZ ! =
X1

Dan geldt p(zFy’zma"y?z%) = p(zFytz")p(xty"2") voor 0 < m < 3
immers

p(xkyﬁzoxuyvzw) _ p(xk+uy€+vzw)

— Xk+uy€+va — XkyszXquZw

= p(z"y'2") p(ay"2")
p(ahy'zaty’2?) = p(atyy a2 ) = p(a" vy

— Xk_er+uZ1+w — Xky[yuX—'vzl—l-w — XknyXquZw

xkfv £+u21+w)

= p(z"y'2)p(a"y"2")
p(xkyEZZl,uyvzw) — p('rkyéxfuy — p(l,kfuyffvz2+w)

— Xk—uyf—’uzQ-l—w _ Xkng—uy—Uz2+’w — XkyszXuyvzw

7v22+w)

= p(a*y 2?)p(aty"2")
p(xkyfziﬂxuyvzw) — p(xkyfyfuxvzfprw) =)

— Xk-‘rvyf—uz?)-i-’w — Xk‘yﬂva—uZ.?H-w — Xk‘yZZ:‘}Xuyvzw

(karv ylfuz?ﬂrw)

= p(aby"2%) play’ ")



ii.

Dit betekent dat p een homomorfisme is en dus een representatie.

Aan de genoemde voorwaarden is voldaan als V = C* en

w O2 0 0 w 0 0 0 0 0 0
¥=lo% @ o] "loow ol 27|01 0

0 0 0 w 00 0 w? 001
We hebben

ezl = Y, zyzfl = mfl, zelz7l = yil, zyflzfl =z

De verzameling {z,y,2~!,57'} wordt dus door conjugatie met z in
zichzelf afgebeeld. Conjugatie met = of y laat elke element van die
verzameling vast. De conjugatieklasse van x is dus {z,y, 2!y~ 1}

Op dezelfde manier zien we dat {xy,z2y, 2%y?, ry?} een conjugatie-
klasse is.

Als twee elementen g1 en go van G geconjugeerd zijn door g € G dan
zijn de elementen g1 N en go N van G/N geconjugeerd door gN € G/N.
Maar dat betekent dat g1 N en go N gelijk zijn aangezien G/N abels is
In het bijzonder is de conjugatieklasse van z bevat in Nz, en bestaat
dus uit elementen van de vorm x%°z.

Deze zijn ook inderdaad allemaal geconjugeerd:

z s gyt — > 2?yz

iy ly ly
xyz —Z 222 x y22

ly ly iy
z2y?z = Yz —= >z2

In dit diagram geven de pijlen conjugatie aan door de elementen die
ernaast staan.

Op dezelfde manier zien we dat Nz? en Nz3 conjugatieklassen zijn.
Uiteraard is {1} een conjugatieklasse. Er zijn dus zes conjugatieklas-
sen: één van 1 element, twee van 4 elementen, en drie van 9 elementen.

o O O =



iii. Door matrixvermenigvuldigen blijkt:

w 0 0 0
0 w2 0 0
pla)=X=1qg "9 2 o
0 0 0 w
w2 0 0 0
0 100
0 0 0 1
000 1
100 0
PE=2=14 1 0 o]
0010
0010
on .o |00 01
0100
0100
0010
3\ _ 73 _
PE)=2"= 10 o o 1
1000

We lezen de sporen af, en bepalen daarmee x,(g) voor een representant
g van elke conjugatieklasse:

Xp(1) = tr(I) = 4,

Xp(x) = trp(x) = 2w + 2w* = —2,
Xo(wy) = trplay) —w +w? +2 = 1,
Xp(2) = trp(z) =0,

Xp(22) = trp(=3) = 0,

Yo%) = trp(z%) = 0

Omdat deze conjugatieklassen als cardinaliteit respectievelijk 1, 4, 4, 9,
9 en 9 hebben wordt het scalair product van dat karakter met zichzelf

(Xp | Xp) = (142 +4-(=2)2+4-1249-0°+9-02+9-0%)/36 = 1

en dat betekent dat de representatie p irreducibel is.



