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Les 1 Beschrijvende statistiek

In de statistiek gaat het erom, vanuit waargenomen gegevensen model te ont-
wikkelen dat de gegevens goed kan verklaren. Meestal houdteh model een
kansverdeling in, daarom bestaat er een grote overlap tussede methoden van
de statistiek en van de kansrekening. Het verschil ligt erindat men in de kans-
rekening een proces veronderstelt dat volgens een kansvelthg waarden met
zekere kansen produceert, terwijl men in de statistiek van ggevens uitgaat die
een zekere frequentieverdeling hebben en probeert conclas over een hier ach-
ter liggende kansverdeling te trekken. In zekere zin bekijgn dus kansrekening
en statistiek dezelfde vraagstukken uit verschillende inalshoeken.

1.1 Representatie van gegevens

In de statistiek gaat het vooral om het onderzoeken van geg&ns die op een
of ander manier verzameld zijn, bijvoorbeeld dooresn of meerdere metingen of
door een enquéte. Om uitspraken over de gegevens te kunneoeh en structuren
erin te kunnen herkennen, is het belangrijk om een overzichtvan de gegevens
te krijgen.

Voorbeeld: We zullen in deze les vaker naar het volgende voorbeeld van
gegevens kijken (resultaten bij een zekere toets):

54: 41: 59; 45; 34; 49, 58: 30; 61; 47: 43; 48; 80; 27: 56; 45:

Meestal is het niet zo handig, de gegevens gewoon op een rij zetten, om-
dat de structuur dan verborgen blijft. Daarom worden verschillende manieren
toegepast om gegevens gra sch te representeren.

We gaan ervan uit dat we het over gegevens hebben, die numekie
waarden voor een eigenschap van zekere indivign zijn. Denk hierbij
aan de uitslagen van studenten bij een tentamen, de lengte vakin-
deren op tienjarige leeftijd of iets dergelijks. Het is duicklijk dat het
beschrijven van de type van de gegevens afhangt, deze kunneiscrete
waarden, zo als aantallen hebben, maar ook continue waarderwaar
in principe elke waarde mogelijk is. Natuurlijk zijn er ook gegevens
die niet numeriek zijn, zo als eigenschappen, hobbies etcmaar deze
kunnen we als gegevens met discrete waarden behandelen, dduj-
voorbeeld de verschillende mogelijkheden te nummeren.

In de praktijk bestaan er eigenlijk bijna nooit gegevens metecht continue
waarden. Als je bijvoorbeeld naar de resultaten van een conmgtitie in het
verspringen kijkt, dan zijn die altijd op centimeters nauwkeurig aangegeven,
terwijl we toch ook makkelijk millimeters zouden kunnen meten. Hetzelfde geldt
voor tijden, die worden bijvoorbeeld bij het zwemmen in honcerdste seconden
aangegeven, ook al worden ze nauwkeuriger gemeten (namkliminstens op
duizendsten).
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Bij de olympische spelen van Minchen 1972 hadden er over de 400m
wisselslag bij het zwemmen de zweed Gunnar Larsson en de arii@an
Tim McKee een tijd van 4:31,98 minuten. Maar er werden ook dui
zendsten seconden gemeten en de preciezere tijden waren4SB1 voor
Larsson en 4:31,983 voor McKee. Men heeft toen Larsson de gien en
McKee de zilveren medaille toegekend. Maar sindsdien is eresloten,
om de metingen achter de honderdste seconden gewoon te negeren
bij een dead racetwee gouden medailles uit te reiken.

Vaak worden waarden doorafronden gediscretiseerd, alle waarden die in
een zeker interval liggen worden hierbij door dezelfde waae vervangen. We
zouden ons daarom op gegevens met discrete waarden kunnenpleeken, maar
we zullen zien dat het vaak handig is, een verdeling juist wetloor een continue
functie te beschrijven.

Let op: Bij het rekenen met afgeronde waarden neemt de nauwkeurig-
heid (in het algemeen) bij elke bewerking af. Het is daarom vestandig,
zo lang mogelijk met hoge nauwkeurigheid te rekenen en pas haeit-
eindelijke resultaat af te ronden.

Bij het optellen worden de absolute foutenbij elkaar opgeteld, want

X+ x)+(y+ y)=(x+y)+( x+ y)

Bij het vermenigvuldigen worden derelatieve foutenbij elkaar opgeteld,
want uit

X+ X) (y+ y)=Xx y+ X y+ y X+ X 'y
volgtvoor ( x y)=(x+ x) (y+ y) x vy

(xy) X,y

+

Xy X y

waarbij we de term met twee 's hebben weggelaten. Als dus de Zden
van een blok met een nauwkeurigheid van 5% gemeten kunnen wagn
en het volume van de blok als product van de zijden wordt bere&nd,
heeft het volume slechts nog een nauwkeurigheid van 15%.

Stengel-en-blad diagram

Een eenvoudige mogelijkheid om waarden te representeren &taat erin, de
waarden op een lijn te markeren. Dit geeft soms al een overdit waar de
waarden liggen en waar bijvoorbeeld veel punten dicht bij dtaar liggen en hoe
ver ze verspreid zijn. Voor ons voorbeeld ziet dit er zo uit:

0 100

Natuurlijk is er een probleem als we twee keer dezelfde waaedhebben, wat
natuurlijk vooral bij discrete gegevens het geval is. We kumen dit (zo als in het
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plaatje) bijvoorbeeld oplossen, door punten voor dezelfdevaarde boven elkaar
te zetten.

Een representatie die dit idee oppakt is hetstengel-en-bladdiagram, waarbij
we alle waarden in een zeker interval naast elkaar schrijvenin het voorbeeld
nemen we het eerste cijfer van een waarde (de tienen) als wabe op de stengel,
het laatste cijffer komt dan als blad erachter te staan. Vervdgens worden de
bladeren die achter een waarde op de stengel staan op volg@desorteerd. Voor
ons voorbeeld ziet het stengel-en-blad diagram er als volgit:

2|7

~No ok~ w
= B~ F O
o w b
co o1
©o O

8|0

Deze manier om waarden samen te vatten is al een speciaal vdaeld voor
het vormen van klassendie we nu gaan behandelen.

Klassen

Vaak is het handig om verschillende waarden samen te vatten id op een of
ander manier op elkaar lijken. De zo samengevatte waarden ot men dan
eenklassevan waarden. Als voorbeelden van klassen hebben we al intexilen
gezien, waarbij alle waarden tussen zekere grenzen in eentpgegooid worden.
Maar er zijn ook heel andere klassen mogelijk, bijvoorbeel#tunnen de woorden
in een tekst op totaal verschillende manieren in klassen ingdeeld worden:

aantal letters in het woord;

aantal klinkers in het woord;

syntactische klasse (werkwoord, naamwoord, artikel enz;)

semantische klasse (wiskundig begrip, kleur, uitdrukkingvan beweging).

Als we eindig veel gegevens op klassen verdelen, krijgen wenefrequentie-
verdeling voor de klassen, en als we naar de relatieve frequtées van de klassen
kijken, voldoen deze aan de eisen van een kansverdeling.

Merk op dat er een subtiel verschil is tussen een kansverdelj en de
frequentieverdeling van klassen: Bij een kansverdeling venderstellen
we een proces die waarden met zekere kansproduceert, terwijl de fre-
guentieverdeling gewoon een verzameling van gegevesschrijft. Maar
natuurlijk is het vaak nuttig een waargenomen frequentievedeling met
bekende kansverdelingen te vergelijken.

De indeling in klassen is een belangrijke voorwaarde voor dimterpretatie
van de gegevens. Te veel klassen geven vaak alleen maar vdirgprde informatie

5
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omdat heel weinig gegevens in een klasse terecht komen, tejivte weinig klassen
geen structuur meer laten herkennen.

Als vuistregel wordt soms gehanteerd, een verzameling van gegevens
in (ongeveer) 1 +?log(n) klassen in te delen, maar ook dit is niet veel
meer dan een heuristische gok.

Soms kan zelfs een verschuiving van de grenzen van de klasdeitiek voor
de interpretatie van de gegevens zijn, omdat op deze manierijsoorbeeld een
duidelijk grootste klasse over twee ongeveer even grote maaeel kleinere klas-
sen verdeeld zou kunnen worden. We zullen hier straks een vdzeeld van zien.

1.2 Grasche representatie van gegevens

De frequentieverdelingen van gegevens of klassen van geges laten zich op
verschillende manieren gra sch representeren. We zullen @ meest belangrijke
vormen kort bespreken.

Histogram

Bij een histogram worden de klassen door balken vertegenwoordigd, waarbij
de oppervlakte van de balken de frequenties representeert. Als de balken &o
dezelfde breedte hebben, zijn natuurlijk ook de hoogtes vaule balken propor-

tioneel met de frequenties. In Figuur 1 zijn twee histogramsvoor ons voorbeeld

te zien: In het linkerplaatje zijn de klassen intervallen ven breedte 10, in het

rechterplaatje zijn de klassen automatisch zo gekozen datlie klasse even veel
(in dit geval 4) punten bevat, en de balken dezelfde oppervikte hebben.

0.04

0.03

0.01+

T ™™
20 40 60 80 30 40 50 60 70 80

Figuur 1: Histograms met balken van dezelfde en verschillese breedtes.

Als we in ons voorbeeld het aantal klassen volgens de formule +2log(n)
kiezen, hebben we 5 klassen nodig. De histograms in Figuur aten zien dat een
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opsplitsing in 5 of 6 klassen een duidelijk kwalitatief verghil in de histograms

veroorzaakt: In het eerste geval is er een duidelijk groot#t klasse, in het tweede
geval zijn er twee grootste klassen en men kan zien dat er earitschieter is,

omdat er een gat tussen de klasse met de maximale waarde en dedare klassen
valt.

Figuur 2: Histograms met 5 en 6 klassen.

Er kunnen ook histograms van meerdere verzamelingen gegev® in een
gra ek gecombineerd worden. Dit wordt vaak gebruikt om de ortwikkeling over
de tijd te laten zien. De volgende tabel geeft het aantal zetls in de Tweede
Kamer weer voor de verkiezingen tussen 1989 en 2003 (bepetkt partijen die
in een van de verkiezingen minstens 10 zetels heeft behaald)

Partij 1989 1994 1998 2002 2003
CDA 54 34 29 43 44
PvdA 49 37 45 23 42
VVD 22 31 38 24 28
D66 12 24 14 7 6
GroenLinks 6 5 11 10 8
LPF 0 0 0 26 8

Als we voor ieder partij een histogram voor het aantal zetelsin de verschil-
lende verkiezingen maken, ziet de combinatie van deze higgoams er uit als
in Figuur 3 te zien. Natuurlijk kan men ook de verdelingen van zetels in een
verkiezing als histogram zien, dan worden in deze gra ek geaon verschillende
histograms naast elkaar gezet.

Taart-diagram

Bij een taart-diagram (pie chart) wordt een cirkelschijf zo onderverdeeld dat
de oppervlaktes van de sectoren de frequenties van de klasseepresenteren.
Omdat de oppervlakte van een sector evenredig is met de hoelam de sector,

7
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Figuur 3: Verdeling van zetels in de Tweede Kamer.

geven ook de hoeken van de sectoren de frequenties weer. Valar verkiezingen
van 2003 is dit in Figuur 4 te zien.

CUSGP

Figuur 4: Taart-diagram voor de verdeling van zetels in de Tweede Kamer.

Frequentiepolygoon

In plaats van verschillende histograms in een gra ek te commeren, kan men

ook de waarden van verschillende verdelingen over de tijd dwr frequentiepoly-

gonenaangeven. Hierbij worden de waarden voor verschillende tijstippen door

liinstukken verbonden. Merk op dat de tussenwaarden meestageen betekenis
hebben. Ook al kun je op een lijnstuk tussen de verkiezingenan 1994 en 1998
een waarde voor het jaar 1996 a ezen, zegt dat niets over eenagelijke uitslag

van verkiezingen in het jaar 1996. De ontwikkeling van het aatal zetels in de

Tweede Kamer die in Figuur 3 door een combinatie van histogrms beschreven
werd, wordt in Figuur 5 door frequentiepolygonengerepresenteerd.
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Figuur 5: Frequentiepolygonen voor de verdeling van zetel$n de Tweede Ka-
mer.

Vervalsende representatie

Het kiezen van een vorm van representatie houdt altijd een maipulatie van de
gegevens in. Dit hoeft niet per se negatief te zijn, wanteen plaatje zegt meer
dan duizend woorden Maar door een speci eke keuze van representatie kan
er wel een zekere tendentie aan de gegevens gegeven wordeit |&dt soms -
bewust of onbewust - tot een vervalsing van de gegevens. Eeragr typische
manieren om gegevens te vervalsen zijn:

Schaling van de assen. Hierdoor wordt het stijgen of dalen gter of vlakker
en de veranderingen worden versterkt of verzwakt weergegem.

Afbreken van de y-as boven het nulpunt. Hierdoor lijken veranderingen
veel extremer dan ze in werkelijkheid zijn.

'Slimme' keuze van klassen. Hierdoor kunnen e ecten kunstratig voort-
gebracht of onderdrukt worden.

Representeren van de frequentie door een motief of guur wa®an de
hoogte proportioneel met de frequentie is. Omdat niet de hogte maar de
oppervlakte als grootte van de guur waargenomen wordt, lijkt een twee
keer zo hoge guur vier keer zo groot.

Suggereren van eetontwikkeling door representatie middels frequentiepo-
lygonen.
1.3 Typische waarden

Om verschillende verzamelingen van gegevens te kunnen velgken, is het vaak
handig om eentypische waardevoor een verzameling aan te geven. Er zijn

9
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verschillende mogelijkheden, om gegevens door een bepaaldiaarde te karak-
teriseren, en iedere manier benadrukt een iets ander aspedin het bijzonder is
er niet zo iets als b typische waarde, die een verzamelingegievens op dguiste
manier beschrijft.

Het gemiddelde

Het rekenkundig gemiddeldgmeestal kort gemiddeldegenoemd) van waarden

X =

De interpretatie hiervan is dat de gegevens bij elkaar opgetid worden en ver-
volgens de som gelijkvormig over de individen verdeeld wordt.

Een karakterisering van het gemiddelde is de eigenschap date verschillen
tussen de gegevens en het gemiddelde bij elkaar opgeteld Ovga, dus dat

Maar de belangrijkste eigenschap van het gemiddeld& is, dat het juist de
waardeXx is waarvoor de som van de kwadratische afstanden van dg minimaal
wordt, dus waarvoor de functie

X0
f(x):= (i x)?
i=1

minimaal wordt. Deze eigenschap wordt vaak zelfs als de nie van het gemid-
delde gebruikt.

Een minimum vas f (x) vinden we als nulpunt van de afgelgjdef 9x).
Broeldtfqx)= " [L, (2x 2x;)endusf%x)=0voorn x=" [, x=

i”:l X;. Omdat de functie f (x) een naar boven geopende parabool is,
is dus x = X het eenduidige minimum van de functie.

We kunnen het gemiddelde ook in samenhang met kansverdelieg inter-
preteren. Als we ons voorstellen dat dex; waarden van een stochastX zijn,
die met kans pyx het resultaat x oplevert, dan zullen we de waardex in een
verzameling vann waarden ongeveepy n keer verwachten. Maar als we nu bij
het gemiddeldex niet meer de som over de&; maar over de waardenx met hun
frequenti@s nemen, zien we dak een benadering van de verwachtingswaarde
E[X]= X px van de stochastX is.

Met een analoog argument zien we voor een stocha3 met continue kans-
verdeling met dichtheidsfunctie f (x) dat hg$ gemiddelde X ook hier een bena-
dering van de verwachtingswaardeE[X ] = i x f(x)dxis.

10
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De mediaan

De mediaan x van een verzameling gegevens is gede nieerd als de waardeadi
in het midden van de geordende waarden ligt. Dit wil zeggen daer even veel
waarden kleiner danx-zijn als er waarden groter zijn. Als we aannemen, dat de
waarden opstijgend geordend zijn, dux; X2 :::  Xp, danis voor oneven
n =2m + 1 de mediaan x-juist de middelste waardex,. Voor een even aantal
n = 2m neemt men gewoon het gemiddelde van de twee middelste waare
dus x= %(xm + Xm+1 ). Voor opstijgende waardenx; X ::: Xp hebben
we dus: (
Xn+ als n oneven

X = 1,2
z(x% + x%ﬂ) als n even.

We hebben gezien dat de som van de verschillen tussen de waardx; en
het gemiddeldex nul geeft en dat het gemiddeldex de kwadratische afstanden
minimaliseert.

De mediaan heeft de eigenschap dat hij de gewone afstandenmirnaliseert,
dus dat x de waarde is waarvoor

g(x) = jXi X
minimaal wordt.

Deze eigenschap van de mediaan ziet men (voor onever) als volgt
in: Stel we hebbenx > x, dan liggen err waarden rechts vanx en |
waarden links van x en we hebbenl > r . Als we nu x om X naar
rechts schuiven, dan neemg(x) om x(I r) toe, als wex om X naar
links schuiven, neemtg(x) om x(I r) af. Dus is g(x) niet minimaal
als| >r is. Met hetzelfde argument, toegepast ok < x, zien we dat
g(x) ook voor| <r niet minimaal is. Dus moet| = r gelden, en hieruit
volgt x = .

Voor evenn = 2m is g(x) op het interval [Xm;Xm+1] horizontaal met
minimale waarde. Men neemt daarom het middelpunt van dit interval
als mediaan.

De modus

Een verdere mogelijkheid om een typische waarde te de ®ren is demodus R
die de waarde aangeeft die met de hoogste frequentie optreed

In veel gevallen geeft de modus een goede beschrijving dieloedelijk dicht
bij het gemiddelde en de mediaan ligt, maar dit hangt sterk van de situatie af.
Het kan bijvoorbeeld zijn, dat een verdeling twee duidelijle spitsen heeft, dan
is de modus de hogere van de twee spitsen, maar gemiddelde erdinan liggen
waarschijnlijk tussen de spitsen. Een verdeling met twee dfsen heetbimodaal
een verdeling met nog meer spitsemultimodaal.

Het linkerplaatje in Figuur 6 laat een bimodale verdeling zien. De modus
van deze verdeling is<’= 1, de mediaan isx- 1:92 en het gemiddelde iX = 2:2.

11
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Figuur 6: Bimodale en multimodale verdelingen.

In het rechterplaatje van Figuur 6 vinden we een multimodaleverdeling met
vier spitsen. In dit geval is de modusx*= 2, de mediaan isx 0:39 en het
gemiddelde isx = 0:4.

Soms kan ook bij een multimodale verdeling de modus intereast zijn, maar
meestal is het in dit geval nodig de verdeling als combinatievan een aantal
unimodale verdelingen te beschrijven en door de typische veaden van deze
verdelingen te karakteriseren.

Relatie tussen gemiddelde, mediaan en modus

Als een verzameling van gegevens een symmetrische unimodalerdeling heetft,
vallen de waarden van het gemiddelde, de mediaan en de modusdelijk goed
samen. Als de verdeling niet symmetrisch is en een langereasirt naar rechts
heeft, noemt men de verdelingnaar rechts scheef In dit geval is ® < x < X.
Omgekeerd heet een verdelingnaar links scheefals hij een langere staart naar

links heeft. In dit geval geldt X < x< R.
Een typische naar rechts scheve verdeling is

2 1 1
f(x)= ?xe X metx==; x 1678 =; R= =

Deze verdeling is in Figuur 7 voor de parameter = 1 te zien. In het plaatje
ligt dus de modus bij X = 1, de mediaan bij ¥ 1:678 en het gemiddelde bij
X =2.

Omdat de modus of mediaan vaak niet eenvoudig te berekenen Nan, wordt
er voor unimodale verdelingen soms een heuristische formeivoor de samenhang
tussen modus, mediaan en gemiddelde toegepast, namelijk

12
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Figuur 7: Naar rechts scheve verdeling (x) = xe *.

Voor de boven aangegeven verdelindg (x) = “xe X zien we dat deze
vuistregel verrassend goed werkt, want in dit geval isx 2 =2 1=1en
3(Xx x)=3 0:322 =0:966.

Maar let wel dat dit bij multimodale verdelingen meestal vreselijk mis gaat,
in het voorbeeld uit het rechterplaatje van Figuur 6 krijgen we bijvoorbeeld
X R2=04 2= 1l6en3K x)=3 (0:4 0:39) =0:03.

Merk op: Het gemiddelde is veel gevoeliger voouitschieters dan de me-
diaan. Op de modus heeft een uitschieter helemaal geen invdd. Als het erom
gaat een robuuste schatting voor de typische waarde te heblmeen er gevaar op
uitschieters bestaat, is de mediaan soms een betere keuzerdhet gemiddelde.

In ons voorbeeld van de tentamen resultaten kunnen we het geiidelde
en de mediaan makkelijk bepalen, we hebbex = 48:56 enx-= 47:5. Voor
de modus moeten we naar klassen kijken, als we bijvoorbeeldsaklassen de
intervallen van breedte 10 nemen, ligt de modus in het interal [40; 50] en men
neemt hiervoor de middelste waarde van het interval, dusx’= 45. Als we nu
de uitslag van 80 punten als uitschieter beschouwen en wedtn, verandert dit
het gemiddelde behoorlijk, we krijgen dan als nieuwe gemidelde X = 46:47,
terwijl de mediaan veel minder verandert en nux-= 47 wordt. De modus blijft
onveranderd.

We kunnen zelfs algemeen aangeven hoe veel het weglaten vaene
waarde het gemiddelde verandert. Stel we hebben bih waarden en
gemiddeldex en willen de waardex weglaten. Het nieuwe gemiddel-
de wordt dan “n7 £ en voor het verschil van het oude en het nieuwe
gemiddelde krijgen we:

nx x_(n 1) X nX+x_ X X,

n 1 n 1 n 1

Het gemiddelde verandert dus om de afstand van de uitschietevan het
gemiddelde, gedeeld doon 1.
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Andere gemiddelden

Soms is het rekenkundig gemiddelde niet geschikt om een tygpthe waarde van
de gegevens te beschrijven. Dit is bijvoorbeeld het geval alde gegevens; een
variabel beschrijven die niet opgeteld maar vermenigvuldijd wordt, zoals bij
groeiprocessen:

Stel een populatie gr&eit inn jaren met factoren xy;X»;:::;Xn, dan is de
totale groei het product ~[_; x; van de x;. Om nu een gemiddelde groei te
berekenen, waarmee im jaren de7§h‘de totale groei bereikt wordt, moeten we
een waardexg vinden zo datxJ = ~ ., x;. We moeten dus uit het product de
n-de wortel trekken, dit geeft

Xp = le X2 1i: Xn
en Xg heet het meetkundig gemiddeldevan de x;.

Een andere vorm van gemiddelde bestaat bij gegevens waarvoeigenlijk
x; 1 opgeteld moet worden. Een beroemd voorbeeld hiervoor is heirobleem
van de piloot die op de heenweg wind tegen heeft maar de vertging op de
terugweg door de wind mee weer in te halen denkt.

We noemen de afstand van de twee vliegveldes, de tijd voor de heenweg
t, en de tijd voor de terugwegt,. Als de piloot zonder wind met een snelheid
van vp Vvliegt, zou hij zonder wind de tijd t = S+ S =22 nodig hebben.

Bij wind met snelheid w is de snelheid op de heenweg; = vo W en op de
terugweg v, = vg + w. De tijden voor heen- en terugweg zijn dant; = % en

S

to = o>. De vraag is nu, oft; + t, gelijk aant is.

Voor de gemiddelde snelheid/ = —25— geldt:

t1+to

1 1
2s 2s 2 2V1Vo 1 &+
:t+t:5+5:1 l: " endUS—=V12V2:
1 2 Vi Vo W+E V1 + Vo \Y
Men noemt
2V1Vo _ 2
vi+tvy, L4 1

V1 V2
het harmonisch gemiddeldevan v; en v, en dit is gewoon het inverse van het
rekenkundig gemiddelde van de inversen van; en vs.
In het geval metvy = vg  w env,; = vg+ w hebben we

2o wW)(Vo+w) _ 2(vd w?) _ vi w?
T (Vo w)+(vo+tw) 2 Vo

<Vp:

De vliegreis duurt dus bij wind steeds langer dan zonder wind

Tussen de verschillende gemiddelden bestaat altijd de voémde keten van
ongelijkheden:

minimum harmonisch meetkundig rekenkundig maximum :

14
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1.4 Spreiding

Het is duidelijk dat een verzameling gegevens met een gemidttle waarde (of
zelfs de verschillende soorten van gemiddelden) nog niet gd beschreven is,
want de verdelingen kunnen er nog erg verschillend uit zienBijvoorbeeld kan

het zijn dat bij een tentamen met een gemiddelde van 7 iedereehet gehaald
heeft, omdat er even veel 6en als 8en en geen 9en en 10en wardtaar het

kan ook zijn, dat slechts 40% het gehaald hebben, omdat 40% e€l0 en 60%
en 5 gehaald hebben (dit is een typisch voorbeeld van een birdale verdeling).

Men wil daarom ook een uitspraak over de afwijking van de waaten van het
gemiddelde hebben. Ook hiervoor zijn er verschillende motjgkheden.

Standaardafwijking

We hebben al gezien dat het gemiddeld& de waarde is waarvoor de kwadrati-
sche afstanden van de gegevens minimaal is. De wortel uit dininimum heet
de standaardafwijking s, we hebben dus

1 X

n .
i=1

s = (xi %)%
Voor veel (en belangrijke) verdelingen ligt een 'groot deélvan de waarden
binnen een afstand vans van het gemiddelde. Voor denormale verdeling zijn
dit bijvoorbeeld 68% (en 95% liggen binnen een afstand vans).

Met behulp van het gemiddelde en de standaardafwijking late zich gegevens
normaliseren:

De verschuivingxi0 = Xj X geeft een verzameling gegevens met gemiddelde
0 en de transformatiez; := XX geeft een verzameling gegevens met gemiddelde

S
0 en standaardafwijking 1. Men noemt de waarde

Xi X
s
de z-waarde van x;. De z-waarde geeft de afwijking van een waarde van het
gemiddelde van een verzameling gegevens in veelvouden vae dtandaardaf-
wijking aan. Men zegt daarom ook soms dat een waardeen afstand van 3
standaardafwijkingen heeft, als dez-waarde 3 is.

Z .=

Als we de standaardafwijking weer voor waarden bekijken dievolgens een
kansverdeling voor een stochasiX geproduceerd zijn, zien we dats? een be-
nadering van de variantie Var(X) = E[(X E[X]] is. Voor een discre-
te kansverdeling is deze gegeven doo¥ ar(X) = J(x E[X D? px, en

or een continue kansverdeling met dichtheidsfunctief (x) door Var(X) =
T (x  E[X]? f(x)dx.

In de kansrekening hebben we de wortel uit de variantie ook destan-
daardafwijking genoemd en toen met genoteerd. Het is inderdaad
gebruikelijk, grootheden van kansverdelingen zo als verwantingswaar-
de en standaardafwijking met griekse letters( , ) te noteren, terwijl
grootheden bij verdelingen van gegevens mdatijnse letters genoteerd
worden. Let wel dat niet iedere auteur dit soort conventies kehartigt.
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Kwartielen

Net als de mediaan voor de helft van de waarden worden ookwartielen gede-
nieerd waar een kwart van de waarden beneden of boven ligt. ldt onderste
kwartiel of eerste kwartielis de waarde waar een kwart van de waarden onder
en drie kwart boven liggen en is dus de mediaan van de ondersteelft van de
waarden. Net zo is hetbovenste kwartielof derde kwartiel de waarde waar drie
kwart onder en een kwart boven ligt, dus de mediaan van de bowveste helft van
de waarden. De mediaan zelfs heet soms ook hateede kwartiel

Algemeen noemt men de waarde waap procent van de waarden onder
en 100 p procent boven liggen hetp-percentielpunt en noteert dit met Pp.
De mediaan is dus het 50-percentielpuntPsg, het onderste kwartiel het 25-
percentielpunt Pos en het bovenste kwartiel het 75-percentielpuntP7s. Meest-
al zal eenp-percentielpunt niet precies op een waarde vallen, en ook ei op
het middelpunt tussen twee waarden. Bijn (geordende) waarden heeft hefp-
percentielpunt in de lijst de index t = 1+ 55(n  1). Als we't schrijven alsi + r
met i een natuurlijk getal en 0 r < 1, dan berekenen we de waarde voor het
p-percentielpunt als gewogen gemiddelde vaw; en xj+; met gewichten (1 r)
enr, dus als

Po=(1 r) Xi+Tr Xj1:

Als we in ons voorbeeld van 16 waarden het 15-percentielpuntouden willen
vinden, hebben wet = 1+ £2 15 =1+ 28 =3+ 1. Het 15-percentielpunt
ligt dus tussenxs en x4, maar op een vierde van de afstand varxs naar x4. We

zouden dus in dit geval het 15-percentielpunt berekenen dod:75 x3+0:25 Xx4.

Percentielpunten worden ook gebruikt om parameters van syemen
vast te leggen. Bijvoorbeeld geeft een spraakherkenninggsteem voor
elke herkenning eenscore die aangeeft hoe goed de kwaliteit van de
herkenning was. Dit geeft in het algemeen niet de kans op eemoc
recte herkenning weer, maar slechts een heuristische waadlie met
toenemende kwaliteit stijgt. Als men met het automatische ysteem
nu 90% van de aanvragen wil behandelen en de rest naar een mens
lijke operator doorstuurt, dan moet men op een testset van aavragen
het 90-percentielpunt van de scores bepalen en dit als grengstleggen
waaronder aanvragen naar de operator doorgestuurd worden.

De afstand tussen de kwartielen geeft informatie over de sgiding van de
waarden. Het interval tussen de kwartielen P,5 en P75 heet het interkwar-
tielbereik, hun verschil de interkwartielafstand IQR (voor inter quartile ran-
ge. Vaak wordt ook de helft van de interkwartielafstand gebruikt, de semi-
interkwartielafstand 3I1QR := PP,

De interkwartielafstand wordt vaak toegepast om uitschieters aan te
wijzen. Helaas is er geen zuivere de nitie mogelijk wanneeeen waarde
die uit het algemene patroon van een verzameling valt als ugchieter
te behandelen is. Over dit probleem kan de geteresseerde leze een
omvangrijke literatuur raadplegen.

16



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

Een veel gehanteerde vuistregel is echter, waarden als udsieters te
beschouwen die meer dan:b IQR buiten het interkwartielbereik liggen,
dus:

X<P 15 IQR ofx>P s +1:5 IQR ) x is een uitschieter.

Voor waarden die volgens dit criterium uitschieters zijn, moet menmet
de handbeslissen of het gewoon extreme maar geldige waarden zijn
of ongeldige waarden die uit het bestand verwijderd moeten wrden
(bijvoorbeeld omdat er bij een meeting iets mis is gegaan).

Voor verdelingen die niet erg scheef zijn, bestaat er een veand tussen de
standaardafwijking s en die semi-interkwartielafstand %IQR , hamelijk
1 2
-IQR  =s:
2 Q 3
Dit is afgeleid van de standaard-normale verdeling, waarvor %IQR 0:6745
geldt.

Natuurlijk leveren naast de kwartielen ook de minimale en demaximale
waarde informatie over de spreiding van een verdeling. Dit gort informatie
wordt vaak in eendoos-en-snorren guur ( box-and-whiskers plobf kort box-plof)
samengevat. Dit is een doos tussen de kwartielen met de media gemarkeerd.
Voor de einden van de snorren zijn er verschillende convergs:

minimale en maximale waarden;

minimale en maximale waarden die binnen een afstand van:% IQR
van de kwartielen liggen, de andere waarden worden als uithieters be-
schouwd (en soms wel als punten weergegeven);

5-percentielpunt en 95-percentielpunt.

In ons voorbeeld van de tentamenresultaten hebben wBsg = 47:5, Py = 42
en P75 = 57. Hieruit volgt IQR = 15. Omdat 42 1.5 15 = 19:5 Kkleiner is
dan alle waarden, hebben we volgens het genoemde criteriunegn uitschieters
naar beneden. Aan de andere kant is 57 +5 15 = 79:5, dus is de waarde 80
net een uitschieter.

Het doos-en-snorren guur voor het voorbeeld ziet er dus alvolgt uit:

0 20 40 60 80 100

Het doos-en-snorren guur wordt soms horizontaal (zo als hér) en soms
verticaal getekend. De verticale versie heeft het voordeetiat de guren voor
verschillende verdelingen makkelijk naast elkaar geplaat kunnen worden.
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1.5 Momenten

We hebben al een paar keer iets over de scheefheid van een weidg gezegd.
Natuurlijk laat zich dit aan de hand van een gra ek meestal goed a ezen, maar
het is handig hiervoor ook een kwantitatief begrip te hebben Hiervoor zijn de
momenten van een verdeling handig. Hetk-de moment van een verzameling
gegevens is gede nieerd door

De eerste en tweede momenten zijn oude bekenden, we hebb@a§ = X, m; =0
enmy = s? (duss= " my).

Om momenten voor verschillende verdelingen goed te kunnenevgelijken,
is het gebruikelijk om ze te normaliseren. Dit gebeurt net a bij de z-waarde
door delen door de standaardafwijking en men krijgt

a = my _ Mg |
K = — = :
sk = Pmk

Momenten worden op een analoge manier ook voor kansverdetign
gede nieerd. Voor een stochastX met een discrete kansverdeling met
kansenpy zijn de k-de momenten 2 en dek-de centrale momenten
gede nieerd door
X k X k
K= X° px en k= x EMXD* px:
X X
Voor een stochastX met een continue kansverdeling met dichtheids-
functie f (x) geldt
z 1 z 1
0= xK f(x)dxen y:= (x  E[X]D* f(x)dx:
1 1
In het bijzonderis 9= E[X]en ,= Var(X).

Let op: De hogere momenten hoeven niet voor alle verdelingsfuncte

van corggnue kansverdelingen te bestaan. Zo heeft ijvooreeld de in-

1 1 . 1 2 1
tegﬁilal 1 Tixz Ux de waarde , maar de integralen | X° 57 dX

4 _1 indi
en | X% 135z dx hebben geen eindige waarde.

Scheefheid

Omdat voor een scheve verdeling de waarden in de langere sthaen hoger
gewicht krijgen, is het derde centrale moment een maat voor € scheefheid
(skewnesysvan de verdeling. Bij positieve waarden vanms of az is de verdeling
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scheef naar rechts, bij negatieve waarden scheef naar link§len noemt ag ook
de coe ci ent van scheefheid Verdelingen die symmetrisch ten opzichte van hun
gemiddelde zijn (zo als de normale verdeling), hebben natulijk scheefheid 0.

In Figuur 8 zijn de gra eken van twee naar rechts scheve verdingen te zien.
De functie in het linkerplaatje is f(x) o x e * (voor = 1), de functie
in het middelste plaatje is g(x) := 92— X e z. Voor de duidelijkheid zijn de
twee dichtheidsfuncties in het rechterplaatje gezamenlk afgebeeld.

Figuur 8: Vergelijk van twee naar rechts scheve verdelingen

De momenten voorf (x) zijn X = m$ = 2, §2 = m;, = % enmz = 4.
Hieruit volgt dat de coe ci ent van scheefheidaz = p% = 2 1414 is.

Merk op dat az onafhankelijk van de parameter is.
De momenten voorg(x) zijn X = m§ =3, s?=m; = GFgen m3 = 24. Hieruit
volgt dat g(x) de coe ci ent van scheefheidaz = p"r:]—zg = £ 6 1633 heeft. Zo

als ook uit het rechterplaatje in Figuur 8 blijkt, heeft g(x) een grotere scheefheid
dan f (x).

Een alternatieve mogelijkheid om de scheefheid aan te gevegebruikt het
verschil van gemiddelde en modus, bijvoorbeeld‘_s—*. Als we hier nog de heu-
ristische benaderingx = (X %) voor de modus op toepassen, krijgen we
3(" X) als uitdrukking voor de scheefheid, die alleen maar van het @middelde
en de mediaan afhangt.

Ook met behulp van de kwartielen of percentielen laat zich descheefheid
uitdrukken, bijvoorbeeld door

(Prs %) (¥ P2s) _ Pz 2¢x+ Pys

= of

P7zs  Pos P7zs  Pos
(Poo Pso) (Pso  P10) _ Pgo  2Psp+ Pig,
Poo P10 Poo Pio

Hierbij wordt gekeken hoe ver dep-percentielpunten P5g x €nPso+«, die bij een
symmetrische verdeling even grote afstanden van de mediaamoeten hebben,
van een symmetrische positie afwijken.
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Scherptoppigheid

Het vierde moment zegt iets erover of een verdeling spits ofllat is, dus over

de scherptoppigheidof gepiektheid(kurtosis) van de verdeling. Hiervoor verge-
liikt men het genormaliseerde vierde momentay met het vierde moment van

de standaard-normale verdeling dat de waarde 3 heeft en nodma, ook de

coe ci ent van scherptoppigheid Voor a4 > 3 noemt men een verdelinggepiekt
(leptokurtic, van het griekselepto- = smal) omdat de verdeling dan een scherpe-
re top heeft dan de normale verdeling en de staarten dunner gi. Voor a; < 3

noemt men de verdelingafgeplat (platykurtic, van platy- = plat) omdat ze een

plattere top heeft dan de normale verdeling. Een verdeling ret a; 3 heet

mesokurtic (van meso-= gemiddeld).

Merk op: In de literatuur wordt vaak ook a4 3 als ca@ ci ent van scherp-
toppigheid gehanteerd, een positieve waarde hiervan staatan voor een gepiekte
verdeling, een negatieve waarde voor een afgeplatte verdiag).

Als eenvoudig voorbeeld bekijken we de symmetrische unifare verdeling
op hehlnterval [ c;d, deze heeft de dichtheﬁjsfunctlef (x) = 2—1C Er geldt
C

2 1 x3:c C 4 - x5c_1
my= °.x% £dx= 2 %j°=32c¢enmy= ° x* Ldx= 2 = zct.

Hieruit volgt a4 = "‘4 = 9 < 3, dus is de unlforme verdellng afgeplat Merk op

dat de schallngsfactorc geen invioed op de scherptoppigheid van de verdeling
heeft.

Een interessanter voorbeeld is de verdeling met dichtheidanctie

3 1
F=5 155

gie in het mlddelste plaatje vamp, Figuur 9 te zien is. Hier hebken wem; =

T x2 f(x)dx=3enmy= 1 x* f(x)dx=1,dusisas = M =4en
f (x) is een geplekte verdeling. Dit wordt ook in het vergelijk me de normale
verdeling in het rechterplaatje van Figuur 9 duidelijk, want bij de normale

verdeling zit meer kansmassa in de staarten.

Figuur 9: Vergelijk van de normale verdeling met een gepiel¢ verdeling.

Merk op dat de scherptoppigheid vooral bij (redelijk) symmetrische verdelin-
gen een rol speelt. Bij scheve verdelingen heeft de scheefheen groot invioed
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op de ca ci ent van scherptoppigheid en is het vergelijken met symmetsche
verdelingen meestal niet bijzonder verklarend.

Belangrijke begrippen in deze les
stengel-en-blad diagram
klassen, frequentieverdeling
histogram, taart-diagram
gemiddelde, mediaan, modus
uni-, bi-, multimodale verdelingen
kwartielen, p-percentielpunten
standaardafwijking, interkwartielafstand
doos-en-snorren guur

momenten, scheefheid, scherptoppigheid

Opgaven
1. Gegeven is de rij waarnemingen
15:813 15:705 15:748 15:801; 15720 15:743
Bereken het gemiddelde en de standaardafwijking van deze gevens

(i) zonder af te ronden;
(i) met op twee decimalen achter de komma afgeronde waarden
(i) met op een decimaal achter de komma afgeronde waarden.

2. Ditis een standaardafwijkings-wedstrijd: Kies als gegeens 4 getallen uit de getallen
0;1;:::;10, waarbij herhalingen toegestaan zijn.

(i) Vind getallen zo dat hun standaardafwijking minimaal is. Is het antwoord
eenduidig?

(i) Vind getallen zo dat hun standaardafwijking maximaal i s. Is het antwoord
eenduidig?

(i) Behandel (i) en (ii) met 3 in plaats van 4 getallen.

3. Zij X het aantal ogen dat geworpen wordt met twee witte eneen zwarte dobbelsteen,
waarbij het aantal ogen van de zwarte dobbelsteen dubbel walt geteld. In een
experiment met 50 werpen zijn de volgende resultaten verkigen:

12 10 23 10 10 14 15 20 5 18
14 8 6 20 21 12 16 11 13 21
13 10 9 16 19 7 9 7 20 22
17 14 15 15 12 9 13 14 18 8
17 18 15 12 14 20 18 11 19 7
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(i) Bereken de verwachtingswaardeE[X ] en de variantie V ar(X ) van de stochast
X (dit hangt niet van de verkregen resultaten af).

(i) Bereken het gemiddeldex en de standaardafwijkings van de 50 waarnemingen.
(iii) Maak een histogram voor een zinvolle indeling van de warnemingen in klassen.

4. De aantallen van stemmen voor de kandidaat presidenten ide VS in de verkiezingen
sinds 1960 (dus sinds Kennedy) waren:

jaar | Republicans | Democrats anderen
1960 | 34,108,157 34,226,731 0
1964 | 27,178,188| 43,129,484 0
1968 | 31,785,480 31,275,166 9,906,473
1972 | 47,169,911| 29,170,383| 1,099,482
1976| 39,147,973| 40,830,763 756,631
1980 | 43,899,248 36,481,435 5,719,437
1984 | 54,455,075| 37,577,185 0
1988 | 48,886,097| 41,809,074 0
1992 | 39,104,545| 44,909,889| 19,742,267
1996 | 39,198,755| 47,402,357| 8,085,402
2000| 50,456,002| 50,999,897| 2,882,955
2004 | 59,668,261| 56,172,264 0

Met uitzondering van de verkiezingen in 2000 is steeds de kaidaat met de meeste
stemmen president geworden.

(i) Maak frequentiepolygonen voor de relatieve aantallen emmen voor de ver-
schillende partijen.

(i) Bepaal de verdeling van de stemaandelen die de gekozerrgsident in de ver-
schillende verkiezingen heeft behaald. Maak een doos-enesren guur voor
deze verdeling. Zijn er uitschieters? Kun je dit verklaren?

(iii) We beperken ons nu tot de stemmen voor de republikanen e de demokraten.
In het jaar 2000 heeft dan bijvoorbeeld de kandidaat van de rpublikanen
50; 456,002 van 50 456, 002+50; 999 897 = 101; 455 899 stemmen, dus 493%
van deze stemmen gehaald, en de kandidaat van de demokrate®:27%. De
afstand tussen republikanen en demokraten de neren we als het verschil van
deze aandelen, dus 0:54% voor het jaar 2000 (let op het teken).

Bepaal de verdeling van deze afstanden, hun gemiddelde, stdaardafwijking,
mediaan, kwartielen en interkwartielafstand.

Men zegt dat er eenaardverschuiving heeft plaatsgevonden als de afstand bij
een verkiezing sterk verschilt van de afstand bij de vorige erkiezing. De nieer
een criterium, wanneer er sprake van een aardverschuivingien geef aan bij
welke verkiezingen een aardverschuiving heeft plaatsgemden.

1 kunnen hebben. Stel er zijnp n gegevens met de waarde 0 en (1p) n gegevens
met de waarde 1.

(i) Bereken het gemiddeldex en de centrale momenterm, voor k = 1;2; 3; 4.

(i) Geef de scheefheid en scherptoppigheid van deze verzafing gegevens aan.

(iii) Laat zien dat de scheefheid O is dan en slechts dan alp = 0:5, dus als de
verdeling over de twee mogelijke waarden symmetrisch is.
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Les 2 Steekproeven

We zullen in deze les bekijken, hoe we gegevens van een popidazoals het
gemiddelde en de spreiding kunnen schatten, zonder naar elkdividu van de
populatie te kijken. Het idee hierbij is, in plaats van de volledige populatie
slechts naar een deel van de populatie te kijken, dit noemt nme een steekproef
Men gaat ervan uit dat de steekproef typisch (representati€) voor de hele po-
pulatie is en bepaalt de gegevens van de populatie op de stqabef.

De cruciale vraag is hoe dicht de schatting op de steekproefijpde ware
waarde voor de hele populatie ligt, d.w.z. wat voor een afwling we moeten
verwachten omdat we niet naar de hele populatie hebben gekeh.

Voor dat we ons hiermee gaan bemoeien, moeten we een aantaitée over
de normale verdeling verzamelen (herhalen), omdat deze veeling de basis voor
de analyse van steekproeven vormt.

2.1 De normale verdeling

De meest belangrijke verdeling in de statistiek is denormale verdeling Deze
wordt volledig bepaald door de verwachtingswaarde en de variantie 2 (of de
standaardafwijking ) en heeft de dichtheidsfunctie

(x_)?

X

f. (x):= pzi—e a(

Een stochast X die een kansverdeling met deze dichtheidsfunctie heeft, la¢
normaal verdeelden wordt vaak met X 2 N (; 2) genoteerd.

De verdelingsfunctie voor een normaal verdeelde stochastk niet zon-
der integraal geschreven worden, er geldt
Z X

F(x):=P(X x)= f. (t)dt
1

Voor een normaal verdeelde stochasK met verwachtingswaarde en vari-
antie 2 heeft de genormaliseerde stochast

de verwachtingswaarde O en variantie 1. De stochasZ heet eenstandaard-
normaal verdeelde stochastzijn dichtheidsfunctie is de standaard-normale ver-
deling met de eenvoudigere dichtheidsfunctie

1
f(x):= foa(x) = p? e ¥
De parameters en van een normale verdeling kunnen aan de gra ek van
de dichtheidsfunctie f (x) afgelezen worden zoals dit in Figuur 10 gdlustreerd

IS:
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Figuur 10: Normale verdeling met =3 en =2 en raaklijn aan de gra ek in
X= +

De verwachtingswaarde is het punt waar f (x) zijn maximum heeft.
Omdat de normale verdeling symmetrisch is, is dit ook de median en de
modus van de kansverdeling.

De standaardafwijking vinden we op basis van het feit dat de gra ek van
f (x) juist in de punten x = enx = + van kromming verandert.
Op de punten waar en gra ek van kromming verandert is de stijgng van
de gra ek maximaal of minimaal en heeft de afgeleide van de foctie dus
een maximum of minimum (en dus de tweede afgeleide een nulpt)n

Omdat de verdelingsfunctie F (x) van de normale verdeling niet makkelijk
te berekenen is, worden de waarden vaak in tabellen aangegav. Hierbij is het
voldoende, de waarden voor de standaard-normale verdelingan te geven, voor
een willekeurige normale verdeling worden de waarden op dewaarden van de

standaard-normale verdeling genormaliseerd. Vooz = *— enZ = ¥ — geldt
immers:
Z «x 1 .
P(X x)=P(Z 2= p?e 2t dt:
1

De tabellen voor de standaard-normale verdeling worden opwee manieren
aangegeven:

(1) De waarden P(Z Z) voor waarden van z in regelmatige afstanden,
bijvoorbeeld afstanden van 005 tussenz= 3 enz=3.

(2) Kritieke waarden van z zo dat P(Z Z) = p voor zekere kansenp,
bijvoorbeeld kansen in afstanden van M1 tussen 0 en 1.

Voorbeeld: Voor een normaal verdeelde stochasK met verwachtingswaar-
de 3 en standaardafwijking 2 willen we de kan?(1 X  4) weten, dat een
waarde tussenxi = 1 en X, = 4 ligt:
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De genormaliseerdez-waarden zijn

X7 3 1 3 X, 3 4 3
21 = 12 :T: 1 en 2= 22 :T:O:S:

De gezochte kans is du®(Z 0:5) P(Z 1) voor de standaard-normaal
verdeelde stochasZ . Voor deze twee kansen vinden we in een tabel de waarden

P(Z 1) 01587 en P(Z 05) 06915

De gezochte kans is dus:6915 0:1587 = 0:5328.

Als we omgekeerd willen weten voor welke waarde vax de kansP (X
x) = 0:8 is, vinden we in een tabel dat dit voor dez-waarde 08416 het geval
is, dus voorx = z+ =2 08416+ 3 =4:6832.

Inmiddels wordt het a ezen van waarden van de normale verdehg
uit tabellen meestal vervangen door statistiek programmas, die de be-
nodigde waarden berekenen, maar het doet geen kwaad om ookthe
principe van de tabellen goed te begrijpen.

De redenen voor de centrale stelling van de normale verdelinin de statistiek
zijn veelvoudig, de volgende opmerkingen geven hier een ide/an:

(1) Voor zekere parameters worden andere kansverdelingemals de binomiale
verdeling of de Poisson-verdeling door de normale verdelingoed bena-
derd.

(2) De combinatie van een groot aantal resultaten met bijna wilekeurige kans-
verdelingen levert (bij benadering) een normale verdeling

(3) De frequentieverdelingen van de uitkomsten van veel exprimenten wor-
den goed weergegeven door een normale verdeling, bijvoodié kenmer-
ken van populaties (grootte, gewicht), herhaald meten van ggevens, re-
sultaten van een grote groep mensen bij een test, enz. Dit issh dele een
consequentie uit het punt (2), want vaak is een grootheid bepald door een
aantal enigszins onafhankelijke factoren en de combinatielaarvan geeft
een normale verdeling.

De punten (1) en (2) zullen we nu iets nader toelichten.

Normale benadering van andere kansverdelingen

Stel een toevalsexperiment levert met kang een succes op, dan heeft de stochast
X die het aantal successen im pogingen telt eenbinomiale verdelingen er geldt

P(X = k)= bnpik) = P P

Een binomiaal verdeelde stochasiX heeft de verwachtingswaardeE[X] = np
en de variantie Var(X) = np(1 p). We transformeren X met behulp van
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E[X] enVar(X) op een stochastZ die verwachtingswaarde 0 en variantie (of
standaardafwijking) 1 heeft. Hiervoor de nieren we:

X np .
np(l p)

Als we n laten groeien, maakt destelling van De Moivre en Laplaceeen belang-
rijke uitspraak over de stochastZ:

. . o . X n .
Stelling van De Moivre en Laplace : De limiet Ilgn p:p is een
n:

np(l  p)
standaard-normaal verdeelde stochast.

Omgekeerd betekent dit, dat voor niet te kleine waarden varmn de binomiale
verdeling met parametersn en p door de normale verdeling met parameters
=npen 2=np(l p)benaderd kan worden. We noemen dit denormale

benaderingvan de binomiale verdeling.

De benadering is beter alg in de buurt van % ligt en slechter alsp dicht bij
0 of 1 ligt. Als vuistregel wordt vaak gehanteerd, dat de nornale benadering
van de binomiale verdeling toegestaanisalap 5enn(1 p) 5 (soms wordt
ooknp 10enn(l p) 10 geeist).

0.2
0.16
0.151

0.12

0.14 J
T 0.08-

0.051 b
0.04

Figuur 11: Normale benadering van de binomiale verdeling meparameters
n =25 en p = 0:2 (links) en van de Poisson-verdeling met parameter =5
(rechts).

We weten dat we voor een stochasX van zeldzame gebeurtenissen (dus
met kleine p) de binomiale verdeling door de Poisson-verdeling met paraeter
= np kunnen benaderen. Voor de kansen bij de Poisson-verdelingelglt

k

P(X = k)= po (k) = We

en de stochastX heeft verwachtingswaardeE[X] = en variantie Var(X) =
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Nadat we de binomiale verdeling behandeld hebben, zal het ngeen verras-
sing meer zijn, dat ook de Poisson-verdeling door de normaklerdeling benaderd
kan worden, als de parameter niet te klein is. Uit de stelling van De Moivre
en Laplace volgt namelijk, dat voor een stochastX die Poisson-verdeeld met
parameter is, de stochast

Z=—Pp—

bij benadering standaard-normale verdeeld is.

Omgekeerd noemt men de normale verdeling met = en 2 = de
normale benaderingvan de Poisson-verdeling met parameter . Analoog met
de binomiale verdeling wordt ook hier als vuistregel van de ¢éepasbaarheid van
de benadering meestal 5 gehanteerd.

Dat de benaderingen voor de aangegeven grenzen inderdaaddedijk goed
Zijn, kunnen we aan de voorbeelden in Figuur 11 zien. Merk opat de binomiale
verdeling en de Poisson-verdeling scheef naar rechts zijidaarom ligt de modus
van de twee in Figuur 11 aangegeven verdelingen links van 5 {jb4:69 voor de
binomiale verdeling en bij 449 voor de Poisson-verdeling) en is de normale
verdeling dus telkens de verdeling met het maximum meer redhb.

Centrale limietstelling

De uitspraak vanen van de meest belangrijke (en misschia ook meest ver-
bazingwekkende) stellingen in de kansrekening en statistk is ruwweg, dat de
combinatie van min of meer willekeurige kansverdelingen hibenadering een
normale verdeling geeft. Deze stelling heet deCentrale limietstelling en de
precieze formulering luidt als volgt:

Stelling: Als X1;X>;::: onafhankelijke stochasten zijn met verwachtings-
waarde E[X] en variantie V ar(X;), dan is de limiet
P
i (X EX])

Ilim P
nil -y Var(Xj)

onder zwakke verdere voorwaarden aan d&X; een standaard-normaal verdeel-
de stochast. In het bijzonder wordt aan de voorwaarden voldan als alle X;
dezelfde standaardafwijking hebben, in dit geval convergeert

!

1 X0
p= Xi  E[Xi]
i=1
tegen de standaard-normale verdeling.

Uit deze stelling kunnen wg,omgekeerd concluderen dat ge narale verdeling
met verwachtingswaarde = L, E[X;] en variantie 2= i”:pVar(Xi) een
benadering geeft voor de kansverdeling van de stochast = ., X;. Hoe
goed deze benadering is, hangt van de verdelingen van de etkestochastenX;
en natuurlijk van n af.

Als voorbeeld kijken we naar de combinatie vann stochastenX; met uni-
forme verdelingen op het interval | %; %]. Omdat de verdelingen symmetrisch
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Figuur 12: Benadering van de som vam uniforme verdeling door een normale
verdeling voorn =2, n=4enn =8.

rond O liggen, isE[X;] = 0 en voor de variantie geldt V ar(X;) = % De som

X1+ :::+ X, wordt dus benaderd door de normale verdeling met =0 en
2= 15. In Figuur 12 is de benadering voorn =2, n =4 en n = 8 te zien. Het

is duidelijk, dat al voor n = 4 de normale verdeling een heel goede benadering

geeft.

2.2 Aselecte steekproeven

We hebben in de eerste les gezien hoe we uit een verzamelingggeens uit-

spraken kunnen a eiden over typische waarden, spreiding, gheefheid, enz. van
de gegevens. Hierbij hebben we altijd gebruik gemaakt van d&ennis van al-

le gegevens. In de praktijk is dit vaak ondoenlijk of onwenselk, omdat we

uitspraken willen maken over een verzameling gegevens waan we niet ieder
individu te pakken krijgen. In zo'n geval nemen we een deel va de gegevens -
een steekproef- en proberen uit de resultaten op de steekproef conclusies/er

de volledige verzameling gegevens te trekken. Voorbeelderan deze situatie
zijn:

Verkiezingen: Om de percentages van de verschillende optigverschillen-
de patrtijen, ja/nee bij een referendum) bij een toekomstigeverkiezing te
schatten, wordt in een enquéte een steekproef van typischODO of 2000
mensen ondervraagd.

Kwaliteitstoetsen: Om de percentage defecte stukken in eeproductie te
schatten, nemen we een steekproef en testen de gekozen stekk Het
relatieve aantal defecte stukken in de steekproef nemen wdsagok voor
de percentage in de volledige productie.

Gemiddelde waarden: Om de gemiddeldentelligentiequotient of body-
mass-indexin de bevolking te schatten, bepalen we deze voor een geselec
teerde groep mensen.

Het idee achter het nemen van een steekproef zit in de verondselling, dat
de steekproefrepresentatiefvoor de volledige verzameling is. De manier hoe een
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steekproef wordt genomen, heeft natuurlijk een grote invied erop of dit inder-
daad klopt. Het is bijvoorbeeld bekend dat verkiezingsresltaten tussen zekere
groepen in de bevolking duidelijk verschillen, afhankelik van inkomen, leeftijd
of burgerlijke staat van de mensen in een groep. Men moet daam ervoor
zorgen, dat deze factoren in de steekproef met de juiste rdiave frequenties
gerepresenteerd zijn.

Een voorbeeld van een slechte steekproef is, bij een enqeégewoon de eer-
ste 100 mensen te vragen die je tegenkomt. Dit zou bijna nooitepresentatief
zijn, omdat je op zekere plekken vooral mensen met gemeensghpelijke eigen-
schappen tegenkomt, op het station bijvoorbeeld mensen diraar hun werkplek
reizen en op de campus van de universiteit studenten. Ook alge in de tele-
foongids willekeurig nummers kiest, is dit meestal niet repesentatief, omdat
je mensen zonder telefoon buiten beschouwing laat en afhaakjk van de tijd
verschillende bewoners van een woning bereikt.

Het juiste kiezen van een steekproef is een moeilijke taak veamee zich
een belangrijk speciaal gebied van de statistiek bezig houd

We zullen ons echter in dit college niet verder met de vraag va het
juiste opzetten van steekproeven bemoeien, we gaan er vanafi van
uit dat we het goed hebben gedaan en het met eeaselecte steekproef
te maken hebben.

Een aselecte steekproefzoals we die vanaf nu als gegeven veronderstellen)
is een steekproef die aan de volgende twee eisen voldoet:

(1) De steekproef isonbevooroordeeldunbiased): Elk individu heeft dezelfde
kans om gekozen te worden.

(2) De steekproef isonafhankelijk De keuze vaneen individu voor de steek-
proef heeft geen invloed op de kansen van de andere individnem in de
steekproef te komen.

2.3 Het gemiddelde van een steekproef

Vaak berekenen we het gemiddelde van een steekproef en gelien dit als

schatting voor het gemiddelde (of de verwachtingswaarde) an de volledige po-
pulatie. Als we bijvoorbeeld bij een kwaliteitstoets de kars op een foutief stuk
in een productieproces willen bepalen, nemen we hiervoor @bchatting de rela-
tieve frequentie van foutieve stukken in een (aselecte) sekproef. De vraag is
nu, hoe goed de schatting vanuit de steekproef voor de echteaks is, dus hoe
sterk het gemiddelde van de steekproef van het gemiddelde made populatie

afwijkt.

Het cruciale idee, om bij deze vraag verder te komen, is dat wens voor-
stellen, het nemen van de steekproef vaak te herhalen en detsiagen van de
enkele steekproeven als toevalsexperiment, dus als stodtae beschouwen.

29



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

Stel we hebben een steekproefy;:::;x,. Dan kunnen we ieder elemenix;
in de steekproef als resultaat van een stochas; beschouwen en als we veron-
derstellen dat de elementen in de steekproef op grond van hetlfde proces ge-
produceerd worden, hebben de stochasteK; alle dezelfde kansverdeling. Merk
op dat we bij deze aanpak iets over het onderliggende procesronderstellen,
bijvoorbeeld dat bij de productie van de gecontroleerde stiuken inderdaad elk
stuk met kans p defect is en dat dit bij de verschillende stukken onafhankejk
gebeurt.

juist de kans aan waarmee het resultaatx; voorkomt. Op deze manier krijgen
we in het bijzonder voor het steekproefgemiddelde

1
X = E(x1+ i+ Xp)

de stochast

X = %(X1+ D4 Xp)
die de verdeling van de steekproefgemiddelden over alle meljke steekproeven
aangeeft.

Merk op: Het is in de literatuur gebruikelijk, een concrete steekpraf
met kleine letters (zoals x1;X2;y) aan te geven, terwijl hoofdletters
(zoalsX 1; X 2; Y) de stochasten voor de verdeling over alle steekproeven
aangeven.

Voorbeeld: Zij X de stochast van een Bernoulli-experiment met parameter
p, dw.z. ergeldtP(X =1)= penP(X =0)=1 p. De verwachtingswaarde
E[X]is dan
E[X]=p 1+(1 p) O0=p

en de variantie V ar(X) is
Var(X)=p (I p?+@ p p*=pl p):

Als we een steekproef van grootten nemen, herhalen we het Bernoulli-

met dezelfde verdeling alsX .
Voor de stochastX := %(Xl + ...+ X,) die de relatieve frequentie van 1en
bij n pogingen aangeeft, hebben we

_ 1 1
E[X]= ﬁ(p+ it p) = an: p

dus is de verwachtingswaarde van de steekproefgemiddeldémderdaad de juis-
te parameter p. Als we dus meerdere steekproeven nemen, kunnen we ervan
uitgaan dat de ware waarde van p ongeveer het gemiddelde van de steekproef-
gemiddelden is.
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Het feit dat we in plaats van (bijvoorbeeld) 10 steekproevenmet grootte
n apart te nemen ook meteen een grotere steekproef van grootteOn hadden
kunnen nemen om de waarde varp te schatten, leidt tot de interessante vraag
hoe ver het steekproefgemiddelde van de juiste waarde vam afwijkt.

Maar hierover maakt juist de variantie V ar(X) van de stochastX een uit-
spraak, we kunnen namelijk verwachten dat het steekproefgaiddelde 'meestal’
niet meer dan een standaardafwijkiag % van p afwijkt, en de standaardaf-

wijking ¢ is gegeven door - =  Var(X). De variantie van X laat zich
berekenen door

Var)= S(p@ P+ 4 p p)= onpd p= S p)

q
Dit betekent dat het steekproefgemiddelde een standaardafijking van M
heeft. In het bijzonder neemt de onzekerheid van de schattig van p met de
wortel uit de grootte van de steekproef af.

Omdat we steeds van een aselecte steekproef uitgaan, is vobet n keer
herhalen van een Bernoulli-experiment de Centrale limiettelling van toepassing
en we krijgen voor niet te kleine n als verdeling voor de waarde vanX (bij
benadering) een normale verdeling. Dit betekent dat het stekproefgemiddelde

met een kans van ongeveer 68% in het interval
n r - r #

P p). Pt _p)
PPt T

ligt, want dit is juist de kansmassa die bij de normale verdeing tussen en
+ ligt.

Merk op dat we in het voorbeeld een alternatieve verdeling mepara-
meter p verondersteld hebben, en hiermee iets over de verdeling van
X konden zeggen. Dit is de situatie van eerhypothesedie we over
de onqgrliggende kansverdeling hebben en die we met de resdties

x = 4" 1, x van X op concrete steekproeven kunnen toetsen. Het

probleem van het toetsen van hypothesen zullen we later in dee cursus
behandelen.

Het resultaat van het voorbeeld met het Bernoulli-experimant geldt inder-
daad algemeen voor het bepalen van het gemiddelde van gegesge

Stel we willen het gemiddelde van een zekere grootheid bepad, dan zien
we elke meting als het resultaat van een kansexperiment metem stochastX
die een zekere kansverdeling heeft. Weeronderstellendus egn stochasiX met
verwachtingswaardeE[X ] en standaardafwijking = x = Var(X).

Bij een steekproef vann metingen beschouwen we hesteekproefgemiddelde
X = 4(xq1+ :::+ x,) als uitkomst voor de nieuwe stochastX = (X 1+ :::+ Xy),
waarbij de stochastenX; dezelfde kansverdeling als de veronderstelde stochast
X hebben. Voor de stochastX van het steekproefgemiddelde geldt nu:

EX]= S(EDG]+ 14 EXX) = +n E[X]= E[X]
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en
_ 1 1 1,
Var(X) = F(Var(xl)+ i+ Var(Xp)) = Fn Var(X) = ooX

dus geldt voor de variantie >2<_ en de standaardafwijking » van X:

Sl

2 — .
X en X__p_ﬁ X -

x|~

De verdeling van het steekproefgemiddelde heeft dus deze# verwachtings-
waarde als de onderliggende kansverdeling en de standaarfdajking van de
steekproefgemiddelden neemt met de wortel uit de grootte va de steekproef
af. Merk op dat we bij het berekenen van de variantie vanX weer gebruik ervan
hebben gemaakt dat deX; onafhankelijk zijn, dus dat we het met een aselecte
steekproef te maken hebben.

Strikt genomen geldt )27 = % 2 voor de variantie van X alleen maar
als we een steekproef uit een oneindige populatie nemen ofsalve de
steekproef door trekken met terugleggen verkrijgen. Dit ishijvoorbeeld
bij herhaalde metingen van een waarde van toepassing, wanhiprincipe
kunnen we oneindig lang doorgaan met de metingen en de popdia is

dus oneindig.

Als een steekproef van grootten uit een eindige populatie metN ele-
menten door trekken zonder terugleggergenomen wordt, geldt voor de
variantie van het steekproefgemiddelde

_1 N n

72
X"n X N 1

N

Maar deze correctie kunnen we in de praktijk bijna altijd verwaarlozen,
omdat N veel groter is dann (anders zouden we geen steekproef nemen,
maar de hele populatie bekijken) en dusi—2 heel dicht bij 1 ligt.

Het probleem is nu, dat we over de kwaliteit van onze schattirg voor het
gemiddelde E[X ] alleen iets kunnen zeggen als we de standaardafwijkingy
van X kennen.

2.4 De standaardafwijking van een steekproef

Net zo als we het steekproefgemiddelde als het gemiddeloe= %(x1+ D+ Xn)
van de waarden in een steekproef hebben gede nieerd, kunnewe ook een
steekproefvariantie en eensteekproefstandaardafwijkingde ni eren. De voor de
hand liggende gedachte zou zijn, de steekproefvariantie dwo %((xl X)? +
i+ (Xp X)?) te denieren. Maar met het steekproefgemiddelde is al een

ligt x, vast. Men zegt daarom, dat we slechts nogn 1 vrijheidsgraden hebben,

omdat we met X een afhankelijkheid tussen dex; ingevoerd hebben. In plaats
van de som van de kwadratische afstanden doon te delen, delen we door
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het aantal n 1 van onafhankelijke waardenin de steekproef en de neren de
steekproefvariantie s> en de steekproefstandaardafwijkings als volgt:

\
u
1 X 1 X
sZ:=n 1I:1(Xi X)% en s:=%jn 1I:1(x. X)2

Er is ook een minder heuristische verklaring voor het gebriien van

n 1 in plaats van n in de noemer. Dit hangt samen met de theo-
rie van schatters die we in de volgende les gaan bediscussen. Het

cruciale punt is, dat we graag willen dat de verwachtingswaede van de

steekproefvariantie de ware variantie 2 van de onderliggende verdeling
geeft, net zo als de verwachtingswaardg& [X | van het steekproefgemid-
delde de ware verwachtingswaard& [X ] is.

Om de verdeling van de steekproefvariantie over verschillede steekproeven
te analyseren, de nieren we weer een stochask met de onderliggende kans-
verdeling en nemen aan dat alle mogelijke steekproeven doanafhankelijke

De verwachtingswaarde en variantie vanX noteren we met := E[X] en
2:= Var(X). We weten dat 2= E[X?] E[X]? dusisE[X?3]= 2+ 2

De stochastX voor het steekproefgemiddelde is weer gede nieerd door

- X 1
X == Xi= =(Xp+ 0+ Xp):
n. n
i=1
Er geldt
Y2 — 1 X 2_y2 2 X 1 X :
Xi XZ=(Xi —C X)P=XE X X)) E 5 XX
j j ik
Als we dit over alle indicesi optellen, krijgen we
X 0 X ) 2 X 1 X
' Xi X)°= ' X ﬁ Xin+np' Xij
i i ] JHS
X 5 1 X X , 1 X )

i ik i i

P P
Er geldt E[X?]= 2|5L 2 E[ gil=n enVar( ;Xj)=n 2, Hieruit volgt
E[( ;Xi)?=Var( ;Xi)+ E[ ;Xi]?=n 2+ n? 2 en hiermee krijgen we

X _ X 1 X

Bl Xi X)T=E[ X ZE[C Xi)]
:n(2+ 2) %(n2+n22)=n2+n2 2 n2
=(n 1) 7
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P
We moeten dus de steekproefvariantie als? := n—ll( (X X)?) de ni eren,
om als verwachtingswaarde van de steekproefvariantie ovealle steekproeven de
variantie 2 te krijgen. De stochast die de verdeling van de steekproefvianties
beschrijft noemen weS? en de nieren deze door

1 X —
Xi  X)?):

(X X)?)

S?:=

2.5 Student t-verdeling en  2-verdeling

Student t-verdeling

Bij een stochast X krijgen we de verdeling van dez-waarden doorZ = *—

en analoog krijgen we bij een steekproef vam waarden dez-waarde van het
steekproefgemiddelde als

waarbij we de onbekende standaardafwijking door de steekproefstandaardaf-
wijking s vervangen.

Om de verdeling van dez-waarden van het steekproefgemiddelde te beschrij-
ven, interpreteren we de elementerx; van een steekproef weer als realisaties van
stochasten X, dan wordt de verdeling van de z-waarden beschreven door de
stochast

V
_ _ u
X X p_ — 11X o1 x _
T:= = nmetX = = XienS:=1 —_ X; X)Z
= s n S po X

i=1

Voor een normaal verdeelde stochasX heet de kansverdeling vanT de
Studentt-verdelingmet n 1 vrijheidsgraden. De Studentt-verdeling is platter
dan de standaard-normale verdeling maar komt voor groeieneln steeds dichter
bij de standaard-normale verdeling. De oorzaak hiervoor igle onzekerheid over
de variantie die de steekproefgemiddelden sterker om de warwaarde van het
gemiddelde verspreidt.

De rare naam van deze verdeling gaat terug op William Sealey Gsset
(1876-1937), die 1908 een artikel hierover gepubliceerd &f. Omdat
hij als medewerker van deGuinness brouwerij niet onder zijn eigen
naam mocht publiceren, koos hij het pseudoniemStudent voor zijn
wetenschappelijke artikelen. Een beschrijving van hem zdg To many
in the statistical world "Student"was regarded as a statisical advisor to
Guinness's brewery, to others he appeared to be a brewer déng his
spare time to statistics.

De dichtheidsfunctie van de Studentt-verdeling met n vrijheidsgraden is

n+l
2

— X2
fn(X) = Cy (1+ F)
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waarbij de normaliseringsconstanteC,, gegeven is door

_(hH o1
Cn: & P

De hierbij optredende Gamma-functie ( t) is gede nieerd door
z 1
(t)= x' le X dt:
0

Ook dit is (net als de verdelingsfunctie van de normale verding) een

functie die niet zonder integraal te schrijven is. Uit de eiggenschappen
(t+1)= t(t)en (1) =1volgtdat ( n+1) = n!voor natuur-

lijke getallen n. De Gamma-functie is dus een soort interpolatie van
de faculteit en speelt daarom in veel gebieden van de wiskumdeen
belangrijke rol.

Omdat de Student t-verdeling symmetrisch is, heeft een stochast met deze
verdeling de verwachtingswaardeE[T] = 0. Heeft T een verdeling metn 3
vrijheidsgraden, dan geldt

n
Var(T) = n—2;

de variantie is dus inderdaad groter dan bij de standaard-nomale verdeling.

Figuur 13: Student t-verdeling voor n = 1 en n = 3 in relatie tot standaard-
normale verdeling.

2.verdeling

Met de Student t-verdeling wordt de verdeling van de steekproefgemiddeldebij
onbekende onderliggende variantie beschrijven. Een anderklasse van functies
is geschikt om de verdeling van de steekproefvarianties tedschrijven.

ling van de stochastY = X2+ :::+ X2 een 2-verdelingmet n vrijheidsgraden.
Het betekenis van deze verdeling ligt in het verband met de wealeling van de
steekproefvarianties:
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Voor de stochastS? van de steekproefvarianties geldt

- 2
1 X X, xpe 0 XX
n 1 n 1

S%=

Nu is 2% zelf nietﬁtandaard-normaal verdeeld, maar voor de stochas®i—
geldt dit wel, dus is ;(*—)2 een 2-verdeling met n vrijheidsgraden.
Met behulp van de relatie
X X _
Xi X)?’=  (Xi ) nX )

P —
laat zich aantonen dat i(M)2 inderdaad wel een 2-verdeling metn 1
vrijheidsgraden is, dus geldt samengevat:

n 1
2

S?2= (u)2 heeft een 2-verdeling metn 1 vrijheidsgraden.

Ook de 2-verdelingen kunnen we expliciet aangeven, de 2-verdeling met
n vrijheidsgraden heeft de dichtheidsfunctie

_ Cnxz ez voorx> 0 I LT
fn(x)= 0 voorx 0 waarbij C, = (2 2 (2)) ;

0.2
0.154
0.1+

0.05-

Figuur 14: 2-verdelingen voorn =3, n =5 en n = 10.
Voor een stochastY met 2-verdeling met n vrijheidsgraden geldt
E[Y]=nenVar(X)=2n

envoorn!1l wordtde 2-verdeling steeds beter benaderd door een normale
verdeling met = nen 2=2n.
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We zullen de 2-verdeling in het kader van betrouwbaarheidsintervallen
en het toetsen van hypothesen in dit cursus nog vaker tegen koen.

Belangrijke begrippen in deze les
normale verdeling
normale benadering
Centrale limietstelling
steekproef, aselecte steekproef
steekproefgemiddelde, -variantie, -standaardafwijking

Student t-verdeling

2.verdeling
Opgaven
6. Laten X1;:::; Xy onafhankelijke normaal verdeelde stochasten zijn meE[X;] =

enVar(X;)= 2. Er geldt dat ook de lineaire combinatieY = a;X; + :::+ a, X,
een normaal verdeelde stochast is.

Bereken de verwachtingswaarddE[Y] en de variantie Var(Y) van Y.

7. Een populatie bestaat uit de vier waarden 3, 7, 11 en 13. Eemogelijke methode
om het gemiddelde van de populatie te schatten, is steekpraen van 2 elementen
met terugleggen te nemen en hiervan het gemiddelde te bepalen.lgemeen noemt
men een methode om een parameter van een populatie te schatt®@ok eenschatter.

(i) Bereken het gemiddelde van de schattingen over alle modigke steekproeven
(dus de verwachtingswaarde van de schatter). Vergelijk ditmet het echte
gemiddelde van de populatie.

(i) Bepaal de standaardafwijking van deze schatter voor hé gemiddelde van de
populatie.

(iii) Bij een alternatieve schatter neem je steekproeven va 2 elementenzonder
terugleggen. Bepaal weer de verwachtingswaarde en de stamardafwijking
van deze schatter, dus het gemiddelde van de steekproefgeddielden over alle
mogelijke steekproeven en de standaardafwijking van de veameling van alle
steekproefgemiddelden.

8. Bij een steekproef vann stukken worden s defecte stukken gevonden, de schatting
voor de kansp op een defect stuk is dusp = 2. Voor een gegevenwaarde van
p laat zich de kwaliteit van de schatting makkelijk toetsen, omdat in dit geval de
standaardafwijking van de ve(ﬁdeling van schattingen (dus & standaardafwijking van

de schatter) gegeven is door ”(1n—p) Maar in veel gevallen is de ware waarde van
p onbekend en we moeten onze conclusies alleen uit de steekefdrekken.
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(i) Bij een steekproef van 100 stukken werden 20 defecte stlden gevonden. Be-
paal de minimale en de maximale waarde varp zo dat de schattingp = 0:2
binneneen standaardafwijking (van de schatter) van p ligt.

(i) We noteren de grootste waarde vanp waarvoor de schattingp nog net binnen
een standaardafwijking van p ligt met pnax - Geef een formule afhankelijk van
Pmax » P €N N aan, waar pmax aan voldoet.
(Hint: Bepaal een functie van p die pmax als nulpunt heeft. Het nulpunt van
deze functie kan niet expliciet bepaald worden, maar moet nmeriek benaderd
worden.)
Geef ook een formule voor de kleinste waardpmin van p aan, waarvoorp nog
binneneen standaardafwijking van p ligt.

(i) Stel iemand beweert dat zijn schatting van p = 0:2 binneneen standaardafwij-
king van 0:01 van de ware waarde varp ligt. Hoe groot moet zijn steekproef
voor deze bewering minstens zijn?

Zij X een stochast met de drie mogelijke uitkomsten 1, 0 en 1 en met de kansver-
delingP(X = 1)=P(X =1)= %p enP(X =0)=1 pdie van een parameter

0 p 1afhangt. Zij To de stochast die het aantal Oen in een steekproef van grote
n aangeeft, enT; de stochast die het aantal 1en aangeeft.

Laat zien dat de verwachtingswaarden van%(n To) en van %Tl gelijk aan p zijn.

Bij een zeker chemisch proces wordt de afgegeven ener@iearmte) gemeten en er
wordt verondersteld dat de afgegeven energie door een stoaft X met verwach-

tingswaarde en variantie 2 wordt beschreven. Bij 10 metingen zijn de volgende
resultaten verkregen:

X1 =1244; x5, =1198; x3=1212; x4 =1235; x5 =1245;
Xe = 1190; x7=1202; Xxg=1220; Xg=1233; X310 =1208:

(i) Bepaal het steekproefgemiddeldex en de steekproefvarianties? van de metin-
gen.

(i) In plaats van over alle steekproefwaarden te middelenzou men ook het gemid-
delde van de eerste en de laatste waarde, of het gemiddeldervde waardenxs
t/m xg kunnen nemen. Dit geeft aanleiding tot de schattersy := %(X1+ X 10)
enzZ = %(Xg + X4+ X5+ Xg+ X7+ Xg). Bepaal de schattingen voor het
gemiddelde van de aangegeven steekproef met deze twee stbed.

(iii) Laat zien dat voor de schatters Y enZ uit (ii) geldtdat E[Y]= E[Z] = E[X].
Bepaal ook de varianties van deze schatters.

(iv) De schatter Y voor de verwachtingswaarde van X kunnen we ook voor een
algemeen steekproef van grot@ de ni eren doorY := %(Xl + X,). Laat zien

dat deze schatterY verwachtingswaardeE[Y]= en variantie Var(Y) = 72
heetft.
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Les 3 Schatters en betrouwbaarheidsintervallen

In de vorige les hebben we erna gekeken hoe we bijvoorbeeldthgemiddel-
de en de variantie van een populatie kunnen schatten, door d® gegevens op
steekproeven te bepalen. We hebben daarbij het niet erg veassende resultaat
ingezien dat de nauwkeurigheid van een schatting met de grdte van de steek-
proef toeneemt, bijvoorbeeld neemt de steekproefstandadafwijking neemt met
de factor sL- af.

We zullen in deze les de vraag nagaan, hoe we uitspraken erevkunnen
maken dat een interval rond een schatting de juiste waarde meeen gegeven
kans bevat. Zo'n interval noemt men eenbetrouwbaarheidsinterval Hierbij
moeten we in het bijzonder precies formuleren, wat de uitspmak

een waarde ligt met een betrouwbaarheid va@5% in een zeker interval

eigenlijk betekent.

Tot nu toe hebben we het begrip schatting van een waarde enigszins in-
tuetief gehanteerd. Om de concepten achter betrouwbaarheidstervallen goed
te kunnen begrijpen, moeten we nu echter enkele eigenschapp van het proces
beschrijven, waarmee schattingen verkregen worden. Zo'nrpces noemt men
eenschatter. Hierbij zijn twee gevallen belangrijk: Een schatting die een enke-
le waarde oplevert noemt men eerpuntschatter, een schatting die een interval
geeft, heet eenintervalschatter.

3.1 Puntschatters
P n

1 .
noim Xi

We hebben tot nu al vaker gezegd dat het steekproefgemiddeddx =
een schatting voor het gemiddelde van de populatie is. We zullen nu kort het

abstracte begrip van een schatting toelichten.

De meeste kansverdelingen die in de statistiek een rol spelehangen van
een of meerdere parameters af, de normale verdeling bijvoloeeld van de ver-
wachtingswaarde en de variantie 2 en de exponentele verdeling met dicht-
heidsfunctief (x) = e * van de intensiteit

De nitie:  Zij X een stochast met een kansverdeling die van de parameter
afhangt.

een waarde voor de parameter van de kansverdeling vanX bepaalt. Deze
waarde hangt alleen maar van de gegevens in de steekproef af wordt

(ii) Als we de elementenx; in de steekproef als realisaties van stochasten
Xi zien die alle dezelfde kansverdeling hebben alk$, dan noemen we de

steekproeven aangeeft eenchatter voor

We hebben in de vorige les al voorbeelden van schatters geaie
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— P
X = % | X is een schatter voor de verwachtingswaarde = E[X]
van X.

2 1 P )2 i antia 2
S°:= =5 -1 (Xi X)“is een schatter voor de variantie “= Var(X)
van X.

De nitie:  We zeggen dat een schatteil zuiver (unbiased) is, als voor elke
waarde van de parameter voor de kansverdeling van de stochasK geldt, dat
de verwachtingswaardeE [T] juist oplevert.

We hebben gezien daiX en S? zuivere schatters zijn. Deze eigenschap van
S? was juist de reden om bij de sﬁgekproefvariantie doon 1 en niet doorn
te delen. Voor de schatterT := 2 L (X; X)2 hadden we namelijk gezien
dat E[T]= "1 26 2is als de stochastX variantie 2 heeft.

Omdat lim,1 E[T]= 2 noemt menT eenasymptotisch zuivereschatter.
Dit betekent, dat de schatter voor grote steekproeven wel e goede schatting

geeft.

P —
Alhoewel S? = —L- 1 (X; X)? een zuivere schatter voor de va-
P — .
L L, (Xi X)2 geenzuivere schatter voor

de standaardafwijking , dw.z in h(?;_algemeen isE[S] & . Dit ligt
+ b

simpelweg eraan dat a+ b6 P a

riantie 2is, isS =

Er zijn verschillende algemene principes hoe men schattergor de parame-
ters van kansverdelingen construeert. We zullen twee van dmeest gebruikelijke
van deze principes nu kort bekijken.

Momentenschatters

door een dichtheidsfunctief (x) gegeven, die van deze parameters afhangt. Als
we voor zo'n verdeling de momenten 2 (of centrale momenten ) berekenen,

hangen deze natuurlijk ook van de parameters 1;:::; s af. Bij de normale
verdeling met parameters en 2 hebben we bijvoorbeeld § = en 9 =
2, 2

. Vaak is het mogelijk, deze vergelijkingen naar de paramets op te
lossen, waarbij men steeds net zo veel momenten in aanmerkjmeemt als er
parameters zijn.

Voor de normale verdeling geeft dit bijvoorbeeld de relatis

- 0 2. 0 @
Het idee van eenmomentenschafteris nu, als schatting voor de rgomenten
0 de steekproefmomenterm? := 1~ L xK te bepalen enMQ:= 1~ 1 Xk
als schatter voor hetk-de moment ? te de ni eren.
Door de schatters voor de momenten in de relaties tussen pangeters en

momenten in te vullen, krijgen we zo schatters voor de paramers.
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Bij de normale verdeling levert dit als schatter voor de oude bekende

1 X
= _ Xi
n.
i=1
en als schatter voor 2 krijgen we.
1 X 1 X 1 X 1 X 1 X _
n X2 (ﬁ_ Xi)? = ﬁ(_ X2 H(_ Xi)?) = n Xi X)?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
_n 182'
- :

De momentenschatter is dus in het bijzonder niet noodzakejk een zuivere
schatter.

Maximum likelihood schatters

Als een dichtheidsfunctie f (x) van parameters i;:::; s afhangt, kunnen we
dit ook expliciet uitdrukken door f (x) = f(x; 1;:::; s) te schrijven. Voor een
steekproefxy;:::;Xp is dan het product

LC i o) = f(Xis 150ty s)

aannemelijkheid, hoe beter past de verdeling van de stochabij de gevonden
steekproef.

De maximum likelihood schatter(meest aannemelijke schatter) bepaalt daa-
rom de waarden 1;:::; s zo, dat de aannemelijkheid maximaal wordt. Bij
een aantal van kansverdelingen is het mogelijk dit explicie met behulp van
afgeleiden uit te rekenen.

Voorbeeld: We kijken naar een exponentele verdeling met parameter .
De dichtheidsfunctie isf (x; )= e * en als aannemelijkheid voor een steek-

Y P
L()= e Xi= nNeg (X
i=1
De aannemelijkheid is maximaal alsLY ) = 0 en voor de afgeleide krijgen we
P P X P X
Lo( ): n " 1e C ixi) Ne ( iXi)( Xi): n 1e ( iXi)(n ( Xi))

i i
P
en er geldtLY )=0als n ( ;xi)=0, dus voor
= &: E:

Dit is natuurlijk precies het verwachte resultaat. In feite geeft de maximum
likelihood schatter voor de veel van de gebruikelijke verdingen de meest voor
de hand liggende schatting.
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Omdat de aannemelijkheidL( ) = f(x1; ) ::: f(Xn; ) een product
van n uitdrukkingen in is, is het vaak onhandig de afgeleide van deze
functie te bepalen. Wegens de productregel krijgt men hierl) namelijk
erg veel termen. Het is daarom vaak handig, in plaats van de foctie
L( ) zelfs de logaritme logL( )) te bekijken, omdat

log(L( )) =log(f (x1; ))+ :::+log(f (xn; )):

Omdat de logaritme een monotoon stijgende functie is, neemibg(L ( ))
precies voor dezelfde waarde van zijn maximum aan alsL( ), daarom
kan men in plaats van de nulpunten vanL% ) ook de nulpunten van
log(L( ))° bepalen.

Voor de normale verdeling levert de maximum likelihood schter hetzelfde
resultaat als de momentenschatter, dus krijgt men ook hier et in elk geval
een zuivere schatter. Er laat zich wel aantonen dat de maximm likelihood
schatters altijd asymptotisch zuiver zijn.

3.2 Intervalschatters

De schatters die we tot nu toe hebben bekeken, noemt megountschattersomdat
ze voor een gegeven steekproef een precne|z_e waarde voor earameter opleve-
ren. Bijvoorbeeld levert de schatter X := % ", Xi voor het gemlddlglde van
een populatie op een gegeven steekprogf;:::;x, de schattingX = % i1 Xi-

In tegenstelling hiertoe geeft eenintervalschatter voor een gegeven steek-
proef een interval aan waarin de juiste waarde van de parameter moet liggen.
Hierbij wordt altijd een level van betrouwbaarheidgeeist, waarmee het interval
de juiste waarde bevat. De betrouwbaarheid wordt als volgt genterpreteerd:
Voor een gegeven waarde van is de kans dat een steekproef een interval
oplevert dat bevat. We kijken dus weer naar alle mogelijke steekproevenne
analyseren de verdeling van de schattingen.

Merk op: Een betrouwbaarheid van 95% voor een interval betekenniet
dat de juiste waarde met kans 95% in het interval ligt, maar dat onze methode
om het interval te schatten voor 95% van de mogelijke steekpgreven een interval
oplevert, dat bevat.

Bij een betrouwbaarheid van = 0:8 zouden we dus bij vijf steekproeven
verwachten, dat de juiste parameter vier keer in het geschae interval ligt, bij-
voorbeeld zo als in het volgende plaatje met de intervallenond de schattingen
X(i) aangegeven.

X(5)

X(4)

42



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

In de taal van stochasten en schatters levert dit idee van bebuwbaarheid
het volgende concept op:

Zij X een stochast met dichtheidsfunctief (x) := f (x; ) en verdelingsfunctie
F(x) := F(x; ) die van een parameter afhangen, dan berekenen we de kansen
voor X door

Z X
PX x)=P (X x)=F()= f () dt:
1

De nitie:  We noemen een paar T1; T2) van schatters eenintervalschatter
van betrouwbaarheid voor als

P(Ty T,) = voor elke mogelijke waarde van de parameter:

heet eenbetrouwbaarheidsintervalvan betrouwbaarheid voor

Omdat we de waarde van van twee zijden ingeschakeld hebben, noemen
we het paar (T1; T2) ook eentweezijdige intervalschatter

Als we in de praktijk een betrouwbaarheidsinterval voor de \erwach-
tingswaarde := E[X] schatten, zal het interval bijna altijd symme-

trisch rond het steekproefgemiddeldex liggen. Dit is geen noodzakelijke
voorwaarde maar wel heel gebruikelijk. Er laat zich aantone dat voor

een normaal verdeelde stochasX het symmetrische interval rond X de
kleinste lengte van alle intervallen met betrouwbaarheid heetft.

Soms is het interessant om alleen maar een boven- of een beredrens voor
een parameter te schatten. Dit levertenzijdige intervalschatters. We noemen
een schatterT; eenrechtsenzijdige intervalschatter van betrouwbaarheid als

P(Ty )= voor elke mogelijke waarde van de parameter

en we noemen een schattef, eenlinksenzijdige intervalschatter van betrouw-
baarheid als

P( To) = voor elke mogelijke waarde van de parameter:

De reden waarom de schatterT; met P (T3 ) = rechteenzijdig heet,
hangt met de enzijdige toetsen samen die we in de volgendées gaan behan-
delen.

3.3 Betrouwbaarheidsintervallen bij gegeven variantie

Een belangrijk voorbeeld van een intervalschatter is het bpalen van een be-
trouwbaarheidsinterval voor de verwachtingswaarde van een normaal verdeel-
de stochastX met bekende variantie 2.

Hetzelfde principe werkt bij benadering ook voor de verwactingswaarde
van niet normaal verdeelde stochasten, in het bijzonder voode verwachte kans
op succes bij een binomiale verdeling.
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De centrale limietstelling zegt dat de som van onafhankellie stochas-
ten goed benaderd wordt door een normale verdeling. Hieruitolgt

dat de vorm van de onderzochte stochasiX geen grote rol speelt als
de steekproefgrootten niet te klein is. Maar er zijn wel andere proble-
men, waardoor de verdeling van schattingen van de normale vdeling

afwijkt. Deze hebben vooral met de veronderstelling te make dat we

een aselectesteekproef hebben genomen. Dit is in de praktijk vaak
lastig, omdat mensen bijvoorbeeld een enquéte weigeren,aar dit niet

representatief over de populatie gebeurt. Ook is het vaak mt realis-

tisch, dat de verschillende steekproefelementen onafhaekjk van elkaar

genomen worden. Het is de kunst van de instituten voor opiniender-

zoek deze factoren zo ver mogelijk te onderdrukken of de rekaten

navenant te corrigeren.

Stel we hebll}_;en een normaal verdeelde stochast 2 N (; 2) dan weten
1

we dat X = & L, X; een zuivere schatter voor is. Omdat X normaal
verdeeld is, geldt dit ook voorX (de som van onafhankelijke normaal verdeelde
stochasten is weer normaal verdeeld) en we weten dat ar(X) = 72 Hieruit
volgt dat de stochast o o p_
2 = X _ (X ) n
p—ﬁ

standaard-normaal verdeeld is.

Als X een niet-normaal verdeelde stochast met verwachtingswade
en variantie 2 is, geldt voor X nog steeds datE[X]= enVar(X)=
72, maar X is niet meer normaal verdeeld. Uit de Centrale limietstel-

ling volgt echter dat voor een niet te kleinen de verdeling vanX sterk
op een normale verdeling lijkt en hierdoor goed benaderd kamvorden.

Voor een stochastZ 2 N (0; 1) met standaard-normale verdeling de nieren
we nu dez-waardez van level =1 door

P(z>z )= :

Voor een betrouwbaarheid van 95% is dus =0:05=1 0:95 en geeftz de

waarde aan, waarvoor slechts 5% van de waarden va@d boven z liggen en

de waarden vanZ dus met betrouwbaarheid 95% hoogsteng zijn. De level
=1 wordt ook wel de onbetrouwbaarheidgenoemd.

Omdat de normale verdeling symmetrisch rond 0 is, geldt
P(z< z)= endus P(jZzj>z )=2:
Hieruit volgt in het bijzonder:
P( z. Z zf) =1 =
De waarden van de standaard-normale verdeling liggen dus mé&ans =1
tussen z_enz_. In Figuur 15 is dit voor = 0:9 aangeduid. Het witte
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stuk onder de gra ek bevat 90% van de totale opperviakte onde de gra ek,
de resterende 10% liggen in de grijze staarten, dus telkeng®®in de linker- en
rechterstaart. De z-waarde zg.05 is dus juist het punt waar de rechterstaart
begint.

N
| S B B I B B B N |V R R B R B B E B B B H N

-4 -2 0 2 4
X

Figuur 15: Standaard-normale verdeling met betrouwbaarhélsinterval voor
=0:9.

Als we de relatie P ( z. Z zi) = nu op de standaard-normaal
— pi
verdeelde stochasgz = &)1 toepassen, krijgen we voor de betrouwbaarheid
en onbetrouwbaarheid :=1 :

J— p_
P( z. Z z§)= , P z. u ZE)_
. P( Z,P= X zfp—ﬁ)z
. P( Z,P= X +zfpﬁ):
, P(X Z,P= X + zfp—ﬁ):

We weten dus dat de schatterX voor het steekproefgemiddelde met kans niet
meer danz_ p— van de juiste waarde afwijkt.

Als intervalschatter voor het gemiddelde nemen we dus Ty; T2) met

T, =X 2515\—ﬁ en T2:=X+zz1a\—ﬁ

en het betrouwbaarheidsinterval voor is een realisatie van de intervalschatter
voor een concrete steekproef, dus het interval

‘X +
Z,P=X+ 2 p=

Omdat P( z_p—= X +z_p=)= P(X z e
X + z_ »=) geldt, is het betrouwbaarheidsinterval precies het inteval
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van de waarden van waarvoor X binnen het symmetrische interval
rond met kansmassa valt.

Merk op dat de lengte van het betrouwbaarheidsinterval allen maar van de
gekozen betrouwbaarheid , de grootte n van de steekproef en de variantie 2
van de stochastX afhangt.

Vooreenzijdige betrouwbaarheidsintervallen kunnen we op dezelfde manier
als bij de tweezijdige intervallen argumenteren. Voor eenechtsenzijdig interval

met betrouwbaarheid en =1 krijgen we:
Pz z)= |, P(M z)= , P(X zp—ﬁ)z
, P(X + 2 p—ﬁ)z , P(X Z p= )=
dus is

een rechteenzijdige intervalschatter en een concrete teekproef geeft het rechts-
enzijdige betrouwbaarheidsinterval

X z p=;1
n
Dit is precies het interval van de waarden van waarvoor X binnen het naar

rechts begrensde en naar links open interval rond met kansmassa valt.

We zien hier dus de reden waarom de schattef; met P (T; ) =
eenrechtgenzijdig betrouwbaarheidsinterval geeft. De waarden van

die in diteenzijdige betrouwbaarheidsinterval liggen, zijn namelijk juist
de waarden waarvoorx een plausibele schatting aangeeft, als we met
plausibel bedoelen, dat de schattingx niet te ver rechts van de ware
waarde ligt.

Analoog krijgen we voor het linksenzijdige betrouwbaarheidsinterval met
betrouwbaarheid de linksenzijdige intervalschatter

T2:=7+zp—ﬁ met P( Ty)=P( X+z p—ﬁ)z
en een concrete steekproef geeft het linksenzijdige bebuwbaarheidsinterval

1 ;X+z p=
P

Aanpassen van betrouwbaarheidsintervallen

Typische waarden die voor de betrouwbaarheid gehanteerd worden, zijn 90%,
95% en 99%. In Tabel 1 zijn dez - enz_-waarden voor een aantal gebruikelijke
betrouwbaarheden aangegeven.
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z 5 z
0:80 | 0:20 0.8416| 0:10 1.2%16
0:90 | 0:10 1.2816| 0:05 1.6449
0:95 | 0:05 1.6449| 0:025 1.9600
0:98 | 0:02 2.0537] 0:01 2.3263
0:99 | 0:01 2.3263| 0:005 2.5758
0:999 | 0:001 3.0902| 0:0005 3.2905

Tabel 1: Kritieke waarden voor de standaard-normale verdehg.

We hebben gezien dat betrouwbaarheidsintervallen door de parameters
beschreven worden:

(i) De grote n van de steekproef.
(i) De gewenste betrouwbaarheid .
(iii) De lengte van het betrouwbaarheidsinterval.

Als we de betrouwbaarheid willen verhogen, moeten we of de sgkproef ver-
groten of een groter interval accepteren. Omgekeerd kunnewe het betrouw-
baarheidsinterval alleen maar kleiner maken door of de stdgroef te vergroten
of een lagere level van betrouwbaarheid te kiezen. Bij een geven grootte van
de steekproef zijn dus de lengte van het betrouwbaarheidsiarval en de level
van betrouwbaarheid parameters, die elkaar tegenstrijdigoenvioeden.

Bij het opzetten van een experiment (bijvoorbeeld een engete) heeft men
vaak andere voorwaarden: Voor een gegeven level van betrouwbaarheid is
er een maximale lengte Rvan het betrouwbaarheidsinterval dat als acceptabel
beschouwd wordt. Hierdoor wordt de noodzakelijke grootte an de steekproef
bepaald, namelijk door:

2 ) 2

- =75
z | 2 |

zp—ﬁl)nz

2

Betrouwbaarheidsinterval voor relatieve frequenties

Als we de kansp schatten waarmee een Bernoulli-experiment een succes ople
vert, tellen we het aantal k van successen bip pogingen een nemeip := - als
schatting voor p. In dit geval vormen dus de n pogingen een steekproef van
grootte n. De stochastX die de verdeling van het aantal successen bij po-
gingen beschrijft, is binomiaal verdeeld met parametemp en er geldtE[X] = np
enVar(X)= np(l p).

Voor de stochastP := % die de verdeling van de relatieve aantallen over
alle steekproeven vann pogingen beschrijft, geldt dus

pL_P).

E[P]=p en Var(P)= -

Als n niet te klein en p niet te dicht bij O of 1 is, kunnen we met de normale
benadering van de binomiale verdeling werken, d.w.z. we kumen aannemen dat
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P normaal verdeeld is. Onder deze aanname wordt de stochast

_ — p_
P p:(‘P p) n

Z = §6—— —
K pL p) " pl p)
n

goed door de standaard-normale verdeling benaderd.

We kunnen nu weer de redenering van de normale verdeling toegsen en
krijgen: r r !

— 1 — 1
PP . PL P 5, PLD

2 n 2 n
Dit geeft het betrouwbaarheidsinterval
n r r 7#

pl p). p(l p)

+
- n PT 2z,

voor de schatting van de parameterp.

Het probleem bij de binomiale verdeling is, dat de variantiew en dus
ook de lengte van het betrouwbaarheidsinterval van de gezdte parameter p
afhangt. In de praktijk wordt dit meestal opgelost door p gewoon doorp te
vervangen, men gebruikt hiervoor destandaard fout (standard error)

r—
Pl P

SE(p) := o

yan p. De standaard fout is dus een schatting voor de standaardafijking

V ar(P) van de schatter P. Met behulp van de standaard fout krijgt men het

betrouwbaarheidsinterval
mn r - r 7# h i

L P pap M

2 P+ z, - p z SE(P);p+ z, SE(P) :

Bij een precieze analyse komt men erachter dat de zuivere gneen voor
het betrouwbaarheidsinterval

p+ 2z, PL P 4 "7

zijn, maar voor np 50 enn(1 p) 50 kunnen de correctie termen
veilig verwaarloosd worden.

Ook in het geval van de relatieve frequenties kan men de bendghe grootte
van de steekproef afschatten om een betrouwbaarheid en een maximale lengte
van 2 voor het betrouwbaarheidsinterval te bereiken. Er geldt deelfde relatie
als bij de normale verdeling, met 2 vervangen doorp(l p), dus

2 P(1 p).
Nz e
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Merk op dat we ook hierbij weer de gezochte relatieve frequdie p nodig
hebben. Omdat we juist willen bepalen, hoe groot we de steekpef moeten
kiezen omp te bepalen, kunnen we hier natuurlijk niet de schatting p voor p
invullen. Maar we kunnen wel een gok doen wat voor een waardean p we
verwachten en hiermee een (grove) schatting voop(1 p) maken.

Voorbeeld: Bij een enquéte onder 1000 mensen hebben 52% aangegeven
voor de Europese grondwet te stemmen. dEen betrouwbaarh&idsirmal op de

level 99% geeft een nauwkeurigheid vaa_ PLD =p:5758 924% (041
voor de schattingp = 0:52 van de echte proportie van toestemming. Het be-
trouwbaarheidsinterval is dus [47.9%; 56:1%].

Natuurlijk is de interessante vraag, of de toestemming bove de 50% ligt.
Om hierover een uitspraak met betrouwbaarheid 99% te kunnemoen, moet de
lengte van het betrouwbaarheidsinterval tot 4% worden bepekt. De benodigde
grootte van de steekproef hiervoor isn zz_w = 25758 2& 4147
Hierbij hebben we voor p de schatting p = 0:25 ingevuld, voor p = 0:52 zouden
wen 4140 krijgen, dus bijna hetzelfde.

3.4 Betrouwbaarheidsintervallen bij onbekende variantie

We zijn er tot nu toe van uitgegaan dat we het met een normaal vedeelde
stochast X met bekendevariantie te maken hebben. Omdat dit in de praktijk
niet realistisch is, kijken we nu naar het geval van een stocast met onbekende
variantie. . p_
In dit geval hebben we helaas niets meer aan de stocha& := M,
omdgt we de variantie 2 gewoon niet kennen. Maar we weten wel, daB? :=
n—ll X X)? een zuivere schatter voor 2 is, dus kunnen we proberen de
onbekende variantie 2 door de schatter S? te vervangen. Dit geeft de stochast

die we al in de laatste les zijn tegengekomen: Voor een normbaerdeelde
stochast X heeft T de Studentt verdeling metn 1 vrijheidsgraden We weten
dat deze verdeling voor kleinen meer uitgespreid is dan de standaard-normale
verdeling en voor groten steeds meer op de standaard-normale verdeling lijkt.

Met dezelfde argumenten als in het geval van bekende variai# komen we nu
weer naar betrouwbaarheidsintervallen, als we de standaarnormale verdeling
altijd door de Student-t verdeling metn 1 vrijheidsgraden vervangen.

Analoog met de standaard-normale verdeling de neren we det-waarde
t =1t, 1. vanlevel =1 door

P(T>t )=

waarbij het aantal n 1 van vrijheidsgraden meestal niet aangeven wordt, omdat
het uit de samenhang duidelijk is.
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Een soortgelijke berekening als boven geeft:

— p _
_ X )n _
P( t T tf)— , P( t S ti)—
S — S
, P( tip—ﬁ X + tip—ﬁ) =
— S — S
, P(X tfp—ﬁ X+t§p—ﬁ)—
P
Voor een steekproefxy;:::;Xn énet stgekproefgemiddelde? = % i”:l Xi en
steekproefstandaardafwijkings = -%; : ", (xi X)2 noemen we (net als bij
q

de binomiale verdeling) de schattinge>- voor de standaardafwijking V ar(X)

van de schatter X de standaard foutvan X en noteren dit met SE(X). Hiermee
krijgen we het betrouwbaarheidsinterval
s s h i
X tip—ﬁ;x + tip—ﬁ = X thE(x);x + thE(x)
van betrouwbaarheid voor

Net zo als bij de standaard-normale verdeling worden dé-waarden voor de
meest gebruikelijke levels van betrouwbaarheid en voor deerschillende vrij-
heidsgraden in tabellen opgeslagen. Inmiddels worden in gats van tabellen
meestal software pakketten gebruikt, die det-waarden voor een gewenste be-
trouwbaarheid en een gegeven aantal van vrijheidsgraden uitrekenen. Typi
sche waarden vart,. zijn in Tabel 2 te zien (waarbij we metn = 1 de waarden
voor de standaard-normale verdeling aangeven):

nn 0:10 005 0025 Q01 0005
1 |3.078 6.314 12706 31.821 63.65
2 1188 2920 4303 6.965 9.92%
3 | 1638 2353 3182 4541 5.84]
5 | 1476 2015 2571 3.365 4.03]
10 | 1.372 1812 2228 2.764  3.16

30 | 1.310 1.697 2.042 2.457 2.75(
1 1282 1645 1960 2.326 2.57¢

\'

OGO O 79 1T0C

Tabel 2: Kritieke waarden t,. voor de Studentt verdelingen metn vrijheids-
graden.

Voorbeeld: Men neemt aan dat het aantal lijnen die in een grote tele-
fooncentrale tijdens het spitsuur in gebruik zijn normaal verdeeld is. Uit een
steekproef over 11 dagen blijkt een steekproefgemiddeldean X = 120 voor
het aantal lijnen, met een steekproefstandaardafwijking an s = 10. Als we
een betrouwbaarheidsinterval op level 99% voor het gemiddde aantal van
lijnen in gebruik willen bepalen, hebben we det-waarde t10.0.005 Nodig, want
n=11en = 0:01. In de tabel vinden wetipo.005 = 3:169, dus is de af-
wijking tjps—ﬁ = 3:169 pl% 9:6 en we krijgen het betrouwbaarheidsinterval
[1104;1296] voor

[N
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3.5 Betrouwbaarheidsintervallen voor de variantie

We hebben in de vorige les aangegeven dat voor standaard-moaal verdeelde
stochastenX; de stochast
Y = 5>—S° = (—)
i=1

een 2-verdeling metn 1 vrijheidsgraden heeft. Deze stochasY is nu geschikt
om een betrouwbaarheidsinterval voor de variante aan te gean.

Analoog met de z-waarde voor de standaard-normale verdeling en de-
waarde voor de Studentt verdeling de nieren we de 2-waarde 2 := 2 ;.
door

P(Y > 2)=
waarbij de index voor het aantal vrijheidsgraden weer weggdaten is.

Omdat de 2-verdeling niet symmetrisch is, kunnen we niet meer zo mak-
kelijk uit 2 een waarde 2 aeiden zo dat P(Y < 2)= P(Y > ?)= s,
Maar uit P(Y > 2 )=1 - volgtdattussen 2 en 2 de kansmassa

2 2 2

Bij symmetrische verdelingen zo als de normale verdeling k&t zich aan-
tonen dat de symmetrische betrouwbaarheidsintervallen ddantervallen
van minimale lengte voor een gegeven betrouwbaarheid zijnDe ?-
verdeling is niet symmetrisch, en men kan voor het interval bnd Y
dat de kansmassa bevat ook een willekeurig interval van de vorm
[ 2,¢ 2] kiezen. Zo'n interval heeft inderdaad niet voorc = 5 de
minimale lengte, maar de waardec waarvoor de lengte minimaal is ligt
in de praktijk meestal zo dicht bij - dat men dit verwaarloost.

Met een analoge redenering als eerder krijgen we voor de stoast Y :

P(3 . Y =1 =, p(:_ T -
P( 2 2 g2 + 2 § )=
’ Yzn 1 zn 1
2 2
, I:)((n 21)S 5 (n 21)5):
7 13
Voor een concrete steekproeky;:::;x, met steekproefvariantie s*> krijgen we

hieruit als betrouwbaarheid§interval van betrouw%aarheu voor 2 hetinterval

(n 1s? (n 1)s?
2 7 2
5 1
We kunnen ook een betrouwbaarheidsinterval voor de standadafwijking
aan(c);even, want worteltrekken geeft
S

s |

2

2 2
p@ n 21S n2 1SA= P (n 21)S 5> (n 21)S _
7 15 7 15
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en hieruit krijgen we het betrouwbaarheidsinterval
2 3

s5

van betrouwbaarheid voor de standaardafwijking

Belangrijke begrippen in deze les
puntschatter
momentenschatter
maximum likelihood schatter
betrouwbaarheid
tweezijdige /eenzijdige intervalschatter
betrouwbaarheidsintervallen
z-waarde, t-waarde, 2-waarde

standaard fout

Opgaven

_ P
11. We hebben gezien daX = 1 L, X; een zuivere schatter voor de verwachtings-

waarde = E[X]is. Laat zien dat X’ geenzuivere schatter voor ? is.

12. Zij X een stochast met uniforme verdeling op hetinterval [0 ], danisP(X x)= *
voor0 X . We willen uit een steekproefxi;:::;x, een schatting voor maken.

(i) Laat zien dat de schatting t := %(xl + ...+ Xp) een zuivere schatterT :=
2(Xy+ 111+ Xp)=2 X voor geeft.

(i) Een andere mogelijke schatting voor is het maximum van de gevonden waar-
den, dustmax = max(Xxi;:::;Xn). Laat zien dat voor de schatter Tmax =

1

heidsfunctie f (x) = n X*— heeft.

Ga na dat Tmax geen zuivere schatter, maar wel een asymptotisch zuivere
sRchatter voor is, door te laten zien dat E[T] = -~ . (Hint: Er geldt

n+1
n — _1 n+1
o X" dX = 5 )

(i) Laat zien dat ™ T, een zuivere schatter voor is.

13. Voor een stochastX met uniforme verdeling op het interval [0; ] wordt van een
steekproefxi;x, van twee waarden de schattingt := 3jx; Xpj voor gemaakt.
Laat zien dat T := 3jX; X3j een zuivere schatter voor is.
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Laat zien dat voor een stochastX met uniforme verdeling op het interval [O; ] de

een betrouwbaarheidsinterval voor is (dus de realisatie van een intervalschatter)
en bepaal de level van betrouwbaarheid van dit interval.

Bij het bedrijf Bonanza Bananaheeft een steekproef van 225 aanvragen een ge-
middelde verwerkingstijd van X = 7 jerks opgeleverd. Uit langdurige ervaring is
bekend dat de standaardafwijking voor de verwerkingstijd =3 jerks bedraagt.

(i) Bepaal een betrouwbaarheidsinterval voor de level 95% @or de gemiddelde
verwerkingstijd.

(i) Hoe groot moet de steekproef minstens zijn om op level 9% een betrouwbaar-
heidsinterval van lengte hoogstens & jerks te hebben?

In een aselecte steekproef van 100 studenten geven 18dtuaten aan dat ze bekend
met de binomiale verdeling zijn.

(i) Bepaal betrouwbaarheidsintervallen op de levels 90%, 8% en 99% voor het
relatieve aantal p van studenten die de binomiale verdeling kennen.

(i) Hoe groot moet voor ieder van de drie levels uit (i) de steekproef zijn om de
lengte van het betrouwbaarheidsinterval op hoogstens 05 te beperken?

Gegeven is een aselecte steekproef (@3, 1271, 1225, 1240, 1215, 1294, 1200,
1240, 1249, 1233, 1237) van 11 waarnemingen van een normaal verdeelde stochast
met onbekende verwachtingswaarde en (bekende) standaardafwijking = 0:3.
(i) Bereken een betrouwbaarheidsinterval op level 95% voor .
(i) Bereken een linksenzijdig betrouwbaarheidsinterval op level 90% voor .
(iii) Vergelijk het betrouwbaarheidsinterval uit (i) met h et betrouwbaarheidsinter-
val op level 95% bij onbekende standaardafwijking .

Een onderzoek naar het atoomgewicht van thallium leverd de volgende waarden
op: 203628, 203636, 203639, 203644, 203650, 203666.

(i) Bereken een betrouwbaarheidsinterval van level 95% vowohet atoomgewicht.
(i) Hoeveel waarnemingen moeten er extra worden gedaan ompolevel 95% het
atoomgewicht met een nauwkeurigheid van @02 te kunnen bepalen?

lemand werpt 600 keer met een dobbelsteen en vindt 70 keeren 6. Geef een
betrouwbaarheidsinterval op level 95% voor de kans op eef bij deze dobbelsteen.
Doe hetzelfde voor de levels 99% en 9%. Lijkt je dit een eerlijke dobbelsteen?
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Les 4 Toetsen van hypothesen

We hebben tot nu toe enigszins algemeen naar grootheden varopulaties geke-
ken en bediscussieerd hoe we deze grootheden uit steekprerkunnen schatten.
Vaak hebben we echter redelijk concrete voorstellingen ovede waarde van een
zeker parameter. In dit geval kan het resultaat van een stegiroef onze idee
over de parameter steunen of aanduiden dat we ons waarschljjk vergissen.

Vaak wordt deze situatie door het opstellen van eerhypothesegerealiseerd
en een steekproef kan wel of niet evidentie voor het verwerpevan de hypo-
these geven. We zullen zien dat het toetsen van een hypothesain of meer
een herformulering van de ideen achter intervalschatters en in het bijzonder
betrouwbaarheidsintervallen zijn.

4.1 Hypothesen

In een hypothese maken we een uitspraak over een eigenschamween stochast,
bijvoorbeeld over de verwachtingswaarde. Hiervoor geven &aan dat een pa-
rameter waarvan de kansverdeling van de stochast afhangt een zekevearde
heeft. Vervolgens proberen we aan de hand van een steekproefor de stochast
evidentie voor of tegen de hypothese te vinden. Als we bijvadeeld de hy-
pothese hebben dat de gemiddelde Nederlander 18® groot is, dan geeft een
(aselecte) steekproef van 1000 Nederlanders met een steetipfgemiddelde van
190cm hier sterke evidentie tegen, terwijl een steekproefgemidelde van 18tm

dit niet doet.

Hypothesen worden altijd in paren bekeken:
() De nulhypotheseH( zegt dat een parameter een zekere waarde heeft.
(i) De alternatieve hypotheseH ; of H, zegt dat de parameter van ( afwijkt.
In het eenvoudigste geval zien de hypothesen er dus als volgit:
Ho: = o Hi: 6 o

In het voorbeeld van de gemiddelde grootte houdt de alternakeve hypothese de
mogelijkheden in, dat de gemiddelde Nederlander (duidelk) groter of kleiner
is dan 18@m. Dit geval leidt tot een tweezijdige toets

Vaak is men echter alleen maar génteresseerd of een parameter in een zekere
richting van de nulhypothese afwijkt. Bijvoorbeeld wil een sporter weten of hij
door een nieuwe training methode (of door een nieuw dopingrdidel) harder kan
lopen dan eerder. In dit geval zijn de hypothesen

Ho: 0 Hi: > o

en dit geeft aanleiding tot eenrechtsenzijdige toets, want met de alternatieve
hypothese gaan we na of de parameter naar rechtsvan de nulhypothese afwijkt.

Analoog test men met eenlinksenzijdige toets of de parameter naar links
van de nulhypothese afwijkt, in dit geval zijn de hypothesen

Ho: 0 Hi: < o

54



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

De nitie:  Eentoetsis een procedure die op grond van een steekproef beslist
of de nulhypothese verworpen wordt of niet.

Bij een toets kunnen er twee soorten van fouten gemaakt wordeomdat het
gemiddelde van een steekproef (met een geringe kans) sterlirvhet gemiddelde
van de volledige populatie kan afwijken:

I: De nulhypothese wordt verworpen terwijl hij juist is.

Dit heet eentype | fout of eenfout van de eerste soort De kans op een
type | fout heet de onbetrouwbaarheid(of onbetrouwbaarheidsdrempglvan
de toets.

II: De nulhypothese wordt niet verworpen terwijl hij onjuis t is.

Dit heet een type Il fout of eenfout van de tweede soort De kans op
een type Il fout levert het onderscheidingsvermogerfpower) 1 van de
toets.

We kunnen deze terminologie in het volgende schema weergeve

Hg is juist Hg is onjuist
juiste beslissing| type Il fout

Ho niet verwerpen

kans 1 kans
type | fout juiste beslissing
Ho verwerpen
kans kans 1

Het is natuurlijk heel eenvoudig, de kans op een type | fout teminimaliseren
door de nulhypothese bijna nooit te verwerpen. Maar dit betdkent dat veel
resultaten van steekproeven als niet strijdig metHy geaccepteerd worden die
eigenlijk evidentie voor de alternatieve hypothese geven.In dit geval is dus
de kans op een type Il fout hoog en het onderscheidingsvermeg van de toets
slecht.

Merk op dat het onderscheidingsvermogen 1  van een toets alleen
bepaald kan worden als de alternatieve hypotheskl; : 6 ( vervangen
wordt door een concrete alternatieve hypothese

Hi: = 1:

Vaak worden toetsen vergeleken, door bij een vaste onbetretbaarheid
naar het onderscheidingsvermogen te kijken. De betere tostheeft dan het
hogere onderscheidingsvermogen. Men kan ook het ondersaiegsvermogen
1 als functie van de onbetrouwbaarheid opvatten, dit geeft dezogeheten
operating characteristic. (Let wel: Er zijn ongeveer zo veel de nities van ope-
rating characteristic als er auteurs zijn, maar de achterlggende gedachten zijn
hetzelfde.) Een ideale toets zou al voor zeer kleine waardevan naar een
onderscheidingsvermogen 1  dicht bij 1 stijgen.
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In Figuur 16 is het concept van type | en type |l fouten gellustreerd. We
kijken hierbij naar de nulhypotheseHg : =1 en kiezen een onbetrouwbaarheid
van = 0:05. Het zwarte gebied onder de linker normale verdeling heef
juist de opperviakte 0:05, dus leiden steekproefwaarden die in dit gebied
vallen tot verwerpen van de nulhypothese. Als we als alternéeve hypothese
Hi: =4 nemen, dan is de kans op een type Il fout de oppervlakte onde
de rechter normale verdeling, waar we de nulhypothese nieterwerpen, dus het
grijze gebied. In het voorbeeld is deze opperviakte ongeve®:0877, dus is het
onderscheidingsvermogen van deze toets ongeveer.2%.

o
N

o
w

[«
L

o

Figuur 16: Gebieden voor type | (zwart) en type Il fouten (grijs).

4.2 Toetsen en betrouwbaarheidsintervallen

Aan de hand van het begrip van een type | fout kunnen we nu een vband leggen
tussen toetsen en betrouwbaarheidsintervallen. We haddemen betrouwbaar-
heidsinterval op level rond een schatting van een parameter zo gekozen, dat
over alle mogelijke steekproeven gezien het interval de jete waarde van met
kans bevat. Dit was equivalent met de uitspraak, dat de schatting met kans

binnen het interval rond met dezelfde lengte als het betrouwbaarheidsinter-
val valt, omdat dit interval juist de kansmassa bevat.

Deze aanpak kunnen we nu omdraaien om een toets met onbetrolaar-
heid =1 te krijgen: Voor de nulhypotheseHo : = o kiezen we een
interval [ ; +]rond o zo dat onder de aanname datH juist is de kans op
een steekproefwaarde buiten dit interval hoogstens s, dus

P( +)=1 =

Als de schatting buiten het interval [ : +] ligt, wordt dit als evidentie
tegende nulhypotheseHy beschouwd omdat dit slechts met de (kleine) kans
gebeurt en in dit geval wordt de nulhypothese verworpen.

Bijeenzijdige toetsen is het interval [ ; +] aan een kant open, omdat we
de nulhypothese alleen maar bij afwijking ineen richting verwerpen:
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Bij een rechteenzijdige toets wordt Ho verworpen, als de schatting bui-
ten hetinterval [ 1 ; +]ligt, dus als te sterk naar rechts van de nulhy-
pothese afwijkt.

Bij een linksenzijdige toets wordt Ho verworpen, als de schatting buiten
hetinterval [ ;1 ]ligt, dus als te sterk naar links van de nulhypothese
afwijkt.

Merk op: Het lijkt op het eerste gezicht verwarrend, dat bij een rechteen-
Zijdige toets hetinterval [ 1 ; 1] waarvoor we de nulhypothese niet verwerpen
naar links open is, terwijl het rechtsenzijdige betrouwbaarheidsinterval voor
een schatting naarrechts open is. Maar dit schijnbare paradox maakt juist het
verband tussen toetsen en betrouwbaarheidsintervallen ddelijk:

Stelling: Het betrouwbaarheidsinterval op level =1 rond een schat-
ting bevat precies de waarden o waarvoor bij een toets met onbetrouw-
baarheid geen aanleiding geeft om de nulhypothese = ( te verwerpen.

Andersom: Een toets met onbetrouwbaarheid verwerpt de nulhypothese
Ho: = o op grond van de schatting dan en slechts dan als o buiten het
betrouwbaarheidsinterval van level =1 rond valt.

Toetsen voor gemiddelden

In de meeste situaties zal onder de voorwaarde dat de nulhyplese juist is de
schatter T Voor de schattingen een normale verdeling met gemiddelde en
variantie — hebben. Dit is in het bijzonder het geval alsT de schatter voor
het gemiddelde van een normale verdeling is, maar bij benadieg ook voor de
schatter van het gemiddelde van niet-normale verdelingen dls n niet te klein

is). In dit geval weten we dat de stochast

T o_ (T o)pﬁ

standaard-normaal verdeeld is en we kunnen daarom net zo alsj de betrouw-
baarheidsintervallen met behulp van dez-waarden makkelijk een interval aan-
geven, dat eentweezijdige toetsmet onbetrouwbaarheid oplevert, want er
geldt

P 0 pr_ﬁ T 0+ pr_ﬁ :1

We zullen bij deze toets de nulhypothese dus verwerpen als dhatting meer
dan Z_Pzvan o afwijkt, dus als

j 0j>279—ﬁ3

Dit zou namelijk onder de aanname vanHg slechts met kans gebeuren en
omdat de kans laag is, geeft dit evidentie tegenHy. De kans dat de
beslissing omH g te verwerpen onjuist is, is juist de kans op een type | fout.
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Merk op: De foutmarge rond ( die we toelaten zonderH, te ver-
werpen is precies hetzelfde als de foutmarge die we voor heetsouw-
baarheidsinterval rond hebben gekozen. Dit is geen toeval, omdat de
de nitie van een toets met onbetrouwbaarheid in principe alleen maar
een herformulering van de de nitie van een betrouwbaarheiginterval
van level 1 is.

Als we eenrechteenzijdige toets met onbetrouwbaarheid willen hebben,
moeten we een interval [ ; .]vinden zo datP(T > ,)= . Maar omdat

P T ot z p—ﬁ =1
is[1 ; o+ z p=] zo'n interval en we verwerpenHy : o als

> gtz P—ﬁ3

Analoog krijgen we eenlinksenzijdige toets met onbetrouwbaarheid door
Ho te verwerpen als

< 0 zp—ﬁ;

want P(T < o z p5)= , of te wel
PT o zpz =1

Voorbeeld: Een eierhandelaar koopt een grote partij eieren van een Kip-
penfokker. We mogen aannemen dat het gewichX van de eieren in een homo-
gene partij normaal verdeeld is en dat de standaardafwijkilg van de gewichten
6g is. De fokker garandeert dat het gemiddelde van de eieren ineke par-
tij boven de 60g ligt. De handelaar neemt nu een steekproef van 5 eieren en
constateert dat deze samen 27pwegen. Hij wil de levering alleen maar recla-
meren als hij de nulhypotheseHy: =60 op een onbetrouwbaarheidslevel van

= 0:05 kan verwerpen. Omdat hij natuurlijk alleen maar bij te lichte eieren
gaat reclameren, past hij een linksenzijdige toets toe. Er geldt zp.05 = 1:6449
en dus zal hij de nulhypothese verwerpen, als zijn schatting~ voldoet aan
—< 60 20;059% 55:6. Zijn steekproef geeft™ = 22 = 55, dus zal hij
inderdaad reclameren.

Aanpassingen bij kleine steekproeven

We zijn er tot nu toe van uit gegaan dat de schatter T voor de schattingen
- de variantie 72 heeft. Vaak is de hiervoor benodigde variantie 2 van de
onderliggende kansverdeling echter onbekend, in dit gevalordt de variantie

FZ vervangen door de schattingsn—z, waarbij s? de steekproefvariantie is. Maar
het vervangen van 2 door de schatting s? leidt ertoe dat de getransformeerde
stochast

(T o)p n
s
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geen normale verdeling maar een Student-verdeling metn 1 vrijheidsgraden
heeft. We moeten dus dez-waarden in de boven aangegeven intervallen voor de
verschillende toetsen vervangen door dé-waarden van de Studentt verdeling,
net zo als bij de betrouwbaarheidsintervallen. We krijgen dus een tweezijdige
toets met onbetrouwbaarheid door de nulhypotheseH te verwerpen als

j_ o >th 1. pS__:

2Py

Bij de rechts- en linksenzijdige toetsen zijn de criteria voor het verwerpen van
de nulhypothese analoog

- S - S
>O+tnl;p_ﬁ en <0tn1;p_ﬁ:

Als n groot is (meestal wordt hiern 50 als vuistregel gehanteerd), ligt de
Student-t verdeling metn 1 vrijheidsgraden zo dicht bij de standaard-normale
verdeling, dat deze correctie verwaarloosd kan worden omdadan z th 1.
is. Maar bij onbekende variantie 2 en kleine steekproeven moeten de toetsen
inderdaad zo als aangegeven aangepast worden.

Toetsen voor relatieve frequenties

Stel we willen de hypothese toetsen dat defecte stukken bijen productie met
kans pg optreden, dus dat de parameterp van een binomiale verdeling gelijk is
aan po. Hiervoor tellen we met de stochastX het aantal k van successen bip
pogingen en krijgen hiermee de schattingy = - voor p. We weten dat bij een
niet te kleine steekproef pp  5,n(1 pg) 5) de stochast

X npo
p:
npo(1  pPo)

bij benadering standaard-normaal verdeeld is. Voor de de sindaard-normale
verdeling geldt (zie boven) datP( z. Z 27) =1 , dus is

O — p
P npp z_ npo(l po) X npot+z_ npo(l po) =1 ;

dus zullen we bij een tweezijdige toets met onbetrouwbaarhid de nulhypothe-
seHgp : p= po verwerpen als bij een steekproef mek successen im pogingen
geldt dat

ik npoj>z_" npol po:
Als we beide zijden doorn delen, kunnen we dit ook rechtstreeks als criterium
voor de relatieve frequenties formuleren, we verwerpen deuthypothese als
r
. . 1
i poi>z. Po( . Po) .
De rechts- en linksenzijdige toetsen kunnen we inmiddes zonder na te
denken a eiden, we verwerpen bij de relatieve frequenties & nulhypotheseHg

als
r r

P>pot z M (rechts) of p<po z M (links):
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Voorbeeld: Een handelaar verkoopt een grote partij goederen en deelt de
koper mee dat er hoogstens 5% ondeugdelijke exemplaren intein. Om dit te
veri eren neemt de koper een steekproef van 150 stuks. Hij zal raoheren als hij
op een onbetrouwbaarheidslevel van = 0:05 de bewering van de handelaar kan
verwerpen. Omdat Q05 150 = 7:5 > 5, kunnen we de normale benadering van
de binomiale verdeling toepassen. Te koper zal natuurlijk heen maar bij een
te hoog aantal ondeugdelijke exemplaren reclameren, daam moeten we een
recht&enajdige toets toepassen. Er geldtzp.gs = 1:6449,n = 150 en pg = 0:05,
dusisz  npo(l po) 439, de koper zal dus vanaf B + 4:39, dus vanaf 12
ondeugdelijke stukken reclameren.

Als een steekproef te klein is om de normale benadering toe fassen, is
het meestal mogelijk de kans op een steekproef mé&tof meer successen
expliciet met de binomiale verdeling te berekenen, namelij door

X . _
POX = e po)
i=k

Bij een rechteenzijdige toets wordt Hy verworpen alsP(X k) <
Analoog berekent men met

POX K= D p@ po)"
i=0

de kans op een steekproef met hoogsters successen en verwerpt bij
een linkeenzijdige toets de nulhypothese alsP (X k) <

Bij een tweezijdige toets hangt het criterium ervan af ofk > npg of
k < npo. Als kans dat een steekproef zo sterk varpy afwijkt als p
krijgt men in ditgeval 2 min(P(X Kk);P(X k)) omdat ook met de
afwijking in de andere richting rekening gehouden moet wordn. Als
criterium voor het verwerpen van de nulhypothese krijgt menzo

min(P(X  k);P(X k))<§:

Signi cantie en  P-waarden

Als we een toets zo opzetten dat we de nulhypothese verwerpeais de schatting
voor een parameter buiten het betrouwbaarheidsinterval van level =1
rond de nulhypothese g ligt, dan noemen we ook de signi cantie level van
de toets. De signi cantie is dus gelijk aan de kans op een typé fout onder de
aanname dat de nulhypothese juist is.

We noemen een resultaat dussigni cant op level als de kans dat dit
resultaat optreedt terwijl de nulhypothese geldt, hoogstes is.

Het woord signi cant (van het Latijnse signum = teken) is gekozen om
aan te duiden, dat het gevonden resultaat ietdetekenten niet meer als
toevallige afwijking beschouwd kan worden.
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Soms ligt een schatting veel verder af van de nulhypothese dan het be-
trouwbaarheidsinterval op de gekozen level aangeeft. De schatting geeft dus
zelfs op een hogere level nog evidentie tegen de nulhypotleesin dit geval kijkt
men vaak naar de hoogste mogelijke waarde van, zo dat de schatting nog net
tot verwerpen van de nulhypothese zou leiden en noemt dit dd°-waarde van
de schatting:

De nitie: De P-waarde p van een schatting geeft aan dat onder de
aanname van de nulhypotheseHy : = ¢ steekproeven die verder dan van
o afwijken slechts met kansp voorkomen.

De P-waarde van een schatting maakt dus een kwantitatieve uitspaak over
de evidentie tegen de nulhypothese, terwijl een gewone togtmet signi cantie
level alleen maar aangeeft of de evidentie sterker dan een gekoz&@vel is of
niet.

Soms wordt de mate van signi cantie met zekere intervallen an P-
waarden verbonden, men leest bijvoorbeeld aanduidingen zals

P < 0:001: zeer sterk signi cant
0:001< P < 0:01: sterk signi cant
0:01<P < 0:05: zwak signi cant

maar er bestaan geen conventies die enigszins uniform getdiraafd
worden.

4.3 Toetsen op verschillen tussen twee verdelingen

We hebben tot nu toe naar de situatie gekeken dat we een hypottse over een
parameter van een kansverdeling hebben en deze hypothese tneen steekproef
willen toetsen. In de praktijk is echter vaak een iets anderevraag van belang,
namelijk of een parameter bij twee verdelingen dezelfde wade heeft, dus bij-
voorbeeld of twee verdelingen hetzelfde gemiddelde hebbein dit geval is het
niet zo interessant wat de waarden van de gemiddelden zijn, aar alleen maar
of hun verschil 0 is of niet.

In plaats van een enkele steekproef moeten we hier voor iedean de twee
verdelingen een aparte steekproef nemen, en de verdelinggan de schattingen
met behulp van deze steekproeven worden door twee onafharlike schatters
T, en T, beschreven.

We gaan ervan uit dat T, een zuivere schatter voor de parameter, van de
eerste verdeling enT, een zuivere schatter voor de parameter, van de tweede
verdeling is. Verder veronderstellen we dat de varianties 2 en 3 van de twee
verdelingen bekend zijn en we steekproeven van grootte; en n, nemen. In dit
geval geldt

2 2
E[T: TJ= 1 2 en Var(Ty Tp)= -1+ -2
ni no

De nulhypothese is dat de parameters ; en » gelijk zijn, dus

Ho: 1= 2 of 1 2=0:
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Als we weer veronderstellen datT,; en T, bij benadering normaal verdeeld zijn

dan is
2= (M T2) (1 2
" T >
14 2
ni na

(bij benadering) een standaard-normale verdeling en we kumen weer dez-
waarden gebruiken om een toets te formuleren:

Als de steekproef voor de eerste verdeling de schatting; en de steekproef
voor de tweede verdeling de schatting » oplevert, dan wordt op signi cantie
level de nulhypothese ; = , verworpen als

s__
— — i, 3
|1 2>z —+ ==
J J Z ny o N,

Voorbeeld: Stel de normaal verdeelde stochasX heeft variantie 2 = 0:09
en de normaal verdeelde stochasY heeft variantie 2 = 0:16. Een steekproef
van 9 stuk geeft een gemiddelde vax = 21:7 voor X en een steekproef van 4
stuk geeft een gemiddelde vary = 21:2 voor Y. Kunnen we op een onbetrouw-
baarheidslevel van = 0:05 de nulhypothese verwerpen daX enY hetzelfde
gemiddelde hebben? q

Er geldt zp.025 = 1:96 en n—% + L= P 0:05, dﬁjs zullen we de nulhypothese
inderdaad verwerpen omdatjx yj=0:5> 1:96 0:05 0:44.

7|
<N

Ookeenzijdige toetsen spelen hier weer een belangrijkeal, bijvoorbeeld wil
men aantonen dat een nieuwe medicijn beter is dan een oude. #A\le parameter
1 de oude en de parameter , de nieuwe medicijn beschrijft, is de nulhypothese
Ho: 2 1 en men probeert met een rechtsenzijdige toets evidentis ervoor
te vinden om deze hypothese te verwerpen, dus, > ; te ondersteunen. Met

dezelfde redeneringen die we eerder hebben toegepast, gehff op signi cantie

level het criterium s
- — i, 5
2 122  —=+ =
ni Nno

om de nulhypothese te verwerpen. De schatting voor het vers$il tussen de
nieuwe en oude medicijn moet dus een zekere marge oversctign om met hoge
kans een toevallig e ect uit te kunnen sluiten.

Aanpassingen bij kleine steekproeven

We zijn weer ervan uitgegaan dat de varianties 2 en % van de twee onderlig-
gende verdelingen bekend zijn. Als dit niet het geval is, moten we net als bij
de toetsen voor een enkele verdeling de varianties door de gghatte steekproef-
varianties s? en s3 vervangen. Het probleem is, dat de verdeling van

.= (T qu) (1 2)

2 2
S1 4 S

ny n2
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geenStudent-t verdeling meer is en we dus niet zonder meer met diewaarden
kunnen werken. Maar gelukkig laat zich de verdeling vanT wel door een
Student-t verdeling benaderen, alleen moet men hiervoor nog een geddhaan-
tal van vrijheidsgraden bepalen.

Men kan inzien, dat het aantal vrijheidsgraden groter dan h& minimum
vann; 1enny 1 moet zijn, omdat dit de vrijheidsgraden voor de
aparte stochastenT; en T, zijn. Aan de andere kant kan het aantal
vrijneidsgraden ook niet groter dann; 1+n, 1=n3+ ny 2 zijn,
want dit zou men bij samenvoegen van de twee steekproeven fgen.

Als men aan de conservatieve kant zit en de nulhypothese niete snel
wil verwerpen, is = min(n; 1;n, 1) een mogelijke keuze voor
het aantal vrijheidsgraden. Maar meestal wordt het aantal wijheids-
graden uit de grootten van de steekproeven en de steekproefiianties
berekend, bijvoorbeeld door

2 2
G+ 52

1 %, 1 s
n11n1 n21n2

De situatie is iets eenvoudiger en overzichtelijker als bednd is dat de twee
verdelingen dezelfde (onbekende) variantie hebben. In dijeval noemt men het
gewogen gemiddelde

o (N1 Dsi+(nz 1)sh
ni+ny 2
van de steekproefvarianties degepoolde variantievan de twee steekproeven.

S

Het idee achter de gepoolde variantie is, de twee steekproem samen
te vatten en uit de verzamelde waarden een schatting voor deariantie
te maken. StelX enY zijn stochasten metlgezelfde variantie 2. Voor
een steekproef van grootten; is S? := T 2 (Xi  X)? een zuivere

schatter voor 2 en net zo isS? := . 1 —— ':1 (Yi  Y)? een zuivere
2 J

schatter voor 2. Hieruit volgt, dat ( n; 1)S?+(n, 1)S2 een zuivere
schatter voor (N1 + ny 2) ?is, en dus is

(i 1)SZ+(ny 1)S5

een zuivere schatter voor ?
ny + nNo 2

S? =

De gepoolde variantie is dus juist de realisatie van deze zuére schatter
voor 2 op twee concrete steekproeven.

Het voordeel van de gepoolde variantie is, dat men hiermee we naar een
Student-t verdeling met een bekend aantal vrijheidsgraden komt, er ddt na-
melijk dat

= T2 (1 2)_ (M T2 (1 2
. i - T 1
S 4 52 s L4+ L1
ni na ni na

een Studentt verdeling metn; + ny, 2 vrijheidsgraden is.
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Een tweezijdige toets zou in deze situatie de nulhypothesélg : 1 = »
verwerpen als r
1 1

1 2>t S —+ =
J ] ni+ns 2,2 Ny N,

De vraag of de aanname dat twee steekproeven uit verdelingemet
dezelfde variantie 2 = 3 = 2 komen juist is, kan zijnerzijds ook weer
met een toets onderzocht worden. Hiervoor kijkt men naar heguotient

—z, waarvoor —; een schatting is en de verdelmg van deze schattingen

heet deF-verdeling. De nulhypothese isHy : & = 1 en de zogeheten

2 .
F -toets geeft aan, wanneeH, op een zekere onbetrouwbaarheidslevel
moet worden verworpen. In dit college gaan we d& -toets echter alleen
maar in verband met de variantie-analyse behandelen.

Verschillen tussen relatieve frequenties

De ideeen die we net hebben bediscussieerd, kunnen we ook toepassmm de
vraag of twee relatieve frequenties signi cant verschille. Als P; een zuivere
schatter voor de relatieve frequentiep; is en P, een zuivere schatter voor de
relatieve frequentie py, dan is P1 P, een schatter met verwachtingswaarde
E[Pr P2l = p1  p2 en met variantie Var(Py Pp) = RGP 4 PallP2)

waarbij n; enny de grootten van de steekproeven zijn.

Als we willen laten zien, dat de twee relatieve frequenties @rschillend zijn,
is de nulhypothese natuurlijk dat p; en po gelijk zijn, dus

Ho:p1= pe:

Onder de aanname dat de nulhypothese juist is, is dus
1 1 1 1
Var(P1 P2)=pi(1 p)(—+ —)=p2a(1 p)(—+ —):
ngt N ni N2

Omdat we niet ervan kunnen uitgaan dat p; of p, bekend is, moeten we hier
weer een schatting invullen, en hiervoor nemen we de schattg pg die we uit
de combinatie van de twee steekproeven krijgen, dus

Nip1 + NP2 .

Po = nL+ Ny

Als de steekproeven niet te klein zijn (dus weem;p;  5ennyp, 5, d.w.z. in
ieder steekproef hebben we minsten 5 successen) is de stostha
P1 P2

Z .= 4
Po(l PO * 5

bij benadering standaard-normaal verdeeld en we kunnen hienee weer met
behulp van de z-waarden tweezijdige eneenzijdige toetsen formuleren.
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Als we de schattingenp; en p; voor de relatieve frequenties in de twee
steekproeven vinden, zullen we bij een tweezijdige toets deulhypothese Hy :
p1 = p2 verwerpen als

r

. ) 1 1
jpr Pl >z po(l po)(n—l+n—2)3

Bij eeneenzijdige toets krijgen we analoog, dat we de nullypothese moeten
verwerpen als
r r

1 1 1 1
P2 P>z po(l pO)(n_1+n_2) of pr P2<z po(1 pO)(n_1+n_2)

afhankelijk ervan of we willen aantonen datp, groter of kleiner is dan p;.

Belangrijke begrippen in deze les
nulhypothese, alternatieve hypothese
toets (tweezijdig, eenzijdig)
onbetrouwbaarheid van een toets
onderscheidingsvermogen van een toets
type | fout, type Il fout
signi cantie
P-waarde
aanpassingen bij kleine steekproeven

gepoolde variantie

Opgaven

21. Men past op elk van twee (aselecte, onafhankelijke) st&proeven een toets met
onbetrouwbaarheid toe. Hoe groot moet worden gekozen zo dat de kans dat
minstens een van de nulhypothesen ten onrechte wordt vervorpen hoogstens 10%
is?

22. Het gewicht van sinaasappels was tot nu toe normaal verddd met gemiddelde

o = 509 en standaardafwijking = 2g. Van een nieuwe goedkopere behandeling
van de sinaasappelbomen wordt beweerd dat ze minstens eveware vruchten op-
levert. Een kweker wil deze bewering toetsen tegen het alteatief dat < 50g
(waarbij de standaardafwijking onveranderd blijft). De sinaasappels in een steek-
proef van 100 stuks hebben een gemiddeld gewicht van 85g. Heeft de kweker op
een onbetrouwbaarheidslevel van = 0:05 reden om de nieuwe methode niet toe te
passen?
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Zij X een normaal verdeelde stochast met standaardafwijking = 10 en onbekende
gemiddelde . Op grond van een steekproef willen we de hypothesklp : =50

rechtsenzijdig toetsen met onbetrouwbaarheid = 0:05. We eisen daarbij dat het
onderscheidingsvermogen bij de alternatieve hypotheskl; : =52 gelijk aan 90%
moet zijn.

(i) Hoe groot moet de steekproef minstens zijn?

(i) Hoe groot is bij de steekproefgrootte uit (i) het onderscheidingsvermogen bij
de alternatieve hypothese =517

In een fabriek staan 2 vulmachinesA en B, waarmee essen worden gevuld. Bij een
juiste instelling van de machines is de inhoud van de essenarmaal verdeeld met
een gemiddelde van 25§ De standaardafwijking is onafhankelijk van de instelling

steeds 25g. Om na te gaan of de machines goed zijn ingesteld wordt voor le

machine de inhoud van 4 net gevulde essen nauwkeurig bepadl De gemiddelde
inhoud voor essen van machineA bedraagt 25168g, terwijl hij 252 :68g voor essen

van machineB is.

(i) Toets met onbetrouwbaarheid = 0:05 of de machinesA en B op het juiste
vulgewicht van 25Qg ingesteld zijn.

(i) Toets met onbetrouwbaarheid = 0:05 of de instellingen van de machineg\
en B onderling verschillen.

Een examen bestaat uit 20 vragen met telkens 4 mogelijkendwoorden. De kandida-
ten zijn geslaagd als op minstens 10 vragen het juist antwoakis gekozen. Beschouw
het tentamen als een statistische toets.

(i) Formuleer een nulhypotheseHy en een alternatieve hypotheseH ;.

(i) De nieer de grootheid die voor de toets uit de steekprod bepaald wordt en
bepaal de kansverdeling van deze grootheid onder de aannaman Hg.

(iii) Bereken de onbetrouwbaarheid van de toets.

(iv) Bereken het onderscheidingsvermogen van de toets alsedkans op het geven
van het juiste antwoord door een kandidaat per vraag% is.

Uit een baal katoen werd een aselecte steekproef genomesm 4000 draden om de
vezellengte te bepalen. De gemiddelde lengte was33cm en de standaardafwijking
0:48m. Uit dezelfde baal werd een andere steekproef genomen van @@raden
volgens een andere methode dan de eerste. Van deze tweedeskfwoef was de ge-
middelde vezellengte Z54cm. Aangenomen mag worden dat de vezellengte normaal
verdeeld is. Toets met onbetrouwbaarheid = 0:05 of er verschil is tussen de twee
steekproefmethoden.

Een fabrikant betrekt al jaren transistoren van A, die hem gemiddeld 8% kapotte
levert. Van een vertegenwoordiger vanB koopt hij 75 stuks die wat duurder zijn,
maar waarvan beweerd wordt dat er minder kapot zijn. Bij controle blijken 5 van
deze 75 transistoren ondeugdelijk te zijn. Zijn de percentges kapotte exemplaren
in de producten van A en B op een signi cantie level van = 0:05 verschillend?

Een medicus beweert dat de kans op een jongengeboorte tgois dan die op de
geboorte van een meisje. Hij komt tot deze conclusie omdat 34 van de pasgeboren
baby's uit zijn praktijk jongens zijn. Hoeveel geboorten meeten dat zijn om deze
conclusie of een onbetrouwbaarheidslevel van = 0:05 te rechtvaardigen?
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Les 5 Vergeliken van verdelingen

In de vorige les hebben we naar toetsen voor hypothesen gelek waarbij de
hypothese een uitspraak over een parameter van een kansvelihg was, bijvoor-
beeld over het gemiddelde of een relatieve frequentie. Maals we bijvoorbeeld
willen toetsen, of een dobbelsteen eerlijk is, zullen we na2D worpen niet alleen
maar het gemiddelde en de variantie bepalen, maar kijken of & getallen 1 t/m
6 alle ongeveer 20 keer gevallen zijn. Op deze manier zoudere watuurlijk
onmiddellijk zien, dat de stochast X met
5
PX=1)= 2z

P(X =4)=0; P(X =5)= ;—Z; P(X =6)=0

P(X=2)= & P(X=3)= o

geen eerlijke dobbelsteen beschrijft, terwijlE[X ] = 3% enVar(X)= % net zo
als bij een eerlijke dobbelsteen (ga dit na).

We zouden dus met toetsen op het gemiddelde en de variantie et aan het
licht kunnen brengen dat de dobbelsteen oneerlijk is, maar atuurlijk zouden
we dit ook niet op zo'n stomme manier proberen te toetsen.

De vraag of een dobbelsteen eerlijk of oneerlijk is, is een wobeeld van een
vraagstuk, waar we niet alleen maar een parameter van een kamnerdeling willen
toetsen, maar waar we de volledige verdeling willen bekijke. De nulhypothese,
die we in dit geval zouden toetsen is

1

Ho:P(X =1)= & P(X =2)=

ol =

;i P(X =6)=

ol =

en de alternatieve hypothese luidt, dat niet alle van deze kasen gelijk aan%
zZijn.

Natuurlijk kunnen we niet verwachten, dat we bij een steekpioef precies de
kansen van de nulhypothese vinden, maar naarmate de steekpef groter wordt,
zouden we steeds kleinere afwijkingen verwachten.

Het vergelijken van de onder de nulhypothese verwachte aaatlen en de
daadwerkelijk waargenomen aantallen geeft aanleiding toeen belangrijke klasse
van toetsen voor hypothesen over kansverdelingen, namekijde 2-toetsen, die
we in deze les gaan bekijken.

5.1 De Z2-aanpassingstoets

De situatie die we nu gaan bekijken is als volgt: Gegeven is aestochast X met
een zekere kansverdeling, bijvoorbeeld de uniforme verdely voor een eerlijke
dobbelsteen. De nulhypothese luidt, dat een steekproef doale stochastX is
voortgebracht en we willen toetsen of deze hypothese plaustl is.

De algemene aanpak is, de mogelijke uitkomsten van de stockaX in een
aantal klassen in te delen. Voor een stochast met een discreetkansverdeling
zijn de klassen vaak de verschillende mogelijke uitkomstenmaar soms is het
handig verschillende uitkomsten ineen klasse samen te viien.
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Voor continue kansverdelingen kiest men als klassen meestitervallen,
deze zijn vaak van dezelfde breedte, maar dit is niet noodzahijk zo.

Voorbeeld: Voor een stochastX 2 N (; 2) waarvoor men een normale
verdeling met verwachtingswaarde en variantie 2 veronderstelt, worden de
intervalgrenzen vaak op veelvouden van de standaardafwijkg vastgelegd.
Men krijgt zo bijvoorbeeld de klassen

Ki:1 <X< 3; Ko: 3 X < 2;
Ks: 2 X< : Kg: X< ;
Ks: <X + Keg: + X< +2:

Ky: +2 X< +3; Kg: +3 X< 1:

Als de mogelijke uitkomsten van X in k klassen ingedeeld zijn, wordt voor
iedere klasse de kang; bepaalt, dat X een uitkomst in de i-de klasse produ-
ceert. Bij een steekproef vann stuks zullen we dan (onder de aanname van de
nulhypothese) np; waarden in dei-de klasse verwachten.

In het voorbeeld van de normale verdeling met 8 klassen kunmewe uit de
standaard-normale verdeling de volgende kansen a eiden:

[ 1 2 3 4 5 6 7 8
pi 0:0013 00214 01359 03413 03413 01359 00214 00013

We beschrijven nu met een stochasiX; het aantal uitkomsten in een steek-
proef van n stuks, die in dei-de klasse vallen. Uit de verschillen vanX; en
np; moeten we nu een toets a eiden, die aangeeft of het plausibes dat de
steekproef volgens de veronderstelde kansverdeling is wigebracht.

Afwijkingen van de verwachte aantallen

Voor het speciale geval van slechts 2 klassen hebben we ditghleem al eerder
bekeken, in dit geval vallen de uitkomsten met kansp in de eerste klasse en
met kansq=1 pin de tweede klasse. Maar dit betekent, datX de stochast
van een Bernoulli-experiment met kansp is en de stochastX; die het aantal
uitkomsten in de eerste klasse (het aantal successen lij pogingen) beschrijft,
is binomiaal verdeeld met parametersn en p. Evenzo is de stochastX, die het
aantal uitkomsten in de tweede klasse (het aantal mislukkigen bij n pogingen)
beschrijft, binomiaal verdeeld met parametersn enq=1 p.

De relatieve frequentiep van een binomiale verdeling hadden we in de vorige
les getoetst, doorX, op een (bij benadering) standaard-normale verdeling te
transformeren, namelijk door

X1 np |
np(l p)

Als Z standaard-normaal verdeeld is, heefZ 2 een 2-verdeling met 1 vrijheids-
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graad en we kunnenZ? als volgt herschrijven:

»_ (X1 np)? _ (X1 np)? (X1 np)?
5@ ¢ P ed TP @ p)
_(Xe nmp?_ (0 X1) n@ p)?
np n(l p)
_ (X1 np? (X2 ng?
np nq

We zien dus dat weZ? kunnen beschrijven als som van de kwadratische
afwijkingen tussen waargenomen aantallen in de twee klaseeen verwachte aan-
tallen voor deze klassen, waarbij de kwadratische afwijkigen op de verwachte
aantallen genormeerd worden.

In plaats van de waarde vanZ met de z-waarden van de standaard-normale
verdeling te vergelijken, kunnen we de waarde vaiZ 2 tegen de waarden 2 van
een 2-verdeling met 1 vrijheidsgraad toetsen die gede nieerd jn door

P(ZZ> 2):
want er geldt P(22> 2)=P(Z>z )=

De veralgemening van 2 totk klassen is nu enigszins voor de hand liggend:
De gekwadrateerde afwijkingen van de waargenomen aantatevan de verwach-
te aantallen worden door de verwachte aantallen gedeeld enede hoeveelheden
worden voor de verschillende klassen bij elkaar opgeteld. ¢t idee achter de
normering op het aantal verwachte uitkomsten in een klassesi dat bij een ver-
wacht aantal van 100 uitkomsten een afwijking van 3 minder serk weegt dan
bij een verwacht aantal van 10 uitkomsten.

De nitie:  Bij een kansexperiment metk mogelijke (klassen van) uitkom-
sten zij p; de kans op een uitkomst in de-de klasse. Het aantal van uitkomsten
in de i-de klasse bijn pogingen wordt door de stochastX; beschreven. De
afwijking tussen de waargenomen verdeling en de verwachteewdeling wordt
beschreven door de stochast 2 die gede nieerd is door

2._ X (xi np)? _Xaonpy)? o (X np)?,
L np; npy npx

De naam 2 voor deze stochast is natuurlijk met opzet gekozen, er laatizh
aantonen dat 2voorn!1 inderdaad een 2-verdeling metk 1 vrijheids-
graden heeft.

Voor het geval k = 2 hebben we dit boven ingezien, want we hebben
aangetoond dat

2

(X1 np)? | (X2 npp)? X1 npg
+ = 97
np1 npz np1(1  p1)

en het laatste heeft voorn ! 1 inderdaad een 2-verdeling met 1 vrij-
heidsgraad. Het bewijs voor algemené vergt behoorlijk meer moeite
en wordt hier onderdrukt.
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We geven wel een iets handigere manier aan om? uit te rekenen:
. YA 2
Uit (X; npi)?2= X2 2Xinp;+ n?p? volgt dat 7()('”‘:"') = % 2Xi + np;.
We hebben !(=1 pi =1 en omdat de som van deX; het totaal aantal n van

waargenomen uitkomsten aangeeft, geldt !‘:1 Xi = n. Hiermee krijgen we

2 = ><< (Xl npi)2 — )<k >(_|2 >d( 2X| + )<k np;
i=1 npi izy NP =1 i=1 |
Xk X_Z' Xk X_2'
= —L 2n+n= —L
= P = P

De kansverdeling die de verdeling vam uitkomsten over k klassen be-
schrijft, waarbij een uitkomst met kans p; in de i-de klasse valt, heet de

n! n
—_ 1,R/N2 - -« ANk
!:::nk!Iol P2" - P

waarbij n1+:::+ ng = nis. De multinomiale verdeling voor het speciale
gevalk = 2 is natuurlijk juist de binomiale verdeling.

Toets op de afwijkingen

Het idee van een toets op de afwijkingen tussen waargenomen gerwachte aan-
tallen, de zogeheten 2-aanpassingstoetf kort 2-toets, is in principe hetzelfde
als bij de toetsen die we in de vorige les hebben gezien:

Voor de verschillende aantallen van vrijheidsgraden en de verschillende
levels van onbetrouwbaarheid worden waarden 2 bepaald zo dat

P(%> %)=

Onder de aanname van de nulhypothese geeft een steekproefg(slechts) met
kans een Z2-waarde die zo groot of groter is dan 2 en de nulhypothese
wordt verworpen als een waarde 2 wordt gevonden die groter is dan 2 voor
de gekozen level .

Vaak wordt ook in het kader van 2-toetsen deP-waarde van 2 be-
paald, dus de kans waarmee de stochast van de nulhypothese een
steekproef produceert die een 2-waarde heeft die groter is dan de ge-
vonden waarde 2.

Merk op: Een belangrijke voorwaarde voor de toepasbaarheid van de?-
toets is, dat voor iedere klasse de verwachte aantallenp; 5 zijn, want anders
wordt de verdeling van de 2-waarden niet nauwkeurig genoeg door een 2-
verdeling benaderd. Dit eist soms dat men klassen samenvoiedie anders te
weinig waarnemingen laten verwachten.
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In het voorbeeld van de normale verdeling heeft de klassK ; de verwachte
relatieve frequentiep; = 0:0013: Om hier opnp; 5 te komen, moeten we een
steekproef van grootten 3847 hebben. Als dit niet haalbaar is, kunnen we
bijvoorbeeld de klassenK; en K, samenvoegen, de gecombineerde kans voor
deze twee klassen ig? = 0:02275 en om nu aan de voorwaardap) 5 te
voldoen is al een steekproef van grootten 220 voldoende.

Voorbeeld: We nemen aan dat we voor onze oneerlijke dobbelsteen met
kansen G & %;.0; 13:0) bij een steekproef metn = 120 worpen precies de
juiste aantallen vinden, dus (25 20; 10; 0; 65; 0). Bij een eerlijke dobbelsteen is
pL1=:::= ps= % en we zouden dus voor elke klasse 20 uitkomsten verwachten.

De waarde voor ? is in dit geval
, (25 20y , (20 20)? , (10 20)? , 0 20)? , (65 20)? , 0 20)?
- 20 20 20 20 20 20
= 2—10(25 +0+ 100 + 400 + 2025 + 400) = 147 :5:

Voor = 0:01 vindt men in de tabellen voor een 2-verdeling met 5 vrijheids-
graden de waarde 24, = 15:1 en zelfs voor =0:001 is .o, = 20:5 veel
kleiner dan de gevonden waarde voor 2. De P-waarde voor 2 = 147:5 is in
feite 4:5 10 3° dus is het nagenoeg uitgesloten dat een resultaat met zo'n gte
waarde voor ? toevallig door een eerlijke dobbelsteen opgeleverd zou waen.

Voorbeeld: Van een bepaalde plantensoort komen volgens de wetten van
Mendel vier variaties voor in de verhouding 9 : 3 : 3 : 1. De venachte relatieve
frequenties zijn dusp; = &, P2 = =, Pp3 = = enps = 1. In een steekproef
van 160 exemplaren vindt men de volgende aantallem;, de met de verwachte
aantallen np; vergeleken worden:

variatie
1 2 3 4] totaal
nj | 88 35 24 13| 160
npi | 90 30 30 10] 160

Omdat de verdeling 4 klassen bevat, hebben we de kritieke waden van de
2.verdeling met 3 vrijheidsgraden nodig. Voor =0:1is %;0:1 =6:25 en voor
=0:05is %005 = 7:81. Als waarde voor 2 krijgen we

, (88 90) , (35 30)2 , (24 30)2 , (13 10)2
B 90 30 30 10

dus geeft dit experiment niet eens op een onbetrouwbaarhesdevel van 10%
evidentie tegen de wetten van Mendel. DeP -waarde van 2 =2:98 is 0395, dit
betekent dat 395% van de steekproeven minstens een’-waarde van 298 zou
opleveren, dus is onze steekproef zeker geen atypisch rdsalt.

2:98

Tweezijdige  2-toetsen

Meestal wordt de 2-aanpassingstoets als rechtsenzijdige toets toegepésdie
aangeeft wat de kans is dat een steekproef in het geval van dailypothese een
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zo grote 2-waarde geeft. Er zijn echter ook gevallen waarbij een twedlige
2-toets toegepast wordt, omdat men steekproeven ook verdattvindt, als ze
te goedbij de nulhypothese passen.

Een voorbeeld hiervoor is het toetsen van een implementatigan eenpseudo-
randomgenerator die toevalsgetallen moet voortbrengen. Voor toevalsgetéén
tussen 0 en 1 kan men als klassen bijvoorbeeld de deelintetien van lengte
0:1 kiezen. Als een toevalsgenerator hu 10000 toevalsgetallgoroduceert, zou
men ongeveer 1000 getallen in ieder deelinterval verwachteen men berekent
hiervoor de waarde van 2.

Natuurlijk mag 2 in dit geval niet te groot zijn, omdat dit evidentie te-
gen de nulhypothese geeft dat de toevalsgenerator onbevamrdeeld (uniform
verdeeld) is.

Maar omgekeerd geeft een te kleine 2-waarde aanleiding tot de aanname
dat er te veel regelmaat in de toevalsgetallen zit en de rij tevalsgetallen voor-
spelbaar is. Dit is evidentie tegen de nulhypothese dat de tevalsgenerator de
getallen onafhankelijk van elkaar produceert. Men zou in di geval de toevals-

generator als ongeschikt verwerpen als de?-waarde niet tussen 3.5 en 3.qs
ligt.

Een van de grondleggers van de statistiek, R.A. Fisher, heefde 2-
toets op de experimenten van Gregor Mendel met erwten toegeyst,
waardoor deze tot de ontdekking van de genen werd geleid (zder ze
zo te noemen). Fisher kwam tot het resultaat dat ? eenP-waarde van
0:99996 had, dus slechts 4 in 100000 steekproeven zouden eerkleine

2.waarde opleveren. Het lijkt erop dat Mendel's tuin assistet precies
wist, welke uitslag Mendel bij zijn experimenten verwachteen hier een
handje bij heeft geholpen.

De waarden 2

De 2 -waarden zijn net zo als dez-waarden ent-waarden voor verschillende
parameters en in tabellen opgeslagen of worden door software pakketten be
rekend. Voor grotere aantallen van vrijheidsgraden zijn erzekere benaderingen
die op het verband van de “-verdeling met de normale verdeling berusten.

(1) Voor een stochast 2 met een 2-verdeling met vrijheidsgraden is
P— P—
Z:= 22 2 1
bij benadering standaard-normaal verdeeld, waarbij deze bnadering zeker
voor > 100 toegepast mag worden. Door dit naar 2 op te lossen, volgt
dat men 2 met behulp van dez -waarden kan benaderen door

1 pP——2
2 .
X -z + 2 1 :
' 2

(2) Een betere benadering krijgt men uit het feit dat ook

P2 2)

2
9
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bij benadering standaard-normaal verdeeld is. Oplossen bivan naar 2
geeft de benadering

r ! 3

2 2
2

. 1 24 il
, 9 "% 9

Er wordt soms aangegeven dat de benadering (1) voor> 100 toege-
past mag worden en de betere benadering (2) voor> 30, maar met
deze grenzen speelt men zeker aan de veilige kant.

Voor =50 en = 0:05 is bijvoorbeeld de juiste waarde s5p.0.05 =
67:5048, benadering (1) geeft s0.0.05 67:2189 en benadering (2)

50.0.05 67:5006. Zelfsvoor =10en =0:05is de fout van de twee
benaderingen nog Klein, de juiste waarde is hier 19.0.0s = 18:3070,
benadering (1) geeft 10.0.0s 18:0225 en benadering (2) 10:0:05
18:2918.

Verschillende kritieke waarden 2 zijn in Tabel 3 te vinden. Merk op dat
in deze tabel het aantal vrijheidsgraden metn (in plaats van ) aangegeven is
en dat de kritieke waarden in de vorm ﬁ;l aangegeven zijn, d.w.z. de waarde

%.0.05 Vindt men bijvoorbeeld in de kolom onder 1 =0:95.

Voor aantallen van vrijheidsgraden die niet in de tabel genteerd zijn,
kan men (voor voldoende grote ) de boven aangegeven benaderingen
toepassen, of een waarde voor een hoger aantal vrijheidsgien kiezen,
die wel genoteerd is. Op deze manier wordt in ieder geval de ka op
een type | fout niet vergroot.

Onbekende parameters

In veel gevallen wil men toetsen of een steekproef door eenoshast met een
zeker type van kansverdeling geproduceerd is, bijvoorbeeld met een homiale

verdeling of een normale verdeling. In dit geval hangt de veteling voor de
nulhypothese van onbekende parameters af die uit de steekpef geschat moeten
worden. Bij een schatter voor het gemiddelde van een kansvdeling hebben we
gezien dat door het vervangen van de variantie door een schiiig de verdeling

breder wordt, omdat er meer onzekerheid in de schatting zit. We moesten
daarom de normale verdeling door de Student-verdeling vervangen.

lets soortgelijks gebeurt ook bij de 2-toetsen. Als we de parameters van de
verdeling waarmee we de verwachte kansep; voor de klassen berekenen door
schattingen vervangen, passen we de kansqn in feite al aan de steekproef aan.
Hierdoor wordt de afwijking tussen waargenomen en verwaclg aantallen klei-
ner tegenover het geval van bekende parameters. Op een gegavonbetrouw-
baarheidslevel moeten de kritiecke waarden vanaf waar we de nulhypothese
verwerpen dus scherper gekozen worden.
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¥

Chi-kwadraatverdeling. Waarden van 1| _ g [7]

T =S e N ST =
l -y
r e - -
n | 006 . 01 , 025 .06 .10 . 25 . BO .76 . 80 .95 . 975 .9% .99 999 n
1 = - .001 004 016 102 .455 1.32 2.71 3,84 5.02 6.63 7.88 10.8 1
2 .0l0 020 .051 .l03 .211 .575 1.39 2.77 4,61 5.99 T.38 9.21 10.6 13.8 2
3| .072 .115 .216 .352 .584 1.21 2.37 4.11 6.25 7.81 9.36 11.3 12.8 16.3 3
4 | L207 297 484 .T11 1,06 1.%2 3.36 5.38 T.7B 95.48 11.1 13.3 14.8 18.5 4
§| .412 ,554 .831 1,15 1.6l 2,67 4.36 6.83 B5.24 11.1 12.8 15.1 16.7 20.5 5
§ L676 872 1,24 1,64 2,20 3,45 5,35 7,84 10,6 12,6 14.4 168 185 22,5 6
7 L989 1.24 1.89% 2.17 2,83 4.25 6.36 9.04 12.0 14.1 16.0 18.6 20.3 24.3 7
8] 1.34 1.66 2,18 2.73 3.49 5.07 7.34 10.2 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0 28.1 8
9| 1.73 2,09 270 3.33 4.17 bH5.9%0 8.34 11.4 14.7 16.8 19.0 21.7 23.6 27.9 9
10 | 2.16 2.66 3.26 3.94 4.B7 6.74 9.34 12,5 16.0 18.3 20.5 23.2 26.2 129.6 10
11 2.60 3.06 3.B2 4.57 65.58 T7.58 10,3 13.7 17.3 19.7 21.% 24.7 26.8 31.3 11
12 | 3.07 3.57 4.40 b5.23 6.30 B.44 11.3 14.8 18,6 21.0 23.3 268.2 28.3 32.9% 12
13 | 3.57 4.11 5.01 6.B% 7.04 9.30 12.3 16.0 19.8 22,4 24.7 27.7 28.8 34.5 13
14 ) 4,07 4.66 5.63 6.57 7.T% 10.2 13.3 17.1 21,1 23,7 26,1 28,1 31.3 36.1 14
15| 4.60 5.23 6.26 7.26 8.66 11.0 14.3 18,2 22.3 25.0 27.6 30.6 32.8 37.7 15
16 | 5.14 5.81 6.91 7.9 9.31 11.9 15.3 19.4 23.5 26.3 28.8 32.0 34.3 39.3 16
7| 5.70 6,41 T.56 8&.67 lo0,1 12,8 16,3 20.5 24,8 27.6 30,2 33.4 357 40.8 17
18 | 6.26 7.01 .23 9.39 10.9 13.7 17.3 21.6 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2 42.3 18
19 | 6.84 7.63 8,91 10,1 11,7 14,6 18,3 22,7 27.2 30,1 32.9 36,2 38.6 43.8 19
20 | 7.43 B.26 9.58% 10.% 12.4 15.5 19.3 23.8 28,4 31.4 34.2 37.8 40.0 45.3 20
21 8.03 £.% 10.3 11.6 13.2 16,3 20.3 24.9 29.6 32,7 35.5 38.9 41.4 46.8 21
22 | 8.4 98.54 11.0 12,3 14.0 17.2 21.3 26.0 30.8 33.9 J6.8 40.3 42.8 48.3 22
23 | 9.26 10,2 11.7 13,1 14.8 18.1 22.3 27.1 32.0 35.2 38.1 41.6 44.2 49.7 23
24 | 9.8 1l0.% 12.4 13,8 15.7 19.0 23,3 28.2 33.2 36.4 39.4 43.0 45.6 51.2 24
25 | 10,6 11,6 13.1 14,6 16.5 19.9 24.3 29 3 34.4 37.7 40.6 #44.3 46.9 b52.6 25
26 ( 11.2 12,2 13.8 15.4 17.3 20.8 25.3 30.4 35.6 38.9 41,9 45.6 48.3 B54.1 26
27 | 11,8 12.% 14.6 16.2 18.1 21.7 26.3 31.6 36.7 40.1 43.2 47.0 45.8 B55.5 27
28 | 12,6 13.6 15.3 16.% 18,9 22,7 27,3 32,6 37,9 41,3 44.5 48,3 51,0 56,9 2R
290 | 13.1 14.3 16.0 17,7 19.8 23.6 28.3 33.7 39.1 42.6 45.7 49.6 52.3 58.3 28
30 13,6 15,0 16,8 18,5 20,6 24,5 29,3 34.8 40.3 43,8 47,0 B50.9 53.7 59.7 a0
40 | 20.7 22,2 24.4 26.6 29,1 33.7T 39.3 45.6 OH1.8 O55.8 B69.3 63.7 66.8 73.4 40
50 | 28,0 29,7 32.4 34.8 37.7 42.9 49.3 56.3 63.2 67.6 71.4 76.2 T9.56 86.7 50
60 | 35.5 37.6 40.6 43.2 46.5 62.3 69.3 67.0 T4.4 79,1 B3.3 B8.4 91.6 99.6 60
TO | 43.3 45,4 48,8 51.7 56.3 61.7 69.3 77.6 85.5 90,5 95.0 100.4 104.2 112.3 ! 70
80 | 61,2 B53.6 67.2 60.4 64.3 TI.1 T79.3 B8.1 96,6 101,9 106.6 112,37 116.3 124.8 80
90 | 59.2 61.8 65.6 69.1 T3.3 80.6 89.3 98,6 107.6 113.1 118.1 124.1 128.3 137.2 80
100 | 6€7.3 70.1 74,2 TT.9 82,4 50,1 99.3 109.1 118.5 124.3 129,86 135.8 140,2 149.4 100

Tabel 3: Kritiecke waarden .1 voor de 2-verdelingen metn vrijheidsgraden.

Gelukkig laat zich bewijzen dat de aanpassing van de kritiek waarden op
een overzichtelijke manier gebeurt, er moet namelijk voor ke parameter die
we uit de steekproef schatteneen vrijheidsgraad afgetrdkken worden. Er geldt:

Stelling:  Als voor het berekenen van de verwachte kansem; voor een
uitkomst in de i-de klasser parameters voor de kansverdelingls/arb( met een
k

maximum likelihood schatting worden bepaald, dan heeft 2:= = 1, W
voorn!1l een Z2-verdeling metk 1 r vrijheidsgraden.

Merk op: Voor het gemiddelde van een verdeling ispde maximum li-
kelihood schatting gewoon het steekproefgemiddeld& = % ", Xi en voor
de parameter p van een binomiale verdeling isp = % de maximum likelihood
schatting, waarbij k het aantal successen bip pogingen is.

Aan de andere kant geldt dat de maxirr]ym likelihood schattingvlgor de va-
riantie niet de steekproefvarianties? = -1~ L (x; X)Zis, maard " L, (x;
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x)2= 01lg2

Maar omdat de verdeling van 2 toch alleen maar voorn ! 1 een 2-
verdeling geeft, maakt het niet zo veel uit of we de variantie 2 door de (zuive-
re) schatting s? of door de asymptotisch zuivere maximum likelihood schatting
2152 vervangen. Vaak wordt daarom in de literatuur ook alleen maa aan-
gegeven, dat een parameter dooeen schatting wordt vervangen, maar niet of
door de maximum likelihood schatting of door een andere schting.

Voorbeeld: Om het uur worden uit een productieproces steekproeven ge-
nomen van 5 stuks en het aantal defecte stukken wordt genoteé. In 200 zulke
steekproeven zijn de volgende resultaten gevonden:

aantal defecte stukken| 0 1 2 3 4 5
aantal steekproeven \104 58 26 8 4 0

We willen toetsen of het aantal defecte stukken een binomia& verdeling heeft
omdat dit het geval zou zijn als de kans op defecte stukken ovele tijd constant
gebleven is. Omdat de parametemp van de binomiale verdeling niet bekend is,
moeten we deze uit de steekproeven schatten. We krijgen hieoor

1 150
= — + + + + + = " =015
P= 155104 0+58 1+26 248 3+4 4+0 5)= -=0:15

Als indeling van de steekproeven in klassen kiezen we de aatien defecte
stukken in een steekproef (van 5 stuks). De verwachte relagive frequentie p;
voor dei-de klasse (met defecte stukken) is dan volgens de binomiale verdeling
met parametersm =5 en p= p = 0:15 gegeven door

p= P @ p"'= i 0:15 0:85 !
en voor den = 200 steekproeven krijgen we als verwachte aantallen voor &

klassen

defect| 0 1 2 3 4 5
pi 0:444 Q392 Q138 Q024 Q002 Q0001
np; 8874 7830 2764 488 043 002

Omdat de verwachte aantallen voor de klassen met 3, 4 en 5 dafie stukken
te klein zijn, voegen we deze samen toteen klasse met 3 defecte stukken. We
krijgen zo de volgende statistiek waarvoor we de ?-waarde moeten bepalen:

defect| 0 1 2 3
n; 104 58 26 12
np; 8874 7830 2764 532

Omdat we de parameterp van de binomiale verdeling uit de steekproeven
hebben geschat, heeft de ?-verdeling 4 1 1 = 2 vrijheidsgraden. Op de
levels =0:05en = 0:01 hebben we de kritiecke waarden 3.0 = 5:99 en

%000 = 9:21. Er geldt nu

, (104 8874) , (68 78:30)° , (26 27:64)° , 2 5:32)?
- 8874 7830 27:64 5:32

16:37
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dus kunnen we de nulhypothese van een binomiale verdeling it op de onbe-
trouwbaarheidslevel = 0:01 veilig verwerpen. DeP-waarde van 2 =16:37 is
in feite 0:0003, een veel te lage waarde voor de aanname dat de afwijkingn
de binomiale verdeling toevallig is. We zouden dus concluden, dat de kansp
op defecte stukken in het productieproces over de tijd niet onstant was.

5.2 2-toets voor contingentietabellen

We hebben met de 2-aanpassingstoets getoetst of een steekproef bij een zeger
kansverdeling past. Vaak komt men echter een iets andere veay tegen, namelijk
of twee of meer steekproeven bij een gemeenschappelijke kerdeling horen,
waarbij het niet nodig is deze gemeenschappelijke verdelinnader te bepalen.
Dit probleem wordt meestal met een variatie van de 2-toets uit de vorige sectie
aangepakt, waarbij men de verwachte aantallen uit de steekmpeven bepaald.
Hierbij gebruikt men een contingentietabel

Stel we hebberr steekproeven met omvangemy;:::;n;. leder van de steek-
proeven wordt op k klassen verdeeld, dit geeft de aantallem;; van elementen
in de i-de steekproef, die in dej -de klasse vallen. We krijgen zo eem k-
matrix met als elementen de hoeveelheden van elementen in dBborsnede van
een steekproef en een klasse en deze matrix noemen we eentingentietabel

Met n:=  [_; nj = ni+:::+ n, noteren we de gemeenschappelijke omvang
van alle steekproeven. We de neren nu

Ny + 220+ Ny

P = n

als kans voor een uitkomst in dej -de klasse, dit is juist de relatieve frequentie
van uitkomsten die in dej -de klasse vallen, bepaald over alle steekproeven.

Met de kansenp; krijgen we als verwachte waarde op positie i(j ) in de
contingentietabel de waarden; p;, want dit is het aantal uitkomsten in de j -de
klasse die we bij een steekproef van omvang; zouden verwachten. We vatten
nu de cellen van de contingentietabel als nieuwe klassen omderekenen voor
deze klassen de 2-waarde, dus

2._ XXy ni )2,
i=1 j=1 i P

Er laat zich ook in dit geval aantonen, dat 2 voorn!'1  een Z2-verdeling

heeft, en het aantal vrijheidsgraden van deze ?-verdeling is

=(r 1Dk 1):

Dit kunnen we als volgt inzien: Als de p; bekend waren, hadden we
voor iedere steekproek 1 vrijheidsgraden, dus in het geheel(k 1)

vrijheidsgraden. Maar omdat we dep; uit de steekproeven schatten,
moeten we hiervank 1 aftrekken (niet k, want px laat zich door

pk =1 p1 ::: px 1 Uit de andere schattingen berekenen). Dit geeft
dus =r(k 1) (k 1)=(r 1)k 1) vrijheidsgraden.
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Voorbeeld: Bij een enquéte in drie stedenA, B en C werd een contingen-
tietabel met de volgende resultaten gevonden:

stad | voor tegen neutraal geen antwoord| totaal
A 105 61 87 167 420
B 118 60 130 145 453
C 88 58 62 101 309
totaal | 311 179 279 413 1182

We hebben dus
Ny =420; n,=453; n3=309; n=1182;
311 179 279 413

P1= TBZ 0263 P2 = TBZ 0151, P3 = TBZ 0236 Pa = TBZ 0:349

en dit geeft als tabel met de verwachte aantallem; p;:

stad | voor tegen neutraal geen antwoord
A | 1105 636 991 1468
B | 1192 686 1069 1583
C 8L3 468 729 1080

Als we nu de waarde van 2 berekenen, Zijn de cellen van de tabellen de
nieuwe klassen en we krijgen

»_ (105 11052 (61 636)* (101 1080)

1105 636 S 1080 172

Dit moeten we vergelijken met de kritieke waarden van de 2-verdeling met
(3 1) (4 1) =6 vrijheidsgraden. We hebben 2,5 = 12:6 en £ =
16:8, dus zijn de resultaten van de drie steden op de level = 0:01 signi cant
verschillend.

In het geval van r = 2 steekproeven hebben we natuurlijk al eerder toetsen
op verschillen van de verdelingen gezien, bijvoorbeeld tdasen op hetzelfde ge-
middelde. Het hangt vaak van de vraagstukken af, of een 2-toets hier beter
geschikt zou zijn. In het algemeen is de ?-toets minder scherp dan een toets
op verschillen van de gemiddelden, aan de andere kant kan demok nog ver-
schillen detecteren als de gemiddelden wel overeenkomenn het bijzonder is
de 2-toets ook toepasbaar, als de veronderstelling van een noraal verdeelde
schatter niet meer houdbaar is.

Voorbeeld: Bij een niet nader toegelicht experiment met mogelijke uit-
slagen 1:::;10 worden met twee verschillende methoden en Il de volgende
aantallen uitslagen bereikt:

methode|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 totaal
[ 6 16 22 38 44 30 18 12 8 6 200
I 2 6 12 22 29 30 21 16 8 4 150
totaal 8 22 34 60 73 60 39 28 16 10 350
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Als geschatte kansenp; voor de uitkomsten krijgen we

j |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p | 0:023 Q063 Q097 Q171 Q209 Q171 Q111 Q080 Q046 Q029

en als we hiermee de 2-waarde berekenen, krijgen we 2 11:12. Voor een

2-verdeling met (2 1) (10 1) =9 vrijheidsgraden hebben we g.0.1 = 14:7,
dus geeft de 2-toets met onbetrouwbaarheid = 0:1 geen evidentie voor een
verschil van de twee methoden. DeP-waarde van 2 =11:12 is 0268.

Maar we kunnen met onze kennis uit de vorige les natuurlijk o& toetsen,
of de twee methoden hetzelfde gemiddelde hebben. Hiervooijlken we naar de
steekproefgemiddelderx; en Xj;~ en de steekproefvariantiess? en s3 voor de
twee steekproeven met omvangem, =200 en n;; = 150. We hebben

1 1
X| = — 1+ :::+ 10) = 5:05; = —(2 1+:::+4 10)=5:67
X 200(6 6 10)=5:05 X 150( 0)=5:6

s2=4:29 s3 =3:86
en hieruit bepalen we als waarden voor de gepoolde variantis’ en standaard-
afwijking s:

o_ (M Dsf+(ny L)sf _ 199 sf+149 s§ _
= = =4:11, =2:03
S n, + Ny 2 348 S 03

Als t-waarde die we met de kritieke waarden van de Student-verdeling met
348 vrijheidsgraden moeten toetsen, hebben we

De verdeling vant is nagenoeg een standaard-normale verdeling en dswaarde
voor t = 2:82 vinden we 00024, dus vinden we met deze toets een signi cant
verschil voor de gemiddelden van de twee methoden.

Toets op onafhankelijkheid van kenmerken

Een variatie op het vergelijken vanr steekproeven geeft een toets op onafhan-
kelijkheid van twee kenmerken in een steekproef. Bijvoorbeld wil men weten,
of het interesse in verschillende studievakken onafhankigk is van het geslacht
van de student. Men interpreteert nu de studenten van de vershillende stu-
dievakken als verschillende steekproeven en de indeling@aw/man als indeling
in klassen. De nulhypothese is, dat de kenmerken studievaknegeslacht onaf-
hankelijk zijn, in dit geval zou de kansverdeling voor iedee steekproef hetzelfde
zZijn en we zijn terug bij de situatie van de vorige sectie.

de steekproef zitten, noteren we metn; het aantal elementen met waardei
voor het eerste kenmerk en waardg voor het tweede kenmerk. Als schatting
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pi voor de relatieve frequentie van elementen met waardé voor het eerste
kenmerk krijgen we
L Njp + 10+ Ni
pi = 0
en als schattingp j voor de relatieve frequentie van elementen met waard¢
voor het tweede kenmerk krijgen we
_ Ny + i+ ng
pj Pl f.
De kansenp; en p; heten ook marginale kansen omdat ze met de totale
aantallen corresponderen die we aan de rand van de contingtetabel schrijven.
Onder de aanname van de nulhypothese zijn de twee kenmerkemafhanke-
lijk, dus is de kans op een uitkomst in de celi( j ) van de contingentietabel gelijk
aanp; p; en het verwachte aantal uitkomsten voor deze celisdus p; pj.
Om de kenmerken op onafhankelijkheid te toetsen, kijken we ds in dit geval
naar de 2-waarde
2 X X (g npipj)?
' npipj

i=1 j=1
Net als boven laat zich aantonen dat de verdeling van deze waden 2 over
alle mogelijke steekproeven voom ! 1 een Z2-verdeling heeft. Omdat het
schatten van dep; uit de steekproefr 1 vrijheidsgraden wegneemt en het
schatten van dep j het aantal vrijheidsgraden omk 1 reduceert, hebben we
het met een 2-verdeling met

=rk 1 (r 1) (k 1)=(r 1k 1)

vrijheidsgraden te maken.

Voorbeeld: In een onderzoek werd getoetst of de prestaties van leerlileg
in de vakken Engels en Wiskunde onafhankelijk van elkaar zij. Men deelt de
resultaten in 3 klassen, cijfers 6 en lager, cijfers 7 en 8 enjfer 9 en 10.

Wiskunde
Engels 6 7,8 9 10| totaal
6 85 42 14 141

7:8 38 163 47 | 248
9,10 | 12 71 56 | 139
totaal | 135 276 117| 528

Hieruit krijgen we voor de marginale kansen:

141 248 139
= —__=0:267 = — =0:47 = ——-=0:2
P1 = 555701267 P2 = 55 =0:470 p3 = 555=0:263
135 276 117
pi1= @—0.256, p2= %—0-523 ps3= %—0-222

Onder de aanname van de nulhypothese dat de twee kenmerken affman-
kelijk zijn, zouden we voor de combinatie (;j ) van de kenmerkenn p; p
leerlingen in de steekproef verwachten. Dit geeft de verwdte waarden in de
volgende tabel:
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Wiskunde
Engels 6 78 910
6 |361 737 312
7,8 | 634 1296 550
9,10 | 355 727 308

We zien al dat dit behoorlijk afwijkt van de gevonden waarden Als we hiervoor
de 2-waarde berekenen, krijgen we

. 1\2 .7\2 - Q)2
,_ (85 361 (42 737 (56 308)

36:1 737 o 30:8 1438
terwijl we voor een 2-verdeling met (3 1) (3 1) = 4 vrijheidsgraden op
signi cantie level = 0:001 de waarde %000, = 18:5 vinden. Het is dus

duidelijk dat de resultaten in de twee vakken niet onafhankdijk van elkaar zijn.

Yates-correctie

In het speciale geval van een 2 2 contingentietabel wordt vaak de Yates-
correctie toegepast, die rekening ermee houdt, dat in klassen ingedee ge-
gevens discreet zijn, terwijl de 2-verdeling een continue kansverdeling is. In
het algemeen wordt de 2-waarde met Yates-correctie bijl klassen met kansen

, XX npj o 1)2
i=1 npi

maar dit wordt eigenlijk alleen maar in het geval van 1 vrijheidsgraad toegepast,
en dit is juist het geval voor r =2 en k = 2.

De Yates-correctie heeft het e ect dat de 2-waarde die berekent wordt
iets lager is dan zonder de correctie. Dit leidt ertoe dat de nlhypothese met
Yates-correctie minder snel verworpen wordt dan zonder Yats-correctie.

Voor grote steekproeven maakt de Yates-correctie bijna geeverschil en
inmiddels wordt soms aanbevolen, de Yates-correctiniet toe te passen.
Als alle gevonden aantallen van de cellen klein zijn (bijvodbeeld tussen
5 en 10 liggen) is het verstandig om de 2-waarde met en zonder Yates-
correctie te bepalen. Als de twee versies tot verschillendeonclusies
leiden (verwerpen van de nulhypothese bij de ene, niet verwpen bij de
andere), zou men de steekproef moeten vergroten om tot een wielijke
beslissing te kunnen komen.

Voorbeeld: In een proef wordt aan een groep van mensen met een bepaalde
ziekte een nieuwe medicijn gegeven, terwijl een tweede grmpenet dezelfde ziekte
een placebo krijgt. Er wordt nu gekeken hoe veel van de mensepinnen een
bepaalde periode gezond zijn geworden.

gezond ziek| totaal
medicijn 75 25 | 100
placebo 65 35 100

totaal 140 60 | 200
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Als marginale kansen krijgen we hieruit

100 140 60
p1 = p2 = ﬂ)_o.s en pi1= ﬂ)_o.z p2= ﬁ—O.S.
De aanname van onafhankelijkheid betekent in dit geval dat @& nieuwe medicijn
hetzelfde e ect heeft als het placebo. Omdat de groepen evegroot zijn, zouden
we onder de aanname van onafhankelijkheid verwachten dat ifbeide groepen
200 0:5 0:7 = 70 mensen gezond worden en dat 20@:5 0:3 = 30 ziek blijven.
Zonder Yates-correctie krijgen we hieruit de 2-waarde

»_ (75 70P (25 30P (65 707 (35 30

2:
70 30 70 30 38
en met Yates-correctie
»_ (75 70 05?2 (j25 30 05)?
B 70 30
; - Y - - £)2
N (j65 70 05) N (j35 30 05) 1:93
70 30
In beide gevallen kunnen we de nulhypothese op onafhankefijieid op een level
van = 0:1 niet verwerpen, want voor een 2-verdeling met 1 vrijheidsgraad

vinden we %, =2:71. De P-waarde zonder Yates-correctie is 123 en deP-
waarde met Yates-correctie is GL65 en dit zijn allebij geen afzonderlijk kleine
waarden. Om aan te tonen dat de nieuwe medicijn wel een e ect eft, zijn dus
verdere experimenten nodig.

2 2-tabellen

In het voorbeeld hierboven hebben we kunnen zien, dat bij ee2 2-contin-
gentietabel de tellers in de som voor 2 alle hetzelfde zijn (in het voorbeeld ).
Dit is geen toeval, maar in feite altijd het geval voor 2 2-tabellen en heeft
tot gevolg dat we voor dit belangrijke speciaal geval de 2-waarde op een veel
makkelijkere manier kunnen uitrekenen.

Het zal geen verrassing zijn, dat een 2 2-tabel een speciaal geval
is, want hier gaan we toetsen of twee relatieve frequenties dizelfde
zijn. In de vorige les hebben we gezien, dat we dit voor twee fatieve
frequentiesp; en p, kunnen doen, door dez-waarde

— Pr P2
z:= g
Po(1  Po)(7-* ab)

met po = ”ﬂ'?ijiﬂim te berekenen, die onder de aanname van de nul-
hypothesep; = p, standaard-normaal verdeeld is. De waarde 2 voor
de ?-toets die we nu gaan berekenen is in dit speciaal geval juidtet

kwadraat van z.

We noteren de 2-contingentietabel als volgt:
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A B | totaal
1 a b Ny
2 C d no
totaal | nao ng n

Hiervoor berekenen we de 2-waarde door

2 _ (a nlr:]A )2 (b nlr?B )2 .\ (C n2r:]A )2 (d nzr?a )2

Nina nNing N2na Nang
n n n n
n Nina Ning
= ——— nyng(a )2+ nana(b )?
NninNonNaNng n
nan nan
+nmng(c —=2)2+nna(d 222
n non non
= 22 (na nina)?+ 22 (b ning)?
NninonNaNng n n
nin nin
+ 2B (nc nona)?+ —2A(nd  nong)?

n2 n2

Dit ziet nog niet naar een verbetering uit, maar nu vullen we n dat n =
a+b+c+d ni=a+bny=c+d ny=a+ cenng = b+ d. Dit geeft
na nna =(a+b+c+da (a+b(a+c
= a’+ab+tac+ad a’> ab ac bc=ad bc=:

Op een soortgelijke manier zien we in, dat ook
nb ning= ; nc nyna= ; nd noyng =

Dit is in feite het bewijs, dat we in de tellers van de termen voor 2 altijd
hetzelfde getal vinden, namelijk (F)Z.

Als we nu nog invullen dat n; + np = n enna + ng = n, zien we dat
N2Ng + N2Na + N1Ng + N1NA = N2(N + Na) + N1(Ng + Na) = (N2 + N1)n = n?
en daarom geldt

non non nin nin
211B 2+2A 2+1B 2+1A 2 _
n2 n2 n2 n2

2=(ad bo?
Alles bij elkaar genomen, hebben we dus aangetoond dat
5 n

_ 2
© Ninanang (ad b9

enditisvoor 2 2-contingentietabellen inderdaad veel handiger dan de algmene
formule van boven.

Belangrijke begrippen in deze les
2-aanpassingstoets

kritieke waarden 2
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2_toets bij onbekende parameters
contingentietabel
2-toets op onafhankelijkheid

Yates-correctie

Opgaven

29. Erwordt 120 keer met een dobbelsteen geworpen. De aankah voor de verschillende
uitkomsten zijn:

1:12 2:21 3:27, 4:22 5:20 6:18

Is dit een zuivere dobbelsteen?

30. Bij een reukproef werd aan 50 willekeurig gekozen vrouwegevraagd of zij parfum
A lekkerder vonden danB of omgekeerd. AanA gaven 37 vrouwen de voorkeur, de
overige vondenB lekkerder. Toets op de signi cantie level = 0:1 de nulhypothese
dat er geen voorkeur vooresn van de twee merken bestaat. Ver de toets zonder en

met Yates-correctie uit.

31. In een weverij zijn in het verleden gemiddeld 2 wee outerper 100m? geweven doek
opgetreden. Een recente steekproef op 100 stukken doek va®lm? heeft het vol-
gende resultaat opgeleverd:

6 7 8 9 10

31 2 1 1

fouten |0 1 2 3 4 5
aantal doeken| 16 22 28 15 8 3

(i) Toets op een signi cantie level van = 0:05 de nulhypothese dat het aantal
fouten Poisson-verdeeld met parameter =2 is.

(i) Toets op een signi cantie level van = 0:05 de nulhypothese dat het aantal
fouten wberhaupt Poisson-verdeeld is.

32. Van 1000 aselect gekozen personen is nagegaan of ze ldabitind zijn. Van de 480
mannen bleken dit er 38 te zijn, bij de vrouwen was het aantal 6

(i) Toets op de level =0:1 of kleurenblindheid onafhankelijk is van het geslacht.

(i) Wat is het minimale aantal vrouwen dat kleurenblind mag zijn, waarvoor de
nulhypothese op level = 0:1 niet verworpen wordt (waarbij we nog steeds
van 38 kleurenblinde mannen uit gaan)?

33. Twee groepenA en B van elk 100 patenten hebben een bepaalde ziekte. Groep
A wordt behandeld met een zeker serum, groe met een ander serum. Na een
bepaalde tijd zijn 75 patienten van groepA en 65 patienten van groepB genezen.
Toets met onbetrouwbaarheid = 0:05 of beide sera evenveel e ect hebben.

34. Bij een computerbedrijf wordt in 3 ploegen (ochtend, midlag, nacht) op vier ver-
schillende types van computers A, B, C, D) gewerkt. De manager vraagt zich af of
er bij het aantal reboots van computers een samenhang tussette ploeg en de type
computer bestaat. Hij heeft de volgende contingentietabeloor reboots gemaakt:
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‘ type computer

A B C D
ochtend| 5 3 2 7
middag | 7 12 9 16
nacht 1 2 4 2

Wat kan hij op een onbetrouwbaarheidslevel van = 0:05 zeggen?
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Les 6 \Variantie-analyse (ANOVA)

Met de 2-toetsen zijn we nagegaan of verschillende steekproevenjlezelf-
de verdeling horen. Vaak komt men echter ook de vraag tegen aheerdere
verdelingen hetzelfde gemiddelde hebben, bijvoorbeeld @het om verschillende
behandelingen van een zekere soort groente gaat. Voor tweteskproeven heb-
ben we hier al naar gekeken, dit konden we met een toets op hetwschil van
de twee gemiddelden oplossen. Hiervoor hadden we onder dererderstelling
dat de twee steekproeven uit verdelingen met dezelfde vanidie komen, gekeken
naar de verdeling van de schatter

. — T R
X Y X Y NninNsy
AN

+

T:=

S 1 1 S ni+ Np
ni na
1)s2+(ny 1)s3

- 2 _ (m
waarbij s° = hith 2

de gepoolde variantie van de steekproeven was.

Net zo als we met de 2-toets een veralgemening van het vergelijken van
twee relatieve frequenties naar relatieve frequenties vaok klassen hebben ge-
vonden, gaan we nu de toets op gelijkheid van gemiddelden op eer dan twee
steekproeven uitbreiden.

Het idee hierbij is, de totale variantie van de steekproeverte analyseren en
deze te verdelen in de variantiebinnen de enkele steekproeven en de variantie
tussende steekproeven. Daarom heet deze methode dan oefriantie-analyse
of kort ANOVA (voor AN alysis Of VA riance).

We zullen ons in deze cursus beperken tot het eenvoudigste @ van
de variantie-analyse, namelijk het geval van een enkele pameter die
gevarieerd wordt en aanleiding tot de verschillende steekpeven geeft.
Hetzelfde principe laat zich op meerdere factoren veralgeenen, waarbij
men ook op mogelijke interactie tussen de verschillende féaren moet
letten. Maar algemeen zijn hiervoor weinig nieuwe ideen nodig, de
hele analyse wordt alleen maar technisch ingewikkelder en avlaten
deze problemen hier daarom buiten beschouwing.

6.1 Variantie binnen en tussen steekproeven

We veronderstellen, dat wek steekproeven hebben die afkomstig zijn van nor-
male verdelingen met dezelfde (onbekende) variantie 2 en met (onbekende)
verwachtingswaarden 1;:::; k. De i-de steekproef heeft omvangn; en zijn

proeven isn:= ni+ @i+ ng.
De nulhypothese luidt dat de k normale verdelingen die de steekproeven

voortbrengen alle hetzelfde zijn. Omdat we veronderstelle, dat de verdelin-
gen sowieso dezelfde variantie hebben, moeten we alleen maaetsen of de

Ho: 1=:111= k!
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Het idee achter de aanname dat alle steekproeven een gemeeimsppe-
lijke variantie 2 hebben ligt in de veronderstelling dat de waarderx;

van de vormx; = i+ "j zijn, waarbij de "; toevallige afwijkingen
van het gemiddelde zijn die onafhankelijk van de steekproebptreden.

We berekenen de steekproefgemiddelder; en het gemiddeldex en gros
(d.w.z. het gemiddelde over alle steekproeven) zo als we daitijd hebben ge-

daan:
1 X B 1 X X ni__
j = — Xij en X:i= — Xij = —Xj:
ny . n . . n
J [N I
De totale kwadratische afwijking
X
vi= (xj X)?

i5j
tussen alle elementen van de steekproeven en het gemiddel&@eheeft nu twee
bronnen:

(1) de kwadratische afwijkingen

binnen de enkele steekproeven

(2) de kwadratische afwijking

tussende steekproeven.

Het idee achter de opsplitsing van de kwadratische afwijkig in afwijkingen
binnen en tussen de steekproeven is in de plaatjes in Figuur7ite zien:

(1) (2) ®3) (1) ) @)

Figuur 17: Steekproeven met kleine (links) en grote (rechts variantie binnen
de steekproeven

In beide plaatjes zien we 3 steekproeven met telkens 4 waardeen de steek-
proefgemiddeldenxz; Xz; X3 zijn in beide gevallen hetzelfde.
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In het linkerplaatje liggen de elementen van de steekproeve dicht bij de
steekproefgemiddelden, daarom is de bijdrage van de kwadtiache afwijkingen
binnen de steekproeven in dit geval klein en de totale kwadrsche afwijking
wordt vooral veroorzaakt door de afwijkingen tussen de stegroefgemiddel-
den. Dit is sterke evidentie tegen de nulhypothese dat de geiiddelden van de
verdelingen gelijk zijn.

In het rechterplaatje zijn de kwadratische afwijkingen binnen de steekproe-
ven veel groter terwijl de kwadratische afwijkingen tussende steekproefgemid-
delden nog steeds hetzelfde zijn. Omdat in dit geval de kwadttische afwij-
kingen binnen de steekproeven relatief een groter deel bifjdgen aan de totale
kwadratische afwijking, zou men de nulhypothese moeilijke kunnen verwerpen,
want de grote spreiding binnen de steekproeven maakt het plasibel, dat alle
steekproeven door een verdeling met hetzelfde gemiddeld@ertgebracht zijn.

Om het opsplitsen van de totale kwadratische afwijking binren en tussen de
steekproeven precies te analyseren, maken we weer gebruinvonze succesvolle
aanpak, de elementerx; van de steekproeven als realisaties van onafhankelijke
stochasten Xj; te zien. Ons uitgangspunt is hierbij, dat Xjj 2 N ( i; 2?) s,
dus normaal verdeeld met gemiddelde ; en variantie 2. De schatters X;
voor de gemiddelden van de steekproeven ed voor het gemiddelde over alle
steekproeven zijn dan gegeven door

1 X o 1Xk Xi XK

- ni —
X = — Xij en X = Xij = —IXiZ
nj . n. . . n
j=1 i=1 j=1 i=1
Er geldt nu
X ., X I
Xij X)) = (X  X)+(Xi X))
ij X B]

_ . X o
= (X5 X+ X X)P+2 (X5 XX X)
>i<'j >|<J i X
= (X5 XDP+ o m(Xp X)P+2 (X5 XX X):
i i i
e kunnen dit behoorlijk vereenvoudigen, want het blijkt dat de laatste term
i (X Xi)(Xi X)) gelijk aan 0 is. Dit ziet men in door de som overj voor
een vaste indexi te bekijken:
X o _ _ X _
X XX X)=(Xi X)) Xj  Xi))
j j
=(Xi XX X)) miX)=(X; X)niX;i niXj)=0:

We hebben dus aangetoond dat

X o X _ X —
X X)?2= (X X2+ mX; X)?
g A e, S U S
Vb Vl
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en dit is juist de gewenste opsplitsing van de kwadratische favijking in afwij-
kingen binnen de steekproeven (genoteerd met,) en tussen de steekproeven
(genoteerd met\;).

We gaan nu de twee stochasterv, (b voor binnen) enV; (t voor tussen) die
Zo als net uitgewerkt gegeven zijn door
X _ X _
Vp = (X i Xi)2 en V= ni(Xi X )2
i i

apart onderzoeken.

Variantie binnen de steekproeven

We weten dat de schatter

sz L+ Xj  Xp)?
b nj 1 j ! I

. : . P — .
een zuivere schatter voor 2 is, daarom is J-(X i Xi)? een zuivere schat-
ter voor (n; 1) 2. De somV, over de kwgdratische afwijkingen binnen de
steekproeven is dus een zuivere schatter voor ;(n; 1) 2=(n k) ?endus
geldt:

Vp . .
SZ = . bk is een zuivere schatter voor 2:

Variantie tussen de steekproeven

Om de variantie tussen de steekproeven te analyseren, sciwén we de stochas-
ten Xj voor de uitkomsten in de steekproeven alXj = ;+ Ej, waarbij Ej
de afwijking van de verwachtingswaarde ; van Xj aangeeft. In het bijzonder
is Ej normaal verdeeld met verwachtingswaarde O en variantie 2.

Omdat de schattersX; verwachtingswaarde ; hebben, heeftX de verwach-
tingswaarde

1 X
= Nl
n .
|
We schrijven nu § = + , dan zijn de ; juist de afwijkingen tussen de
gemiddelden van de enkele verdlglingen en het gemiddelde owale verdelingen.
In het bijzonder volgt uit = 2~ n; ; dat
X X X
nii= n(i )=(C nj) n =0:
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Voor de stochastV; geldt nu:

X L X . _
Vi = n(Xi X)?= ni((Xi i)+ ( X)+( i )?
X X! X
= n(Xi )%+ n( X)*+ ni(i )2
X oox X .
+2 m(Xi ) X)+2 miXy o (i )+t2 om0 X))
X X i
= mXi )+ n( X))+ om
b x X X
+2( X) ni(Xi i)+2 ni(Xi i) i+2( X) ny i
Iz |z}
= n( X) =0
X X X

= nXi  )* n( X+ om F+2 mi(X ) &
i i [

Dit is nog geen echt handig resultaat, maar uiteindelijk willen we net als
voor V, een uitspraak bereiken, datV; een zuivere schatter voor een zekere
parameter is. Hiervoor moeten we de verwachtingswaarde vaN; bepalen.

Uit E[Xi]= i volgt

— ) — 1 X 1 , 2
E[(Xi )= Var(X)) = SVar( Xj)= — n °= —
i j i
Met hetzelfde argument volgt uit E[X]= dat

E[(X )= Var(X)= =

et
Verder hebben we natuurlijk E[X; i] = 0, daarom geldt:
X _ _ X X _
EMMI=  nmE[XT  )? nE[( XD+  nm 2+2 n E[X )]
[ i i
X 2 2 X
= m— n—+ 2=(k 1) 2%+ n %
|

[ [ i
De nulhypothese luidt dat alle ; hetzelfde zijn, dus dat alle ; =0 zijn, de

alternatieve hypothese is, dat minstens een ; 6 0 is. Hiermee krijgen we voor
de beschrijving vanV; de volgende twee mogelijkheden:

(A) Onder de aanname van de nulhypothese ; = 0 voor alle i geldt:

2 Vt . . 2
Sf = 1 'S een zuivere schatter voor “:

(B) Onder de aanname van de alternatieve hypothese ; 6 0 voor eeni geldt:

X

Vi

2. _Vt ; 2

St = is een zuivere schatter voor <+
k 1 k 1
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Voor gegeven steekproeven berekenen we nu de concrete realiessﬁ ens?
van de schattersS? en SZ voor 2, dus
1 Xk X ) 5 1 Xk
Spi= —— Xii  Xj)° en =
i=1 j=1 i=1

ni(xi X%

Omdat onder de aanname van de nthypothesSS en S? beide zuivere schat-
ters voor 2 zijn, kunnen we in dit geval verwachten dats?  s?. Andersom
geeft een waardes? sﬁ evidentie tegen de nulhypothese.

Voordat we nader bekijken, hoe we de nulhypothese dat alle geiddelden

i hetzelfde zijn, kunnen toetsen, geven we nog een handige man aan, hoe
de groothedens? en s? uit de steekproefwaardenx;; berekend kunnen worden.

Hiervoor noteren we met X

T:= Xijj
|
de som over alle waarden ;? de steekproeven en met
T, = Xjj = Xj1+ Xj2+ i1+ Xin;
j
de som over alle waarden in de-de steekproef.

Het idee dat we nu toepassen, zijn we al in de cursuKansrekening
tegen gekomen, toen hebben we namelijk ingezien dat voor desantie
V ar(X) van een stochastX met verwachtingswaardeE[X ] geldt, dat

Var(X)= E[(X E[X]?=E[X? E[X]%

Het rekenwerk van toen kunnen we nog een kger herhalen: Stehtwe

waarden P1iX2; 111 Xn met gemiddeldex = % i Xi hebben. Voor de
somt:= ;x; geldtdant=n X. We berekenen nu
X X X X X
(xi X)?=  x2 2 xx+nx*=  x? 2X( xj)+ nx?
i i i i i
X X X 1
= x?  2XnX + nx? = x? nx?= x?  Zt?%

n

Met deze berekening en de notatie van boven gaat men rechtseks na dat

X X T2
v (xj X)%=(  xF) Y
1) 1)
X X X X T2 X X T2
Vb = ( (X X7)%) = (( Xﬁ) n_l) ( Xﬁ) ( n_l)
i j i i ! iij i !
X X 2 2
Vi = | n; (X; 7)2 =V Vp=( | -:;_II) TF
Hiermee laten zich
s? = ! Vp en s?= v
b= k" ST

eenvoudig uit de gegevens; berekenen.

90



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

6.2 De F-verdeling van Fisher en de F-toets

Om de relatie tussen de schatterssg en S? preciezer te analyseren, zou men
naar het verschil S S2 kunnen kijken, maar het blijkt dat dit verschil erg
ingewikkelde eigenschappen heeft. Een betere keuze is deagient van S? en
SZ, men kijkt dus naar de verdeling van de stochast

F = St

L
Sh
2
In het geval van de nulhypothese verwacht men voor de realigee f = 2—5 een
b
waarde rond 1.

Uit Les 2 weten we dat &1 S? een 2-verdeling metk 1 vrijheidsgraden
heeft, deze noteren we met 2 ,. Evenzo heeft™ X SZ een 2-verdeling met
n k vrijheidsgraden die we met 2 |, aangeven. Hieruit volgt dat de verdeling
van F gegeven is door

2

2 k 1 2
F_St_kl_nk k 1
T Q2 2 - 2

Sp o k 1§«

en deze verdeling heet déisher-verdeling of F-verdelingmet k 1 enn K
vrijheidsgraden.

Zo als net toegelicht is deF -verdeling (tot op constanten na) een quotent
van 2-verdeelde stochasten mek 1 enn k vrijheidsgraden. Deze twee
aantallen van vrijheidsgraden karakteriseren deF -verdeling en we noteren de
F-verdeling metk 1 enn Kk vrijheidsgraden met

2 k 1 2,

I:k In k

In Figuur 18 zijn als voorbeelden deF -verdelingen Fs.6 en Fip20 te zien.
Hierbij heeft de verdeling F10,20 het hogere en iets meer rechts liggende maxi-
mum.

Voor de genteresseerde lezer vermelden we hier de expliciete dichefds-
functie f m:n voor deF -verdeling Fn.n met m enn vrijheidsgraden. Het
zal geen verrassing zijn, dat deze op een quetnt van de dichtheidsfunc-
ties van 2-verdelingen lijkt:

( m+n

2 >

foon (X) = —<5—<mM

(2%

m+n

Yn+ mx) 2

m
2

n
nzx

De verwachtingswaarde en variantie vanFn,.n zijn

2n’(n+m  2)
m(n 2)2(n 4)

n
E[Fnn]= — en Var(Fmn)=

2
Voor n!'1  geldt dat de verdeling F,;n tegen de verdeling van-=-
convergeert en voorm ! 1 gaat Fn,., tegen .
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Figuur 18: F-verdelingenF3.6 en F1g;20.

In het speciaal geval metk = 2 steekproeven laat zich aantonen dat de
verdeling F1., juist de verdeling van het kwadraat T2 van een stochastT met
Student-t verdeling met n vrijheidsgraden is.

De F-toets

Analoog met de andere toetsen bepaalt men ook voor d€ -verdeling Fp:n
met m en n vrijheidsgraden kritieke f -waardenf = fq.,. , zo dat onder de
aanname van de nulhypothese steekproeven met eénh-waarde die hoger is dan
f alleen maar met kans optreden, dus zo dat

P(F>f )= :

Omdat bij een concreet probleem de aantallerm en n van vrijheids-
graden meestal duidelijk zijn, worden deze indices meestalnderdrukt
en worden de kritieke waarden metf in plaats van f ..  genoteerd.

Onder de aanname van de nulhypothese verwacht men edn-waarde rond
1, terwijl onder de aanname van de alternatieve hypothese da ; 6 0 een

2
waarde 25 > 1 te verwachten is. Daarom zijn def > 1 en bij de F-toets met
b
2
onbetrouwbaarheid wordt de nulhypothese verworpen aIsZ—‘2 >f s.
b

In Tabel 4 en Tabel 5 aan het eind van dit hoofdstuk zijn een aatal kritieke
waarden voor deF -verdelingen op onbetrouwbaarheidslevels :05 en Q01 aan-
gegeven. De kritieke waarden zijn in de vorm van tabellen voode verschillende
aantallen van vrijheidsgraden aangegeven, waarbij de wade voor de verdeling
Fm:n in kolom m van rij n te vinden is (in de tabellen heten de vrijheidsgraden

1 en 5 in plaats van m enn).

De naamvariantie-analyse voor de F -toets zou inmiddels duidelijk zijn.
Men analyseert hoe veel van de totale kwadratische afwijkig door de
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afwijkingen binnen de steekproeven veroorzaakt wordt en hoeveel door
de afwijkingen tussende steekproeven. Als het laatste relatief gezien te
veel wordt, geeft dit evidentie tegen de nulhypothese dat dererdelingen
van de steekproeven alle hetzelfde gemiddelde hebben.

Het cruciale punt is dat bij de opsplitsing van de totale kwadratische
afwijking in de twee componentenV,, en V; de componentV, niet ge-
voelig tegenover verschillen van de populatiegemiddeldeis, terwijl de
componentV; dit juist wel is.

Het is opmerkelijk dat de F -toets een toets op gelijkheid vangemiddel-
denis die bij de berekeningen gebruik maakt vanvarianties.

Alhoewel voor de verwachtingswaarden van de schattersg en S? geldt dat
1 X

“= E[S)] EISfl= 2+ —

[
kan het voor concrete steekproeven natuurlijk wel gebeurenlat s? < s en dus

f = st < 1. Aan de hand van de voorbeelden varf -verdelingen in Flguur 18
is dwdeluk te zien, dat er een zekere kans of- -waarden kleiner dan 1 bestaat.

Maar als de waarde vans? zo veel kleiner is dan de waarde vars? dat de
kans op het toevallige optreden van zo'n kleineF -waarde zeer klein is, moet
men controleren of de hele opzet van de analyse aan de benod@&voorwaarden
voldoet. Het eerste punt om op te letten is de aanname dat allesteekproe-
ven dezelfde variantie 2 hebben. Hiervoor laten zich bijvoorbeeld betrouw-
baarheidsintervallen voor de steekproefvarianties bepan. Vaak zijn de enkele
steekproeven echter redelijk klein zo dat deze betrouwbaaeidsintervallen be-
hoorlijk groot zijn, meestal moet daarom enigszins nauwketig gekeken worden
of het wberhaupt zinvol is om de variantie-analyse toe te passen.

6.3 Variantie-analyse tabellen

De resultaten van een variantie-analyse worden meestal inem bepaalde soort
tabellen aangegeven, die er typisch als volgt uit zien:

bron | vrijheids- kwadratische schattingen | F-waarde P-waarde
graden  _ afwijkingen voor 2
tussen| k 1 ;ini(x_i )2 s? t=3% P(Fx 10 k>f)
b
binnen| n Kk Dii (Xij  X7)? s
totaal n 1 g (i X)?

Voorbeeld:  Bij vier leveranciers van een zekere stof worden steekproe-
ven genomen en de zuiverheid van de stof bepaald (die in progeaangegeven
wordt). De vraag is, of er evidentie tegen de nulhypothese jsdat de vier leve-
ranciers even zuiver produceren. De steekproeven en hun galdelden zijn in
de volgende tabel aangegeven:
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leverancier | steekproeven n; Xy
1 99.3 99.4 98.8 99.4 4 99.225
2 99.8 974 98.9 99.0 986 5 98.740
3 98.2 97.2 96.4 98.3 4 97525
4 98.7 99.6 99.2 3 99.167
totaal 16 98.638

We hebbenk = 4 leveranciers enn = 16 steekproeven, daarom hebben we
de F-verdeling met 3 en 12 vrijheidsgraden nodig. Uit deze gegewns berekent
men de volgende variantie-analyse tabel:

bron | vrijheids- kwadratische schattingen | F-waarde P-waarde
graden afwijkingen voor 2

tussen 3 7.224 2408 4:726 0021

binnen 12 6114 Q509

totaal 15 13337

Afhankelijk van de gebruikte software wordt de P-waarde niet berekend, in
dit geval vindt men in de tabellen voor = 0:05 de kritieke waardef 3.12.0.05 =
3:49 en voor = 0:01 de kritieke waardefs.12.0.01 = 5:95. Men zou dus op
een onbetrouwbaarheidslevel van 5% de nulhypothese wel kaen verwerpen,
maar op een onbetrouwbaarheidslevel van 1% niet meer. D@ -waarde van
0:021 zegt juist, dat onder de aanname van de nulhypothese slats 2:1% van
de steekproeven eerf -waarde van 4726 of groter zouden opleveren.

We zien ook in Figuur 19 dat de gevonden waarde :426 van F al redelijk
ver in de staart van de F -verdeling ligt, dus zou men in dit geval in ieder geval
twijfels hebben of de leveranciers even zuivere stof prodecen.

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1

(015 o e e e e s e e e e e e e e e |

0 1 2 3 4 5 6
X

Figuur 19: F-verdeling met 3 en 12 vrijheidsgraden.

Als de nulhypothese dat alle gemiddelden ; hetzelfde zijn, verworpen wordt,
is het natuurlijk interessant, om een schatting voor de vershillende gemiddel-
den op te stellen. Deze schattingen zijn natuurlijk juist de steekproefgemiddel-
den Xj, maar de interessante vraag is, betrouwbaarheidsintervdén voor deze
schattingen te vinden.
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Maar hiervoor hebben we in principe al alles berekend: De sthast S =
ﬁvb voor de afwijkingen binnen de steekproeven geeft dgepoolde variantie

s? als schatting voor 2 aan. Deze schatting berust op !‘zl(ni 1)=n
5 vrijheidsgraden en de standaardfout voor de steekproefgemiddelden is dus

%. Met behulp van de Studentt-verdeling metn Kk vrijheidsgraden vinden

we zo een betrouwbaarheidsinterval rond ieder van de steekpefgemiddelden,

op een onbetrouwbaarheidslevel is dit:
! r r #
s? s?

In het voorbeeld iss? = 0:509,n k =12 en op onbetrouwbaarheidslevel
= 0:05 vinden we de kritieket-waarde t12.0.025 = 2:18.
Nu berekent men dat
;

2
t12:0:025 I =0:449

dus vinden we als betrouwbaarheidsintervallen voor de gerddelden in het voor-
beeld:

12 [98776,99.674];

2 2 [98:291,99:189];

3 2 [97:076 97:974];

42 [98:718 99:616}
Het valt op dat het betrouwbaarheidsinterval voor 3 met geen van de andere
drie intervallen overlapt, de grote afwijking van het gemiddelde van deze steek-
proef tegenover de afwijkingen binnen de steekproeven is deeden voor het
verwerpen van de nulhypothese dat alle gemiddelden hetzelé zijn. In ieder

geval zou men op deze manier tot de beslissing komen dat de warheid bij
leverancier 3 lager is dan bij de andere drie leveranciers.

Als men de variantie-analyse zonder de derde steekproef Heaalt, krijgt
men een totaal andere situatie. De variantie-analyse tabeWordt dan:

bron | vrijneids- kwadratische schattingen F- P-
graden afwijkingen voor 2 waarde waarde
tussen 2 0:623 Q312 0:761 Q495
binnen 9 3:686 Q410
totaal 11 4309

De F -waarde ligt dus bijna in het midden van de verdelingF;.¢9 en dus
is er geen enkele aanleiding om de nulhypothese te verwerpetat de
zuiverheid bij de leveranciers 1, 2 en 4 hetzelfde is.
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Belangrijke begrippen in deze les

variantie-analyse (ANOVA)

afwijkingen binnen en tussen steekproeven
F -verdeling van Fisher

F -toets

variantie-analyse tabel

Opgaven

35.

36.

Ga na dat in het geval van twee steekproeven dE -toets equivalent is met de toets
op gelijkheid van gemiddelden met behulp van de Student-verdeling die we in Les
4 hebben behandeld.

Aanwijzing: De twee steekproeven zijnXii, X1z, ..., X1n, (Van omvangni) en Xo1,
X22, ..., X2n, (van omvangn;). De steekproefgemiddelden zijrxy = %(xll + 4+

X1n,) N X7 = 2 (Xa1+ 111+ X2n,) en de steekproefvarianties zijns? = L ((x11

X1)%+ i+ (X1, X1)?)enss = T:L:I_((Xgl X32)?+ ::i+(X2n, X2)2). Het globale
gemiddelde over beide steekproeven % = ﬁ((xn + 1104 Xip, ) F(Xop + il

X2n,)) = g (N1XT + N2X2).

We gaan ervan uit dat de steekproeven afkomstig zijn van poplaties met dezelfde
variantie 2, daarom kunnen we degepoolde varianties? van de twee steekproeven

2 — (N1 1si+(n, 1s)
aangeven doors® = e .

In Les 4 hebben we aangetoond dat we de nulhypothedé, : X7 = Xz op onbetrouw-
baarheidslevel verwerpen als

- X1 X3 ninz :
t.— >tn1+n2 2;?.
S ny+ no

2
Laat nu zien dat voor de toetsingsgrootheidf = ?z in de F-toets geldt dat
b

(X X2)2  niny

f=t2= > :
S ny + nN»

Hiervoor is het nuttig om op te merken dat (volgens de de nities) s> = n; (X1
)2+ ny(Xz X)2ensi= (N1 )si+(nz 1)s3).

Bij een crash-test met telkens 6 auto's van 3 verschillese merken wordt gekeken,
wat de herstelling van de auto's kost. Er worden de volgendeasultaten verkregen:

| kosten
A | 200e 50e 150 75¢ 100 250e
B | 75e 470 20e 140 220 210e
C | 120e 570 600 4502 700= 350e
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Kan op grond van deze waarden de nulhypothese dat de gemiddid kosten bij
iedere merk hetzelfde zijn op een onbetrouwbaarheidslevebn = 0:05 verworpen

worden? Hoe zit het met =0:017

Laat zien dat hiervoor de F -verdeling F2.15 met 2 en 15 vrijheidsgraden relevant is.
De benodigde kritieke waarden voor dezd--verdeling zijn volgens tabellen 4 en 5
gegeven dooff »:15.0.05 = 3:68 enf,.15.0.01 = 6:36.

In een kogellagerfabriek beschikt men over 5 machines @o het vervaardigen van
kogels. Voor een aantal toevallig getrokken kogels bepaaéddmen de diameter en

kreeg de volgende resultaten:

machine | diameter van de kogels (inmm)
1 15.281 15.325 15.305 15.292 15.317
2 15.360 15.337
3 15.325 15.348 15.316 15.303
4 15.305 15.327
5 15.333 15.340 15.321
(i) Toets op onbetrouwbaarheidslevel = 0:05 de nulhypothese dat alle machi-

nes dezelfde diameter opleveren. (De benodigde kritieke \aede van de F -

verdeling isf 4:11:0.05 = 3:36.)

(i) Bereken het tweezijdige betrouwbaarheidsinterval oponbetrouwbaarheidslevel
=0:10 voor het verschil van de gemiddelde diameter van de kogetskomstig
van machines 1 en 3. (Hiervoor is geen variantie-analyse nagl)
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95th Percentile Values
for the F Distribution
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Tabel 4: Kritieke waarden voor F -verdelingen op onbetrouwbaarheidslevel =
0:05

98



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

Tabel 5: Kritieke waarden voor F -verdelingen op onbetrouwbaarheidslevel =
0:01
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Les 7 Regressie en correlatie

Als we na twee kenmerken van elementen van een populatie kign, is het een
voor de hand liggende vraag of we aan de hand van de waarde varetheerste
kenmerk een voorspelling kunnen doen voor de waarde van heiveede kenmerk.
Bijvoorbeeld kunnen we ons afvragen of de prijs van een autoem indicatie geeft
voor zijn levensduur, of de lengte van de wijsvinger iets zdgover de lengte van
een persoon en of de resultaten in een toets over kansrekeginets te maken
hebben met de resultaten in een toets over statistiek.

We zullen in deze les naar de samenhang tussen twee stochast® en Y
kijken, die gemeenschappelijke optreden. De belangrijkst vraag is hierbij of
er een lineaire samenhang bestaat, dat wil zeggen of zich redelijkerwijs laat
schrijven alsY = aX + b.

7.1 Regressie

Een vaak gebruikte aanpak om een idee van de samenhang van ®estochasten
te krijgen, is een scatterplot (spreidingsdiagram), waarin de waarden voor de
stochastenX enY als cardinaten van punten in het 2-dimensionalex y-vlak
opgevat worden. Vaak kan men al aan de hand van een scattergi@en samen-
hang tussen de stochasten vast stellen, bijvoorbeeld als daunten enigszins op
een lijn, op een parabool of op een exponemtie functie liggen.

Voorbeeld: Aan de zuidpool is het erg koud en men kan zich afvragen hou
de temperatuur verandert als men zich van de zuidpool verwilerd. Op een
dag met 67 C aan de zuidpool meet men in verschillende afstanden ook de
temperatuur en krijgt de waarden in de volgende tabel:

i /1 2 3 4 5 6 7 8
afstand/km 0 90 200 320 400 500 610 680
temperatuur/ C 67 66 63 65 63 64 61 63

Als men de afstanden alsx- en de temperaturen alsy-coerdinaten neemt,
krijgt men het volgende plaatje. Daarbij is ook al een poginggedaan om een lijn
door de waarden te leggen, die een samenhang tussen afstand temperatuur
zou kunnen beschrijven.

61 P
63 o /
65 . /
671
0 200 400 600 800

Figuur 20: Scatterplot met regressielijn.
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Als we de gra ek van een functie vanx door de punten leggen, nemen we
een fundamentele beslissing: We verklarerx tot de onafhankelijke variabele
eny tot de afhankelijke variabele. We spreken hierbij vanregressie (van het
Latijnse regredere = terugstappen), omdat we de afhankelijke variabeley op
de onafhankelijke variabelex terug brengen. Merk op dat we alleen maar een
samenhang tusserX enY willen beschrijven dit heeft niets met een eventiele
causaliteit te maken. We maken helemaal geen uitspraak erev of X de oorzaak
voor Y is of niet.

Als we nu beslissen dat we de gra ek van een functié (x) door de punten
willen leggen, stelt zich de vraag hoe we zo'n gra ek kunnen bpalen. Omdat
we y als afhankelijke variabele zien, is het een voor de hand ligmnde gedachte,
de som van de kwadratische afstanden tussen de gevondgnwaarden en de
gra ek te minimaliseren. Men spreekt dan van eenbest t functie. Maar als
we geen verdere aannamen over de functie(x) maken, is dit nog geen goed
concept, want er laat zich aantonen dat er voorn punten altijd een veelterm
van graadn 1 bestaat die precies door den punten loopt. Hiervoor hebben
we wel nodig dat dex-waarden van de punten verschillend zijn. We kunnen
dus doorn punten altijd een perfecte t bereiken, maar de verkregen functie is
vaak niet zo erg nuttig:

De veelterm heeft in het algemeen gigantisch grote @oci enten en een
gra ek met extreme stijgingen en geeft nauwelijks inzicht in de samenhang
tussen de stochasterX enY.

De punten die we in de scatterplot hebben getekend zijn vaaken steek-
proef van een veel grotere populatie (soms zelfs oneindighénet voorspel-
lingspotentiaal bij zo'n wilde functie is laag. We kunnen niet verwachten
dat de y-waarde voor eenx tussen of buiten dex; goed door de functie
beschreven wordt.

Voor een t door een scatterplot neemt men daarom meestal geen wille-
keurige functie, maar een functie van bepaalde type die vanean klein aantal
parameters afhangt. Typische keuzes hiervoor zijn:

(1) Lineaire functies f (x) = ax + b.
(2) Kwadratische functies f (x) = ax?+ bx+ c.
(3) Exponentiele functiesf (x) = ae*.

Het eenvoudigste maar ook meest belangrijke geval zijn derleaire func-
ties. Verschillende andere samenhangen laten zich door eg¢ransformatie van
de variabelen op een lineaire samenhang terugbrengen. Delgende tabel geeft
voor een aantal belangrijke relaties de hiervoor benodigdé&ransformaties aan.
Merk op dat de beste t dan de kwadratische afstanden van de geansformeer-
de variabelen minimaliseert en niet de kwadratische afstaden bij de originele
variabelen. Maar vaak is dit juist wenselijk, omdat bijvoorbeeld bij de exponen-
tiele functie ae®* de afwijkingen voor grotere waarden vanx zeer groot worden
en daarom de t vooral door de grootste waarde vanx bepaald zou worden.
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veronderstelde samenhang transformaties lineaire sameahg
y=g§+b = Ly0=y y'= ax’+ b
l-ax+b X= x;y0= )1, yo= ax%+ b

§= xtb = 5y°= 5 y°= ax%+ b

y = be* x%= x;y%=log(y) y?= ax®+log(b)

y = bx@ x%=log(x);y°=log(y) y°= ax®+log(b)

y = alog(x)+ b x%=log(x):y’=y yo= ax%+ b

Om te herkennen dat er een samenhang van de vormm= be* bestaat,
wordt vaak logaritmisch papier gebruikt, waarop dey-waarden al op een
logaritmische schaal geplaatst worden. Op zo'n soort papiemoeten de
punten dan op een lijn liggen. Analoog wordt voor een functievan
de vormy = bx?® dubbel logaritmischpapier gebruikt, waarbij zowel de
x- en dey-waarden op logaritmische schalen ingetekend worden. Voor
het menselijke oog is het veel makkelijker om te herkennen gbunten
enigszins dicht bij een lijn liggen, dan te zien of ze dicht Lide gra ek
van een exponentele of machtsfunctie liggen.

7.2 De regressielijn

de lijn y = f (x) = ax+ blaat bepalen waarvoor de kwadratische afstanden van
de y; van deze lijn minimaal worden. Deze lijn heet deregressielijn door de
punten (X;;y;). De voorwaarde aan de regressielijn is, dat de functie

X
V(@)= (axi+b yj)?
i=1

minimaal wordt.

Bij functies van een veranderlijke vindt men een minimum d oor de

nulpunten van de afgeleide te zoeken. Dit lukt bij functies \an meer

veranderlijken net zo, waarbij men apart departiele afgeleidemaar de

verschillende variabelen bekijkt. Bij een partiele afgeleide worden de
andere variabelen als constanten behandeld.

De gebruikelijke notatie voor de partiele afgeleide is2f (x; y) of 213
voor de partiele afgeleide van de functid (x;y) naar de variabelex.

In ons geval hebben we

@ X @ X

@g/(a; b) = | 2(axi + b yi)xi en @B/(a; b) = | 2(axi + b yj):
Als we de twee partiele afgeleiden gelijk aan 0 zetten, volgt uit@@a\/(a; b = 0:

X X X
a xi+b x= XiYi
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en uit 8V (a;b) = 0 krijgen we
X X
a Xi + nb= Vi
i i
Dit zijn twee lineaire vergelijkingen in de twee onbekendena en b, die we in
principe rechtstreeks zouden kunnen oplossen, maar die eszins onoverzich-
telijke coe ci enten hebben. We gaan de aoci enten daarom met behulp van
gemiddelden iets handiger noteren en de réren hiervoor:
. 1 X L = 1 X . 1 X o 1 X
X_H | Xi; X ~n | Xi y—ﬁ | Yis Xy—ﬁ | XiYi
dan worden de vergelijkingen
ax2+ bXx=Xy en ax+ b=y:
Uit de laatste vergelijking volgt rechtstreeks dat
b=y ax

en als we dit in de eerste vergelijking invullen, hebben wex2+ Xy ax?= Xy
of te wela(x2 X2)= Xy XY, dus

Xy XV
2z XY
x2 X
en .
b= yx? XXy
x2 X2

Merk op: We hebben gezien dafy = ax+ b geldt, dus gaat de regressielijn
in het bijzonder door het zwaartepunt (X; y) van de punten (X;; ;).
In het bijzonder geldt dus voor een algemeen paarxy) op de regressielijn

y y=ax+b (aXx+b=akx X):

Voorbeeld: In het voorbeeld met de afstanden en temperaturen hebben
wen =8, X =350, x2 = 174375,y = 64 enXy = 2207375. Hieruit volgt
a 0006289 erb=y ax 66:201. Dit zijn natuurlijk juist de co e ci enten
van de lijn die in Figuur 20 als stippellijn ingetekend is.

Ook met de notatie met gemiddelden zijn de uitdrukkingen voa de
coe ci enten a en b van de regressielijn nog enigszins lastig te onthou-
den, maar als we ons aan de kansrekening herinneren, kunnereveen
heel mooi ezelsbruggetje bouwen.

Als x; eny; de waarden van twee uniform verdeelde discrete stochasten
X enY met n mogelijke waarden zijn, dan isx juist de verwachtings-
waarde van X eny is de verwachtingswaarde vanY. Verder geldt
dat x2 X2 = E[X?] E[X]?2 = Var(X), dus de noemer vana is
juist de variantie van X . Voor het product van de stochasten geldt
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Xy Xy=E[X Y] E[X] E[Y]= CovX;Y), dus is de teller vana
de covariantie van X enY. Met deze interpretatie hebben we dus
_ Cov(X;Y)
~ Var(X)
en dit ziet er een heel stuk beter uit.
De beste manier omb te onthouden is de al eerder aangegeven relatie

b=y ax

die natuurlijk veronderstelt dat a al bekend is.

7.3 Variantie-analyse en de correlatieco eci ent

Oorspronkelijk hadden we de variantie van eenF;miform verdelde stochastX
met n waarden gede nieerd doorV ar(X) = % (Xi x)? en door dit met
Var(X)= x2 %2 te vergelijken, krijgen we de volgende identiteit, die ons aak
handig te pas zal komen:

X 2 X 2 22 2
xi X)°= X nNX“=nx% nx°

i i
(Natuurlijk kunnen we deze identiteit ook rechtstreeks narekenen, maar dit

hebben we in feite al eerder gedaan, en er is geen reden om ve&end werk twee
keer te doen.)

Ook voor de covariantie hadden we een andere schrijfwijze g&n, namelijk
Cov(X;Y)= E[(X E[X]D(Y E[Y]] Alswe de verwachtiggswaarden weer

als gemiddelden schrijven, krijgen we hierme€ov(X;Y ) = % (X XYy V)
en dit geeft de identiteit
X X 1 X X
i X y= xiyi S x)(  yi)=nXy nxy:

Bij elkaar genomen kunnen we de stijgingsceci ent a van de regressielijn
dus ook schrijven als P
Ao i RO ).

(X x)2
We voeren nu nog eens nieuwe notaties in, om deze uitdrukkingoor de
stijgingscoe ci ent van de regressielijn handiger te kunnen schrijven, namigk
X ) X ) X
Vi = (X X)) vy = (i S vy = (X XY Y)
[ i [

dan geldt (heel kort)

104



Statistiek voor Informatiekunde, 2006

De correlatieco eci ent

We hebben tot nu toe altijd gezegd daty de afhankelijke enx de onafhankelijke
variabele is. Maar we kunnen natuurlijk de rollen vanx eny omdraaien en bij
een regressielijn de kwadratische afstanden tot d&-waarden minimaliseren.

De lijn x = a% + P die we als regressielijn voorx afhankelijk van y
krijgen, zal in het algemeen afwijken van de lijny = ax + b die y met
betrekking tot x uitdrukt. Er laat zich zelfs aantonen dat de twee lijnen
alleen maar overeenkomen als de punten precies op een lijmgden.

Om de nieuwe regressielijrx = aly + B°te bepalen, zouden we de hele proce-
dure kunnen herhalen, maar dit is helemaal niet nodig. Als wade cordinaten
(xi;yi) verruilen en dus de punten {;;x;) bekijken, hoeven we in onze formules
alleen maar alle lettersx doory te vervangen en andersom. Omdat dit VOOIvyy
geen verschil maakt, krijgen we voor de stijgingsce ci ent a® de uitdrukking

v
al= X
Vyy

Omdat ook deze regressielijn door het zwaartepunt van de puen moet lopen,
geldt verder dat

Om nu de twee regressielijnen met elkaar te kunnen vergelign, moeten we
de vergelijking x = a% + b° van de nieuwe regressielijn naary oplossen. Dit

geeft
_1 Py P
y= X 5= X =5
a al vy a
Voorbeeld: In het voorbeeld hadden we voorx als onafhankelijke vari-
abele de regressielijny = 0:00628% 66:201 gevonden die de kwadratische
afstanden in y-richting minimaliseert. Als we in plaats hiervan naar de regres-
sielijn van x in afhankelijkheid van y kijken, krijgen we de nieuwe regressielijn
y =0:00996X% 67:487, die de kwadratische afstanden in-richting minimali-
seert. In Figuur 21 zijn deze twee lijnen te zien, de eerste alstippellijn en de
tweede als puntjeslijn. Het is duidelijk dat voor de tweede ijn de afstanden in
x-richting kleiner zijn dan voor de eerste lijn.
Als we nu de stijgingsce® ci entena= 7 en % = - van de twee regres-
sielijnen vergelijken door hun quotient te bekljken krljgen we
2

v
met r= %

I
o))
o))

VXX Vyy

2| o

Het getal r? is dus een maat voor de afwijking van de stijgingsce ci enten van
elkaar en hoe dichter de punten bij een lijn liggen, hoe dichér zal r? bij 1 liggen.

De nitie:  Het getal

VXX Vyy
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Figuur 21: Regressielijnen voorx eny als onafhankelijke variabele.

Als a en 510 de stijgingsce ci enten van de regressielijnen door de punten
(Xi; Vi) zijn, dan geldt

a_r
T

Een interpretatie van de correlatieca ci ent krijgen we door een redenering
die erg op de variantie-analyse lijkt. We kijken hiervoor naar de kwadratische
afwijkingen van de y-waarden van het gemiddeldey en analyseren hoeveel van
deze afwijking door de regressielijn verklaard wordt. Hoe mter het aandeel
van de verklaarde afwijking, hoe beter klopt de aanname van en lineaire sa-
menhang.

Voor iedere waardey; noteren we met
ZW=axi+b

de volgens de regressielijn verwachte waarde b¥;, dan heet het verschily; ¥

tussen de werkelijke waarde en de door de regressielijn vaspelde waarde het
residu bij x;. We noemen ¢ y)? de (door de regressielijn)verklaarde afwijking
en (yi Y)? deonverklaarde afwijkingvan y; van het gemiddeldey.

Er laat zich aantonen dat de totale kwadratische afwijking juist de som van
de verklaarde en van de onverklaarde afwijking is, d.w.z. da

X 2 X 2 X 2

Vyy = i Y= | (i W+ | % 9

' | —{z—7} |—fz—}
onverklaard verklaard

Voor de genteresseerde lezer is hier het bewijs: Er geldt

Vi V2= 0 WY V) C=(y W D22y WG V)

dus moeten we laten zien dat

X X
'(yi W Y= '(Yi ax; b(axi+b y)=0:
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Door uitwerken vinden we dat
(vi axi b(axi+b y)= axi(yi axi b+blyi axi b y(yi axi b

en de lineaire vergelijkingen waaruit we de ce ci enten a en b hebben
gevonden waren juist
X X X X X
xiyi=a x2+b x en yi=a X+ bn:
[ [ [ [ [
Daarom hebben we
X X
xi(yi ax; b=0; en (yi axi b=0
[ [
en hieruit volgt dat inderdaad

X
(vi axi b(axi+b y)=0:

P P
Doorvyy = (i W2+ (% V)?door vy te delen, vindt men dat

P » P 92
(7N ST )
Vyy Vyy

P v)2
en de tweede term# hierbij is juist het aandeel van de totale kwadrati-
ey s yy T
sche afwijking dat door de regressielijn verklaard wordt.
Er geldt dat het verklaarde aandeel precies het kwadraat 2 van de correla-

tiecoe ci ent is, dus dat

P
—\ 2 2
,(% y) - Vxy - 2
Vyy Vxx Vyy

Om het rekenwerk iets eenvoudiger te houden, gaan we ervan tudat
we de paren §;; Vi) zo hebben verschoven dak =0 en y =0 is. In dit

geval geldt P
a= R XiZi =™ en p=o:
i Xi Vxx
Hieruit volgt

P P P
a2 2 2 2 2
(0 y) o @)t _at X 2V Viy  Vxx
- - - 2
Vyy Vyy Vyy Vyy  Vix Vyy
2
Vv
= =2

Vxx Vyy
In het bijzonder volgt hiermee ook, dat0 r? lendus 1 r 1.

Omdat r? het aandeel van de kwadratische afwijking aangeeft dat door
de regressielijn verklaard wordt, noemt menr? ook de coe ci ent van
beslistheid(coe ci ent of determination).
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Voorbeeld: In het voorbeeld hadden we voor de twee regressielijnen de
stijgingen a = 0:006289 ena—}o = 0:009962 gevonden, hieruit volgt datr? = 0:631
enr =0:795. Dibkunnen we ook uit de kwadratische afwijkingen a eiden:

Er geldtdat  ;(yi ¥)?=26 en voor de residen krijgen we de waarden

i | 1 2 3 4 5 6 7 8
afstand 0 90 200 320 400 500 610 680
residuy; ¥ | 080 036 194 081 (069 094 136 108

Voor de dq:g)r de regressielijn verklaarde kwadratische afyking kr['ggen we in dit
voorbeeld (% Y)?=16:415 en de onverklaarde afwijking is ;(yi ¥)?=
9:585 en we hebberr? = 18415 = 0:631.

Om een idee te krijgen of een regressielijn wel een redelijkeenadering geett,
is het vaak handig om alleen maar naar de resideny; ¥ te kijken. Als de
residuen een soort van patroon laten zien, is er waarschijnlijk iet mis met
de lineaire samenhang tussen d&- en dey-waarden, terwijl een willekeurige
verdeling rond de x-as een goed teken is. In Figuur 22 zijn de residen voor
het voorbeeld met de temperaturen in verschillende afstanen van de zuidpool
te zien. Er valt in dit geval geen duidelijk patroon op.

2

1
1* 400 800

Figuur 22: Residueny; Y\ voor een regressielijn.

Steekproeven

Voor twee stochastenX enY die twee kenmerken van een populatie beschrij-
ven, heeft de stochast X;Y ) voor de paren van waarden een 2-dimensionale
kansverdeling. Net als bij de gewone kansverdelingen kan de 2-dimensionale
kansverdeling discreet of continu zijn.

In het discrete geval is de kansverdeling door de kanseR(X = x;Y =
y) bepaald, in het continue geval door een dichtheidsfunctid (x;y) met
verdelingsfunctie
Z
F(x;y) = f (u;v) dvdu:
u XxXyv y
De integratie over het gebied 1 <u x; 1 <v y wordt hierbij
door twee in elkaar geschakelde gewone integraties bereldgrdus
zZ, Z,
F(xy) = f (u;v) dv du
1 1

waarbij (net als bij de parti ele afgeleiden) de variabele van de buitenste
integratie in de binnenste integraal als constante beschoud wordt.
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dimensionale kansverdeling van de stochastX;Y ). Hierbij zijn dan natuurlijk
de x; steekproefwaarden voorX en dey; steekproefwaarden voorY, en we
de ni eren de steekproefvarianties (zo als altijd) door

1 X 1 X

(xi X% s =
Nl Nl

2
X

= i y*=

S

Analoog de nieren we ook eersteekproefcovariantiedoor

1 X 3 N
- 1i=l(Xi X)(Yi Y);

dan kunnen we de stijgingsce ci ent a van de regressielijn door de punten
(Xi;y;) en de correlatiec® ci ent r schrijven als

a= S%y en r= X
S§ SxSy
In het bijzonder hebben we
V) = X) = Sﬂ X) = S_y X):
(v Y=ak 0= Fx 0= Lrx x):

Als we nu (op de inmiddels welbekende manier) de twee varialden x eny op
z-coerdinaten transformeren, zien we dat
Sxyy X X X X

y S
Y -2 (x x)= =
Sy SXSy SX Sy SX SX

dus vinden we ook hier weer een nieuwe interpretatie van de celatiecoe ci ent.

7.4 Het lineaire regressie model

Zelfs als we veronderstellen, dat er een lineaire samenhangssen de stochas-
ten X enY bestaat, kan men niet verwachten dat de punten &;;y;) van een
steekproef precies op een lijn liggen. De aanname dat de afkingen van de
lijn toevallige fouten zijn, leidt tot het lineaire regressie model waarbij men een
lineaire samenhang

Y= X +

tussen de stochasten verondersteld, die door een fout termevwruisd is. Dit
betekent dat de y-waardeny; in de steekproef voor een gegeven waardeg van
de vorm

Yi= Xit+ o+

zijn, waarbij "; een foutterm is. Men neemt verder aan dat voor alle waarden va
Xj de fouttermen normaal verdeeld met verwachtingswaarde O ji. In principe
zou de variantie van de fouttermen van dex-waarde x; kunnen afhangen, maar
om het model hanteerbaar te houden, gaat men ook hier ervan yi dat de
varianties van alle fouttermen gelijk zijn. De stochastE; die de foutterm bij x;
aangeeft, heeft dus in het lineaire regressie model een noate verdeling met
verwachtingswaarde 0 en variantie 2.
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Er laat zich aantonen dat het lineaire regressie model juistis als de
kansverdeling van (X; Y ) een 2-dimensionale normale verdeling is. Voor
twee onafhankelijke normaal verdeelde stochasterX enY met E[X] =

x, E[Y] = v, Var(X) = 2,Var(Y) = 2 is de gemeenschap-
pelijke 2-dimensionale normale verdeling van X;Y ) gegeven door de
dichtheidsfunctie

Fxy)= — b e HOSTHDY)
2 x v
die juist het product van de aparte dichtheidsfuncties voorX enY is.
Als X enY niet onafhankelijk zijn, is
_ Cov(X;Y)
T X v

de correlatiece ci entvan X enY. In dit geval heeft de 2-dimensionale
normale verdeling van (X;Y ) de dichtheidsfunctie

1 X X \2 X XY vy Y Y2
a0 2 (L)),

1
f(xy)= > P
XY

Ook als het paar (X;Y ) geen 2-dimensionale normale verdeling heeft,
biedt het lineaire regressie model in veel gevallen een reljke aanpak,
omdat (net als bij de gewone kansverdelingen) de verdelingan (X;Y )
vaak goed door een normale verdeling benaderd wordt en dus kdet
lineaire regressie model bij benadering klopt.

Schatters voor de parameters van het model

De cceci enten a en b van de regressielijn door de punten X;;y;) zien we
nu als schatting voor de parameters en van het lineaire regressie model.
Om dit verder te analyseren, noemen we de schatters, die op eeconcrete
steekproef de waardena en b geven A en B en de stochast die de verdeling
van de y-waarden voor een vastex; beschrijft, noemen weY;. Volgens onze
veronderstelling heeft danY; een normale verdeling met verwachtingswaarde
i = X i+ envariantie 2. Verder krijgen we ook een schattinge, voor de
foutterm ", door g = y; (ax; + b) te de ni eren.

We gaan nu de verwachtingswaarden en varianties van de schatrs A en B
bepalen. Higvoor merken we eerst op dat uit de de nitie van ket gemiddelde
X volgt, dat  ;(x; X) = 0. Hieruit krijgen we

X X X X
Vix. = (X XX X)= X X)X X (X X)= (X X)X
‘ ! |—z—}
=0
en
X X X X
Vg = i X Y= K Xy Yy o x) = (6 Xy
I I ||_£g_} |
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Uit het laatste volgt voor de stijgingscoe ci ent a van de regressielijn, dat

en dus kunnen we de schattelA schrijven als

Xi X

A= Yi;

i Vxx

waarbij de coe ci enten X\‘,XXY alleen maar van de vast gekozen punten; afhan-
gen.

Voor de verwachtingswaardeE[A] krijgen we hiermee

X % x X % x
E[A] = ' E[Yi] = ' (xi+ )
i XX i XX
X X
= — Xi X)Xj+ — Xi X) = —Vyx = |
VXX I ( | ) | VXX I I ({l ; VXX XX
7z
=0

dus is A een zuivere schatter voor .

Omdat de Y; onafhankelijk zijn en variantie 2 hebben, krijgen we voor de
variantie V ar(A) dat
2

V
y*Var(Y)= = 2= —:
XX Vix Vixx

X v
Var(A) = (X'V .

Merk op dat de schatting a van  beter wordt naarmate de spreiding
Vyx Van de x-waarden in de steekproef groter wordt. Dit zou men ook
verwachten, want de stijging van een regressielijn door puten met sterk

verspreidex-waarden is minder gevoelig tegen schommelingen in de

waarden van de punten dan een lijn door punten metx-waarden die
dicht bij elkaar liggen.

Voor de schatter B gebruiken we nu data en b samenhangen door de relatie
y = ax+ b. Omdat de x-waardenx; vast gekozen zijn, isx bij alle steekprlpeven
hetzelfde en de verdeling vany wordt beschreven door de stochast% i Yi.
Voor de schattersA en B geldt dus de relatie
1 X
= Yi = AX + B:
n
o 1P o
en hieruit volgt voor B = -~ ;Y AX:
1 X 1 X 1
EB]= _  EM] E[AK=_ (xi+ ) x= X+
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Ook B is dus een zuivere schatter voor de @oci ent van het lineaire regressie
model.

Voor de variantie V ar(B) geldt:

1 X 1 X2 1 x?
Var(B)= — Var(Y))+ x?Var(A)= —n 2+ = 2=(=+ 2 2
(B) = (Yi) (A) = ™ (n Vxx)

Omdat v = Nx2  nx2, geldt X2 = x 1y« en dus kunnen weV ar(B) ook
schrijven als

Var(B)=(%) 2.

P
Tgn slotte analyseren we nog de schatteC i Eiz, die als schatting de
som ;€ van d% kwadraten van de residen Vi Y\ geeft. We hadden al
gezien datvyy = (i V)?=  (vi W2+ (% Y)?is. Hieruit volgt dat

X ) X ) X o ny ,
€= (Yi W=y % V)= vy TS Wy vk
i i i XX

_ P P
AlsweY := 1" ,Y; schrijven, volgt hieruit voor de schatter C = = ; EZ dat
X _ X .,
C= Yy V)2 vuAZ= Y2 nY" vyAZ
i i
Met de relatie Var(X) = E[X?] E[X]? dusE[X?]= Var(X)+ E[X]? volgt
hieruit

E[C] E[Y? nEYT] v«E[AY

(Var(Y))+ E[Yi]) n(Var(Y)+ E[Y]") v (Var(A)+ E[A])

X 1 1
= (%+(xi+ )P n(ﬁ 24( x+ )H Vxx(v_ 2y 2
n2+X(Xi+)2 Zon(x+ )27 vy ?

I
X
(n 2) 2%+ (22+2 x i+ ) n2%2 2n X n? vy 2
i
=(n 2) 2+ 2(nx2 nxX% V)

=(n 2) %

In de Iaa_tste stap hebben we hierbij gebruik ervan gemaakt davyy = P (X
X)? = nx2 nx2.
Uit E[C]=(n 2) 2 volgt in het bijzonder:
1 X
n 2

EZ is een zuivere schatter voor ?;
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dus geeft de som L X . L X N
n 2 97 np 2 WY

over de kwadraten van de residen een schatting voor de variantie 2 van de
toevallige afwijkingen van het lineaire regressie model.

De reden dat we in dit geval 2 vrijheidsgraden verliezen is, dt we
de twee c@ ci enten a en b voor het lineaire regressie model uit de
steekproefwaarden hebben geschat.

Betrouwbaarheidsintervallen voor de parameters van het mo del

Volgens onze succesvolle strategie analyseren we nu weerzerschattersA en B
om betrouwbaarheidsintervallen rond de schattingena enbvoor de ce ci enten
en van het lineaire regressie model te vinden.
Zo als altijd verschuiven we de schatter zo dat zijn verwachingswaarde 0
wordt en delen vervolgens door zijn standaardafwijking, ds we kijken naar

Z:= %' Er laat zich aantonen dat de zo verkregen stochast

A A _
Z:= = P Vxx

Vxx

een standaard-normale verdeling heeft, dus kunnen we met de-waarden be-
trouwbaarheidsintervallen de nieren. Er geldt dat

P(GZj zi_)=P( z._p— A +tz1_p—)
2

2 Vxx 2 Vxx
= P(A Z1 pPp— A+ 2z 13—) =
2 VXX 2 VXX

De stijgingscae ci ent a die we uit de steekproef hebben berekend, levert dus op
betrouwbaarheidslevel (let op: is nu de parameter van het lineaire regressie
model) voor het betrouwbaarheidsinterval

a Zi p—,atz: p—

2 Vxx 2 Vxx

In de meeste gevallen zullen we de variantie 2 van de fouttermen niet
kennen, in dit geval moeten we door de schatting

S n

_A _ A p_—
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en er laat zich aantonen datT een Studentt verdeling metn 2 vrijheidsgraden
heetft.

We hoeven dus in het boven gevonden betrouwbaarheidsinteal voor al-
leen maar de kritieke z-waarde z:  door de kritieke t-waardet:  van een
Student-t verdeling metn 2 vrijhzeidsgraden te vervangen en dé standaard-
afwijking  door de schatting s en krijgen zo (bij onbekende variantie 2) op
betrouwbaarheidslevel het volgende betrouwbaarheidsinterval voor :

S S
a ti p—ja+tts p—
2 Vxx 2

VXX

De stochastT laat ook weer het verband tussen de regressielijn en de
variantie-analyse zien. Men kan aantonen datT ? eenF -verdeling met
1l enn 2 vrijheidsgraden heetft.

Met behulp van de betrouwbaarheidsintervallen kunnen we nuook toetsen
voor de caci ent van het lineaire regressie model de néren. De meest
belangrijke vraag is hierbij meestal, of de steekproefX;;yi) evidentie geeft
tegen de nulhypothese

Ho: =0:

Bij een tweezijdige toets zullen we de nulhypothese = 0 op een signi cantie
level van 1 verwerpen, als

jaj>z1 p—— bij bekende 2 2,
2 VXX

en jaj >t 17198: bij onbekende
2 Vyx

Voorbeeld: In ons voorbeeld hadden we = 0:00629 gevonden. We bereke-
nen verder datvy, = 415000 en ; € = 9:585. Hieruit krijgen we de schatting
s? = 1:598 voor 2 en dus voor de schatting s = 1:264. Om de nulhypo-
these =0 te toetsen, moeten We% Vxx Met de t-waarden van een Studentt
verdeling met 8 2 = 6 vrijheidsgraden vergelijken. Voor = 95% hebben
we tlT = te0.025 = 2:45 en voor onze waarden geldt da@pm = 3:21, dus

kunnen we op een signi cantielevel van 5% de nulhypothese = 0 verwerpen.
Het betrouwbaarheidsinterval dat we op level 5% voor vinden is

a 245 po—:;a+2:45 po— =[0:001480:01110]
VXX VXX

De reden dat we hier zo een relatief groot interval voor krijgen ligt in het feit
dat er bij een regressielijn door slechts 8 punten geen groteekerheid over de
stijging kan bestaan.

Minder belangrijk dan A is de schatterB voor de verschuiving op dey-as.

Ook hier krijgt men door de transformatie Z := #%[(BB]) en standaard-normaal

verdeelde stochast, namelijk

B

Z = —Q7_:
l+ﬁ

n Vxx
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Dit geeft op onbetrouwbaarheidslevel 1  voor het betrouwbaarheidsinterval

2 s s_ 3
1 x? 1 x?
4p 7, Z+ 2 btz —+ 25
2 n VXX 2 n VXX
qer—
Ook in dit geval geeft vervangen van door de schatting s = = 2 een

stochast T met een Studentt verdeling metn 2 vrijheidsgraden, namelijk

Hieruit volgt bij onbekende variantie 2 het betrouwbaarheidsinterval
2 [ s 3

X
4b ti_ s S+ bty s e

voor

Betrouwbaarheidsintervallen voor de waarden

Uit de schatters A en B kunnen we voor een willekeurige waarde door
My .= Ax + B

een schatter voor het gemiddelde x van de y-waarden voor de x-waarde X
maken. Merk op dat we volgens het lineaire regressie model gosteeds ervan
uit gaan dat de y-waarden voor x een normale verdeling rond x = x +
hebben.

De verwachtingswaarde vanMy is E[Mx] = x + =  en dusisMy een
Zuivere schatter voor .

Om de variantie van My te bepalen, merken we eerst op dat we hadden
gezien daty = ax + b, waaruit volgt dat voor een punt (x;y) op de regressielijn
geldtdaty y= a(x X). Voor de schatter My volgt hieruit, dat

My Y=A(KX X)endusMy =Y + A(Xx X)

waarbij Y en A onafhankelijke stochasten zijn. Voor de variantie vanM, volgt
hieruit

- 2 2 1 (x x)?
Var(My) = Var(Y)+(x X)?Var(A) = F+(x X)2— = ( — u) 2,

Vix Vxx

Omdat B juist de schatter M, voor x = 0 is, moeten we hier voorx =0
de variantie van B terugvinden, en dit is inderdaad het geval, want we

hadden gevonden datv ar(B) = ( & + Xy 2,

Vxx
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Figuur 23: Betrouwbaarheidsintervallen voor de gemiddelén .

Merk op dat een betrouwbaarheidsinterval voor 4 afhangt van de afstand
tussenx enX. Voor x dicht bij het gemiddelde is het betrouwbaarheidsinterval
minder groot dan voor verder verwijderde. In Figuur 23 is dit voor ons voor-
beeld duidelijk te zien, de twee krommen rond de regressi@h geven de grenzen
van het betrouwbaarheidsinterval voor y op een betrouwbaarheidslevel van
90% aan.

Als we nu een interval voor dey-waarden voor een zekere-waarde willen
schatten, weten we dat we volgens het lineaire regressie meldde schatting
y = ax + b+ e hebben, waarbij de foutterm e normaal verdeeld met variantie

2 is. Als we de schatter die de verdeling van dg/-waarden voor dex-waarde
x beschrijft met Yy noteren, volgt hieruit dat

Yy = AX+ B + Ex = My + Ex

waarbij E, normaal verdeeld met verwachtingswaarde 0 en variantie 2 is. Hier-
uit krijgen we
E[Yx] = E[Mx]+ E[Ex]= «x;

dus is ookY, een zuivere schatter voor y = x +

Voor de variantie van de de schatterY, geldt:

Var(Ye) = Var(My) + Var(EX)z(%+ (Xvi)z) 24 2
(x  X)?

=(1+ }+

) 2

Het zal geen verrassing zijn, dat de schattelyy voor de y-waarden een
groter interval rond , geeft dan de schatterM, voor het gemiddelde
van de y-waarden, want aan de onzekerheid over het gemiddeldey
wordt nog de foutterm E toegevoegd.
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Figuur 24: Betrouwbaarheidsintervallen voor dey-waarden.

In Figuur 24 zijn voor ons voorbeeld de betrouwbaarheidsingrvallen op be-
trouwbaarheidslevel 90% voor dey-waarden samen met de (kleinere) betrouw-
baarheidsintervallen voor de  te zien. Omdat ook de punten voor de paren
(Xi;yi) aangegeven zijn, kunnen we in het bijzonder herkennen dat van de 8
waarden binnen het betrouwbaarheidsinterval voor dey-waarden liggen, zo als
we dat bij een onbetrouwbaarheid van 10% zouden kunnen verveaten.

7.5 Correlatie

Als we stochastenX enY met zekere kansverdelingen en met een gemeenschap-
pelijke kansverdeling voor (X;Y ) veronderstellen, dan is de correlatiece ci ent
gede nieerd door

_ Cov(X;Y).

; S
Als we de paren §;;y;) als steekproef zien, waarbij dey-waarden voor dex-
waarde x; door de stochastY; worden beschreven, krijgen we de schatter

P - _
R:= g i (Xi X)|(3Yi Y)
(xi X2 (Y Y)?

die voor een concrete steekproef de correlatieeai ent

v
= p—>
VXX Vyy

als schatting voor oplevert.
We gaan er nu van uit dat het lineaire regressie model inderdad van toe-
passing is, dus dat K;Y ) een 2-dimensionale normale verdeling heeft. Om

met behulp van de schattingr een betrouwbaarheidsinterval voor te bepalen,
moeten we op de schatteR eerst deFisher transformatie toepassen:
1+R

1
V= > Iog(ﬁ).
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Er laat zich aantonen dat V (bij benadering) een normale verdeling heeft, voor
de verwachtingswaarde en de variantie varV geldt:
1 1+ 1
E[V]= =log(——) en Var(V)= ——:
V1= 3 log(7—) V)= —
Hiermee kunnen we betrouwbaarheidsintervallen voor de ni eren en kunnen
de nulhypothese =0 toetsen. Er geldt

1, 1+ 21 1, d+r. 1, 1+ Z1_
P ZI p—2 ~ | = + p== =
dus is
Logttty  poz Liog ity s o
29T P2 )T P

een betrouwbaarheidsinterval op signi cantie level 1 voor %Iog(iL .

Om een betrouwbaarheidsinterval voor zelf te krijgen, moeten we

de inverse functie vanf (x) = %Iog(i*—i) bepalen, d.w.z. we lossen

y = }log(3%) naar x op. Er geldt € = X dusise” 1 =
Lx 1xX- 2 ene¥+1= PX+ 1X= -2 Hieruit volgt dat
(= &1 _ 1 (1+x)_
Ty YT 29T
Met behulp van de grootheden
1. 1+t Z1_ 1. 1+ 2
vi:==lo p—2— en vy,:= =lo + p—2—
129(1r)”n3 229(1r)"n3

komt men er achter dat

eVt 1 ez 1
eVi +1 ev2 +1

en dit geeft
et 1.eM 1
eVi+l'e2+1

als betrouwbaarheidsinterval op signi cantielevel 1 voor

Het belangrijkste geval van een toets voor de correlatieaci ent is de vraag
of =0 s, want dit is het geval als X enY onafhankelijk zijn.
Maar voor =0 geldt dat %Iog(}L =0, dus kunnen we de nulhypothese

Ho: =0

op onbetrouwbaarheidslevel 1 heel makkelijk toetsen: De nulhypothese
wordt verworpen als

}Io el >p—217'
299 1T n 3
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Belangrijke begrippen in deze les
scatterplot
regressie
beste t
regressielijn
correlatiecce ci ent
lineair regressie model

Fisher transformatie

Opgaven
38. Voor een steekproef van omvang = 17 worden uit de paren (X1;VY1), ..., (X17;Y17)
de volgende gegevens bepaald:

R7 x7
Xij =136:0; y; =552:212,

i=1 i=1

X7 K7 X7
Xiyi = 5081:33; x? = 1496:0; y? =19031:7:

i=1 i=1 i=1

(i) Bepaal de regressielijny = ax+ bmet x als onafhankelijke eny als afhankelijke
variabel

(i) Bepaal de regressielijnx = a%+ b’ mety als onafhankelijke enx als afhankelijke
variabel.

(iif) Bepaal de correlatiecoe ci ent r voor deze steekproef.
39. Stel de correlatiece ci ent r tussen de stochasterX enY is 0:5. Welk percentage

van de kwadratische afwijking vanY blijft dan door de lineaire regressie vanY op
X onverklaard?

40. Een kabel wordt aan een trekproef onderworpenx is de uitgeoefende kracht inkg
eny de daardoor veroorzaakte uitrekking inmm. Men vindt de volgende resultaten:

x(kg) |1 2 3 4 5 6
y(mm) | 16 38 40 65 72 81

Veronderstel een lineair regressie modsl = x + + " tussen kracht en uitrekking,
waarbij " een normaal verdeelde foutterm is.

(i) Bepaal de regressielijn voor deze metingen.

(i) Teken een scatterplot van de data en een plot van de residen.

(iii) Bepaal een betrouwbaarheidsinterval voor op betrouwbaarheidslevel 95%.

(iv) Bepaal een betrouwbaarheidsinterval op betrouwbaarteidslevel 95% voor de
verwachte uitrekking bij een kracht van 3:5kg.
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