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1 De re•ele getallen

Met het woord `calculus' wordt in het Engels de di�eren tiaal- en integraalrekening aangeduid, en deze
is een onderdeelvan de analyse, de studie van getallen, functies en limieten. Voor eengoed begrip van
calculus beginnenwe daarom met eenbehandelingvan getallen.

De natuurlijk e getallen
De getallen die bij het tellen worden gebruikt heten natuurlijke getallen.
We beginnente tellen bij het natuurlijk e getal 0. Elk natuurlijk getal heeft eenopvolger, die niet 0 is, en
geenenkel natuurlijk getal is opvolger van meer dan �e�en natuurlijk getal.
Als we van 0 de opvolger nemen (dat is 1), en dan daarvan weer de opvolger (dat is 2), etcetera, komt
elk natuurlijk getal op den duur aan de beurt. We zijn echter nooit klaar met tellen: er zijn oneindig veel
natuurlijk e getallen.
De verzamelingvan alle natuurlijk e getallen duiden we aan met de letter N:

N := f 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; � � �g:

De natuurlijk e getallen met uitzondering van 0 geven we aan met N� .
Natuurlijk e getallen kunnen worden gebruikt voor het tellen van voorwerpen: het aantal elementen van
eeneindige verzamelingis eennatuurlijk getal. We kunnen natuurlijk e getallen optellen en vermenigvul-
digen:
Als eenverzamelingvan a elementen en eenverzamelingvan b elementen die niet met elkaar overlappen,
worden samengevoegd,dan ontstaat eenverzamelingvan a + b elementen.
Als a verzamelingenvan b elementen elk, die elkaar niet overlappen, worden samengevoegd,dan ontstaat
eenverzamelingvan a � b elementen. We schrijv en a � b vaak kortweg als ab.
De natuurlijk egetallen vormende `grondstof' van de rekenkunde. Ze voldoenaan de volgenderekenregels.

a + b = b+ a en ab= ba,
optelling eenvermenigvuldiging zijn beide commutatief,

(a + b) + c = a + (b+ c) en (ab)c = a(bc),
beide bewerkingen zijn associatief,

a(b+ c) = ab+ ac,
de vermenigvuldiging is distributief over de optelling,

a + 0 = a en a � 1 = a,
de optelling heeft neutraal element0
en de vermenigvuldiging heeft neutraal element 1.

(1)

Ook is er eenordening: van elk tweetal natuurlijk e getallen is er �e�en het grootste. We schrijv en `a � b'
voor `a is groter dan b of gelijk aan b'. Uit het bovenstaandevolgt: Als a � b en b � a, dan is a = b.
Bovendien geldt voor elk tweetal natuurlijk e getallen a en b:
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Als a � b en b � c, dan ook a � c.
Als a � b, dan geldt voor alle c dat a + c � b+ c.
Als a � b en c � 0, dan is a � c � b� c.

(2)

(In de laatste regelis de voorwaardedat c � 0 eigenlijk overbodig, maar hij staat erbij voor later gebruik.)

Negatiev e gehele getallen en breuk en
Getallen worden niet alleengebruikt om aantallen elementen van verzamelingenuit te drukken, maar ook
voor de beschrijving van afstanden, hoogten, hoeveelheden,krachten, banktegoeden,en nog veel meer.
Hierbij treedt al gauw eenzekere onvolledigheid van het stelselN aan het licht. Somsis in N aftrekking
mogelijk. Zo wordt bijvoorbeeld onder `8 � 5' verstaan: het antwoord op de vraag: `Hoeveel moet ik
aan een verzameling van 5 elementen toevoegenom een verzameling van 8 elementen te krijgen?'. Dit
antwoord luidt: 3, want 3 is inderdaad de oplossingvan de vergelijking 5 + x = 8.
Hoe zit dit echter met `5 � 8' ? We zoeken nu eenoplossingvan de vergelijking

8 + x = 5 : (3)

Maar dezevergelijking heeft helemaalgeenoplossing!
Toch is er vaak behoefte aan zo'n getal, bijvoorbeeldals we praten over de waterstand: `Op welke hoogte
staat het water als eenstijging van 8 meter het op eenniveauvan 5 meter boven de grond zou brengen?'.
Iets dergelijks doet zich voor bij banktegoeden.
Laten we daarom in gedachten zo'n getal maken, en laten we het gewoon `5� 8' noemen. Hetzelfdedoen
we voor elk paar natuurlijk e getallen. We willen graag dat onze rekenregelsin box (1) blijv en gelden.
Dan moet:

(0 � 3) + 8 = (0 � 3) + (3 + 5) = ((0 � 3) + 3) + 5 = 0 + 5 = 5 :

We zien dus dat 0 � 3 hetzelfdegetal moet zijn als 5 � 8. We duiden het getal 0 � 3 aan met � 3.
Zo komen we tot de verzamelingenZ van de gehelegetallen:

Z := f� � � ; � 4; � 3; � 2; � 1; 0; 1; 2; 3; 4; � � �g :

In Z is aftrekking altijd mogelijk.

Iets dergelijksdoet zich voor ten aanzienvan devermenigvuldiging: Somsis in N (en in Z) het `omgekeerde
van vermenigvuldiging', namelijk deling, mogelijk: Onder 12

3 verstaat men bijvoorbeeld d�at getal, dat
12 oplevert na vermenigvuldiging met 3. Met andere woorden, 12

3 is per de�nitie de oplossing van de
vergelijking 3x = 12. Dezeoplossingis 4. Dus 12

3 is gewoon eenanderenaam voor het natuurlijk e getal
4.
Maar somsgaat het niet: de vergelijking

7x = 3 (4)

heeft geenoplossing. Toch zou je zo'n getal wel willen hebben, natuurlijk niet als aantal elementen van
eenverzameling,maar bijvoorbeeldwel als hoeveelheidvloeistof, wanneerje 3 liter drank onder7 personen
wilt verdelen.
Als p en q gehelegetallen zijn, en q is niet 0, dan verstaan we onder p

q de oplossingvan de vergelijking
qx = p.
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Opgaafje 1. Laat zien dat
6
14

=
3
7

.

Trouwens,waarom zoudenwe dat alleendoen als q 6= 0? Als we toch getallen aan het bijmaken zijn, wat
is er dan tegenom ook getallen als 1

0 en � 2
0 te maken? Wel, in dat geval komenwe in eenakelig dilemma

terecht: Immers, als we eengetal 1
0 bijmaken, dan zeggenonzerekenregelsdat

1 =
1
0

� 0 =
1
0

� (0 + 0) =
1
0

� 0 +
1
0

� 0 = 1 + 1 = 2 :

Met eenbeetje extra moeite tonen we aan dat ook 2 = 3 en 3 = 4, etcetera. Dus, �ofwel we raken onze
rekenregelskwijt, �ofwel we houden nog maar �e�en getal over! Dit vonden we z�o erg, dat we liever geen
getallen van het type p

0 bijmaken. (`Delen door 0 gaat niet'.) Ook 0
0 de�ni •eren we niet.

Optelling en vermenigvuldiging van rationale getallen gaan als volgt in hun werk:

p
q

�
r
s

=
pr
qs

en
p
q

+
r
s

=
ps+ qr

qs
:

Opgaafje 2. Bewijs dezeformules zelf uit de rekenregels,die we ook voor rationale getallen eisen.

Zo komen we tot de verzamelingQ van de rationale getallen.

Q :=
�

p
q

�
�
�
� p 2 Z ; q 2 N�

�
:

In Q geldendezelfderekenregelsdie we voor N hebben gezien(commutativiteit, associativiteit, distribu-
tiviteit, neutrale elementen), en bovendienzijn in Q aftrekking en deling, behalve door 0, altijd mogelijk.
Ook de lineaire ordening blijft bestaan.
Een getallenverzamelingmet bovenstaandeeigenschappen wordt een lichaam genoemd. Voldoet hij ook
nog aan de eigenschappen in box (2), dan heet hij een lineair geordend lichaam.

Opgaafje 3. Laat zien dat de getallenverzamelingf 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6g met optelling en vermenigvuldiging
modulo 7 eenlichaam is. Is dit lichaam lineair geordend?

De getallenlijn
Al dezegetallen kunnen worden afgezetop eenlijn; Dat gaat z�o:

0 1 2-1-2
De rationale getallen

Je kiest 0 op de lijn en verder eenpunt 1. Vervolgenslaat je de gehelegetallen : : : ; � 2; � 1; 0; 1; 2; 3; � � �
corresponderen met punten met opeenvolgend gelijke afstanden. Vervolgens teken je de getallen p=2
met p 2 Z in, met half zo grote tussenafstanden,voorzover je die niet al gehad hebt. Dan komen de
getallen p=3 met p 2 Z aan de beurt. Etcetera. In het plaatje hebben we maar enkeleeenvoudigebreuken
aangegeven, maar de lijn ligt ermeebezaaid: tussen elk paar rationale getallen liggen er telkens weer
oneindig veel andere.

De onvolledigheid van de rationale getallen
Tot grote verbazingvan de antieke wiskundigen zijn de rationale getallen toch niet in staat de getallenlijn
helemaalop te vullen: het is mogelijk punten op de getallenlijn aan te wijzen waar geenrationaal getal
bij hoort. Onderstaande�guur wijst zo'n punt aan. (De kromme is eencirkelboogmet middelpunt (0,0).)
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(0,1) (2,1)

0 1

x

2 3

Een gaatje in Q

Immers, volgensde stelling van Pythagoras moet dit getal x voldoen aan

x2 = 12 + 22 = 5: (5)

Maar:

Stelling 1. Er bestaat geenrationaal getal dat 5 als kwadraat heeft.

Met anderewoorden: de vergelijking x2 = 5 heeft geenrationale oplossing.

Bewijs. Stel x = p
q en x2 = 5. We kunnen p en q z�o kiezen dat ze geenfactoren gemeenhebben. Dan

zijn in elk geval

p en q niet beide deelbaardoor 5. (6)

Nu moet gelden:
�

p
q

� 2

= 5; dus p2 = 5q2:

Dat wil zeggen:p2 is deelbaar door 5. Maar dan is p deelbaar door 5. (Ga zelf na dat als p bij deling
door 5 een rest van 1, 2, 3 of 4 oplevert, ook p2 niet deelbaar door 5 kan zijn.) Zeg p = 5k. Dan is
p2 = 25k2 en dus q2 = 5k2. Maar als q2 deelbaar is door 5, dan ook q zelf. Dit is in strijd met (6). Uit
dezetegenspraakvolgt dat het gesteldeonmogelijk is: er is geenrationaal getal met kwadraat 5.

De re•ele getallen

Om de getallenlijn helemaal op te vullen gaan we over op een notatie bedacht door Simon Stevin: de
tiendelige breuken. Dit zijn breuken waarvan de noemer een macht is van 10, en we schrijv en ze in
decimalenotatie:

Met 17;3702bedoelen we bijvoorbeeld 173702
10000 , wat hetzelfdeis als 17+ 3� 1

10 + 7� 1
100 + 0� 1

1000 + 2� 1
10:000 .

Bekijk nu eenshet getal 1
7 . Het is zelf geendecimalebreuk, maar we kunnen het wel tussende decimale

breuken een plek geven: het ligt om te beginnen ergensop de getallenlijn tussen 0 en 1. Zijn plaats is
nauwkeuriger bepaald door aan te geven dat het ligt tussen 1

10 en 2
10 . Dat is het best te zien door het

segment [0; 1]

10 0,1 0,2 0,40,3 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

1/7
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met 10 te vermenigvuldigen:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10/7

10

Het getal 1
7 gaat dan naar 10

7 = 1 + 3
7 , eengetal tussen1 en 2. We hebben dan

0; 1 �
1
7

� 0; 2:

Als je wilt weten waar 1
7 ligt ten opzichte van de veelvouden van 1

100 , dan kun je daartoe 3
7 met 10

vermenigvuldigenen kijk en waar het resultaat ligt ten opzichte van de getallen 0 t/m 10. Je krijgt dan

0;14 �
1
7

� 0;15

Eigenlijk zijn we met eenstaartdeling bezig:

7=1;000000: : : n0;1428571: : :
7
30
28
20
14
60 1

7 = 0;142857142857142857142857: : : = 0;142857
56
40
35
50
49
10
7
3 (7)

Daarmeebedoelen we:
1
7 ligt tussen0 en 1, verdelenwe het segment [0; 1] in 10 gelijke delen en nummeren we die van 0 tot en
met 9, dan ligt 1

7 in segmentje nummer 1, verdelenwe dit segmentje op de zelfde manier, dan ligt 1
7 in

segmentje nummer 4, etc. Het getal 1
7 kan dus geschreven worden als eenoneindig voortlop endedecimale

breuk. Dezeprocedurekunnen we toepassenop elk punt op de lijn.

De schrijfwijze van oneindige decimale breuken is niet altijd eenduidig. Somsheb je een keuzetussen
twee segmentjes, namelijk als het getal een uiteinde van een segmentje is, dat wil zeggenals het een
tiendelige breuk is. Zo kan 1

4 op twee manieren decimaal worden genoteerd: als 0;250000000: : : en als
0;24999999: : :.

(Voor als je het niet gelooft: stel a = 0;009999: : :, dan 10a = 0;09999: : : = 0;09+ a en dus 9a = 0;09,
ofwel a = 0;01, zodat 0;2499999: : : = 0;24+ a = 0;24+ 0;1 = 0;25.)

Gewoonlijk vermijdt men staarten met alleennegens,dat wil zeggen:als er eenkeuzeuit tweesegmentjes
is, dan wordt aan de rechterkant van 0 steedshet rechter segmentje gekozen, aan de linkerkant steeds
het linker. Als we negenstaartenvermijden, en ook de oneindigedecimalebreuk � 0;00000: : :, dan is de
decimalenotatie van ieder punt op de lijn uniek.

Zo komen we tot de volgendede�nitie.

De�nitie. Onder eenre•eel getal verstaan we eenuitdrukking van het type

� n;d1d2d3d4d5 : : : ;
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waarbij n een natuurlijk getal is, en de decimalen d1; d2; d3; d4; d5; : : : gekozen worden uit de verzame-
ling f 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g. Hierbij stellen verschillende uitdrukkingen verschillende re•ele getallen voor,
met dien verstandedat � 0;000000: : : hetzelfdegetal voorstelt als +0 ;000000: : :, en � n;d1 : : : dk 99999: : :
hetzelfdeals � (n;d1 : : : dk + 10� k )000000: : :.
Meetkundig gesproken hebben we nu de lijn helemaalopgevuld, en zo hebben we de verzamelingR van
de re•ele getallen geconstrueerd.

0 1 2-1-2
De re•ele getallen

De suprem um-eigensc hap
Laten we nu eenskijk en naar verzamelingenvan re•elegetallen. Eindige verzamelingen,zoalsbijvoorbeeld
f 2; 3

7 ; (1;121121112: : :)g, hebben altijd eenmaximum (een grootste element). In dit voorbeeld is dat 2.
Maar oneindigeverzamelingenre•elegetallen hoeven geenmaximum te hebben: N bijvoorbeeldheeft geen
maximum, want er zijn, hoe hoog je ook klimt, altijd nog grotere natuurlijk e getallen aan te wijzen. Maar
ook eenverzamelingals V := f 1 � 1

n j n 2 N� g heeft geenmaximum, ook al komt geenenkel element
van V boven de 2 uit. We noemen2 eenbovengrens van V . Trouwens,ook 1 en 3

2 zijn bovengrenzenvan
V . Je ziet vast wel in dat 1 de kleinste bovengrensis: elk getal dat kleiner is dan 1 wordt door sommige
elementen van V overtro�en. Het getal 1 is daarom een soort van `maximum' van V , maar het is niet
echt een maximum, omdat het zelf niet in V zit. We noemen het getal 1 het supremum van V . Meer
algemeende�ni •eren we:

De�nitie. Zij V eenverzamelingre•elegetallen. We zeggendat V naar boven begrensdis als er eengetal
a 2 R bestaat z�o dat voor alle v 2 V geldt: v � a.

asV
In dat geval heet a eenbovengrens voor V . Een getal s 2 R heet het supremum van V als s de kleinste
bovengrensis van V .

Naar boven begrensdedeelverzamelingenvan R of van Q hoeven geengrootste element te hebben. Denk
bijvoorbeeld aan het interval

(0; 3) := f x 2 R j 0 < x < 3 g

of aan de verzameling
f x 2 Q j x2 � 5 g: (8)

Maar het mooie van R is nou juist dat de verzameling van bovengrenzenvan een niet-lege naar boven
begrensdedeelverzamelingV wel altijd eenkleinste element heeft. Dit is het supremum van V .

Stelling 2. (De suprem um-eigensc hap van de re•ele getallen)
Iedereniet-lege naar boven begrensdeverzamelingvan re•ele getallen heeft eensupremum (in R).

Voor het bewijs verwijzen we naar het collegeAnalyse.

We duiden het supremum van een verzameling V aan met sup(V ). De grootste ondergrensvan een
verzamelingV � R wordt zijn in�mum genoemd en aangeduidmet inf (V ).

Opgaafje 4. Bewijs uit Stelling 2 dat elke niet-lege van benedenbegrensdeverzameling re•ele getallen
eenin�m um heeft.
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Rekenen met re•ele getallen

We weten hoe we moeten rekenenmet natuurlijk e getallen, gehelegetallen en rationale getallen, maar hoe
je re•elegetallen moet optellen en vermenigvuldigen,aftrekkenen delen,moeten wenog preciesvastleggen.
Bedenkwel dat rekenmachientjes dit niet kunnen, omdat zemaar eindig veeldecimalenkunnen bevatten.

We zouden nu heel preciezealgoritmen kunnen gaan vastleggenvoor de genoemde operaties met re•ele
getallen, maar dat doen we niet. We maken ons ervan af door te zeggenhoe sommen, producten en
dergelijke in principe gede�nieerd zijn. De supremumstelling komt ons hierbij te hulp.

Elk positief re•eel getal a := n;d1d2d3d4 : : : kan worden opgevat als het supremum van de verzameling
rationale getallen f a0; a1; a2; a3; : : :g, waarbij we met aj de tiendelige breuk n;d1d2 : : : dj aanduiden, (en
a0 = n). Als we nu twee positieve getallen a = supf a0; a1; a2; : : :g en b = supf b0; b1; b2; b3; : : :g willen
optellen, dan nemenwe het supremum van de verzamelingvan sommen:

a + b := supf aj + bk j j; k 2 N g :

Op dezelfdemanier kunnen we het product van positieve re•elegetallen de�nieren:

ab:= supf aj bk j j; k 2 N g ;

en de inversevan eenpositief getal:

a� 1 := inf f a� 1
j j j 2 N g :

Met dezede�nities vormen de re•ele getallen ook weer eenlineair geordendlichaam.

In terv allen. De ordening van de re•ele getallen leidt tot de invoering van interval len:

[a; b] := de verzamelingvan alle re•ele getallen x met a � x � b ;

(a; b) := de verzamelingvan alle re•ele getallen x met a < x < b ;

[a; b) := de verzamelingvan alle re•ele getallen x met a � x < b ;

[a; 1 ) := de verzamelingvan alle re•ele getallen x met a � x ;

(�1 ; 1 ) := de verzamelingvan alle re•ele getallen.

De intervallen (a; b], [a; 1 ), (�1 ; b] en (�1 ; b) worden op soortgelijk e wijze gede�nieerd. Het gesloten
interval [a; b] heet ook wel eensegment.

W orteltrekk en. Om te zien of er in R w�el eenoplossingis van de vergelijking x2 = 5, bekijken we de
verzameling V := f x 2 Q j x2 � 5 g uit (8). V is niet leeg, want 0 2 V . V is naar boven begrensd
door bijvoorbeeld het getal 3, want als v 2 V , dan is v2 � 5 < 9 = 32, dus v � 3. Dus heeft V een
supremum; noem het s. Volgensde de�nitie van vermenigvuldiging van re•elegetallen is

s2 = sup(W ) met W := f ab j a; b 2 Q; a2 � 5 en b2 � 5 g :

We beweren dat dit supremum 5 is. Inderdaad is 5 eenbovengrens:

a2; b2 � 5 =) (ab)2 � 25 =) ab � 5 :

Maar alsy < 5, dan is er eenx 2 V met kwadraat groter dan y. (Tussenelk tweetalpositievere•elegetallen
liggen oneindig veelkwadraten van rationale getallen, nietwaar?) Dus 5 is de kleinste bovengrensvan W ,
dat wil zeggens2 = sup(W ) = 5. We duiden s aan met

p
5.
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We hebben nu dus geziendat
p

5 re•eel is, maar niet rationaal. Zulke getallen heten irr ationaal.

Mac htsv erhe�en. Door herhaaldevermenigvuldiging is machtsverhe�ng gede�nieerd met natuurlijk e
exponent:

a0 := 1 ; an := a � a � a � a � � � a (n maal, n � 1) :

Is het grondtal a niet 0, dan kan dezemachtsverhe�ng tot negatieve exponenten worden voortgezet:

a� n :=
1

an (n 2 N) :

Voor positieve grondtallen is verder worteltrekking gede�nieerd als de omgekeerdebewerking van machts-
verhe�ng:

w = n
p

a als w > 0 en wn = a :

De 1
n -de macht wordt gede�nieerd als de n-de wortel. Zo komen we tot machtsverhe�ng met positief

grondtal en rationale exponent.
Tenslotte kunnen we ab de�ni •eren voor willekeurige positieve a en b door eerst b als sup(V ) te schrijv en,
en dan te stellen

ab := supf ay j y 2 V g :

Dit supremum hangt niet af van de keuzevan V .1

De axioma's voor de re•ele getallen
Onze kennis van re•ele getallen kunnen we in enkele korte sloganssamenvatten.

I: R is eenlineair geordendlichaam

II: In R geldt de supremumstelling

We bewijzen nog eenderde eigenschap van re•ele getallen.

Stelling 3. (Arc himedes-Eudo xos). Voor elk re•eel getal x is er een natuurlijk getal n dat groter is
dan x.

Bewijs. Als x negatief is, kies dan n = 0. Als x niet negatief is, zeg x = m;d1d2d3d4 : : :, kies dan
n = m + 1.

We voegendit 
au we stellinkje aan onzelijst toe:

I I I: In R geldt de stelling van Archimedes-Eudoxos

Zijn we nou helemaalgek geworden?

Nee. De eigenschappen I, I I en I I I zijn eenvolledig stel axioma's voor de re•ele getallen. Dat wil zeggen
dat je alles wat je ooit over re•ele getallen zult kunnen bewijzen, uit dezedrie regelsbewijzen kunt.
Voor �ons waren de eigenschappen I, I I en I I I beweringen, die we hebben afgeleiduit onzeconstructie van
de re•elegetallen als oneindig voortlop endedecimalebreuken. Een ander zou eenheel andereconstructie
kunnen maken, en d�a�aruit I, I I en I I I bewijzen. Een derde zou I, I I en I I I voetstoots kunnen aannemen.
Toch zoudenwe het met onsdrie•en steedseenszijn over wat waar is en wat onwaar is voor re•elegetallen.

1Hier is nog wel het �e�en en ander te bewijzen.
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Het is gebleken dat eigenschap I I I niet uit I en I I kan worden afgeleid. Zouden we eigenschap I I I uit ons
lijstje weglaten, dan zoudener ook zogenaamdè niet-standaard' constructies van R mogelijk zijn waarin
andere wetten gelden. Het vakgebied van de niet-standaard analyse handelt hierover. Men kent daar
oneindig grote en oneindig kleine getallen. Wij niet. In dit collegebeperken wij ons tot de standaard-
analyse;we zullen gebruik maken van onzeconstructie met decimalebreuken. Voor ons is elk re•eelgetal
eendecimalebreuk. Oneindig grote getallen of oneindig kleine getallen bestaanvoor ons niet.
We zoudenin dit stadium onzeconstructie met decimalenweer mogenvergeten: de axioma's I, I I en I I I
impliceren alles wat we nodig hebben.
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Opgaven bij Hoofdstuk 1

Opga ve 5. Als eenverzamelingV � R eengrootste element g heeft, dan is g = sup(V ). Het omgekeerdeis
niet waar. Toon dezetweebeweringen aan met behulp van de de�nitie van `supremum'.

Opga ve 6. Bepaal het supremum van de verzameling
�

x 2 R

�
�
�
�

x
jxj + 1

<
1
3

�
.

Opga ve 7. Is
p

6 eenrationaal getal? En
p

27 ? En
p

121? Voor welke n 2 N denk je dat
p

n rationaal is?
Zou je je antwoord kunnen bewijzen?

Aanwijzing: Elk positief natuurlijk getal kan op precies�e�en manier in priemfactoren worden ontbonden.

Opga ve 8. Schrijf 24
37 als (oneindige) decimalebreuk.

Opga ve 9. Zij R de verzamelingrationale getallen
�

35
100

;
3535
10000

;
353535
1000000

;
35353535
100000000

; : : :
�

:

Bepaal het supremum van R. Is dit supremum rationaal of irrationaal?

Opga ve 10. Toon aan dat elk rationaal getal wordt voorgestelddoor eenrepeterendedecimalebreuk (d.w.z.
�e�en waarin vanaf zeker moment hetzelfdeblokje decimalensteedsherhaald wordt).

Opga ve 11. Toon aan dat elke repeterendedecimalebreuk eenrationaal getal voorstelt.

Opga ve 12. Onder de staartperiode van eenrationaal getal verstaan we de lengte van het blokje decimalen
dat in zijn decimaleontwikkeling steedsherhaald wordt. Bewijs dat voor alle n 2 N geldt:

1
n

heeft staartperiode 2 =) n is deelbaardoor 11:

Opga ve 13. Vormen de gehelegetallen modulo 12 (`klokrekenen') eenlichaam?
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2 De complexe getallen

Met re•ele getallen kunnen we nu alle vergelijkingen van de types 7x = 3, x + 8 = 5 en x2 = 5 op-
lossen. Maar er is nog eenheel stel algebra•�sche vergelijkingen die het zonder oplossingmoeten stellen:
`valse' vierkantsvergelijkingenen ook veleveeltermvergelijkingenvan hogeregraad. Dezebeperking wordt
opgeheven door de uitbreiding van R tot het lichaam C van de complexegetallen.

Structuur van de complexe getallen
Een typisch voorbeeld van eenvalsevierkantsvergelijking is

x2 = � 1: (9)

In gedachten maken we eenoplossingvoor dezevergelijking, en noemendeze: i (voor `imaginair', denk-
beeldig). Per de�nitie geldt dus: i 2 = � 1. We voegeni toe aan het stelsel van de re•ele getallen, en we
kijk en wat we nog meer moeten toevoegenom weer eengetallenlichaam te krijgen.
(a) We moeten ook de getallen ib, met b re•eel, in ons stelselopnemen. Immers vermenigvuldiging moet

voor elk paar getallen in ons nieuwe stelsel gede�nieerd zijn. Op grond van de associativiteit en de
commutativiteit van de vermenigvuldiging, (die we graag weer geldig zien) moet nu:

(ib)2 = (ib)( ib) = (( ib)i )b = (i (ib))b = (( i 2)b)b = (i 2)(b2) = (� 1)b2 = � b2:

Hieruit zien we dat (voor b 6= 0) het kwadraat van ib negatief is. Omdat we nog geengetallen hadden
met negatieve kwadraten, moet ib dus eennieuw getal zijn. Dezenieuwe getallen

ib (b 2 R; b 6= 0)

worden wel de zuiver imaginaire getallen genoemd. We voegenze aan ons stelsel toe.
Merk op dat de vergelijking x2 = � 1 nu al direct twee oplossingenheeft: i en � i := (� 1) � i , omdat
(� 1)2 = 1.

(b) We willen alles kunnen optellen, dus willen we ook de getallen

a + ib ; (a; b 2 R)

in ons stelselhebben. Voor b 6= 0 is a + ib geenre•eel getal. Immers, zou a + ib =: c 2 R, dan moest
ib = c � a een re•eel getal zijn, maar onder (a) zagen we al dat ib nieuw was. Dus is ook a + ib
nieuw als b 6= 0. Ook dezegetallen voegenwe toe. Zo ontstaat de verzamelingvan de complexe(=
samengestelde)getallen

C := f a + ib j a; b 2 R g :

Nu zijn we klaar! Dezecomplexegetallen kunnen we optellen:

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i (b+ d) ;

(associativiteit en commutativiteit van de optelling). Maar ook bij vermenigvuldiging

(a + ib)(c + id) = ac+ iad + ibc + i 2bd= (ac � bd) + i (ad + bc) (10)

komen er geennieuwe getallen meer bij.
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Lic haamseigenschapp en en consisten tie
We moeten nu nog tweedingen doen.

(i ) Laten zien dat de aannamedat eengetal i bestaat met kwadraat � 1 niet tot tegenspraken leidt.

(ii ) Laten zien dat de rekenregelsvan een lichaam ook weer gelden voor onze nieuw geconstrueerde
getallen.

Het eerstedoen we door een constructie: We beschouwen het vlak R2 := f (a; b) j a; b 2 R g met
daarop de vectoroptelling

(a; b) + (c;d) := (a + c;b+ d)

en de vermenigvuldiging
(a; b) � (c;d) := (ac � bd;ad + bc) :

Hierin vinden we de re•elegetallen terug als de punten (a; 0) met a 2 R, en het getal i als het punt (0; 1).
De boven afgeleidestructuur is dus realiseerbaar,en kan niet tot tegenspraken leiden.
Het vlak R2 met dezeoptelling envermenigvuldiging wordt het complexevlakgenoemd,enweidenti�ceren
het met de getallenverzameling C. De x-as die de re•ele getallen voorstelt, en wordt in dit verband de
re•ele as genoemd; de y-asheet de imaginaire as. We duiden het punt (a; b) in het complexevlak aan met
a + ib.

Voor punt (ii ) lopen we de rekenregelsvoor eenlichaam allemaal na:
� Optelling en vermenigvuldiging zijn commutatief en associatief (ga na!).
� 0(= 0 + i � 0) is het neutraal element van de optelling.
� 1(= 1 + i � 0) is het neutraal element van de vermenigvuldiging.
� De vermenigvuldiging is distributief over de optelling.
� Elk getal a + ib heeft eentegengestelde:(� a) + i (� b).
� O, pas op! Heeft elk getal a + ib 6= 0 wel eenomgekeerde???

Gezocht: bij gegeven a + ib met a en b niet allebei 0, eencomplex getal c + id z�o dat

(a + ib)(c + id) = 1 :

Zo'n getal bestaat inderdaad! Eerst merken we op dat

(a + ib)(a � ib) = a2 � (ib)2 = a2 + b2 > 0: (11)

Dus als we nou voor c nemen: a=(a2 + b2) en voor d: � b=(a2 + b2), dan vinden we dat

(a + ib)(c + id) = (ac � bd) + i (ad + bc) =
a2 + b2

a2 + b2 + i
a(� b) + ba

a2 + b2 = 1 + i0 = 1:

We hebben eenomgekeerdevan a + ib gevonden:

1
a + ib

=
a

a2 + b2 � i
b

a2 + b2 : (12)

en C is eenlichaam!

Betek enis van de complexe getallen
Waarom zou eenmensge•�nteresseerdzijn in dezemerkwaardige getallen? Met aantallen hebben ze heel
weinig meer te maken.
Wel, complexegetallen worden bijvoorbeeld gebruikt in de electrotechniek, waar zij de amplitude en de
fasevan eenwisselstroomsignaaltegelijk aangeven. E�enenkelecomplexe`weerstand'kan dan decapaciteit
of de zel�nductie, en de gewone weerstandvan eenelectronische component beschrijv en.
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Een ander belangrijk toepassingsgebiedis de quantummechanica: de gol�uncties die het gedrag van
materie en licht beschrijv en nemencomplexewaarden aan. Dit is essentieel voor de interpretatie van de
quantummechanica: alleen voor complexegol�uncties geldt de zogenaamdè spectraalstelling', die zorgt
voor voldoendeobserveerbaregrootheden.
Weer iets geheelanders is de meetkunde van conforme afbeeldingentussen oppervlakken. Dezeworden
gegeven door di�eren tieerbare complexefuncties. (Zie het slot van Hoofdstuk 7.)
Cryptosystemenvan bankenzijn gebaseerdop dezogenaamdèelliptischekrommen', die feitelijk complexe
functies zijn met eenbijzondere periodiciteit.
In de zuivere wiskunde zijn complexegetallen essentieel. Zo handelt bijvoorbeeld eenklassiekprobleem
als het Riemann-vermoedenover de nulpunten van eencomplexefunctie: Riemann's � -functie. Oplossing
hiervan zou merkbaar zijn tot in de verste uithoeken van de wiskunde.

Bij overgang naar een nieuw getalstelsel moet altijd een zekere weerstand overwonnen worden. Dit is
nog te horen aan de naamgeving van de nieuwe getallen: `negatieve' getallen, `irrationale' getallen en
`imaginaire' getallen. Het is verstandig dezeweerstandmaar zo snel mogelijk te laten varen.

Rekenen met complexe getallen

Blikk en we nu even terug naar de axioma's I, I I en I I I voor R, dan zien we dat in C alleen het eerste
axioma geldt. De ordening is verloren gegaan: het is niet meer uit te maken welk van twee complexe
getallen het grootste is. (Schrijf dus nooit: u > z voor complexegetallen!)

Als z = x + iy , dan wordt x het re•ele deel van z genoemd, en y het imaginaire deel. Notatie: x = Rez;
y = Im z. Het getal x � iy geven we aan met z (`z-streep'). Dit wordt de complex geconjugeerde van
z = x + iy genoemd; het is het spiegelbeeld van z ten opzichte van de de re•ele as.

De absolutewaarde jzj van eencomplex getal z = x + iy , is gede�nieerd als de afstand in het complexe
vlak van z tot 0:

jzj = jx + iy j :=
p

x2 + y2 :

De absolute waarde van eencomplex getal z is dus altijd positief (of nul voor z = 0). Absolute waarden
zijn wel vergelijkbaar: het heeft zin om te schrijv en: juj > jzj.

De gevierdevergelijking (11) kunnen we nu schrijv en als:

zz = jzj2 ;

en de inversevan z 6= 0 laat zich uitdrukk en als

1
z

=
z

jzj2
:

Rek enregels voor complex geconjugeerde en absolute waarde.

(i) z + u = z + u; zu = z u;

(ii) jzj = jzj; jRezj � jzj; jIm zj � jzj;

(iii) z + z = 2Rez; z � z = 2i Im z;

(iv) jzuj = jzj � juj;
Bewijs: jzuj2 = (zu)(zu) = (zz)(uu) = jzj2 � juj2.

(v) jz + uj � jzj + juj (driehoeksongelijkheid).
Bewijs: jz + uj2 = (z + u)(z + u) = zz + uu + zu + uz = jzj2 + juj2 + 2Rezu � jzj2 + juj2 + 2jzj � juj =
(jzj + juj)2.
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Vermenigvuldiging van complexe getallen: meetkundig.

2+i

1+3i
2

i

2i

3i

-1+7i
2

3210-1

Vermenigvuldiging in C :(2+ i )( 1
2 + 3

2 i ) = � 1
2 + 7

2 i .

De optelling in C komt overeenmet de vectorop-
telling in R2. Vermenigvuldiging van complexege-
tallen gaat als in (10). Dat is precies wat je zou
verwachten op grond van de gewonerekenregelsdie
je van getallen gewendbent plus het nieuwe regeltje
i 2 = � 1. Maar meetkundig zien we iets heelnieuws
gebeuren: vermenigvuldigen heeft met draaien te
maken! (Zie de �guur hiernaast.)

De�nitie. Onder het argumentvan eencomplexgetal z verstaat men de hoek tussende positieve re•eleas
endevector wijzend naar het punt z, steedsgekozenin het interval (� � ; � ]. Dus als z = jzj(cos' + i sin ' ),
en � � < ' � � , dan is ' het argument van z. Het paar (jzj; argz) vormt debeschrijving in poolco•ordinaten
van het punt z in het complexevlak.

De wet van argumen t en absolute waarde. Bij vermenigvuldiging van complexegetallen worden
de argumenten opgeteld (modulo 2� ) en de absolute waarden vermenigvuldigd.

0

c

y

f

zu

z

u

1
Vermenigvuldiging in C

Bewijs. De absolute waarden worden vermenigvuldigd
op grond van regel (iv) hierboven. Daaruit volgt weerdat
de driehoek met hoekpunten 0, z en zu gelijkvormig is met
de driehoek met hoekpunten 0, 1 en u, want de lengten
van corresponderendezijden schelen steedseenfactor jzj.
Dus zijn corresponderendehoeken gelijk, in het bijzonder
is ' =  (zie plaatje). Hieruit volgt:

arg(zu) = � +  = � + ' = arg(z) + arg(u) :

De regel van De Moivre . Een direct gevolg van de wet van argument en absolute waarde is dat voor
alle n 2 N en ' 2 R geldt:

(cos' + i sin ' )n = cosn' + i sinn':

Toepassing. We lossende volgendevergelijking op in C:

z3 = 1:

Dir ect: E�en oplossingzien we meteen: z = 1. Deze is voor ons reden om een factor z � 1 uit z3 � 1 af
te splitsen. (Dat gaat zeker goed, zoalswe in Hoofdstuk 5 zullen zien.) Als we de veelterm z3 � 1 delen
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door z � 1, dan houden we z2 + z + 1 over:

z3 � 1 = (z � 1)(z2 + z + 1) :

De nulpunten van z2 + z + 1 vinden we met de methode van `kwadraat afsplitsen':

z2 + z + 1 = 0 ( ) (z + 1
2 )2 = � 3

4

( ) z + 1
2 = � i

2

p
3

( ) z = � 1
2 � i

2

p
3 :

Met de regel van De Moivre : Omdat de oplossingenvan z3 = 1 zeker moeten voldoen aan jzj3 = 1, dus
aan jzj = 1, kunnen we z alvast schrijv en als cos' + i sin ' . Met de regel van De Moivre kunnen we nu
onzevergelijking schrijv en als

1 = z3 = (cos' + i sin ' )3 = cos3' + i sin3' :

Dit is equivalent met
cos3' = 1 en sin3' = 0 :

Dus 3' moet een veelvoud zijn van 2� . Dat wil zeggen' = 2k� , ' = 2� =3 + 2k� of ' = 4� =3 + 2k� .
Kortom:

z = 1

of z = cos
2�
3

+ i sin
2�
3

= �
1
2

+
i
2

p
3

of z = cos
4�
3

+ i sin
4�
3

= �
1
2

�
i
2

p
3 :

{ 15 {



Opgaven bij Hoofdstuk 2

Opga ve 14. Schrijf de volgendecomplexegetallen in de vorm a + ib met a en b re•eel.

(a) (2 + i )3 ;

(b) (1 � i )7 ;

(c)
1

7 � 3i
;

(d)
5 + 4i
2 + i

;

(e)
1 + i

(1 � i )2 ;

(f )
�

1
2 (

p
3 + i )

� 100
.

Opga ve 15. Druk cos4' uit in cos' en sin ' met behulp van de regel van De Moivre .

Opga ve 16. Voor welke complexegetallen z = x + iy is Re(z2) > 0 ?

Opga ve 17. In welk deel van het complexevlak ligt het getal
1

1 � z
, wanneerz in de open eenheidsschijf

ligt (d.i. de verzamelingvan getallen z 2 C waarvoor jzj < 1)?

Opga ve 18. Bekijk de vierkantsvergelijking
z2 + 
 z + � = 0

met � en 
 re•eel. Laat zien dat, als dezevergelijking geenre•eleoplossingenheeft, er altijd twee
complexeoplossingenvan de vorm a + ib en a � ib bestaan. Druk a en b uit in � en 
 .
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3 Functies

Laten C en D willekeurigeverzamelingenzijn. Met f : D ! C bedoelen we: f is eenvoorschrift dat aan
ieder element x uit D precies�e�en element f (x) uit C toevoegt. Met f : x 7! y (let op de pijl!) bedoelen
we dat y = f (x), en we noemeny het beeld van x onder f . De verzameling D wordt het domein van f
genoemd, en C het codomein. Onder het bereik van f verstaan we de verzameling f f (x) j x 2 D g
van elementen uit het codomein die echt als beeld optreden. Verder de�ni •eren we voor eenfunctie f van
D naar C:

f is injectief := voor ieder tweetal x; y uit D met x 6= y geldt f (x) 6= f (y);

f is surjectief (op C) := voor iederey 2 C bestaat er eenx 2 D met f (x) = y;

(bereik = codomein)

f is bijectief := f is injectief en surjectief;

de inverse van f := de functie f � 1 : C ! D met f � 1�
f (x)

�
= x voor alle x 2 D.

(Alleen gede�ni•eerd als f bijectief is.)

Tenslotte de�ni •eren we, als f : D ! C en g : C ! B :

de samenstelling van g met f := de functie g � f : D ! B die vastgelegdwordt door
�
g � f

�
(x) = g

�
f (x)

�
voor alle x 2 D

In dit hoofdstuk beschouwen we bijzondere functies die als domein en codomein verzamelingenvan re•ele
of complexegetallen hebben.

De afgeleide van een functie (k ort)
Zij f een functie van eengebiedD in R (of C) naar R (of C). We noemenf di�er entieerbaar als in elk
punt x van D de volgendelimiet bestaat

lim
h! 0

f (x + h) � f (x)
h

:

Als dit het geval is, dan duiden we de limiet aan met f 0(x). Zo krijgen we eennieuwe functie f 0 : D ! C,
die we ook wel schrijv en als

df
dx

:

De operatie die van f zijn afgeleidef 0maakt heetdi�er entiatie. Op het hierbovengebruikte begrip `limiet'
zullen we later uitgebreid ingaan, zie Hoofdstuk 7. In dit hoofdstuk leunen we op je schoolervaring met
limieten en di�eren tiatie.
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Stijgen en dalen
Voor eengebiedD � R en eenfunctie f : D ! R de�ni •eren we:

f is stijgend := voor alle x; y 2 D geldt: x < y ) f (x) � f (y);
f is dalend := voor alle x; y 2 D geldt: x < y ) f (x) � f (y);
f is strikt stijgend := voor alle x; y 2 D geldt: x < y ) f (x) < f (y);
f is strikt dalend := voor alle x; y 2 D geldt: x < y ) f (x) > f (y);
f is constant := voor alle x; y 2 D geldt: f (x) = f (y):

Voor eendi�eren ti •eerbarefunctie f op eeninterval geldt:

f 0(x) � 0 voor alle x ( ) f is stijgend;
f 0(x) � 0 voor alle x ( ) f is dalend;
f 0(x) > 0 voor alle x =) f is strikt stijgend;
f 0(x) < 0 voor alle x =) f is strikt dalend;
f 0(x) = 0 voor alle x ( ) f is constant.

(Let op de richting van de pijlen!) Dezeeigenschappen kunnen bewezenworden met de middelwaarde-
stelling die we in Hoofdstuk 8 zullen bewijzen. Maar ze zien er z�o geloofwaardig uit dat je ze hopelijk
voorlopig wel wilt aannemen. Wel merken we hier op dat ze niet opgaan als het domein van f geen
interval is.

De exp onenti •ele functie
We beginnen met een heel bijzondere functie R ! R, die onder di�eren tiatie niet verandert. Om hem
helemaalvast te leggeneisenwe dat hij de waarde 1 aanneemt in het punt 0.

Zo komen we aan de grondeigensc happ en van de zogenaamdeexponenti•ele functie, kortweg exp ge-
noemd:

exp0 = exp

exp(0) = 1

(13)

Bew ering 4. Er bestaat eenfunctie exp : R ! R met de eigenschappen (13).
Het bewijs hiervan stellen we uit tot Hoofdstuk 10.

Bew ering 5. Er bestaat niet meer dan �e�en functie met de eigenschappen (13).

Bewijs. Eerst bewijzen we dat exp de waarde 0 niet aanneemt: Zij h de functie R ! R : x 7!
exp(x) exp(� x). Dan is

h0(x) = exp0(x) exp(� x) � exp(x) exp0(� x) = 0 :

(We maken hierbij alvast gebruik van de productregel en de kettingregel voor di�eren tiatie.) Dus is h
eenconstante functie, en omdat h(0) = 1, is h(x) = 1 voor alle re•elex, en daarom kan exp(x) niet 0 zijn.
Stel nu dat f : R ! R voldoet aan: f 0 = f en f (0) = 1. We willen bewijzen dat dan f = exp.
Zij g : R ! R z�o dat voor alle x 2 R: f (x) = g(x) exp(x). (Zo'n g bestaat omdat exp(x) 6= 0.) Dan geldt,
waarbij we weer gebruik maken van de productregel,

g(x) exp(x) = f (x) = f 0(x) = g0(x) exp(x) + g(x) exp0(x) = g0(x) exp(x) + g(x) exp(x) :
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Dus is g0 = 0 en g moet een constante functie zijn, zeg g(x) = c. We vinden dat f (x) = cexp(x): alle
oplossingenvan de di�eren tiaalvergelijking f 0 = f zijn veelvoudenvan de exponenti •ele functie. En als we
ook nog eisendat f (0) = 1, dan moet f = exp.

De�nitie. We de�ni •eren het getal e door: e := exp(1).

Enk ele eigenschapp en van de exp onenti •ele functie. Voor alle x; y 2 R geldt:

(1) exp(x + y) = exp(x) exp(y) ;

(2) exp(x) > 0 ;

(3) exp(x) � 1 + x ;

(4) exp(x) �
1

1 � x
voor x < 1;

(5) exp(x) = ex :

(14)

Bewijs. (1): Kies x en y uit R. Zij h de functie u 7! exp(x + u) exp(y � u). Dan is weer h0 = 0 omdat
exp0 = exp, dus h is constant. In het bijzonder is h(y) = h(0), dat wil zeggenexp(x + y) = exp(x) exp(y).

(2) volgt hieruit: exp(x) = exp(x=2)2 > 0. (We hadden al geziendat exp(x) 6= 0.)

(3) kunnen we z�o inzien: Omdat exp(x) > 0 voor alle x, moet ook exp0(x) > 0 voor alle x. Dus exp is
eenstrikt stijgende functie. Omdat exp(0) = 1, moet exp(x) < 1 voor x < 0 en exp(x) > 1 voor x > 0.
Hetzelfde geldt ook voor de afgeleide. Omdat de functie x 7! x + 1 afgeleide1 heeft, is het verschil
f (x) := exp(x) � (1 + x) dalend voor x < 0 en stijgend voor x > 0. Dus neemt f in 0 zijn minimale
waarde aan, en wel de waarde 0. Dus is f (x) � 0 voor alle x 2 R:

exp(x) � (1 + x) � 0:

Hieruit volgt de ongelijkheid (3). De ongelijkheid (4) kun je hieruit a
eiden door eerst x door � x te
vervangen:

exp(� x) � 1 � x;

en dan te bedenken dat exp(� x) = 1=exp(x), zodat:

exp(x) �
1

1 � x
:

Dezeomkering is natuurlijk alleen juist zolang 1 � x positief is.

Nu bewijzen we (5): Uit (1) volgt dat voor p 2 N en q 2 N� geldt:

�
exp

�
p
q

�� q

= exp
�

p
q

+
p
q

+ � � � +
p
q

�
= exp(p) = exp(1)p = ep ;

zodat we (5) bewezenhebben voor x = p
q . Bovendien is

exp
�

�
p
q

�
=

1

exp
�

p
q

� =
1

ep=q
= e� p=q :

Dus geldt (5) voor alle rationale x. Met behulp van de supremumstelling en de continu•�teit van de
exponenti •ele functie bewijst men de relatie (5) tenslotte voor alle re•elex. Dit laatste argument laten we
over aan het collegeAnalyse.
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Toepassing 1. Benader het getal e in drie decimalen achter de komma, alleen met behulp van de
bewerkingen +, � , � en �

� van je rekenmachine.

Oplossing. Uit eigenschappen (1) en (3) volgt dat voor n � 1:

e =
�

n
p

e
� n

= exp
�

1
n

� n

�
�

1 +
1
n

� n

:

Uit eigenschappen (1) en (4) volgt dat voor n � 2:

e = exp
�

1
n

� n

�
�

1
1 � 1

n

� n

=
�

n
n � 1

� n

=
�

1 +
1

n � 1

� n

:

We mogenin de tweedeongelijkheid n wel door n + 1 vervangen. Samenvattend: voor n � 1 geldt dat

�
1 +

1
n

� n

� e �
�

1 +
1
n

� n +1

:

Vul nu in: n = 213 = 8192. Het berekenenvan de n-de macht is dan hetzelfde als dertien maal kwadra-
teren. We vinden:

LeonhardEuler

2;7181: : : � e � 2;7184: : :

Het getal e is ontdekt door, en vernoemd naar de achttiende-eeuwsewiskundige Leonhard Euler.

De natuurlijk e logaritme

De exponenti •ele functie is een strikt stijgende continue functie R ! (0; 1 ) die alle positieve waarden
aanneemt.2 Gezien als functie R ! (0; 1 ) is ze dus injectief en surjectief. We de�ni •eren een functie
log : (0; 1 ) ! R als de inversevan de exponenti •ele functie:

log = exp� 1 :

Deze functie wordt de natuurlijke logaritme of logaritme met grondtal e genoemd. In tegenstelling tot
wat je waarschijnlijk gewend bent, geven we de natuurlijk e logaritme met `log' aan, niet met `ln'. Dit is
in de wetenschappelijke literatuur gebruikelijk.

Eigensc happ en. Voor alle positieve getallen a en b en re•ele getallen x geldt:

(1) log(ab) = loga + logb

(2)
a � 1

a
� loga � a � 1

(3) ax = ex log a

Dezeeigenschappen volgen uit de eigenschappen (14) van de exponenti •ele functie.

Opgaafje 19. Ga dit na.

2Dit is niet zo vanzelfsprekend als het lijkt.
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Voorb eeld 1. Onder a logb verstaat men de macht (als dezebestaat) waartoe we het positieve grondtal
a moeten verhe�en om er het positieve getal b uit te krijgen. Druk a logb uit in loga en logb.

Oplossing. We zoeken eenoplossingvan de vergelijking

ax = b:

Wegenseigenschap (3) van de natuurlijk e logaritme is dit equivalent met

ex log a = b; dat wil zeggen x loga = logb:

Dus het antwoord is:
a logb =

logb
loga

:

De functies sinus en cosinus

(1,0)

(cos t , sin t)

(-sin t , cos t)

t

De volgendeeeuwigdurendedraaibewegingdient alswiskun-
dig model voor rotaties en harmonischetrillingen in de na-
tuur:
eenpunt beweegtzich langsde omtrek van de eenheidscir-
kel | de cirkel in R2 met middelpunt (0,0) en straal 1 |
met constante snelheid1 tegen de wijzers van de klok in.
Op tijdstip 0 bevindt het zich in het punt (1,0). De com-
ponenten van deze beweging zijn twee functies R ! R.
Dit zijn de cosinus en de sinus.

In eenanalytische beschrijving van dezefuncties gaat men te werk als bij de exponenti •ele functie: men
postuleert (eist) eersteenpaar eenvoudigeeigenschappen, en leidt daar alle verderekennisover de functies
cosinus en sinus uit af. In dit collegezijn we niet zo consequent: zo af en toe leiden we ook wel eens
iets af uit het plaatje. Dus als we iets over de functies cosen sin willen bewijzen, dan kunnen we kiezen
uit eenmeetkundig bewijs, gebaseerdop het plaatje van de eenheidscirkel, en eenanalytisch bewijs, dat
we `met de ogen dicht' kunnen baserenop de grondeigenschappen. Zulke bewijzen zien er meestal heel
verschillend uit.

Grondeigensc happ en.

cos0 = 1 sin0 = 0

cos0 = � sin sin0 = cos

(15)

Bew ering 6. De grondeigenschappen (15) leggende functies cosen sin helemaalvast.
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Bewijs. Stel dat twee functies C en S : R ! R �o�ok voldoen aan C(0) = 1, S(0) = 0, C0 = � S en
S0 = C. Dan moet voor de functie

f : R ! R : t 7! (cos(t) � C(t))2 + (sin(t) � S(t))2 :

het volgendegeldenop grond van de productregel voor di�eren tatie:

f 0(t) = 2(cos(t) � C(t))( � sin(t) + S(t)) + 2(sin(t) � S(t))(cos(t) � C(t)) = 0:

Dus f (t) = f (0) = 0 voor alle t 2 R, dat wil zeggenC = cosen S = sin.

Stellinkje 7. Voor alle t 2 R geldt
cos2 t + sin2 t = 1 :

Bewijs. Meetkundig: Het punt (cost; sint) ligt op de �e�enheidscirkel. Het stellinkje volgt daarom uit de
stelling van Pythagoras.

Analytisch: De�nieer f (t) = cos2 t + sin2 t. Uit de productregel voor di�eren tiatie en uit de grondeigen-
schappen volgt dat

f 0(t) = 2cost cos0t + 2sint sin0t = 2cost(� sin t) + 2sin t cost = 0 :

Dus f is eenconstante functie. Om de waarde van f te vinden, berekenenwe haar voor t = 0:

f (0) = cos2 0 + sin2 0 = 1 + 0 = 1 :

Optelform ules voor sin en cos. Voor alle re•ele getallen s en t geldt:

cos(s + t) = cosscost � sinssin t

sin(s + t) = sinscost + cosssin t
(16)

tw

v
s(-sin t, cos t)

(cos t, sin t)(cos(s+t), sin(s+t))

Bewijs . Meetkundig: De vector ~v in het plaatje
heeft componenten (cost; sin t), endevector ~w wordt
verkregen door ~v over een rechte hoek linksom te
draaien: ~w = (� sin t; cost) : Uit het plaatje lezen
we nu af dat:

(cos(s + t); sin(s + t)) = coss � ~v + sins � ~w = coss(cost; sin t) + sins(� sin t; cost)

= (cosscost � sinssint; cosssin t + sinscost) :

Opgaafje 20. Geef zelf eenanalytisch bewijs. Aanwijzing: kies s; t 2 R vast en de�nieer
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g : R ! R : u 7! cos(s + u) cos(t � u) � sin(s + u) sin(t � u),
h : R ! R : u 7! sin(s + u) cos(t � u) + cos(s + u) sin(t � u).
Laat vervolgenszien dat g0 = h0 = 0, en concludeerhieruit dat g(0) = g(t) en h(0) = h(t).

Het getal � . De omtrek van de eenheidscirkel wordt 2� genoemd. De eeuwigdurende cirkelbeweging
is telkens na een tijd 2� in zijn uitgangspunt terug: hij heeft periode 2� . Dus ook de cosinus- en de
sinusfunctie hebben dezeperiode. Dat wil zeggen:voor alle x 2 R en voor alle gehelegetallen k:

cos(x + 2k� ) = cosx en sin(x + 2k� ) = sinx:

(Dit zoudenwe ook uit de grondeigenschappenvan de sinus en de cosinus kunnen a
eiden, maar dat doen
we hier niet.) Het getal � is eentranscendent getal. Dat wil zeggen:het is geenbreuk, maar ook niet de
oplossingvan een vierkantsvergelijking, derdegraads-vergelijking, vierdegraads-vergelijking, of hoe hoog
ook, met geheeltalligeco•e�ci •enten. Er zijn vele miljarden decimalen van � berekend, maar in dezerij
decimalenis geenregelmaat ontdekt. Men vermoedt dat ze alle statistische eigenschappen heeft van een
toevalsrij.

Tangens. De functie tg , gede�ni•eerd door tg x =
sinx
cosx

voor al die re•ele getallen x waarvoor cosx 6= 0,
voldoet aan:

tg 0x = 1 + (tg x)2 =
1

(cosx)2

tg (x + y) =
tg x + tg y

1 � tg x tg y

Hyp erb olische functies
De functies sinh (spreek uit: sinus hyperbolicus) en coshzijn gede�ni•eerd door

sinh(x) :=
ex � e� x

2
;

cosh(x) :=
ex + e� x

2
:

Ze zijn nauw verwant aan de sinus en de cosinus, zoalsblijkt uit de volgendeeigenschappen:

cosh0 = 1 sinh0 = 0

cosh0 = sinh sinh0 = cosh

Verder geldt nog:
cosh2 x � sinh2 x = 1: (17)

Net als bij de goniometrische functies de�nieert men:

tgh x :=
sinhx
coshx

;

die ook weer voldoet aan
tgh 0x = 1 � (tgh x)2 =

1
(coshx)2 ;

tgh (x + y) =
tgh x + tgh y

1 + tgh x tgh y
:

(18)
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Wat de sinus en de cosinus zijn voor de draaiingen in het vlak, zijn de hyperbolische functies voor de
Lorentz-transformaties uit de speciale relativiteitstheorie. De tangens hyperbolicus speelt hierbij de rol
van v=c: de snelheidgemetenals fractie van de lichtsnelheid.

Arcsin us, arccosin us en arctangens

arcsin : [� 1; 1] ! [� �
2 ; �

2 ] is de inversevan sin : [� �
2 ; �

2 ] ! [� 1; 1]

arccos: [� 1; 1] ! [0; � ] is de inversevan cos: [0; � ] ! [� 1; 1]

arctg : R ! (� �
2 ; �

2 ) is de inversevan tg : (� �
2 ; �

2 ) ! R

Berek ening van inverse functies
Somskun je de inversevan een gegeven bijectieve functie f expliciet berekenen: begin met y = f (x),
en druk x uit in y. Helaas lukt dit niet altijd. Wel kun je altijd de gra�ek van f � 1 tekenen, want die
ontstaat uit de gra�ek van f door verwisselingvan de rollen van x en y. Of, anders gezegd:de gra�ek
van f � 1 is het spiegelbeeld van de gra�ek van f om de lijn x = y.

Voorb eeld 2. Bereken de inversevan de functie sinh : R ! R.

Oplossing. Als y = sinhx, dan is ex = coshx + sinhx =
p

y2 + 1 + y ; dus

x = log
�

y +
p

y2 + 1
�

:

Hiermeehebben we voor sinh� 1 eenfunctievoorschrift gevonden: sinh� 1(x) = log
�

x +
p

x2 + 1
�

.
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Opgaven bij Hoofdstuk 3

Opga ve 21. Zij f : R ! R gede�ni•eerd door f (x) = 7 + 5
p

3x � 2.
Bereken de inversevan f .

Opga ve 22. Zij x eenre•eel getal met tg x = 7. Bereken tg 3x exact.

Opga ve 23. Zij f : [0; 3) ! [1; 5] gede�ni•eerd door f (x) = 1 + 4x � x2.
a) Is f injectief?
b) Is f surjectief op [1; 5]?

Opga ve 24. Bereken sin
�
12

exact.

Opga ve 25. Bewijs dat voor alle x 2 (0; 1 ) geldt: logx � 2
p

x � 2.

Opga ve 26. We de�ni •eren functies f en g van R naar R door f (x) = log
�
x2 + 1

�
en g(x) = e3x .

Bereken g � f en f � g.

Opga ve 27. Teken gra�ek en van de functies arcsin , arccosen arctg .

Opga ve 28. Teken gra�ek en van de functies coshen sinh.

Opga ve 29. We de�ni •eren f : (5; 1 ) ! R door f (x) =
p

x � 5. Bepaal (log � f ) � 1

Opga ve 30. Bepaal arctg
p

3 en arctg (� 1).

Opga ve 31. Teken eengra�ek van de functie x 7! arcsinx + arccosx (x 2 [� 1; 1]).
Verklaar het saaiekarakter van dezegra�ek.

Opga ve 32. Teken eengra�ek van de functie x 7! arctg x + arctg
1
x

(x 2 R ; x 6= 0).
Verklaar het saaiekarakter van dezegra�ek.

Opga ve 33. Bepaal de inversevan de functie x 7! arctg ex (x 2 R)

Opga ve 34. Geef eenformule voor de inversevan de functie cosh: [0; 1 ) ! [1; 1 ).
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4 De complexe exp onenti •ele functie

We hebben de re•ele exponenti •ele functie gede�nieerd door tweegrondeigenschappen te eisen

(i) exp0 = exp,
(ii) exp(0) = 1.

Door inverteren werd vervolgens de logaritme gede�nieerd. Op dezelfdemanier gaan we te werk om
complexefuncties exp en log te construeren: laten we eenskijk en of we eenfunctie exp : C ! C kunnen
vinden die aan de eisen(i) en (ii) voldoet.
In het re•ele geval kwamen we uit op eenfunctie met de vermenigvuldigingseigenschap

(iii) exp(� + � ) = exp(� ) exp(� ):

Dat zal ook nu weer het geval blijk en te zijn.
Laten we voor het moment de `oude' exponenti •ele functie aanduiden met ex . We zijn op zoek naar een
nieuwe functie exp : C ! C met de grondeigenschappen (i) en (ii). Voor x 2 R vinden we natuurlijk
direct weer:

exp(x) = ex : (19)

Maar wat gebeurt er als het argument eenimaginair deel krijgt? Laten we eenseenx 2 R vast kiezenen
dan voor willekeurige y 2 R het re•ele en imaginaire deel eennaam geven:

exp(x + iy ) := f (y) + ig(y) : (20)

Vergelijking (19) levert dan: f (0) = ex en g(0) = 0. Door nu relatie (20) links en rechts te di�eren ti •eren
vinden we dat

f 0(y) + ig0(y) =
d
dy

exp(x + iy ) = i exp0(x + iy ) = i exp(x + iy ) = i (f (y) + ig(y)) = � g(y) + if (y) :

Hier hebben we de gewonedi�eren tiatieregels gebruikt, die voor complexwaardigefuncties net zo opgaan.
We concluderen dat f 0 = � g en g0 = f . Afgezien van de factor ex zijn dit precies de vergelijkingen
waardoor we de cosinus- en de sinusfunctie gede�nieerd hebben! Dus moet f (y) = ex cosy en g(y) =
ex siny. We hebben onzecomplexeexponenti •ele functie gevonden.

De�nitie.
exp(x + iy ) := ex (cosy + i siny)

y
ex

exp(x+iy)
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Stelling 8. Dezefunctie exp voldoet aan (i), (ii) en (iii).

Bewijs. Het bewijs van (i) stellen we uit tot Hoofdstuk 7. (ii) is duidelijk: e0(cos0 + i sin0) = 1.
Eigenschap (iii) volgt uit de wet van absolute waarde en argument:

exp(x + iy ) exp(s + it ) = ex (cosy + i siny)es(cost + i sint)

= ex + s�
cos(y + t) + i sin(y + t)

�

= exp
�
(x + s) + i (y + t)

�
:

Voortaan zullen we ez schrijv en voor exp(z), ook als z niet re•eel is, ook al is het verband met machtsver-
he�en nu wel erg vaag geworden. Raadselachtig is in het begin vooral het `ronddraaiende' karakter van
de exponenti •ele functie in de imaginaire richting:

ei' = cos' + i sin '

Zo brengt de vergelijking ei� = � 1 de drie bijzondere getallen e, i en � van de `hogerewiskunde' op
onverwachte wijze samen.

De complexe logaritme
Struikelblok bij het de�ni •erenvan eencomplexelogaritme, en daardoor ook bij complexemachten, is dat
de complexeexponenti •ele functie helemaalniet inverteerbaar is! De functie ez heeft immers periode 2� i :

ez+2 � ik = ez ; (k 2 Z) :

Als nu w = ez = ez+2 � i = ez+4 � i = : : :, welk getal moeten we dan logw noemen: z of z + 2� i of z + 4� i
of : : :? Hier moet iets afgesproken worden, en zo'n afspraak heeft onvermijdelijk iets willekeurigs: Van
alle kandidaten die in aanmerking komen om logw genoemd te worden, ligt er precies�e�en in de strook

S := f x + iy j � � < y � � g :

Dezenoemenwe: logw.

De�nitie. De functie log : Cnf 0g ! S is de inversevan de bijectie S ! Cnf 0g : z 7! ez .
Kortom, als w 6= 0, dan kunnen we w schrijv en als ex + iy = ex (cosy + i siny), met x + iy in de strook S,
dat wil zeggen:� � < y � � . Dit kunnen we doen door jwj = ex en argw = y te nemen. In dat geval is
x + iy de logaritme van w.
In formule:

logw = log jwj + i argw

W aarschuwing. Met de kunstmatige conventie dat het imaginaire deel van eenlogaritme, of eenargu-
ment, altijd tussen � � en � in moet liggen, omzeilenwe het niet-inverteerbaar zijn van de exponenti •ele
functie. Hiervoor betalen we eenprijs: niet voor alle complexegetallen v en w geldt

log(vw) = logv + logw :

Linker- en rechterlid kunnen gelijk zijn, maar ook eenverschil van � 2� i vertonen.
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Complexe wortels
Ook voor het bepalenvan de wortel uit eencomplex getal z is eenconventie nodig. Er zijn immers altijd
twee complexegetallen waarvan het kwadraat z is (tenzij z = 0). We spreken af dat we het getal nemen
waarvan het argument in het interval (� �

2 ; �
2 ] ligt. Anders gezegd:

p
z := exp 1

2 logz

Meer in het algemeende�ni •eren we
n
p

z := exp 1
n logz

Complexe machten
Dronken van het succesproberen we nu willekeurige complexemachten te de�ni •eren:

z� := exp(� logz) voor z 2 Cnf 0g; � 2 C !

Dit is echter eengevaarlijk e bezigheid. Door de in de de�nitie van de logaritme binnengeslopen willekeur
zijn bijna alle mooie eigenschappen van machten verloren gegaan. Zo gelden de volgendeformules niet
meer algemeen:

(uz) � = u� za en z�� = (z� )� :

Bijv oorbeeld:
�
(� 1) � (� 4)

� 1
2 6= (� 1)

1
2 (� 4)

1
2

i (4 � 1
2 ) 6= (i 4)

1
2 :

Lineaire di�eren tiaalv ergelijkingen
Een di�er entiaalvergelijking is een vergelijking waarin de onbekende een functie voorstelt, en waarin
haar afgeleideof een afgeleidevan hogere orde v�o�orkomt. (De afgeleide f 0 van een functie f heet de
afgeleidevan eersteorde, f 00de afgeleidevan tweedeorde, etcetera.) Een functie is eenoplossingvan zo'n
di�eren tiaalvergelijking als het invullen van die hele functie de vergelijking waar maakt. Zo is de functie
exp eenoplossingvan de di�eren tiaalvergelijking f 0 = f .

Exp onenti •ele gro ei of verv al. Deze treedt op in situaties waar de toe- of afname van eengrootheid
evenredig is met de waarde van die grootheid zelf. Voorbeelden:

- de toenamevan eenongeremdgroeiendebacteriekolonie,
- de toenamevan kapitaal onder eenvast rentepercentage,
- de afnamevan de radioactiviteit van eenhoeveelheidmateriaal onder radioactief verval.

Dit exponenti •ele verloop wordt beschreven door de di�eren tiaalvergelijking

f 0(t) = �f (t) :

Het is niet moeilijk hier een oplossing voor te vinden door een beetje aan de exponenti •ele functie te
morrelen:

f (t) = exp(�t ) = e�t :

Dit is niet de enigeoplossing: ook de functie

f (t) = c � e�t

voldoet. Meer zijn er niet. (Zie het bewijs van Bewering 5 in Hoofdstuk 3.)
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Voorb eeld 3. Atomen van stof A vallen spontaan uiteen. Ieder atoom heeft per tijdseenheid dezelfde
kans om uit elkaar te vallen. Het aantal dat het dan doet is evenredig met het totaal aantal dat er is,

laten we zeggenA0(t) = �
1

100
A(t). Bereken de halfwaardetijd T .

Oplossing. Uit de di�eren tiaalvergelijking volgt A(t) = A(0)e� 1
100 t .

Dus uit A(T) =
1
2

A(0) volgt T = 100log2.

Gedempte trillingen.

Laten we nu eenskijk en naar de lineaire di�eren tiaalvergelijking van tweedeorde

f 00(t) + 
 f 0(t) + �f (t) = 0

met complexeconstanten � en 
 . Omdat rechts een0 staat, wordt ze homogeen genoemd.
Als � en 
 beidepositief zijn, is dit de bewegingsvergelijking voor eenvoorwerp met massa1 dat door een
veer met veerconstante � naar zijn nulpositie wordt getrokken, en waarvan de beweging gedempt wordt
met een`dempingsco•e�ci •ent' 
 .

We proberen eerst weer eenseenfunctie van het type f (t) = e�t . Zo'n functie is inderdaad eenoplossing
van onzedi�eren tiaalvergelijking als

� 2e�t + 
 �e �t + �e �t = 0 ;

dus als � voldoet aan de vierkantsvergelijking

� 2 + 
 � + � = 0 :

In het algemeenzijn er voor � tweeoplossingen(met som � 
 ),

� � := 1
2

�
� 
 �

p

 2 � 4�

�
:

Aan de di�eren tiaalvergelijking voldoen niet alleen de functies e� + t en e� � t , maar ook alle lineaire com-
binaties

f (t) = Ae� � t + B e� + t

Bew ering. Als 
 2 6= 4� , dan zijn dit alle oplossingen.Als 
 2 = 4� , dan is de meestalgemeneoplossing

f (t) = (At + B )e� 1
2 
 t

Bewijs. We passenweer de methode toe uit het bewijs van Bewering 5 in Hoofdstuk 3: stel dat f (t) =
e� + t g(t) aan de di�eren tiaalvergelijking voldoet. Dan geldt:

g00(t) + (� + � � � )g0(t) = 0 : (Reken na!)

Als nu 
 2 6= 4� , dan is � + 6= � � , zodat

g0(t) = Ce( � � � � + ) t ; en dus g(t) = Ae( � � � � + ) t + B :

Hieruit volgt dat

f (t) = g(t)e� + t = Ae� � t + B e� + t :

Anderzijds, als 
 2 = 4� , dan moet g voldoen aan g00(t) = 0, zodat g(t) = At + B .
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Re•ele oplossingen.

Laten we even apart kijk en naar het geval dat �; 
 � 0, en alleen letten op re•ele f . Dit is de fysische
situatie van eengedemptetrilling.
We onderscheiden drie gevallen:

> Superkritische demping: Als 
 2 > 4� , dan zijn � + en � � beide re•eel, en we vinden alle re•ele
oplossingenf door A en B re•eel te kiezen.

= Kritisc he demping: Als 
 2 = 4� , dan vinden we alle re•eleoplossingenf door A en B re•eel te kiezen.

< Subkritische demping: Als 
 2 < 4� , dan is

� � = � 1
2 
 � i! ;

waarbij ! := 1
2

p
4� � 
 2. In dat geval is f alleen re•eel als B = A. We kunnen de oplossingdan

schrijv en als
f (t) = e� 1

2 
 t � C cos! t + D sin ! t) ;

waarbij C = A + B = 2ReA en D = i (A � B ) = � 2Im A.

Voorb eelden.

1. De oplossingvan f 00(t) + 5f 0(t) + 6f (t) = 0 is f (t) = C1e� 2t + C2e� 3t .

2. De oplossingvan f 00(t) + 4f 0(t) + 5f (t) = 0 is f (t) = C1e� 2t sin t + C2e� 2t cost.

3. De oplossingvan f 00(t) + 4f 0(t) + 4f (t) = 0 is f (t) = C1te� 2t + C2e� 2t .
Door extra voorwaarden voor de oplossingkunnen C1 en C2 vast liggen. In het laatste voorbeeld: als
voldaan moet zijn aan f (0) = f 0(0) = 1, dan moeten C1 en C2 voldoen aan 1 = C2 en 1 = C1 � 2C2. De
oplossingis dan f (t) = 3te� 2t + e� 2t = (3t + 1)e� 2t .

Voorb eeld 4. Zoek de oplossingvan f 00(t) + 9f (t) = 0 die voldoet aan f (0) = 5 en f 0(0) = 3.

Oplossing. Dit is het geval zonder demping. De algemeneoplossing is f (t) = C cos3t + D sin3t .
Invulling van de `randvoorwaarden' leidt tot C = 5 en D = 1, en dus f (t) = 5cos3t + sin3t.
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Oplossingvan f 00+ 
 f 0+ 5f = 0 voor 
 = 2; 2
p

5 en 6 met beginconditiesf (0) = 1 en f 0(0) = � 1
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Opgaven bij Hoofdstuk 4

Opga ve 35. Schrijf de volgendecomplexegetallen in de vorm a + ib.

(a)
p

i ;

(b) 3
p

� 1 ;

(c) ( 3
p

i )5 ;

(d)
3
p

i 5;

(e) e� � i= 2 ;

(f ) log(1 + i ) ;

(g) log
2 + i
2 � i

.

Opga ve 36. Bepaal alle functies f die voldoen aan:

(a) f 00(t) = 3f (t) + 2f 0(t)

(b) f 00(t) = 2f 0(t)

(c) f 00(t) = � 4f (t) + 2f 0(t)

Opga ve 37.

(a) Zij ! een vast re•eel getal. Voor welke (complexe) waarde van A is de functie t 7! Aei! t een
oplossingvan de di�eren tiaalvergelijking f 00(t) + 2f 0(t) + 5f (t) = ei! t ?

(b) Noem de in (a) gevonden waarde: A(! ). Voor welke waarde van ! is jA(! )j2 maximaal?

(Dit wordt de resonantiefrequentie van de gedempteharmonisch oscillator met parameters 2 en 5
genoemd. jA(! )j2 is de resonantie-intensiteit bij frequentie ! .)
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5 Veeltermfuncties

De eenvoudigste functies zijn veeltermfuncties. Dit zijn de functies die je kunt berekenenmet alleen de
operaties + en � .

De�nitie. Een veeltermfunctie p : R ! R of p : C ! C van de graad n is eenfunctie die er z�o uitziet:

p(z) = a0 + a1z + a2z2 + a3z3 + � � � + an zn ; (an 6= 0): (21)

Hierbij zijn a0; a1; a2; : : : ; an re•elerespectievelijk complexeconstanten. Een veeltermfunctie van de graad
0 is eenconstante functie, niet gelijk aan 0. Een veelterm van de graad 1 is eenlineaire functie z 7! az+ b,
een veeltermfunctie van de graad 2 een kwadratische functie z 7! az2 + bz+ c, etcetera. De nulfunctie
heeft geengraad, of als je wilt graad �1 .

De hoofdstelling van de algebra

Het belangrijkste wat je moet weten over veeltermenis hoe je ze door het bepalenvan hun nulpunten in
factoren kunt ontbinden. We beginnenmet eenvoorbeeld.

Voorb eeld 5. Zoek de nulpunten van de kwadratische veelterm z2 � 8z + 25.

Oplossing.
z2 � 8z + 25 = 0 ( ) z2 � 8z + 16 = � 9

( ) (z � 4)2 = � 9

( ) z � 4 = � 3i

( ) z = 4 � 3i:

Als eenveelterm p eennulpunt � heeft, (d.w.z. als p(� ) = 0), dan kun je eenfactor z � � uitdelen, en zo
de graad van je veelterm verlagen. Dit is de eerstestelling van dit hoofdstuk.
In het voorbeeld kunnen we dit tweemaaldoen, en krijgen we de ontbinding in factoren:

z2 � 8z + 25 =
�
z � (4 + 3i )

� �
z � (4 � 3i )

�
:

(Reken na dat dit inderdaad klopt.)

Nu is het mooie van het lichaam C van de complexe getallen, dat hierin elke veelterm van graad � 1
minstens �e�en nulpunt heeft. Dit resultaat, dat we al aangekondigd hebben in de aanhef van Hoofdstuk
2, vormt de tweedestelling van dit Hoofdstuk.

Door de beide bovengenoemdestellingen te combineren komen we tot de Hoofdstelling van de Algebra,
die zegt dat je elke complexeveelterm helemaal in factoren van het type z � � kunt ontbinden.

Daar gaat-ie!

De�nitie. Zij p eenveeltermfunctie van de graad n � 1. We zeggendat p deelbaar is door z � � als er
eenandereveelterm q bestaat (van de graad n � 1) z�o dat voor alle z geldt:

p(z) = (z � � )q(z) :

Stelling 9. Als � 2 C eennulpunt is van eenveeltermfunctie p, dan is p deelbaardoor z � � .
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Bewijs. Eerst merken we op dat voor k � 1 de veelterm zk � � k deelbaar is door z � � . Immers:

zk � � k = (z � � )
�
zk � 1 + �z k � 2 + � 2zk � 3 + : : : + � k � 2z + � k � 1�

: (22)

Zij nu p(z) = a0 + a1z + a2z2 + : : : + an zn , en neemaan dat p(� ) = 0. Dan geldt voor alle z (bedenkdat
z0 = � 0 = 1):

p(z) = p(z) � p(� ) =
nX

k=0

ak (zk � � k ) =
nX

k=1

ak (zk � � k ) :

Omdat zk � � k voor k � 1 deelbaar is door z � � , is p het ook.

Voorb eeld 6. Ontbind de volgendeveelterm in factoren:

p(z) = z3 � 4z2 + 9z � 10 :

Oplossing. Een derdegraadsveeltermfunctie met re•ele co•e�ci •enten moet minstens �e�en re•eel nulpunt
hebben. Met eenbeetje zoeken (p(0) = � 10 < 0, p(1) = � 4 < 0, p(3) = 8 > 0, aha! p(2) = 0) vinden we
zo'n nulpunt: 2. Dus moet p deelbaarzijn door z � 2. Door uitdelen vinden we dat

p(z) = (z � 2)(z2 � 2z + 5) :

Maar voor die kwadratisch veelterm hebben we eenmethode:

z2 � 2z + 5 = (z � 1)2 + 4 = (z � 1 + 2i )(z � 1 � 2i ) :

Dus
p(z) = (z � 2)(z � 1 + 2i )(z � 1 � 2i ) :

Stelling 10. Elke veelterm van graad � 1 heeft in C minstens �e�en nulpunt.

Men zegt ook wel: de complexe getallen zijn algebra•�sch volledig. Met de invoering van de complexe
getallen hebben we in �e�en klap eensoort eindstadium bereikt: om veeltermvergelijkingen op te kunnen
lossenhoeven we onze getallen niet verder meer uit te breiden. Deze algebra•�sche volledigheid van de
complexegetallen is eendiepzinnige stelling uit de Analyse. Er zijn honderden jaren verlopen vanaf de
eerstenotie van complexegetallen bij Cardano tot het eerstebewijs van dezestelling door Gauss. Het
bewijs vind je in boeken over complexefunctietheorie. (Zie bijvoorbeeld [Kor] of [Rud2].)

Als gevolg van de voorgaandestellingen 9 en 10 weten we nu dat elke veeltermfunctie p met complexe
co•e�ci •enten zo in factoren kan worden ontbonden:

Stelling 11: Ho ofdstelling van de Algebra. Zij p eencomplexeveelterm van de graad n � 1. Dan
bestaaner complexegetallen c; � 1; � 2; � � � ; � n z�o dat

p(z) = c(z � � 1)(z � � 2)(z � � 3) � � � (z � � n ):

Bewijs. Op grond van Stelling 10 heeft p een nulpunt, zeg � 1. Op grond van Stelling 9 kunnen we p
delen door z � � 1. Het quoti•ent is eenveelterm | zegp1 | van de graad n � 1. Als n � 1 = 0, dan is
dezeconstant, en zijn we klaar. Als n � 1 � 1, dan heeft ook p1 weer eennulpunt, zeg � 2. Deel z � � 2

uit: p2(z) := p1(z)=(z � � 2). Etcetera. De procedurestopt na n stappen; dan stuiten we op eenveelterm
van de graad 0, eenconstante, die we c noemen. (Ga na dat feitelijk c = an .)

Het is niet zo moeilijk in te zien dat p maar op �e�en manier in factoren van de vorm z � � kan worden
ontbonden, afgezienvan de volgorde van dezefactoren.
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Gev olg. Een veelterm van de graad n kan nooit m�e�er dan n nulpunten hebben. W�el minder: het is
mogelijk dat sommigevan de getallen in het rijtje � 1; � 2; : : : ; � n samenvallen. Het aantal keren dat een
nulpunt in dit rijtje v�o�orkomt wordt zijn multipliciteit genoemd. De som van de multipliciteiten van alle
nulpunten is n.

W aarschuwing. Dat de nulpunten er zijn betekent nog niet dat je ze kunt vinden! Expliciete formules
voor de nulpunten van willekeurige veeltermen in termen van wortelfuncties bestaan alleen voor n � 4.
Numerieke benaderingenzijn natuurlijk w�el mogelijk.

Toepassing 2. Ontbind de volgendeveelterm in factoren: z8 � 16.

Oplossing. We zoeken eerst de nulpunten van z8 � 16. Als z8 = 16, dan is jzj =
p

2 en mogen we
schrijv en: z =

p
2ei' . Volgensde regel van De Moivre wordt onzevergelijking

16e8i' = 16 ( ) 8' = 2� k; (k 2 Z) ( ) ' = 0;
�
4

;
�
2

;
3�
4

; � ;
5�
4

;
3�
2

;
7�
4

(mod 2� ) :

Dus de nulpunten zijn p
2; 1 + i; i

p
2; � 1 + i; �

p
2; � 1 � i; � i

p
2; 1 � i ;

en de ontbinding is

z8 � 16 = (z �
p

2)(z � 1 � i )(z � i
p

2)(z + 1 � i )(z +
p

2)(z + 1 + i )(z + i
p

2)(z � 1 + i ) :

Maar het kan natuurlijk ook z�o:

z8 � 16 = (z4 � 4)(z4 + 4) = (z2 � 2)(z2 + 2)(z2 � 2i )(z2 + 2i )

= (z �
p

2)(z +
p

2)(z � i
p

2)(z + i
p

2)(z � (1 + i ))( z + (1 + i ))( z � (� 1 + i ))( z + (� 1 + i )) :

Re•ele veeltermfuncties
Als de co•e�ci •enten van een veelterm p re•eel zijn, dan is voor alle z 2 C: p(z) = p(z), en volgensde
Hoofdstelling van de Algebra moet dus voor de ontbinding in factoren gelden

(z � � 1)(z � � 2)(z � � 3) � � � (z � � n ) = p(z)=c= p(z)=c= (z � � 1)(z � � 2)(z � � 3) � � � (z � � n )

= (z � � 1)(z � � 2)(z � � 3) � � � (z � � n ) :

Hieruit volgt:

Lemma 12. Als � eennulpunt is van eenveelterm p met re•ele co•e�ci •enten, dan is � ook eennulpunt
van p, met dezelfdemultipliciteit.

Gev olg 13. Als n oneven is, moet minstens �e�en van de nulpunten op de re•ele as liggen.

Dit wisten we natuurlijk al, maar nu zien we het nog eensop eenanderemanier.
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Opgaven bij Hoofdstuk 5

Opga ve 38. Los de volgendevierdegraadsvergelijking op in de complexegetallen:

z4 � 4z3 + 6z2 � 4z = 0 :

Opga ve 39. Ontbind de volgendeveelterm in factoren:

z6 + 1:

Opga ve 40. Zoek re•ele constanten a en b, z�o dat

1
1 + x2 =

a
1 + ix

+
b

1 � ix
:

Opga ve 41. Door bovenstaandevergelijking links en rechts te primitiv eren krijg je een verband tussen de
re•elefunctie arctg en de complexelogaritme. Schrijf dit op. Kun je dit verband ook meetkundig
begrijpen?

Opga ve 42. Bepaal de som van de oplossingenvan de vergelijking

z5 + 13z4 = 11z + 87 :

Aanwijzing: Dezevergelijking heeft vijf verschillende oplossingen;gebruik de Hoofdstelling.
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6 Rijen en reeksen

In veel situaties krijg je te maken met oneindig voortlop ende rijen van re•ele of complexegetallen. We
geven eenpaar voorbeelden:

(a) 1, 1
2 , 1

3 , 1
4 , 1

5 , 1
6 , : : :

(b) 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, : : :

(c) 1, i , � 1, � i , 1, i , � 1, � i , : : :

(d) 1
10 , 14

100 , 142
1000 , 1428

10000 , 14285
100000 , 142857

1000000 , : : :

(e) 1, 5
6 , 25

36 , 125
216 , 625

1296 , : : :

(f ) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 54, 85, : : :

De notatie met :̀ : :' suggereertdat het gegeven beginstuk de hele rij vastlegt. Dat is natuurlijk niet zo.
Maar wel kun je in de gevallen a, b, c, en e eenformuletje gokken voor de n-de term, waarmeeje zelf de
rij kunt voortzetten. Ook in de gevallen (d) en (f ) springt een regelmaat in het oog, al is een formule
voor de n-de term aanzienlijk meer werk. Daarnaast bestaan er natuurlijk nog heel veel rijen zonder
regelmaat.

Convergentie
Vaak is het nuttig van eenrij te weten hoe zijn `staart' zich gedraagt. Groeiende termen onbeperkt aan?
Blijv en ze in eenbepaald gebiedop en neer springen? Of komende termen erg dicht in de buurt van een
bepaaldeconstante? M.a.w.: heeft de rij een`limiet' ?

We gaan nu speciaal op de laatste vraag in. We zullen er eenheel preciezeinterpretatie van maken.
Stel we hebben eenrij getallen

a0; a1; a2; a3; a4; a5; a6; : : :

Onder eenstaart van dezerij verstaan we eenrij van de vorm

aN ; aN +1 ; aN +2 ; aN +3 ; aN +4 ; : : :

Zo'n staart wordt uit de oorspronkelijke rij verkregendoor de eersteN termen te schrappen.
Stel nu, iemand legt ons eengetal l voor en vraagt:

Is er eenstaart van de rij te vinden waarin alle termen dicht bij l liggen?

Het antwoord zal er wel van afhangen,wat hij bedoelt met `dicht bij l '. Nemen we de rij (c) hierboven,
en l = 1, dan is het antwoord bevestigend als `dicht bij l ' betekent: `binnen een cirkel met straal 100',
maar ontkennendals het betekent `binnen eencirkel met straal 1

2 '.
We zullen zeggendat de rij a0; a1; a2; a3; : : : naar l convergeert als het antwoord op de vraag `ja' is voor
elke interpretatie van het begrip `dicht bij'.
Anders geformuleerd: Als ik beweer dat de rij naar l convergeert, dan daag ik de hele wereld uit: `Zeg
mij maar wat je met `dicht bij l ' bedoelt; Dan zal ik eenstaart aanwijzen die louter bestaat uit getallen
dicht bij l .' Iemand die op de uitdaging in wil gaan zegt bijvoorbeeld dat `dicht bij l ' moet betekenen:
`minder dan 1

1000 van l af'. Ik heb me verplicht, dan een rangtelnummer N aan te wijzen, z�o dat de
getallen aN ; aN +1 ; aN +2 ; aN +3 ; � � � allemaal in het schijfje (in het complexe vlak) met middelpunt l en
straal 1

1000 liggen. Maar ik heb de verplichting aangegaanzonder te weten dat men met het getal 1
1000

aan zou komen; ik was ook voorbereid op 1
12345 , 10� 12 of 16. Kortom: als " z�o maar een positief getal
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is, dan kan er iemand komen die `dicht bij l ' uitlegt als `minder dan " van l af'; en dan moet ik hem van
repliek kunnen dienen door eengeschikte N te noemen.
Zo komen we tot de volgendeformele de�nitie.

De�nitie. De rij a1; a2; a3; : : : convergeert naar het getal l als het volgendegeldt:

Voor elk positief getal " dat men ons voorlegt kunnen we eenstaart van de rij
vinden waarvan de termen allemaal in het schijfje f z 2 C j jz � l j < "g liggen.

Compact geformuleerd: De uitdrukking
lim

n !1
an = l

betekent

Voor alle " > 0 is er eenA 2 R z�o dat voor alle n > A: jan � l j < " .

Dezede�nitie van het limietb egrip gaat over eencomplexerij. Maar omdat de re•ele getallen op eenlijn
in het complexevlak liggen, kan zij ongewijzigd op eenrij re•elegetallen worden toegepast.Wie geenzin
heeft om aan complexegetallen te denken, mag het schijfje f z 2 C j jz � l j < " g in de eerstede�nitie
vervangendoor het interval (l � "; l + " ). De tweedede�nitie (met \ jan � l j < " ") verandert niet.

Tot slot:

Een rij die ergensnaar convergeert heet convergent.
Een rij die niet ergensnaar convergeert heet divergent.

Calculus is eendeel van de analyse,en de grondslag van de analyse is het limietb egrip. Dit is voor het
eerst preciesvastgelegddoor A. Cauchy.

A. Cauchy (1789{1857)

Toepassing op de voorb eelden (a){(f ).

(a) Ik beweer dat de rij 1; 1
2 ; 1

3 ; 1
4 ; 1

5 ; : : : naar 0 convergeert. M.a.w.: ik durf te wedden: als je me een
positief getal " noemt, dan kan ik daar een N bij maken z�o dat de getallen 1

N ; 1
N +1 ; 1

N +2 ; 1
N +3 ; : : :

minder dan " van 0 af liggen. Waar haal ik de moed vandaan?
Wel, ik heb eenrecept:

NeemA :=
1
"

;
�

N := de afronding van A naar boven.
�

Als je nu met je " aankomt, en ik maak mijn A volgensmijn recept, dan geldt voor alle n met n � A
(dus vanaf n = N ) dat 0 < 1

n < 1
A = " . Dus 1

n 2 (� "; " ). En dat is wat ik wilde.
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(b) Dit is eendivergente rij. Geenenkelestaart ervan past in eencirkelschijf, hoe groot dezeook gekozen
wordt.

(c) Ook deze rij divergeert. Immers, als ik beweer dat de rij convergeert en iemand geeft mij een "
kleiner dan 1, dan kom ik in moeilijkheden, want elke staart bevat steedsweerde punten 1, i , � 1 en
� i . Dezepunten passenin geenenkele schijf met straal kleiner dan 1.

(d) Dezerij convergeertnaar 1
7 , tevenshet supremum van de rij. (Zie Hoofdstuk 1.) Voor stijgende rijen

zijn de limiet en het supremum hetzelfde.

Limiet en suprem um

We formuleren dit laatste nu iets preciezer. Eerst iets over het stijgen en dalen van rijen.

Het wiskundig gebruik van de woorden `stijgend' en `dalend' voor rijen is, net als voor functies in Hoof-
dstuk 3 eenbeetje ongewoon:

De�nitie. We noemeneenrij a0; a1; a2; : : :

stijgend als an +1 � an voor alle n 2 N; en strikt stijgend als an +1 > an voor alle n 2 N;

dalendals an +1 � an voor alle n 2 N; en strikt dalendals an +1 < an voor alle n 2 N.

Lemma 14. Elke stijgende begrensderij convergeert naar zijn supremum.

Elke dalendebegrensderij convergeert naar zijn in�m um.

Bewijs. Het is voldoende, alleen de eerstebewering te bewijzen. Zij a0 � a1 � a2 � : : :, en zij s het
supremum. Geef mij maar een" > 0. Omdat s de kleinste bovengrensis, is s � " geenbovengrens.Dus
is er eenterm in de rij, zegaN , dat groter is dan s � " . En omdat de rij stijgend is, en s eenbovengrens,
geldt voor alle n � N :

s � " < aN � an � s < s + " :

Terug naar de voorbeeldrijen.

(e) Dezerij heeft als formule en =
�

5
6

� n
: Hij is convergent.

Voor het bewijs hiervan hebben we hulp nodig:

Lemma 15: De ongelijkheid van Bernoulli. Laat x eenre•eelgetal zijn met x > � 1. Dan geldt voor
alle n 2 N:

(1 + x)n � 1 + nx :

Bewijs. Er geldt

(1 + x)0 = 1 = 1 + 0 � x

(1 + x)1 = 1 + x = 1 + 1 � x

(1 + x)2 = 1 + 2x + x2 � 1 + 2x

(1 + x)3 = (1 + x)2(1 + x) � (1 + 2x)(1 + x) = 1 + 3x + 2x2 � 1 + 3x

(1 + x)4 = (1 + x)3(1 + x) � (1 + 3x)(1 + x) = 1 + 4x + 3x2 � 1 + 4x

...
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Bew ering. lim
n !1

�
5
6

� n

= 0:

Bewijs. Geefmij maar een" > 0. Ik kies: A := 5=". Dan geldt voor alle n 2 N, vanwegede ongelijkheid
van Bernoulli :

n > A =)
�

6
5

� n

=
�

1 +
1
5

� n

� 1 +
n
5

> 1
5 A =

1
"

:

Dus �
5
6

� n

< ":

Wiskundigen hebben de irritan te gewoonte, alleen eenbewering en eenbewijs te geven. Ze vertellen er
meestal niet bij, langs welke dwaalwegenze op dat bewijs gekomen zijn. Ook in dit bewijs komt het
recept voor A uit de lucht vallen. Het is eigenlijk op eenkladpapiertje uitgerekend:

Ik wil:
�

5
6

� n

< " .

Wordt 6n veel groter dan 5n ? Ofwel: wordt
�

6
5

� n
heel groot?

Er komt natuurlijk wel steeds minstens 1
5 bij.

Wie zei dat ook weer? Oja, Bernoulli!
( 6

5 )n = (1 + 1
5 )n > 1 + n

5 : Ik ben klaar als

1 +
n
5

>
1
"

Ook al goed:
n
5

>
1
"

:

Dat wil zeggen:

n >
5
":

Dit is mijn A.

Krijg dezetruc onder de knie en verbaasje vrienden!

`Oneindige' limieten
Zij a1; a2; a3; : : : eenrij van re•ele getallen. We de�ni •eren dan:

lim
n !1

an = 1 := bij ieder getal B kan ik eengetal A bepalen

z�o dat geldt: n > A =) an > B

lim
n !1

an = �1 := bij ieder getal B kan ik eengetal A bepalen

z�o dat geldt: n > A =) an < B
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Standaard-limieten
Dezekun je bewijzen uit de de�nitie van `limiet'.

(a) lim
n !1

1
nc = 0 als c > 0 bijvoorbeeld lim

n !1

1
3
p

n
= 0

(b) lim
n !1

n
p

c = 1 als c > 0 bijvoorbeeld lim
n !1

n
p

7 = 1

(c) lim
n !1

n
p

n = 1

(d) lim
n !1

zn = 0 als jzj < 1 bijvoorbeeld lim
n !1

�
5
6

� n

= 0

(e) lim
n !1

�
1 +

x
n

� n

= ex als x 2 R bijvoorbeeld lim
n !1

�
1 +

7
n

� n

= e7

(f ) lim
n !1

logn
nc = 0 als c > 0 bijvoorbeeld lim

n !1

logn
3
p

n
= 0

(g) lim
n !1

nc

dn = 0 als c > 0 en d > 1 bijvoorbeeld lim
n !1

n100

en = 0

(h) lim
n !1

zn

n!
= 0 voor alle z 2 C bijvoorbeeld lim

n !1

10n

n!
= 0

Rekenregels voor limieten
Met de standaard-limieten als bouwstenen kun je vele andere limieten berekenen. Hierbij kun je de
volgenderegelsgebruiken.
(1) Als lim

n !1
an = a en lim

n !1
bn = b, dan is lim

n !1
(an + bn ) = a + b:

(2) Als lim
n !1

an = a en lim
n !1

bn = b, dan is lim
n !1

an � bn = a � b:

(3) Als lim
n !1

an = a en c 2 C, dan is lim
n !1

c � an = c � a:

(4) Als lim
n !1

an = a en lim
n !1

bn = b en b 6= 0, dan is lim
n !1

an

bn
=

a
b

:

(5) Als lim
n !1

an = a en c > 0, dan is lim
n !1

can = ca :

(6) Als lim
n !1

an = a en a; c > 0, dan is lim
n !1

ac
n = ac:

Bewijzen
Bij wijze van voorbeeldbewijzenwehieronderenkelevan bovenstaandestandaard-limieten enrekenregels.

(b) lim
n !1

n
p

c = 1. als c > 0.

Bewijs. Het is voldoendeom dit aan te tonen voor c � 1, want het geval 0 < c � 1 volgt daaruit.
Daar gaat-ie. Kies " > 0. Laat A := c

" . Dan is volgensBernoulli voor alle n > A:

(1 + ")n � 1 + n" > n" > A" = c:

Dus n
p

c < 1 + " . Omdat ook n
p

c � 1 is �
� n
p

c � 1
�
� < ":

Bij voorbeeld (e) hebben we nog wat extra hulp nodig:
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Stelling 16. Insluitstelling voor re•ele rijen. Als van drie re•ele rijen a0; a1; a2; : : :, b0; b1; b2; : : :, en
c1; c2; : : : gegeven is dat voor alle n geldt: an � bn � cn , terwijl

lim
n !1

an = lim
n !1

cn = l ;

dan convergeert ook de rij b0; b1; b2; : : : naar l .

Bewijs. Geef mij een " > 0. Omdat lim
n !1

an = l , bestaat er een A 2 N z�o dat voor alle n � A:

an 2 (l � "; l + " ). Omdat lim
n !1

cn = l , bestaat er eenC 2 N z�o dat voor alle n � C: cn 2 (l � "; l + " ).
Ik de�nieer nu B als het grootste van de tweegetallen A en C. Dan geldt voor alle n � B automatisch:
n � A �en n � C. En dus geldt

l � " < an � bn � cn < l + ":

Dus ook bn 2 (l � "; l + " ).

(c) lim
n !1

n
p

n = 1.

Bewijs. Geef maar een" > 0. Ik kies A :=
�

2
"

� 2

. Dan geldt voor alle n > A, vanwegeBernoulli:

(1 + ")
n
2 > 1 + n

"
2

>
p

n �
�

"
p

n
2

�
>

p
n = n

1
2 :

Dus is (1 + ")n > n en 1 + " > n
p

n. Natuurlijk is ook n
p

n > 1, zodat we bereikt hebben:

�
� n
p

n � 1
�
� < " :

Opgaafje 43. Natuurlijk is in dit bewijs A eerst op eenkladpapiertje uitgerekend. Probeer dezebere-
kening te reconstrueren!

(e) lim
n !1

�
1 +

x
n

� n
= ex .

Bewijs. Omdat ex = exp(x=n)n , vinden we uit de eigenschappen (2) en (3) van de exponenti •ele functie
heel snel (vergelijk ook Toepassing1 in Hoofdstuk 3) dat voor n > x:

�
1 +

x
n

� n
� ex �

�
1 �

x
n

� � n
:

Noem nu het linkerlid: an en het rechterlid: bn . Dan is

an

bn
=

�
1 +

x
n

� n �
1 �

x
n

� n
=

�
1 �

x2

n2

� n

:

Hieruit volgt, alweer met Bernoulli dat voor n > x:

an

bn
� 1 �

x2

n
:

Omdat bovendien an =bn < 1, zien we dat lim n !1 (an =bn ) = 1 (insluitstelling). Bovendien is

0 � ex � an = ex
�

1 �
an

ex

�
� ex

�
1 �

an

bn

�
:

Uit de insluitstelling volgt nu dat lim n !1 an = ex .

{ 41 {



Toepassing 3. Zij x een positief re•eel getal. Geef een benaderingsprocedure voor
p

x die uitsluitend
gebaseerdis op de bewerkingen optellen en delen.

Oplossing. Maak eenrij a0; a1; a2; : : : als volgt:

a0 := 1 en an +1 :=
1
2

�
an +

x
an

�
; (n 2 N): (23)

Dan is: lim
n !1

an =
p

x. (Dit is feitelijk wat je rekenmachientje doet als je op de wortelknop drukt.)

Het idee is dit: als an groter is dan
p

x, dan is x=an juist kleiner, en omgekeerd. Dus zal an +1 , het
gemiddeldevan de twee,wel eenbetere benaderingvan

p
x zijn dan an .

Dat het inderdaad werkt kun je z�o aantonen: Voor alle n 2 N geldt:

an +1 �
p

x =
1
2

�
an +

x
an

�
�

p
x =

1
2an

�
a2

n � 2an
p

x + x
�

=
1

2an

�
an �

p
x

� 2
:

Hieruit volgt dat de afwijking an �
p

x positief is voor alle n � 1. Noem dezeafwijking vn . Dan volgt
uit bovenstaandeberekening dat voor n � 1:

vn +1 =
1
2

vn

an
� vn <

1
2

vn :

Dus de afwijking wordt bij elke stap met meer dan eenfactor 2 verkleind. Hieruit volgt dat voor n � 1:

0 � vn <
�

1
2

� n � 1

v1:

en dus (insluitstelling) lim
n !1

vn = 0, dat wil zeggen lim
n !1

an =
p

x.

Overigens: de benaderingsprocedure(23) voor
p

x is nog veel beter dan dit bewijs suggereert. Er geldt

nemelijk ook nog voor alle n � 1: vn +1 <
1

2
p

x
v2

n . Dus zogauw vn klein wordt, verdubb elt het aantal

correcte decimalen in an bij iederestap!

Opgaafje 44. Bedenkzelf eenrechtvaardiging van bovenstaandalgoritme voor worteltrekk enmet behulp
van de `webgra�ek'.

Reeksen
Lang voordat wiskundigen zich hadden bezig gehoudenmet rijen en hun convergentie, berekendemen al
oneindigesommen. Een paar voorbeelden: hoeveel is

(a) 1 + 1
3 + 1

9 + 1
27 + 1

81 + : : : ?
(b) 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + : : : ?
(c) 1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + 1
5 + 1

6 + 1
7 + : : : ?

(d) 1 � 1
2 + 1

2 � 1
3 + 1

3 � 1
4 + 1

4 � 1
5 + 1

5 � : : : ?
(e) 1 + 10+ 100

2 + 1000
6 + 10:000

24 + : : : ?

Een uitdrukking als a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + : : : heet eenreeks(Engels: \ series"). Het uitrekenenvan de
som heet het sommeren van de reeks.

{ 42 {



Convergentie van reeksen

De�nitie 17. We zeggendat de reeks

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + : : :

convergeert naar S (of som S heeft) als de rij van parti •ele sommen

a1 ; a1 + a2| {z } ; a1 + a2 + a3| {z } ; : : :

S1 ; S2 ; S3 ; : : :

limiet S heeft. In dat geval schrijv en we
1X

n =1

an = S:

Een reeksdie geensom heeft heet divergent.

Voorb eeld (a): De meetkundige reeks.

De reeks
1P

n =0

�
1
3

� n
uit voorbeeld (a) is eenmeetkundige reeks. We bewijzen nu eenbelangrijk resultaat

over sommenvan meetkundigereeksen.

Stelling. Zij z eencomplex getal met jzj < 1. Dan is

1X

k=0

zk =
1

1 � z
:

De uitk omst van voorbeeld (a) is dus
1P

n =0

�
1
3

� n
= 1

1� 1
3

= 3
2 .

Bewijs. In het bewijs van Stelling 9 in Hoofdstuk 5 hebben we al eensgeziendat voor z 6= 1:

1 + z + z2 + z3 + � � � + zn =
1 � zn +1

1 � z
:

Dus de som van de reeksis

lim
n !1

(1 + z + z2 + � � � + zn ) = lim
n !1

1 � zn +1

1 � z
=

1
1 � z

�
1 � lim

n !1
zn +1

�
=

1
1 � z

:

Immers zn +1 nadert tot 0 voor n ! 1 omdat jzj < 1. (Standaardlimiet (d).)

Voorb eeld (b): De reeks
1X

n =1

1.

Dezeis natuurlijk divergent: de parti •ele som Sn is gelijk aan n.

Voorb eeld (c): De reeks
1X

n =1

1
n

.

Ook in dit geval rijst de som elke grens te boven, zoals je inziet door de termen als volgt bij elkaar te
nemen:

1 +
1
2

+
�

1
3

+
1
4

�

| {z }
> 2� 1

4 = 1
2

+
�

1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8

�

| {z }
> 4� 1

8 = 1
2

+
�

1
9

+ � � � +
1
16

�

| {z }
> 8� 1

16 = 1
2

+ � � � : (24)
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Uit (24) zie je dat
S2k > 1

2 (k + 2):

Dus lim k !1 S2k = 1 .

Voorb eeld (d) en de reeks
1X

n =1

1
n(n + 1)

.

De reeks uit voorbeeld (d) is gemakkelijk te sommeren: je ziet direct dat er 1 uit komt. Ook met
onze de�nitie via parti •ele sommenhoudt dit resultaat stand, want steedsis Sn = 1 voor oneven n en
Sn = 1 � 2

n +2 voor even n (Ga na!).
Nu kunnen we uit de reeks (d) steedstwee termen bij elkaar pakken. We vinden dan een nieuwe reeks
met dezelfdesom:

1
2

+
1
6

+
1
12

+
1
20

+
1
30

+
1
42

+
1
56

+
1
72

+ � � � = 1: (25)

Anders geschreven:
1X

n =1

1
n(n + 1)

= 1: (250)

Vergelijking van reeksen

Stelling 18. Als b1 + b2 + b3 + � � � eenconvergente reeksis met positieve termen, terwijl jan j � bn voor
alle n, dan convergeert ook a1 + a2 + a3 + � � �. Bovendien is

ja1 + a2 + a3 + � � � j � b1 + b2 + b3 + � � � :

Bewijs. De stelling is geldig voor complexeaj , maar we geven alleen een bewijs voor het re•ele geval.
Laat B := b1+ b2+ b3+ : : :, en bekijk departi •elesommenAn := a1+ a2+ : : :+ an en Bn := b1+ b2+ : : :+ bn .
Dan is somrij A1 + B1; A2 + B2; A3 + B3; : : : positief en stijgend omdat aj + bj � 0, en naar boven begrensd
door 2B omdat aj + bj � 2bj . Dus ze convergeert, en wel naar eengetal L tussen0 en 2B . Maar dan is
ook de rij A1; A2; A3; : : : convergent:

1X

n =1

an = lim
n !1

An = lim
n !1

(An + Bn ) � lim
n !1

Bn = L � B 2 [� B ; B ] :

Toepassing 4. De reeks
1X

n =1

1
n2 convergeert.

Bewijs. Uit de ongelijkheid
1

(n + 1)2 <
1

n(n + 1)
en de uitk omst (250) hierboven volgt met Stelling 18

dat

0 <
1X

n =1

1
(n + 1)2 <

1X

n =1

1
n(n + 1)

= 1:

Tellen we overal 1 bij dan komt er

1 <
1X

n =1

1
n2 < 2:

Meer kunnen we er op het moment niet van zeggen. In het college over Fourier-theorie zal worden
berekend dat

1X

n =1

1
n2 =

� 2

6
= 1;644934: : : (26)
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Alternerende reeksen

Stelling 19. Als a0; a1; a2; a3; : : : eendalenderij is met limiet 0, dan convergeert de alternerendereeks

a0 � a1 + a2 � a3 + a4 � a5 + : : :

Bewijs. Laat An := a0 � a1 + a2 � a3 + a4 � : : : � an . Je ziet gemakkelijk in dat

A0 � A2 � A4 � : : : en A1 � A3 � A5 � : : : :

Bovendien zijn alle even parti •ele sommengroter dan (of gelijk aan) alle oneven parti •ele sommen, dus
beide rijen parti •ele sommenmoeten convergeren,zegnaar Seven en Sonev en . Maar voor alle n � 1 geldt
dat

0 � Seven � Sonev en � A2n � A2n � 1 = a2n :

Uit de insluitstelling volgt nu dat Seven = Sonev en .

Absolute convergentie
Als de reeksja1j + ja2 j + ja3j + � � � convergeert, dan convergeert ook a1 + a2 + a3 + � � �. Dit volgt direct
uit Stelling 18. In zo'n geval heet de reeksa1 + a2 + a3 + � � � absoluutconvergent.

Pas op!
Het omgekeerdeis niet altijd juist. Als je een(re•ele) reekshebt die wel convergeert, maar niet absoluut
convergeert,dan zit je in eengevaarlijk esituatie. Door devolgordevan de termen in dereekste veranderen
kun je er alles uitkrijgen wat je maar wilt!

Voorb eeld 7. Herschik de reeks(d) tot eenreeksmet som:

1 � log2 = 0; 30685: : : < 1 :

Oplossing. Ik neemvan de reeks(d) steeds�e�en positieve term en tweenegatieve termen. Zo komenalle
termen aan de beurt. Ik vind

�
1 �

1
2

�
1
3

�
+

�
1
2

�
1
4

�
1
5

�
+

�
1
3

�
1
6

�
1
7

�
+

�
1
4

�
1
8

�
1
9

�
+ � � �

=
�

1
2

�
1
3

�
+

�
1
4

�
1
5

�
+

�
1
6

�
1
7

�
+

�
1
8

�
1
9

�
+ � � �

=
1
6

+
1
20

+
1
42

+
1
72

+ � � �

Dit is de reeks(25), maar met alle termen met oneven rangnummer weggelaten! Er komt dus duidelijk
minder dan 1 uit. In Hoofdstuk 9 zullen we zien dat dit preciesde reeks is van 1 � log(1 + x) voor het
geval x = 1. Hij convergeert dus naar 1 � log2.

Geruststelling. De som van reeks (d) volgensDe�nitie 17 is en blijft 1. Als je de termen verwisselt,
veranderende parti •ele sommenin De�nitie 17, en daarmeemogelijkerwijs ook hun limiet. Je moet de
verwisseldereeksdus als eenanderereeksbeschouwen.
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Opgaven bij Hoofdstuk 6

Opga ve 45. Bewijs rechtstreeks uit de de�nitie dat lim
n !1

sinn
7
p

n
= 0

Opga ve 46. Bewijs rechtstreeks uit de de�nitie dat lim
n !1

logn
n

= 0

Opga ve 47. Bereken lim
n !1

n
p

coshn

Opga ve 48. Bereken lim
n !1

n
� n

p
3 � n

p
2
�

Opga ve 49. Bereken lim
n !1

� p
n2 + 1 � n

�

Opga ve 50. Bereken lim
n !1

n2

2n

Opga ve 51. Bereken lim
n !1

n
p

2n + 3n

Opga ve 52. Bereken lim
n !1

n
p

n2 + 7n + 31

Opga ve 53. Bereken lim
n !1

logn
23
p

n

Opga ve 54. Bereken lim
n !1

�
1 +

1
n + 1

� n

Opga ve 55. Bereken lim
n !1

n log
n � 1
n + 1

Opga ve 56. Bereken lim
n !1

n
p

13 + 23 + 33 + 43 + 53 + � � � + n3

Opga ve 57. Bewijs dat de rij
p

7 ;
q

2 +
p

7 ;

r

2 +
q

2 +
p

7 ;

s

2 +

r

2 +
q

2 +
p

7 ; : : : convergeert,

en bereken de limiet.

Opga ve 58. Bereken lim
n !1

e �
p

e � 3
p

e � 4
p

e � � � � � n
p

e
n

Opga ve 59. Bewijs dat de som
1X

k=1

1
(2k � 1)2 convergeert.
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Opga ve 60. Bereken de som
1X

k=1

1
(2k � 1)2 .

Hint: Gebruik dat
1X

n =1

1
n2 =

� 2

6
.

Opga ve 61. Bewijs dat lim
n !1

n
p

n! = 1 .

Opga ve 62. Bewijs dat de som
1X

k=1

1
2k � 1

divergeert.

Opga ve 63. Bereken
1X

n =1

1
n2 + 3n

Opga ve 64. Bewijs dat
1X

n =1

1
n2 � 5

convergent is

Opga ve 65. Ga na of
1X

n =1

�
n �

p
n2 � 1

�
convergeert

Opga ve 66. Ga na of
1X

n =1

sinn
n2 convergeert

Opga ve 67. Ga na of
1X

n =1

sin
1
n

convergeert

Opga ve 68. Ga na of
1X

n =1

�
1 � cos

1
n

�
convergeert

Opga ve 69. Ga na of
1X

n =1

�
sin

1
n

� sin
1

n + 1

�
convergeert

Opga ve 70. In elk van de punten 0; � 1; � 2; � 3; � 4; : : : van de getallenlijn ligt eenproton; in eenpunt x > 0
ligt een elektron. Is nu de totale elektrostatische aantrekkingskracht die de protonen op het
elektron uitoefeneneindig?
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7 Limieten en di�eren tiatie

Het limietb egrip dat we voor rijen in Hoofdstuk 6 hebben ge•�ntro duceerd moet nu een beetje worden
opgerekt. Kon de index n alleen maar naar 1 lopen, het argument van eenre•ele functie f : R ! R kan
tot elk re•eel getal a naderen. Bij elke keuzevan a kunnen we ons afvragen: wat doet f (x) als x tot a
nadert?
Zij D eengebiedin R of in C, bijvoorbeeldeeninterval of eenschijf. Zij f eenfunctie D ! C. We kiezen
eenpunt a op D of op de rand van D, en we vragen ons af wat het gedrag is van f vlakbij a. Het gaat
ons daarbij niet om de waarde van f in het punt a zelf. (Misschien ligt a niet eensin het domein D !)

De�nitie. We zeggendat f (x) convergeert naar l voor x ! a, ofwel dat

lim
x ! a

f (x) = l

wanneerhet volgendegeldt:

Voor elk positief getal " dat men ons voorlegt kunnen wij een getalletje � vinden z�o dat voor
alle x 2 D (behalve a zelf):

jx � aj < � =) jf (x) � l j < ":

Vertaald in hi•eroglyphenziet dezede�nitie er z�o uit:

8"> 0 9� > 0 8x 2 D : 0 < jx � aj < � =) jf (x) � l j < ":

In het bovenstaandehebben we opengelatenof D uit re•eleof uit complexegetallen bestaat. De volgende
de�nities zijn alleen op functies van eenre•ele variabele van toepassing.

De�nities.

l = lim
x " a

f (x) betekent 8"> 0 9� > 0 8x 2 D : a � � < x < a =) jf (x) � l j < ":

(limiet van links)

l = lim
x #a

f (x) betekent 8"> 0 9� > 0 8x 2 D : a < x < a + � =) jf (x) � l j < ":

(limiet van rechts)

Rekenregels

Preciesals voor rijen in Hoofdstuk 6 hebben we nu weer enige handige stellingen om onze kennis over
limieten van simpele gevallen tot ingewikkelde gevallen uit te breiden. We geven hiervan geenbewijzen.

(1) Als lim
x ! a

f (x) = l en lim
x ! a

g(x) = m, dan is lim
x ! a

(f (x) + g(x)) = l + m:

(2) Als lim
x ! a

f (x) = l en lim
x ! a

g(x) = m, dan is lim
x ! a

f (x)g(x) = lm:

(3) Als lim
x ! a

f (x) = l en c 2 C, dan is lim
x ! a

cf (x) = cl:

(4) Als lim
x ! a

f (x) = l en lim
x ! a

g(x) = m en m 6= 0, dan is lim
x ! a

f (x)
g(x)

=
l
m

:
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(5) Als f (x) � g(x) � h(x) voor alle x 2 D, en lim
x ! a

f (x) = lim
x ! a

h(x) = l , dan ook lim
x ! a

g(x) = l .

(Insluitstelling.)

Voorb eeld 8. Bereken lim
x ! 0

1
x2 log(1 + x2)

Oplossing. Uit
x2

1 + x2 � log(1 + x2) � x2 volgt
1

1 + x2 �
1
x2 log(1 + x2) � 1

Dus (insluitstelling) lim
x ! 0

1
x2 log(1 + x2) = 1

Voorb eeld 9. Bereken lim
x ! 0

x logx

Oplossing. logx = 2 log
p

x. Eigenschap (2) van de natuurlijk e logaritme (Hoofdstuk 3) levert nu

2
p

x(
p

x � 1) � x logx � 2x(
p

x � 1) ;

dus (insluitstelling) lim
x ! 0

x logx = 0

Voorb eeld 10. Bereken lim
x ! 0

xx

Oplossing. lim
x ! 0

xx = lim
x ! 0

ex log x = e0 = 1

Voorb eeld 11. Bereken lim
n !1

logn
5
p

n

Oplossing. lim
x ! 0

x logx = 0 , dus (vul x =
1

5
p

n
in) lim

n !1

1
5
p

n
log 5

p
n = 0 , dus lim

n !1

logn
5
p

n
= 0

(We hebben nu standaardlimiet (f ) uit Hoofdstuk 6 bewezenmet c = 1
5 .)

Voorb eeld 12. Laat zien dat lim
x ! 0

sin
1
x

niet bestaat.

Bewijs. Stel lim
x ! 0

sin
1
x

= p.

Dan

8
>><

>>:

(vul x =
1

n�
in) lim

n !1
sinn� = p , dus lim

n !1
0 = p , dus p = 0

(vul x =
1

�
2n + 1

2

�
�

in) lim
n !1

sin
�

2n +
1
2

�
� = p , dus lim

n !1
1 = p , dus p = 1

9
>>=

>>;
paniek!

Voorb eeld 13. Bepaal lim
x !1

arctg x.

Oplossing. De uitk omst is �
2 . Bewijs uit de de�nitie: Stel " > 0. Kies A = tg

� �
2

� "
�

.

Als x > A, dan arctg x > arctg A =
�
2

� " en dus arctg x 2
� �

2
� " ;

�
2

�
.
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Contin u•�teit

Een fysicus wil met grote nauwkeurigheid de diamagnetische polariteit y weten van een stukje kristal
in zijn laboratorium, maar daar heeft hij geen directe toegang toe. Wel kan hij een meetopstelling
bouwen waarmeede di•elektrische elasticiteitsmodulus x kan worden bepaald, inderdaad met een grote
nauwkeurigheid die hij praktisch zelf kan kiezen. Nu heeft hij eenformule geleerd:

y = f (x):

Wij stellen ons hier de vraag: zal hij slagen?

Dit wil zeggen: kan hij, welke waarde x ook heeft, de grootheid y binnen de gewenste foutenmarge
bepalen,hoe klein hij dezeook kiest?

Het antwoordt luidt: ja, mits f contin u is.

Dit illustreert het belang van continue functies voor de fysica.

Het antwoord is niet zo diepzinnig als het lijkt. Het is eigenlijk eentautologie: we noemenf eencontinue
functie preciesdan als onzefysicus zeker in zijn opzet slaagt:

De functie f heet continu in het punt x als voor elke gewenste nauwkeurigheid " > 0 een vereiste
nauwkeurigheid � > 0 te bepalenis, z�o dat eenmeting van x met nauwkeurigheid � | zegmet meetuitslag
� | eenberekendewaarde f (� ) van de grootheid y := f (x) met nauwkeurigheid " oplevert.

Nog eensheel precies:

De�nitie. Een functie f : D ! C heet continu in x 2 D als

8"> 0 9� > 0 8� 2 D : j� � xj < � =) jf (� ) � f (x)j < ":

Korter: f heet continu in x 2 D als

lim
� ! x

f (� ) = f (x):
(27)

Een functie f : D ! C heet continu zonder meer als hij continu is in elk punt van D.

We zien dat het begrip `continu' nauw verband houdt met het begrip `limiet'. Omdat we al zoveel over
limieten weten, kunnen we nu meteeneenpaar dingen over continue functies concluderen:

Eigensc happ en van contin ue functies. Als f en g continue functies D ! C zijn, dan zijn ook cf ,
f + g en f � g continu. Als bovendien g nergensde waarde 0 aanneemt, is ook f =g continu.

We bestuderenin dit vak (bijna) uitsluitend continue functies. Alle veeltermfunctieszijn continu, net als
de functies exp, log, sin , cos , tg (op (� �

2 ; �
2 )), cosh, sinh, arcsin, arccos, : : :.

Di�eren tiatie

Lineaire benaderingen en raaklijnen.

Zij f een functie R ! R. We pakken eenpunt P = (a; f (a)) op de gra�ek van f , en we gaan de gra�ek
eensuitv ergroten in een omgeving van het punt P. Bij sommige functies gaat de gra�ek bij sterkere
vergroting steedsmeer op eenrechte lijn lijk en.
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f

a

P

P f

f is dan lokaal goed te benaderenmet eenlineaire functie. In zo'n geval heet f glad of di�er entieerbaar
in a. De richtingsco•e�ci •ent van de lijn wordt de afgeleidef 0(a) van f in het punt a genoemd.

Voorb eeld 14. Het punt P = (3; 9) op de gra�ek van g : x 7! x2.

(3,9)
(2,999 , 9) (3,001 , 9)

(2,999 , 8,994) (3,001 , 8,994)

(3,001 , 9.006)(2,999 , 9,006)

P

g Vlakbij het punt P gedraagt g zich als volgt:

g(3 + ") = (3 + ")2 = 9 + 6" + " 2:

Als weg nu eensbeperkentot het domeintje D = (2; 999; 3; 001)
(onze \loup e"), dan wordt zijn gra�ek de verzameling

f (3 + "; 9 + 6" + " 2) j j" j < 0; 001 g:

Omdat nu " 2 < 0; 000:001, is dezegra�ek (ondanks de vergro-
ting!) haast niet meer te onderscheiden van het lijnstukje

f (3 + "; 9 + 6") j j" j < 0; 001g:

Dit lijnstukje heeft richtingsco•e�ci •ent 6. We zeggendaarom dat
f 0(3) = 6.

Q=(0,0)

h

Voorb eeld 15. Het punt Q = (0; 0) op de gra�ek van h : R ! R :
x 7! jxj. Bij elkeuitv ergroting rond Q ziet de gra�ek van h er zo uit
als in het plaatje. Er is dus geensprake van dat hij steedsmeer op
eenrechte lijn zou gaan lijk en. De functie h is niet di�er entieerbaar
in 0.
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(0,0001 , 0)

(0 , 0,01)

(0,0)

w(x)
Voorb eeld 16. Het punt Q = (0; 0) op de gra�ek van w : [0; 1 ) ! R :
x 7!

p
x. Op het domein D = [0; 10� 4) ziet w er uit als in het plaatje.

De gra�ek gaat dus wel steedsmeer op een lijn lijk en, maar dezelijn
staat verticaal, en is dus niet de gra�ek van eenlineaire functie. In zo'n
geval noemenwe w toch maar niet di�eren tieerbaar in 0 (al zou er wat
voor te zeggenzijn, te de�ni •eren: w0(0) = 1 ).

Voorb eeld 17. In de kanstheorie bestudeert men bepaaldetoevalsfuncties [0; 1 ) ! R, die `brownse
beweging' worden genoemd, omdat zij oorspronkelijk zijn bedoeld als wiskundig model voor de | door
de botanicus Brown als eerstebeschreven | chaotische thermische beweging van kleine stofdeeltjes in
eenvloeistof. Zo'n toevalsfunctie is wel continu, maar zijn gra�ek ziet er grillig uit, en blijft grillig hoe
men hem ook uitv ergroot. Hij gaat dus niet steedsmeer op eenlijn lijk en.

De brownsebeweging is overal continu, maar nergensdi�eren tieerbaar.

f

a

P
P

De�nitie van `afgeleide'
We willen nu preciesvastleggenwat we bedoelen met `op eenrechte lijn lijk en' in de buurt van eenvast
punt x 2 R. Een eindje � x van x af neemt f de volgendewaarde aan:

f (x + � x):

Dezewaarde willen we vergelijken met die van een lineaire functie van � x die voor � x = 0 de waarde
f (x) aanneemt. De enigemogelijkheid is

f (x) + r � � x;
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voor eenof ander re•eel getal r , de richtingsco•e�ci •ent. Van het verschil tussen f en de lineaire functie

� (� x) := f (x + � x) �
�
f (x) + r � � x

�
(28)

willen we graag dat het in de buurt van x klein blijft, en wel ten opzic hte van � x.
We noemendaarom eenfunctie � : R ! R verwaarloosbaar als

lim
� x ! 0

� (� x)
� x

= 0: (29)

De�nitie 1. Een functie f : R ! R heet di�er entieerbaar in x 2 R als er een re•eel getal r en een
verwaarloosbarefunctie � : R ! R bestaanz�o dat

f (x + � x) = f (x) + r � x + � (� x):
(30)

We noemenhet getal r de afgeleidevan f in x, en duiden het aan met f 0(x).

Als we (28) delen door � x, en dan (29) toepassen,dan komt er

r = lim
� x ! 0

f (x + � x) � f (x)
� x

:
(31)

Dit leidt tot de meer vertrouwde, equivalente de�nitie:

De�nitie 2. Een functie f : R ! R heet di�er entieerbaar in x 2 R als de limiet in (31) bestaat. We
noemende limiet de afgeleidevan f in x, en schrijv en haar als f 0(x).

Tot slot geven we nog even de de�nities van de linker- en rechterafgeleidevan eenfunctie.

De�nitie. Een functie f : R ! R heet links-di�er entieerbaar in x 2 R als de volgendelimiet bestaat:

lim
� x " 0

f (x + � x) � f (x)
� x

:

In dat geval heet de limiet de linkerafgeleidef 0
l (x) van f in x. De begrippen rechts-di�eren tieerbaar en

rechterafgeleidef 0
r zijn net zo gede�nieerd.

Regels voor het di�eren ti •eren.

(1) (cf )0 = cf 0 en (f + g)0 = f 0+ g0.
(lineariteit van de di�eren tiatie).

(2) (f g)0 = f � g0+ f 0 � g.
(productregel of regel van Leibniz .)

(3) (g � f )0 = (g0 � f ) � f 0.
(kettingregel.)

(4) (f � 1)0 = 1
f 0� f � 1 :

(di�eren tiatieregel voor de inverse)

(5)
�

f
g

� 0

=
f 0g � f g0

g2 :

(quoti •entregel)
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Standaard-afgeleiden.

tg 0(x) =
1

cos2 x
= 1 + tg 2x arcsin0(x) = 1p

1� x 2 arccos0(x) = � 1p
1� x 2

arctg 0(x) =
1

1 + x2 sinh0(x) = coshx cosh0(x) = sinhx

log0(x) =
1
x

d
dx

xc = cxc� 1 d
dx

c = 0

Enk ele bewijzen

Bewijs. (2)(de regel van Leibniz )
Er zijn tweeverwaarloosbarefuncties � en # : D ! C z�o dat (voor x + � x 2 D):

f (x + � x) = f (x) + f 0(x)� x + � (� x);

g(x + � x) = g(x) + g0(x)� x + #(� x):

Dus geldt:

(f � g)(x + � x) = f (x + � x)g(x + � x)

=
�
f (x) + f 0(x)� x + � (� x)

� �
g(x) + g0(x)� x + #(� x)

�

= f (x)g(x) + (f 0(x)g(x) + f (x)g0(x))� x

+
h
f (x)#(� x) + g(x)� (� x) + f 0(x)� x#(� x)

+ g0(x)� x� (� x) + f 0(x)g0(x)(� x)2 + � (� x)#(� x)
i
:

De termen tussenvierkante hakenvormeneenverwaarloosbarefunctie. Hieruit volgt deregelvan Leibniz .

Bewijs. (4) Pas de kettingregel toe op de gelijkheid f � f � 1(x) = x.

Bewijs. (5) Pas Leibniz toe op de gelijkheid
�

f
g

�
� g = f :

De standaard-afgeleidenkunnen allemaal met behulp van de rekenregelsworden afgeleid.

Voorb eeld 18. Bepaal de afgeleidevan xx :

Oplossing. xx = ex log x =
�
g � f

�
(x) waarbij g(x) = ex en f (x) = x logx. Volgensde productregel

is f 0(x) = 1 + logx , dus volgens de kettingregel is
d
dx

xx =
�
g � f

� 0
(x) = g0� f (x)

�
� f 0(x) =

ef (x ) � (1 + logx) = xx (1 + logx) :

Voorb eeld 19. Bepaal de tweedeafgeleidevan f (x) = 7x in het punt 1.

Oplossing. f 0(x) =
d

dx

�
ex log 7�

= ex log 7 � log7 = 7x � log7, dus f 00(x) =
d

dx
(7x � log7) =

7x � (log 7)2 , dus f 00(1) = 7 � (log 7)2 :

Voorb eeld 20. Bereken
�
f � 1� 0

(3) als f (x) = x3 + x + 5.

Oplossing. f 0(x) = 3x2 + 1, dus f 0(� 1) = 4, dus
�
f � 1� 0

(3) =
1

f 0
�
f � 1(3)

� =
1

f 0(� 1)
=

1
4

:
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Voorb eeld 21. Bereken lim
n !1

n arctg
1
n

Oplossing. arctg 0(0) =
1

1 + 02 = 1, dus lim
� x ! 0

arctg (0 + � x) � arctg 0
� x

= 1

dus lim
� x ! 0

arctg � x
� x

= 1, dus (vul � x =
1
n

in) lim
n !1

n arctg
1
n

= 1.

Voorb eeld 22. Bereken lim
x ! 0

sinx
p

1 + x � 1
:

Oplossing. Zij f (x) =
p

1 + x .

Dan f 0(x) =
1

2
p

1 + x
, dus f 0(0) =

1
2

, dus lim
x ! 0

f (x) � f (0)
x

=
1
2

, dus lim
x ! 0

p
1 + x � 1

x
=

1
2

.

Dus lim
x ! 0

sinx
p

1 + x � 1
= lim

x ! 0

�
sinx

x
�

x
p

1 + x � 1

�
=

�
lim
x ! 0

sinx
x

�
�
�

lim
x ! 0

x
p

1 + x � 1

�
= sin0(0) � 2 = 2:

Analytisc he functies
Voor een functie D ! C, waarbij D eengebied is in het complexevlak, is De�nitie 1 van di�eren tieer-
baarheid en afgeleidenet zo goed bruikbaar als voor een functie van een re•ele variabele. Ook de regel
van Leibniz, de kettingregel en de overige regelsvoor di�eren tiatie veranderenniet.
Toch is het di�eren tieerbaar zijn van eenfunctie C ! C eenveelsterkereeigenschap dan voor eenfunctie
R ! R of R ! C. Een di�eren tieerbare functie D ! C, waarbij D een `echt' gebied in C is, zoals een
schijf of eenrechthoek, wordt analytisch genoemd. We zullen het verschil hieronder uiteen zetten.

De gra�ek van een complexe functie is een deelverzameling van C2 = C � C. Meetkundig gesproken is
hij eenoppervlak in eenvierdimensionaleruimte. We kunnen ons zulke gra�ek en niet goed voorstellen.
Om toch eenbeeld van eencomplexefunctie te vormen, kun je bijvoorbeeld denken aan eenvervorming
van het vlak, eenafbeelding van het vlak naar het vlak.
Is zo'n afbeelding f : D ! C di�eren tieerbaar in z met f 0(z) 6= 0, dan is f in z lokaal een complexe
vermenigvuldiging met eenfactor f 0(z): voor kleine j� zj (dus voor z + � z in eenklein cirkelschijfje rond
z) is f (z + � z) � f (z) bij benaderinggelijk aan f 0(z)� z.

0

0.5

1

1.5

2

0.5 1 1.5 2 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

±1 ±0.8 ±0.6 ±0.4 ±0.2 0.2 0.4 0.6

z f (z) = z� 1
z+1
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Dus het lijstukje van z naar z + � z wordt door f , volgensde wet van argument en absolute waarde,over
eenhoek arg f 0(z) gedraaiden jf 0(z)j keerzo groot gemaakt. In het bijzonder worden de hoekenertussen
niet veranderd, en worden kleine �guurtjes afgebeeld op gelijkvormige kleine �guurtjes. Een afbeelding
met dezeeigenschappen wordt conform genoemd (lokaal vormbewarend).

Voor eencomplexefunctie is het dus veel ongewoner dat hij di�eren tieerbaar is dan voor eenfunctie op
R: hij moet daarvoor niet alleen voldoendeglad zijn, maar ook nog conform.

Opgaafje 71. Ga na dat de complexefunctie exp inderdaad conform is.

Een mooi voorbeeld van eenconforme afbeelding uit de beeldendekunst is de litho `Prentententoonstel-
ling' van M.C. Escher uit 1956. Met behulp van de complexeexponenti •ele functie heeft prof. H. Lenstra
het gat in het midden van de litho zinvol weten op te vullen [Len].

Escher: `Prentententoonstelling', 1956.

Lenstra: Een conforme afbeelding gecompleteerd.
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Opgaven bij Hoofdstuk 7

Opga ve 72. Bereken lim
x ! 0

1
x

log(1 + x)

Opga ve 73. Bereken lim
x ! 0

5
p

x logx

Opga ve 74. Bereken lim
x ! 0

1 � cosx
x2 en lim

n !1
n

�
1 � cos

1
p

n

�

Opga ve 75. Bereken lim
h! 0

(x + h)73 � x73

h

Opga ve 76. Bewijs dat lim
x ! 0

x sin
1
x

= 0

Opga ve 77. Bewijs dat lim
x ! 0

cos
1
x

niet bestaat

Opga ve 78. Ga na of lim
x ! 0

1
x

p
sin(x2) bestaat

Opga ve 79. Verzin geschikte de�nities voor lim
x " a

f (x) = 1 en lim
x !�1

f (x) = p

Opga ve 80. Bewijs rechtstreeks uit de de�nitie dat lim
x !1

log(logx) = 1

Opga ve 81. Bereken lim
x ! 1

arctg x en lim
n !1

arctg n
p

n

Opga ve 82. Verzin eenfunctie f : R ! R die niet continu is in 5

Opga ve 83. We de�ni •eren f : R ! R door f (x) =

(
sin

1
x

als x 6= 0

0 als x = 0
Is f continu?

Opga ve 84. We de�ni •eren f : R ! R door f (x) =

(
3
p

x sin
1
x

als x 6= 0

0 als x = 0
Is f continu?

Opga ve 85. Verzin eenfunctie die wel continu maar niet di�eren ti •eerbaar is

Opga ve 86. Verzin eendi�eren ti •eerbarefunctie die niet tweemaaldi�eren ti •eerbaar is

Opga ve 87. Zij f : R ! R gede�ni•eerd door f (x) =
�

x + 1 als x � 1

2
p

x als x > 1
a) Is f continu in 1?
b) Is f di�eren ti •eerbaarin 1?
c) Bereken f 0(1) (indien dezebestaat)
d) Bereken f 00(1) (indien dezebestaat)
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Opga ve 88. Zij f (x) =
p

1 + x. Bereken f 0(0) en f (5) (0)

Opga ve 89. Zij f : R ! R gede�ni•eerd door f (x) = 3
p

x5 + 7x . Bereken f 0(3) en
�
f � 1

� 0
(2)

Opga ve 90. Zij f (x) = 5(x 3 ) . Bereken f 0 en
�
f � 1

� 0

Opga ve 91. Bereken de afgeleidevan log jxj (de�nitiegebied: R n f 0g).

Opga ve 92. Bereken
d

dx
5
p

1 + x , en bereken met behulp hiervan lim
n !1

n

 
5

r

1 +
1
n

� 1

!

.

Opga ve 93. Bereken lim
x ! 3

xx � 25
3x � 25

en lim
x ! 3

xx � 27
3x � 27

.

Opga ve 94. Bereken lim
x ! 0

log
�
1 + x2

�

1 � cosx
.

Opga ve 95. Bereken lim
n !1

n
�

n
p

n � n +1
p

n + 1
�

en lim
n !1

n2

logn

�
n
p

n � n +1
p

n + 1
�
.

Opga ve 96. Bereken lim
n !1

n2�
arctg (n + 1) � arctg n

�
.
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8 Maxima en minima

Vaak is men erin ge•�nteresseerdte weten welke de grootste of de kleinste waardeis die eengegeven functie
aanneemt. Somsis zo'n waarde er niet. Bijv oorbeeldde functie x 7! 1=x heeft op het interval (0; 3] geen
grootste waarde; wel eenkleinste. We beginnen daarom met een stelling die onder zekere voorwaarden
het bestaanvan zo'n maximum of minimum garandeert.

Een gebied (in R of in C) heet geslotenals het zijn eigenrand bevat. Intervallen als [a; b] en [a; 1 ) zijn
geslotengebiedenin R.

Punten van eengebieddie niet op de rand liggen worden inwendige punten genoemd.

Een gebiedD heet begrensdals er eenA > 0 bestaat z�o dat voor alle x 2 D geldt: jxj � A.

Stelling 20(Weierstrass ) Eencontinuefunctie neemt op eenniet-leeg,gesloten
en begrensdgebiedaltijd eenmaximum en eenminimum aan.

We bewijzendezestelling hier niet, maar verwijzen naar het Analysecollegeen de literatuur (bijv oorbeeld
[Fri], Stelling 3.6.2).

Weten we eenmaaldat het gezochte maximum of minimum bestaat, dan kunnen we het somsook vinden,
en wel op de volgendemanier.

Voorschrift. Stel je hebt eencontinue functie f : D ! R. Maak een lijst waar de volgendepunten op
staan:

1. de randpunten van D (als D = [a; b], dan zijn dit de punten a en b);

2. de punten waar f niet di�eren tieerbaar is;

3. de nulpunten van f 0.

Dan is de grootste (kleinste) waardedie f aanneemt op de punten in de lijst tevensde grootste (kleinste)
waarde van f op het hele gebiedD.

Bewijs. Volgens de stelling van Weierstrass bestaat er een punt u 2 D waarin f zijn maximale
waarde aanneemt. We willen aantonen dat u op onzelijst voorkomt. Als u eenrandpunt is, of als f niet
di�eren tieerbaar is in u, dan zijn we klaar, want zulke punten hebben we op de lijst gezet. Als u geen
randpunt van D is, dan is er eeninterval (u � � ; u+ � ) dat helemaalin D ligt, en als f w�el di�eren tieerbaar
is in u, dan geldt:

lim
x #u

f (x) � f (u)
x � u

= f 0(u) = lim
x " u

f (x) � f (u)
x � u

:

Omdat f (u) � f (x) voor alle x, staat er links eenlimiet van getallen in (�1 ; 0] en rechts eenlimiet van
getallen in [0; 1 ). Deze limieten kunnen alleen gelijk zijn als ze beide 0 zijn. Dus f 0(u) = 0 en u staat
inderdaad op de lijst vanwegepunt 3. Voor de minimale waarde loopt het bewijs net zo.
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Voorb eeld 23. In welke x 2 [� 1; 1] heeft f (x) = (arcsinx) � 3
2 x eenmaximum?

Oplossing. We onderzoeken hiervoor:

(1) de randpunten van [� 1; 1]. Dit zijn � 1 en 1.

Functiewaarden: f (1) = �
2 � 3

2 � 0; 0708en f (� 1) = � �
2 + 3

2 � � 0; 0708.

(2) de punten waarin f niet di�eren ti •eerbaar is. Dit zijn ook weer � 1 en 1.

(3) de nulpunten van f 0. Dit zijn 1
3

p
5 en � 1

3

p
5.

Functiewaarden: f ( 1
3

p
5) � � 0;277 en f (� 1

3

p
5) � 0;277.

We vinden eenmaximum in � 1
3

p
5.

De middelw aardestelling

Zij f : [a; b] ! R di�eren tieerbaar. Dan is er eenc 2 (a; b) waarvoor

f (b) � f (a)
b� a

= f 0(c):

f

a c b

Bewijs. Noem het quoti•ent (f (b) � f (a))=(b � a)
eenseven: r . Zij g : [a; b] ! R gede�nieerd door

g(x) := f (x) � f (a) � r (x � a):

Dan is g(a) = g(b) = 0. Volgens Weierstrass
neemt g ergens een maximum M en ergens een
minimum m aan. Als M = m, dan is g = 0, dus
f (x) = f (a) + r (x � a) en f 0(x) = r voor alle x.

Als m < M , dan is �e�en van de twee ongelijk aan 0, en wordt dus aangenomenin een inwendig punt
c van het interval. Maar dan moet g0(c) = 0, zoals we gezien hebben bij het voorschrift. Dus is
f 0(c) = d

dx (f (a) + r (x � a))
�
�
x = c = r .

Voorb eeld 24. Bereken zonder rekenmachine arctg 16� arctg 15 in drie decimalennauwkeurig.

Oplossing. De middelwaardestelling zegt: er bestaat eengetal c 2 (15; 16) met
arctg 16� arctg 15

16� 15
=

arctg 0(c) =
1

1 + c2 .

Dus
1

1 + 162 � arctg 16� arctg 15 �
1

1 + 152 , en dus arctg 16� arctg 15 � 0; 004 in drie decimalen.

Voorb eeld 25. Bereken lim
n !1

n2�
n
p

3 � n +1
p

3
�
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Oplossing.

Pas de middelwaardestelling toe op de functie f :
�

1
n + 1

;
1
n

�
! R , gede�ni•eerd door f (x) = 3x .

Conclusie: er bestaat eengetal c tussen
1

n + 1
en

1
n

waarvoor geldt:

f
�

1
n

�
� f

�
1

n +1

�

1
n � 1

n +1

= f 0(c) , dus
3

1
n � 3

1
n +1

1
n � 1

n +1

= 3c log3, dus n
p

3 � n +1
p

3 =
3c log3

n(n + 1)
.

Dus
n

n + 1
n +1

p
3 log3 � n2� n

p
3 � n +1

p
3
�

�
n

n + 1
n
p

3 log3:

Toepassingvan de insluitstelling levert nu: lim
n !1

n2�
n
p

3 � n +1
p

3
�

= log3:

Stijgen en dalen

Met behulp van de middelwaardestelling kunnen we de beweringenover stijgende en dalendefuncties uit
Hoofdstuk 3 netjes bewijzen. Bijv oorbeeld:

Stellinkje 21. Als eenfunctie f op eeninterval [a; b] afgeleide0 heeft, dan is hij constant.

Bewijs. Voor elke p 2 (a; b] is er eencp 2 (a; p) z�o dat

f (p) = f (a) + (p � a)f 0(cp) = f (a) :

Opgaafje 97. Bewijs de bewering uit Hoofdstuk 3 dat voor elke di�eren tieerbare f op [a; b] geldt:

f 0(x) > 0 voor alle x =) f is strikt stijgend ;

en geefeentegenvoorbeeldvoor het omgekeerde.

Voorb eeld 26. Voor welke x 2 (� 1; 1) geldt: arcsinx = arctg
x

p
1 � x2

?

Oplossing. De�ni •eer f : (� 1; 1) ! R door f (x) = arcsinx � arctg
x

p
1 � x2

.

Dan is f 0(x) = 0 (reken dit zelf even na), en dus is f volgensbovenstaandestelling eenconstante functie.
Uit f (0) = 0 volgt nu dat f de nulfunctie is, en dus arcsinx = arctg

x
p

1 � x2
voor alle x 2 (� 1; 1).

Stelling van de l'H ôpital

Als f en g continue re•ele functies zijn op eeninterval [a; b], overal di�eren ti •eerbaarbehalve eventueel in
a, als g0 nergens0 is, en als f (a) = g(a) = 0, dan geldt:

lim
x #a

f (x)
g(x)

= lim
x #a

f 0(x)
g0(x)

(als dezelaatste limiet bestaat).
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Bewijs. Voor elk punt p in het interval (a; b] de�ni •eren we eenfunctie

hp : [a; p] ! R : x 7! f (p)g(x) � g(p)f (x) :

Omdat hp(a) = hp(p) = 0, bestaat er volgensde middelwaardestelling eengetal cp 2 (a; p) z�o dat

f (p)g0(cp) � g(p)f 0(cp) = 0 :

We hebben aangenomendat g0(cp) 6= 0. Op grond van de middelwaardestelling voor g op [a; p] kunnen
we bovendien zeggendat g(p) 6= 0. Dus is

f (p)
g(p)

=
f 0(cp)
g0(cp)

:

Nu zijn we klaar voor het bewijs. We veronderstellendat lim
x #a

f 0(x)
g0(x)

= l , en proberen te bewijzen dat ook

lim
x #a

f (x)
g(x)

= l . Geef maar een" > 0. Wij kiezen � > 0 z�o dat

a < x < a + � =)

�
�
�
�
f 0(x)
g0(x)

� l

�
�
�
� < " :

Dan is ook

a < p < a + � =)

�
�
�
�
f (p)
g(p)

� l

�
�
�
� =

�
�
�
�
f 0(cp)
g0(cp)

� l

�
�
�
� < "

omdat a < cp < p < a + � .

Voorb eeld 27. Bereken lim
x " 1

arccosx
p

1 � x

Oplossing. Pas de stelling van de l'H ôpital toe met a = 1, f = arccos en g(x) =
p

1 � x :

lim
x " 1

arccosx
p

1 � x
= lim

x " 1

� 1p
1� x 2

� 1
2

p
1� x

= lim
x " 1

2
p

1 + x
=

p
2 :
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Opgaven bij Hoofdstuk 8

Opga ve 98. Bepaal de grootste waarde van de functie f : (0; 1 ) ! R met f (x) = x
1
x .

Opga ve 99. Zij a > 0 en f : (� a; a) ! R : x 7! xe� x 2
. Voor welke waarden van a neemt f ergensop zijn

domein zijn maximum aan?

Opga ve 100. Wat is de minimale oppervlakte van eenblikje waarvan de inhoud 330cm3 is?

Opga ve 101. Welk punt van de ellips y2 = 3 � 2x2 ligt het dichtst bij (1; 0) ?

Opga ve 102. Laat zien dat sinx < x voor alle x > 0.

Aanwijzing: Het is voldoendeom dit aan te tonen voor alle x 2 (0; 1]. (Waarom?)

Opga ve 103. Gebruik het resultaat van opgave102om aan te tonen dat voor alle x > 0 geldt: cosx > 1� 1
2 x2.

Hoe zit het met x < 0?

Opga ve 104. Als f : R ! R di�eren tieerbaar is en n nulpunten heeft, dan heeft f 0 minstens n � 1 nulpunten.
Toon dit aan.

Opga ve 105. Als f : R ! R tweemaaldi�eren tieerbaar is en drie nulpunten heeft, dan moet f eenbuigpunt
hebben. Toon dit aan. (Een buigpunt van f is eennulpunt van f 00.)

Opga ve 106. Zij f : [0; 2] ! R tweemaaldi�eren tieerbaar, en laat f (0) = f (1) = 0; f (2) = 1.

(a) Laat zien dat f 0(a) � 1
2 voor zekere a 2 [0; 2].

(b) Laat zien dat, als bovendien f (x) � 0 voor alle x 2 [0; 2], er eenpunt a 2 [0; 2] moet zijn waar
f 0(a) > 1.

Opga ve 107. Bereken lim
x ! 1

logx
x2 � 1

.

Opga ve 108. Bereken lim
x ! 0

1 � cosx
log(1 + x2)

.

Opga ve 109. Bereken lim
x ! 0

x � sinx
x3 .

Opga ve 110. Bereken lim
x ! 1

logx
x2 � 1

.

Opga ve 111. Bereken lim
x ! 0

2sinx � sin(2x)
2ex � 2 � 2x � x2 .
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9 De Taylor-reeks

De drieho ek van Pascal
Onder k! (spreek uit: `k-faculteit') verstaan we: k � (k � 1) � : : : � 3 � 2 � 1. Dus 3! = 3 � 2 � 1 = 6 en
7! = 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2 � 1 = 5040. Verder de�ni •eren we nog: 0! := 1.

De binomiaalco•e�ci •enten
�

n
k

�
met n; k 2 N zijn als volgt gede�nieerd:

�
n
k

�
:=

n(n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)
k!

: (32)

Als k � n komt dezede�nitie neer op:
�

n
k

�
:=

n!
k! � (n � k)!

. Als k > n staat er 0.

Bew ering 22. Voor alle n; k 2 N geldt:
�

n + 1
k + 1

�
=

�
n
k

�
+

�
n

k + 1

�
:

Bewijs.
�

n
k

�
+

�
n

k + 1

�
=

n(n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)
k(k � 1)(k � 2) � � � � � � 1

+
n(n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)(n � k)

(k + 1)k(k � 1)(k � 2) � � � � � � 1
:

En omdat
1 +

n � k
k + 1

=
n + 1
k + 1

;

komt er �
n
k

�
+

�
n

k + 1

�
=

n + 1
k + 1

�
n(n � 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)
k(k � 1)(k � 2) � � � � � � 1

=
�

n + 1
k + 1

�
:

We bekijken nu de deelverzameling van N � N, bestaandeuit alle paren (n; k) waarvoor k � n. Deze
verzamelingvan roosterpunten tekenenwe z�o, dat het punt (0; 0) de top wordt:

(0; 0)

(1; 0) (1; 1)

(2; 0) (2; 1) (2; 2)

(3; 0) (3; 1) (3; 2) (3; 3)

(4; 0) (4; 1) (4; 2) (4; 3) (4; 4)

(5; 0) (5; 1) (5; 2) (5; 3) (5; 4) (5; 5)

(6; 0) (6; 1) (6; 2) (6; 3) (6; 4) (6; 5) (6; 6)

� � � � � � � �
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We gaan nu ieder van dezeroosterpunten voorzien van eengetal:

BlaisePascal(1623{1662)

Eerste Drieho ek van Pascal . Zet aan de rand eentjes, en vul de
rest in door `schuin optellen'. Anders gezegd:Voorzie de roosterpunten
(n; 0) en (n; n) van het getal 1, en schrijf dan, voor toenemenden en
voor alle k met k � n, bij het roosterpunt (n + 1; k + 1) de som van de
getallen die je bij de roosterpunten (n; k) en (n; k + 1) hebt geschreven.
De Eerste Driehoek van Pascal (1e 4 vP) is dus het volgendeschema
van getallen:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

. . . . . . . . .
. . . . . . . . . .

Tw eede Drieho ek van Pascal . Zet op plaats (n; k) het getal
� n

k

�
.

Omdat 0! = 1, staan ook in de 2e 4 vP aan de rand allemaal eentjes. Uit Bewering 22 volgt dat ook in
de 2e 4 vP het principe van `schuin optellen' geldt: ieder inwendig getal is de som van de schuin erboven
staandegetallen. Conclusie: de 2e 4 vP is preciesgelijk aan de 1e 4 vP.
(Blijkbaar is

� n
k

�
altijd eennatuurlijk getal, ondanks het feit dat dezebinomiaalco•e�ci •ent als eenbreuk

is gede�nieerd.)

Derde Drieho ek van Pascal . Zet op plaats (n; k) het aantal kortste wegen via roosterpunten van
(0; 0) naar (n; k).

Je kunt nu eenvoudig inzien:
�

in de 3e 4 vP staan aan de rand allemaal eentjes

in de 3e 4 vP geldt ook het principe van `schuin optellen'
Gevolg: de 3e 4 vP is preciesgelijk aan de 1e 4 vP.

Vierde Drieho ek van Pascal . Zet op plaats (n; k) het aantal k-grepen uit een zak met n verschil-
lende knikkers. (Onder een k-greep uit een verzameling V verstaan we een uit k elementen bestaande
deelverzamelingvan V)

Je kunt nu eenvoudig inzien:
�

in de 4e 4 vP staan aan de rand allemaal eentjes

in de 4e 4 vP geldt ook het principe van `schuin optellen'
Gevolg: de 4e 4 vP is preciesgelijk aan de 1e 4 vP.

Vijfde Drieho ek van Pascal . Zet op plaats (n; k) de co•e�ci •ent van xk in de veelterm (1 + x)n .

Je kunt nu eenvoudig inzien:
�

in de 5e 4 vP staan aan de rand allemaal eentjes

in de 5e 4 vP geldt ook het principe van `schuin optellen'
Gevolg: de 5e 4 vP is preciesgelijk aan de 1e 4 vP.
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Het binomium van Newton

(1 + x)n =
�

n
0

�
+

�
n
1

�
x +

�
n
2

�
x2 + � � � +

�
n
n

�
xn :

Bewijs. Dit is niets andersdan de stelling: 2e 4 vP = 5e 4 vP.

We kunnen de binomiumformule ook z�o schrijv en (schrijf x := h=a, vermenigvuldig met an en schrijf de
binomiaalco•e�ci •enten uit):

(a + h)n = an + nan � 1 � h + n(n � 1)an � 2 �
h2

2
+ n(n � 1)(n � 2)an � 3 �

h3

3!
+ : : : + (n!)a0 �

hn

n!
:

Als f de functie C ! C : z 7! zn voorstelt, dan kunnen we het bovenstaandeweer lezenals

f (a + h) = f (a) + f 0(a) � h + f 00(a) �
h2

2
+ f 000(a) �

h3

3!
+ : : : + f (n ) (a) �

hn

n!
: (33)

Dezelaatste formule is ook waar als f (z) = zm met m < n, omdat hogereafgeleidendan de m-de toch 0
opleveren. En omdat linker- en rechterlid lineair zijn in f vinden we:

Bew ering 23. De formule (33) is geldig voor elke veeltermfunctie f van graad � n.

Formule (33) drukt de waarde van een veeltermfunctie f in een willekeurig punt x := a + h uit in zijn
waarde en die van zijn afgeleiden in het punt a. We gaan deze methode nu verder ontwikkelen voor
willekeurige functies.

Taylor-v eeltermen

De�nities. De n-de orde Taylor -benadering van f rond a is de veeltermfunctie p, gede�ni•eerd door

p(a + h) = f (a) + f 0(a) � h +
f 00(a)

2!
� h2 + � � � +

f (n ) (a)
n!

� hn :

De lineaire Taylor -benadering wordt de raaklijn aan f in a genoemd, en in plaats van `tweedegraads
Taylor -benadering' zegt men soms`raakparabool'.

Eigensc happ en. De n-de graadsTaylor -benaderingp van f in a voldoet aan

Brook Taylor (1685{1731)

p(a) = f (a)

p0(a) = f 0(a)

p00(a) = f 00(a)
...

p(n ) (a) = f (n ) (a)

lim
h! 0

f (a + h) � p(a + h)
hn = 0 :

Dezelaatste regel is eenconsequentie van de nu volgendestelling.
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Stelling van Taylor . Als op het interval [a; b] de (n + 1)e afgeleidevan f in absolute waarde nergens
groter is dan eenbepaaldeconstante M n +1 , dan geldt voor h 2 [0; b� a]:

jf (a + h) � p(a + h)j �
M n +1 jhjn +1

(n + 1)!
:

Bewijs. Noem M n +1 even: M . Uit de middelwaardestelling volgt dat voor di�eren tieerbare functies F ,
G, H : [0; 1 ) ! R geldt: als F (0) = G(0) = H (0) = 0, en F 0(h) � G0(h) � H 0(h) voor alle h � 0, dan is
ook F (h) � G(h) � H (h) voor h � 0. Met dit idee toon je aan dat

� M h � f (n ) (a + h) � p(n ) (a + h) � M h :

(Ga na dat aan de voorwaarden is voldaan omdat p(n +1) = 0, p(n ) (a) = f (n ) (a) en jf (n +1) (a + h)j � M .)
Herhaling van het trucje leidt tot

� 1
2 M h2 � f (n � 1) (a + h) � p(n � 1) (a + h) � 1

2 M h2 :

Na n + 1 stappen staat er

�
M hn +1

(n + 1)!
� f (a + h) � p(a + h) �

M hn +1

(n + 1)!
; (h � 0) :

Het geval h � 0 gaat net zo.

Voorb eeld 28. Bepaal de raaklijn aan de gra�ek van x 7! arctg x in x = 1

Oplossing. l (x) = arctg 1 + arctg 0(1) � (x � 1) =
�
4

+
x � 1

2

Voorb eeld 29. Bepaal eenformule en eigenschappen voor de raakparabool p aan f in a

Oplossing. p(x) = f (a) + f 0(a) � (x � a) +
1
2

f 00(a) � (x � a)2 , met de eigenschappen:

(1) p(a) = f (a) (in a hebben l en p dezelfdewaarde)
(2) p0(a) = f 0(a) (in a hebben p en f dezelfderichting)
(3) p00(a) = f 00(a) (in a hebben p en f dezelfdekromming)

(4) lim
x ! a

f (x) � p(x)
(x � a)2 = 0 (voor x � a is f (x) � p(x) verwaarloosbaarten opzichte van (x � a)2)

Voorb eeld 30. Bepaal de raakparabool p aan f (x) = 3
p

x in 1, en bereken met behulp hiervan de limiet

lim
n !1

�
3
p

n6 + n5 � n2 �
n
3

�
:

Oplossing.

p(1 + h) = f (1) + f 0(1) � h +
1
2

f 00(1) � h2 = 1 +
1
3

h �
1
9

h2 :

Uit de eigenschap lim
h! 0

f (1 + h) � p(1 + h)
h2 = 0 volgt nu lim

h! 0

3
p

1 + h � 1 � 1
3 h

h2 = �
1
9

:

Dus (substitueer h =
1
n

) lim
n !1

�
3
p

n6 + n5 � n2 �
n
3

�
= �

1
9

:
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Voorb eeld 31. Bepaal de derdegraadsTaylor -benaderingp van arctg rond 1.

Oplossing. In de de�nitie van de Taylorveelterm substitueren we n = 3, a = 1 en h = x � 1:

p(x) = arctg 1 + arctg 0(1) � (x � 1) +
1
2

arctg 00(1) � (x � 1)2 +
1
6

arctg 000(1) � (x � 1)3

=
�
4

+
1
2

(x � 1) �
1
4

(x � 1)2 +
1
12

(x � 1)3
:

Toepassing 5. We krijgen zo eenprachtige benaderingsformule voor het getal e: de n-de graadsTayl-
orbenaderingvan exp rond 0 is:

pn (x) = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ : : : +

xn

n!
:

Dus
e � 1 + 1 +

1
2!

+
1
3!

+ : : : +
1
n!

(34)

De fout in de benaderingis kleiner dan e=(n + 1)!. Dezerij benaderingenconvergeert veel sneller dan de
insluitpro cedureuit Toepassing1 in Hoofdstuk 3.

Voorb eeld 32. Bereken cos 1
10 in vijf decimalennauwkeurig, zonder je rekenapparaat te gebruiken.

Oplossing. De fout in de tweedegraadsTaylor- veelterm 1� 1
2 x2 voor cosx is minder dan x4=4! (omdat

in dit geval p2 = p3). Dus 1 �
x2

2!
�

x4

4!
� cosx � 1 �

x2

2!
+

x4

4!
Door hierin x = 1

10 in te vullen zie je: 0; 9949958� cos 1
10 � 0; 9950042. Dus cos 1

10 = 0; 99500in vijf
decimalen.
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Opgaven bij Hoofdstuk 9

Opga ve 112. Bepaal
nX

k=0

�
n
k

�
.

Opga ve 113. Bepaal
nX

k=0

k
�

n
k

�
.

Opga ve 114. Laat zien dat
nX

k=0

�
n
k

� 2

=
�

2n
n

�
.

Aanwijzing: denk aan paden.

Opga ve 115. Bepaal de raaklijn aan de ellips x2 + 2y2 = 3 in het punt (1; 1)

Opga ve 116. Bepaal de raaklijn aan x 7! 2x in 0, en raad eenswat het kleinste positieve natuurlijk e getal n
is waarvoor n

p
2 � 1; 01

Opga ve 117. Probeer 3
p

126 in zesdecimalente berekenenvia de raakparabool aan x 7! 3
p

x in 125

Opga ve 118. Bepaal de raakparabool aan arcsin in 1
2 , en bereken met behulp hiervan

lim
x ! 1

2

arcsinx � �
6 � 2

3

p
3

�
x � 1

2

�

�
x � 1

2

� 2

Opga ve 119. Bereken
p

e in drie decimalennauwkeurig zonder eenberoep te doen op je rekenapparaat.
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10 Mac htreeksen

Als we de graad van de Taylor- veelterm van een functie f naar oneindig laten gaan, krijgen we de
Taylor- reeksvan f . Dit is eenvoorbeeld van eenmachtreeksin de variabeleh = x � a. In tegenstelling
tot de situatie bij veeltermenis bij machtreeksende convergentie van belang.

De�nitie. Een machtreeks is eenfunctie van het type

F (z) := a0 + a1z + a2z2 + a3z3 + a4z4 + � � � (35)

Onder het convergentiegebied van een machtreeks verstaan we de verzameling van complexe getallen z
waarvoor de reeksconvergeert.

Stelling 24. Het convergentiegebiedvan eenmachtreeks is altijd

{ �ofwel alleen f 0g,

{ �ofwel het hele complexevlak C,

{ �ofwel eencirkelschijf rond 0. (Op de rand van de cirkel kan het convergentiegedraggrillig zijn.)

De straal van de cirkelschijf heet de convergentiestraal R van de machtreeks. Als het convergentiegebied
f 0g is, zeggenwe dat R = 0. Is het C, dan zeggenwe dat R = 1 .

Bewijs. Laten we R de�ni •eren als:

R := supf r � 0 j de rij a0; a1r; a2r 2; : : : is begrensd g : (36)

(In het ergstegeval is R = 0; als de rij a0; a1r; a2r 2; : : : voor alle r begrensdis, dan schrijv en we: R = 1 .)
Stel nu dat jzj < R. Dan kun je in de verzamelingbij (36) eengetal vinden tussenjzj en R in. Als r zo'n
getal is, dan is er dus eenC > 0 z�o dat voor alle n 2 N geldt: jan r n j � C. En dus is

jan zn j = jan r n j �
�
�
�
z
r

�
�
�
n

� C
�
�
�
z
r

�
�
�
n

:

Rechts staan termen van eenmeetkundige reeksmet reden jz=rj < 1, die dus convergent is. Uit stelling
18 in Hoofdstuk 6 volgt nu dat ook onzereeksa0 + a1z + a2z2 + a3z3 + : : : convergeert.

Anderzijds is voor jzj > R onzereeksniet eensbegrensd,dus zeker niet convergent.

Voorb eelden

1. an = 1 voor alle n. Onze machtreeks is nu 1 + z + z2 + z3 + z4 + � � � : Convergentiestraal: 1.

Gedrag op de rand: divergent. Functie: F (z) =
1

1 � z
voor jzj < 1.

2. an = 1
n ! .

R = 1 en F (z) = exp(z) (zie hieronder).

3. an = n!

R = 0 en F (0) = 1.

4. an = np, p 2 N.

R = 1. Dit volgt uit het feit dat voor r < 1 geldt: lim n !1 npr n = 0.

Opgaafje 120. Bewijs dit zelf.
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Het di�eren ti •eren van machtreeksen

Stelling 25. In het inwendige van het convergentiegebied van de machtreeks (36), dus voor jzj < R,
geldt:

F 0(z) = a1 + 2a2z + 3a3z2 + 4a4z3 + � � � (37)

Op de rand jzj = R kan het voorkomendat F wel bestaat, maar niet di�eren tieerbaar is.

Bewijs. Zie bijvoorbeeld [Rud2].

Toepassingen

De complexe e-mac ht. De machtreeks

exp(z) := 1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+ � � � (38)

de�nieert een functie C ! C. Volgensde stelling hierboven voldoet dezeoveral aan de di�eren tiaalver-
gelijking

exp0(z) = exp(z):

Natuurlijk geldt ook nog steeds: exp(0) = 1. We zien dus dat deze functie inderdaad voldoet aan de
de�ni •erendeeigenschappen van de exponenti•ele functie uit Hoofdstuk 4.

Rek enen met machtreeksen. Door bekendemachtreeksente di�eren ti •eren of te primitiv eren krijg je
nieuwe machtreeksen.

Voorb eeld 33. Ontwikkel de natuurlijk e logaritme in eenmachtreeks rond 1.

Oplossing. We kunnen dit doen met een Taylor -ontwikkeling (een limiet van Taylor -veeltermen).
Maar het kan gemakkelijker: de afgeleidevan log(1 + z) is

1
1 + z

= 1 � z + z2 � z3 + z4 � z5 + z6 � � � � als jzj < 1:

We zoeken eenreeksdie dezeals afgeleideheeft (een primitiev e). Dat is niet moeilijk: de reeks

z �
z2

2
+

z3

3
�

z4

4
+

z5

5
�

z6

6
+ � � �

voldoet, en heeft convergentiestraal 1. Bovendien levert deze laatste reeks 0 op voor z = 0, net als de
functie log(1 + z). Dus

log(1 + z) = z �
z2

2
+

z3

3
�

z4

4
+

z5

5
�

z6

6
+ � � � (jzj < 1): (39)

Voorb eeld 34. Bepaal de Taylor -reeksvan de functie arctg.

Oplossing. De berekening gaat net z�o: Schrijf eerst de machtreeks op voor de functie z 7!
1

1 + z2 :

1
1 + z2 = 1 � z2 + z4 � z6 + z8 � � � � ; als jzj < 1

en neemdaarvan de primitiev e die 0 oplevert in 0:

arctg z = z �
z3

3
+

z5

5
�

z7

7
+

z9

9
�

z11

11
+ � � �
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Voorb eeld 35. Bereken
1X

n =0

nxn voor x 2 (� 1; 1) :

Oplossing. Door links en rechts di�eren ti •eren van 1 + x + x2 + x3 + � � � =
1

1 � x
ontstaat

0 + 1 + 2x + 3x2 + � � � =
1

(1 � x)2 en dus
1X

n =0

nxn =
x

(1 � x)2 :

De convergentiestraal

In de laatste tweevoorbeeldenwasde convergentiestraal steedsgelijk aan 1, dezelfdeals die van 1=(1+ z2)
respectievelijk 1=(1 � x). Meer algemeenstellen we, ditmaal zonder bewijs:

Bew ering 26. De convergentiestraal van de machtreeks van een functie f die analytisch is op eendeel
van C is gelijk aan de afstand van 0 tot het dichtstbijzijnde punt waar f niet meeranalytisch voortzetbaar
is.

Dezestelling geeft ook informatie over re•ele functies. Neembijvoorbeeldde functie arctg . De convergen-
tiestraal van de machtreeks van dezefunctie bedraagt 1, de afstand van 0 tot i . In i is immers de functie
arctg niet analytisch, omdat arctg 0(i ) = 1=(1 + i 2) niet bestaat. Zonder kennis van complexe getallen
zou je dit veel moeilijker kunnen inzien!

Voorb eelden

Voorb eeld 36. Bereken 1 �
1
3

+
1
5

�
1
7

+
1
9

�
1
11

+ � � �

Oplossing. De machtreeks voor arctg x leidt voor x = 1 tot 1 �
1
3

+
1
5

�
1
7

+
1
9

�
1
11

+ � � � =
�
4

:

Rotopmerking. Helaasligt x = 1 net buiten het bewezenconvergentiegebiedvan dezemachtreeks!

Geruststelling. Toch is de uitk omst goed: uit stelling 19 over alternerendereeksenin Hoofdstuk 6 over
rijen volgt dat onzereeksconvergeert. Heeft hij dan ook nog de juiste som? Dat is niet vanzelfsprekend,
maar eenstelling uit de analyse(bewezendoor Abel) zegt dat dit inderdaad altijd het geval is. We gaan
daar niet verder op in.

Voorb eeld 37. Ontwikkel
1

1 + 5x
in eenmachtreeks.

Oplossing. Uit de stelling over meetkundige reeksenin Hoofstuk 3 volgt:

1
1 + 5x

= 1 � 5x + 25x2 � 125x3 + � � � =
1X

n =0

(� 5)n xn als jxj <
1
5

:
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Voorb eeld 38. Bereken lim
n !1

n2
�

1
n

� log
�

1 +
1
n

� �

Oplossing. Uit de log-machtreeks volgt:

n2
�

1
n

� log
�

1 +
1
n

��
=

1
2

�
1

3n
+

1
4n2 �

1
5n3 + � � �

Dus
1
2

�
1

3n
� n2

�
1
n

� log
�

1 +
1
n

��
�

1
2

en dus (insluitstelling)

lim
n !1

n2
�

1
n

� log
�

1 +
1
n

� �
=

1
2

:

Voorb eeld 39. Bereken
1X

n =0

x2n

(2n)!
:

Oplossing.

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ � � � en

e� x = 1 � x +
x2

2!
�

x3

3!
+ � � �

Optelling van dezetweeformules levert

ex + e� x = 2 + 2 �
x2

2!
+ 2 �

x4

4!
+ � � � en dus

1X

n =0

x2n

(2n)!
= coshx :

Voorb eeld 40. Bereken lim
x ! 0

f (x) waarbij f (x) =

8
><

>:

arctg
p

x
p

x
als x > 0

cosx als x < 0

Oplossing.

(1) Voor x 2 (0; 1] is f (x) = 1 �
x
3

+
x2

5
�

x3

7
+ � � � , dus 1 �

x
3

� f (x) � 1 , dus lim
x #0

f (x) = 1

(2) lim
x " 0

f (x) = lim
x " 0

cosx = cos0 = 1

Uit (1) en (2) volgt lim
x ! 0

f (x) = 1

Voorb eeld 41. Ontwikkel f (x) =
1
x

rond 1 in eenTaylor -reeks.

Oplossing. f 0(x) =
� 1
x2 , f 00(x) =

2
x3 , f 000(x) =

� 6
x4 , : : : , f (n ) (x) =

(� 1)n n!
xn +1 :

De Taylor -reeksvan f bij 1 is dus f (1) + f 0(1)h +
f 00(1)

2!
h2 + � � � = 1 � h + h2 � h3 + � � �

Dit hadden we ook gemakkelijker kunnen zien: Zoals je weet uit de stelling over meetkundige reeksenin

Hoofdstuk 6 is inderdaad f (1 + h) =
1

1 + h
= 1 � h + h2 � h3 + � � � voor alle h met jhj < 1.
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Toepassing 6. De binomiumformule uit Hoofdstuk 9 is ook waar voor niet-gehele (zelfs complexe)
machten n als we ook de de�nitie (32) laten geldenvoor niet-gehelen (noem dit getal dan ook maar: u):

(1 + h)u =
1X

k=0

�
u
k

�
hk ; (jhj < 1; u 2 C): (40)

Deze verrassendelegante formule is niets anders dan de Taylorreeks van de functie f (z) := zu rond 1.
Immers

f (n ) (z) =:
dn

dzn (z)u = u(u � 1)(u � 2) � � � (u � n + 1)zu� n :

zodat volgensde�nitie (32)

f (n ) (1)
n!

=
u(u � 1)(u � 2) � � � (u � n + 1)

n!
=

�
u
n

�
:

en als we dit invullen in de Taylorrreeks

(1 + h)u = f (1 + h) =
1X

n =0

f (n ) (1)
hn

n!
;

dan vinden we (40). De convergentiestraal vinden we uit Bewering 26.
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Opgaven bij Hoofdstuk 10

Opga ve 121. Bereken
1

1 � 2
+

1
2 � 4

+
1

3 � 8
+

1
4 � 16

+
1

5 � 32
+ � � �

Opga ve 122. Bewijs dat
1X

n =0

� �
2

� arctg n
�

divergeert

Opga ve 123. Bereken
1X

n =0

(� 1)n

3n (2n + 1)

Opga ve 124. Bereken
1X

n =1

n
(n + 1)!

Opga ve 125. Bepaal de Taylor -ontwikkeling van cosrond
�
4

Opga ve 126. Ontwikkel log bij e in eenTaylor -reeks

Opga ve 127. Ontwikkel f (x) =
x

3 + x
bij 0 in eenTaylor -reeks,en ga na in welk gebiedde gevondenreeks

naar f convergeert

Opga ve 128. Ontwikkel de functie x 7! cosh3x rond 0 in eenTaylor -reeks

Opga ve 129. Bereken de som
nX

k=0

k
�

n
k

�
uit opgave 113 door di�eren tiatie van de som

nX

k=0

�
n
k

�
xk .
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11 In tegratie

In veel situaties hebben we de behoefte om alle waarden van eenfunctie `bij elkaar te tellen'. Omdat dit
niet letterlijk mogelijk is, zoalsbij reeksen,gaan we eenseven op eenrijtje zetten wat we precieszouden
willen.
We hebben een functie f op eengesloteninterval [a; b]. We willen hier eengetal bij vinden, de integraal
van f over [a; b], dat we zullen aanduiden met

Z b

a
f (x)dx :

Dit willen we doen op zo'n manier dat aan de volgendeeigenschappen voldaan is.

A. De ondergrens-b ovengrens-eigensc hap. Als m � f (x) � M voor alle x 2 [a; b], dan geldt:

m(b� a) �
Z b

a
f (x)dx � M (b� a) :

B. De opteleigensc hap. Als a � b � c, dan geldt:

Z c

a
f (x)dx =

Z b

a
f (x)dx +

Z c

b
f (x)dx :

Later in dit hoofdstuk zullen we zien dat het inderdaad mogelijk is om op dezemanier aan alle intervallen
[a; b] en alle continue functies f : [a; b] ! R eengetal toe te kennen.
Maar eerst gaan we uit dezeeigenschappen van alles a
eiden.

Gev olg 27. Als f (x) = c voor alle x 2 [a; b], dan is
Rb

a f (x)dx = c(b� a).

Dit volgt direct uit A. Kies maar m = M = c.

Gev olg 28.
Z b

0
xdx = 1

2 b2.

(k-1)b/n

kb/n

b0 (k-1)b/n kb/n

f(x)=xBewijs. Eigenschap A leert ons dat

0 �
Z b

0
xdx � b2 :

Hier hebben we nog niet veel aan. We roepen de
opteleigenschap B te hulp: eerst hakken we het
interval [0; b] in n gelijke stukjes: de intervallen
[(k � 1) b

n ; k b
n ], met k = 1; 2; 3; : : : ; n. Op het k-

de interval geldt:

(k � 1)
b
n

� x � k
b
n

:

Eigenschap A levert dus voor dit k-de interval:

(k � 1)
�

b
n

� 2

�
Z kb=n

(k � 1)b=n
xdx � k

�
b
n

� 2

:
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En wegenseigenschap B is daarom

�
b
n

� 2 nX

k=1

(k � 1) �
Z b

0
xdx �

�
b
n

� 2 nX

k=1

k :

Omdat
nX

k=1

k = 1
2 n(n + 1) = 1

2 n2
�

1 +
1
n

�
en

nX

k=1

(k � 1) = 1
2 n(n � 1) = 1

2 n2
�

1 �
1
n

�
, staat hier:

1
2 b2

�
1 �

1
n

�
�

Z b

0
xdx � 1

2 b2
�

1 +
1
n

�
:

Dit kan alleen waar zijn voor alle n 2 N als

Z b

0
xdx = 1

2 b2 :

We zoudennu via de boven gebruikte verdeeltechniek nog veel meer integralen kunnen gaan berekenen,
maar dat zullen we niet doen. Er is eenveel handigeremethode, gebaseerdop de volgendeconstatering.
Als we bovenstaandeintegraal

Rb
0 f (x)dx = 1

2 b2 eensopvatten als een functie van b, dan is de afgeleide
van die functie weer onzeoorspronkelijke f : x 7! x! Dat dit geentoeval is, zullen we nu gaan aantonen.

Hulpstelling 29. Zij f : [a; b] ! R continu. Dan is de functie F : [a; b] ! R : u 7!
Ru

a f (x)dx
di�eren tieerbaar en heeft f als afgeleide.

u u+h

F(u+h)-F(u)

f(u)

f(u+h)

a b

Bewijs. We beweren dat voor alle u 2 [a; b):

lim
h#0

F (u + h) � F (u)
h

= f (u) : (41)

Geefmaar een" > 0. Omdat f continu is, is er een� > 0 z�o dat voor h 2 (0; � ) geldt: jf (u+ h) � f (u)j < " .
Daaruit volgt dat voor x 2 (u; u + h):

f (u) � " � f (x) � f (u) + " :

Uit de eigenschappen A en B volgt nu:

h � (f (u) � " ) �
Z u+ h

u
f (x)dx = F (u + h) � F (u) � h � (f (u) + " ) :

Dus geldt (nog steedsvoor h 2 (0; � )):

f (u) � " �
F (u + h) � F (u)

h
� f (u) + " ;
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zodat (41) is aangetoond. Op dezelfdemanier toon je aan dat de linkerafgeleidevan F in u gelijk is aan
f (u).

Gev olg 30. Er bestaat maar �e�en manier om aan continue functies op geslotenintervallen eenintegraal
toe te kennendie aan de eisenA en B voldoet.

Bewijs. Stel we hebben tweevoorschriften
R

en
R0 die aan A en B voldoen. Laten eeninterval [a; b] en

eencontinue functie f : [a; b] ! R gegeven zijn. De�nieer dan functies F en G op [a; b] door:

F (u) :=
Z u

a
f (x)dx en G(u) :=

Z 0 u

a
f (x)dx :

Op grond van Hulpstelling 29 geldt dan dat F 0(u) = G0(u) = f (u), en omdat F (a) = G(a) = 0 volgt
hieruit dat F (b) = G(b), dat wil zeggen:

Z b

a
f (x)dx =

Z 0 b

a
f (x)dx :

Gev olg 31. (Lineariteit van de integratie)

(i)
Z b

a
cf (x)dx = c

Z b

a
f (x)dx voor alle c 2 R;

(ii)
Z b

a
(f (x) + g(x))dx =

Z b

a
f (x)dx +

Z b

a
g(x)dx.

Bewijs. van (i): Laat F (u) :=
Ru

a f (x)dx en G(u) :=
Ru

a cf (x)dx. Dan is G0(u) = cF0(u), en omdat
F (0) = G(0) = 0, is G(u) = cF(u) voor alle u 2 [a; b], dus ook voor u = b. Dit bewijst (i).

Opgaafje 130. Bewijs (ii) zelf.

De hoofdstelling van de Calculus

Een functie F waarvoor geldt dat F 0 = f noemenwe eenprimitieve van f . Als ons integraalvoorschrift
inderdaad bestaat, wat we gauw zullen aantonen, dan weten we nu ook dat elke continue functie een
primitiev e heeft (al zal het niet steedsgemakkelijk zijn dezete vinden). De volgendestelling reduceert
het berekenenvan integralen over intervallen tot het vinden van primitiev en.

Stelling 32 (ho ofdstelling van de Calculus). Als F eenprimitiev e is van de continue functie f op
[a; b], dan is

Z b

a
f (x)dx = F (b) � F (a) :

Notatie. F (b) � F (a) schrijft men ook wel als

F (x)
. b

a
of F (x)

. x = b

x = a
:

Bewijs. De functies op [a; b] gegeven door u 7! F (u) en u 7!
Ru

a f (x)dx hebben dezelfdeafgeleidef . Op
grond van Stellinkje 21 in Hoofdstuk 8 schelen ze dus een constante: F (a). (Vul u = a in.) Dus geldt
voor alle u 2 [a; b]: F (u) = F (a) +

Ru
a f (x)dx, in het bijzonder voor u = b.

De volgendetweehoofdstukken zullen geheelworden gewijd aan de kunst van het primitiv eren.
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Het bestaan van in tegralen
Eerst moeten we nog �e�en resultaat zeker stellen: het bestaan van de integraal

Rb
a f (x)dx voor continue

f : [a; b] ! R.

Stelling 33. Het is mogelijk om aan elke continue functie f op een gesloten interval [a; b] een getal
Rb

a f (x)dx toe te kennen z�o dat aan de ondergrens-bovengrens-eigenschap A en de opteleigenschap B
voldaan is.

Bewijs. We kunnen het interval [a; b] in n stukken verdelendoor n � 1 punten t1; t2; : : : ; tn � 1 in (a; b)
te tekenen. Als we dan nog t0 := a en tn := b kiezendan krijgen we eenrijtje t := (t0; t1; t2; : : : ; tn � 1; tn )
met a = t0 < t1 < : : : < tn = b. Laten we zo'n rijtje een verdeling van [a; b] noemen in n stukken. Bij
zo'n verdeling maken we eenondersom

a b

fS(t) :=
nX

j =1

�
min

x 2 [t j � 1 ;t j ]
f (x)

�
(t j � t j � 1) :

Het minimum bestaat steedsop grond van de Stel-
ling van Weierstrass.

Zij nu V(f ; a; b) de verzamelingbestaandeuit alle ondersommen

V(f ; a; b) := f S(t) j t verdeling van [a; b] g :

Zij M := max
x 2 [a;b]

f (x). Omdat elke ondersomkleiner is dan M (b � a), is V(f ; a; b) van boven begrensd.

De�nieer Z b

a
f (x)dx := sup

�
V(f ; a; b)

�
:

We zullen laten zien dat dezede�nitie aan de eisenA en B voldoet.

A. Als m � f (x) � M , dan ligt elke ondersom in het interval [m(b � a); M (b � a)], en dus ook hun
supremum.

B. Een verdeling t van [a; b] in n stukken en eenverdeling s van [b;c] in m stukken levert eenverdeling
u van [a; c] in n + m stukken op z�o dat S(t) + S(s) = S(u). Hieruit volgt dat

Z b

a
f (x)dx +

Z c

b
f (x)dx �

Z c

a
f (x)dx :

Omgekeerd kun je elke verdeling u van [a; c] ver�jnen tot verdelingent en s van [a; b] en [b;c] door
eenverdeelstreepje in b toe te voegen. Omdat ver�jning de ondersomalleengroter kan maken, geldt
dat S(t) + S(s) � S(u). Hieruit volgt dat

Z b

a
f (x)dx +

Z c

b
f (x)dx �

Z c

a
f (x)dx :

Bovenstaandetweeongelijkhedenleveren eengelijkheid op: de opteleigenschap B.

Riemann-sommen
Als f : [a; b] ! R continu is, dan kan de integraal

Rb
a f (x)dx worden benaderdmet Riemann-sommen:

R(t) :=
nX

j =1

f (x j )( t j � t j � 1) ;
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waarbij t eenverdeling van het interval [a; b] is, en waarbij steedsx j moet worden gekozenin het interval
[t j � 1; t j ]. De Riemann-som R(t) ligt natuurlijk tussen de ondersomen de bovensombehorendebij de
verdeling tvan [a; b]. Men kan bewijzen dat, wanneerde maas

max
�

jt j � t j � 1 j

�
�
�
� j = 1; : : : ; n

�

van eenrij verdelingennaar 0 nadert, alle Riemann-sommendie op die verdelingengebaseerdzijn, inder-
daad naderentot de integraal. (Zie bijvoorbeeld [Rud1].)

Oneigenlijk e in tegralen
In het bovenstaandehebben we het alleen nog maar gehad over integralen van continue functies op
gesloten intervallen. In de praktijk zullen we vaak integralen willen uitrekenen van continue functies
op onbegrensdedomeinen zoals [0; 1 ) of R, of op domeinen die niet geslotenzijn, zoals (0; 1]. In deze
gevallen is de integraal gede�nieerd als een limiet, wanneer deze bestaat, van integralen over gesloten
intervallen.
Als eendomein bestaat uit enkele intervallen, dan de�nieren we de integraal van eencontinue functie f
over dit domein als de som van de integralen over de intervallen.

Voorb eeld 42. Onder
Z 1

0
e� 2x dx verstaan we: lim

b!1

Z b

0
e� 2x dx. Dit is gelijk aan

lim
b!1

�
�

1
2

e� 2x
. b

0

�
= lim

b!1

�
�

1
2

e� 2b �
�

�
1
2

��
=

1
2

:

In dit voorbeeld is het integratie-interval [0; 1 ) niet begrensd.

Voorb eeld 43. Onder
Z 1

0

dx
p

x
verstaan we: lim

a#0

Z 1

a

dx
p

x
. Dit is gelijk aan:

lim
a#0

�
2
p

x
. 1

a

�
= lim

a#0

�
2 � 2

p
a
�

= 2 :

In dit voorbeeld is het integratie-interval (0; 1] niet gesloten.

Voorb eeld 44. Onder
Z 3

0

r
x

jx � 1j
dx verstaan we: lim

b" 1

Z b

0

r
x

jx � 1j
dx + lim

c#1

Z 3

c

r
x

jx � 1j
dx. Dit is

gelijk aan

lim
b" 1

Z b

0

r
x

1 � x
dx + lim

c#1

Z 3

c

r
x

x � 1
dx :

In het berekenenvan dit soort integralen zul je in de volgendehoofdstukken eenware virtuositeit ontwik-
kelen. Het domein in voorbeeld (44) is (0; 3) n f 1g, de verenigingvan de niet-geslotenintervallen [0; 1) en
(1; 3].
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Opgaven bij Hoofdstuk 11

Opga ve 131. Zij sgn : R ! R de functie die aan eengetal zijn teken (1 of � 1) toevoegt, en die 0 oplevert in
0. Bepaal de integraal Z 5

� 2
sgn(x)dx

direct uit de gegeven de�nities (dus zonder primitiv eren).
Aanwijzing: bepaal eerst eenvoldoendegroot domein waarop de functie sgn continu is.

Opga ve 132.

(a) Laat zien dat voor alle n 2 N:

1
4 n2(n + 1)2 � 1

4 n2(n � 1)2 = n3

en geefmet behulp hiervan eenkorte uitdrukking voor de som 13 + 23 + 33 + 43 + � � � + n3.

(b) Bepaal nu
Z u

0
x3dx direct uit de eigenschappen A en B van het begrip `integraal'.

Opga ve 133. Bepaal lim
n !1

nX

k=0

1
n + k

:

Opga ve 134. Bepaal lim
n !1

nX

j =0

n
n2 + j 2 .
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12 Primitiv eren

Onder een primitieve functie of primitieve van een functie f verstaan we een functie F waarvoor geldt
F 0 = f .

Het vinden van primitiev en

Elke continue functie heeft primitiev en, maar het is niet altijd gemakkelijk, somszelfs onmogelijk, deze
in eenformule op te schrijv en.

In tegenstelling tot di�eren tiatie bestaat er voor het primitiv eren geensystematische methode. Alles is
geoorloofd wat niet door het strafrecht is verboden. De test komt aan het eind: is de afgeleidevan ons
bedenkselF inderdaad de oorspronkelijk gegeven functie f ? Algebra•�sche programmapakketten, zoals
Maple vinden in de meestegevallen eenprimitiev e, maar lopen op sommigefuncties vast.

Hieronder staat eenlijst van trucs die nog wel eenswillen werken.

Notatie. Met de uitdrukking
R

f (x)dx = F (x) of
R

f dx = F bedoelen we dat F eenprimitiev e is van
f .

Het is dus eenmoeilijke manier om te zeggendat F 0 = f . Somsschrijv en we
Z

f (x)dx = F (x) + C om

onszelferaan te herinneren dat F niet de enige primitiev e is. Dezewat merkwaardige notatie is ervoor
bedoeld om toepassingvan de hoofdstelling van de analysetot eenmechanische bezigheid te maken:

Z
f (x)dx = F (x) =)

Z b

a
f (x)dx = F (x)

. b

a
:

De allereerstemethode voor het vinden van primitiev en is natuurlijk het graven in je geheugen:`Heb ik
dezefunctie ooit wel eensgevonden als afgeleideergensvan?'

Voorb eeld 45.
Z

xr dx =
xr +1

r + 1
.

Dit volgt direct uit de bijpassendedi�eren tiatieregel. Een uitzondering is het geval r = � 1:

Voorb eeld 46.
Z

dx
x

= log jxj + C + D sgn(x) op R n f 0g.

Misschien had je hier verwacht: logx + C. Dit is natuurlijk goed, maar alleen op het domein (0; 1 ),
de (re•ele) logaritme is immers alleen voor positieve argumenten gede�nieerd. Door het schrijv en van
absoluuttekenskrijg je het gebied(�1 ; 0) er gratis bij. (Ga na dat op dit gebiedde afgeleideinderdaad
1=x is.)

Parti •ele in tegratie

Een andere methode voor het vinden van primitiev en is de zogenaamdeparti •ele integratie. Dit is een
omkering van de productregel bij het di�eren ti •eren. Omdat (f g)0 = f 0g + f g0, levert eenprimitiev e van
f g0 ook eenprimitiev e van f 0g op: Z

f 0gdx = f g �
Z

f g0dx:

Als we nog afspreken dat \ df " betekent: f 0(x)dx, dan kunnen we dit schrijv en als:
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Z
gdf = f g �

Z
f dg:

Voorb eeld 47. Zoek eenprimitiev e van de natuurlijk e logaritme.

Oplossing. Z
logxdx = x logx �

Z
xd(log x) = x logx �

Z
dx = x logx � x:

Test: Inderdaad is
d

dx
(x logx � x) = logx +

x
x

� 1 = logx (x > 0):

Voorb eeld 48. Bereken de oppervlakte van eencirkel met straal 1. Is er eenverband met het getal �
(de halve omtrek)?

Oplossing. De oppervlakte van de �e�enheidscirkel is tweemaalde oppervlakte onder de gra�ek van de
functie [� 1; 1] ! R : x 7!

p
1 � x2. Laten we hiervan eenseenprimitiev e zoeken met behulp van parti •ele

integratie: Z p
1 � x2 dx = x

p
1 � x2 �

Z
x �

� x
p

1 � x2
dx:

Die tweedeterm kunnen we wel aan, want:
Z

x2

p
1 � x2

dx =
Z

x2 � 1
p

1 � x2
dx +

Z
1

p
1 � x2

dx = �
Z p

1 � x2 dx + arcsinx:

Rechts staat onze oorspronkelijke integraal met een minteken. Als we deze term naar de andere kant
halen, dan vinden we:

2
Z p

1 � x2 dx = x
p

1 � x2 + arcsinx:

De oppervlakte van een(hele!) cirkel met straal 1 is daarom

2
Z 1

� 1

p
1 � x2 dx = x

p
1 � x2

. 1

� 1
+ arcsinx

. 1

� 1
= 0 +

�
2

� (�
�
2

) = � :

Substitutie van variab elen
Dit is een toepassingvan de kettingregel voor het vinden van primitiev en. Er zijn twee varianten. De
directe variant ziet er zo uit: Z

f 0(g(x))g0(x) dx = f (g(x)) :

Hier moet je even oog voor krijgen:

Voorb eeld 49. Z
sin3 x cosx dx =

1
4

sin4 x:

(je \ziet" g(x) = sinx en f 0(y) = y3 staan.)
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Voorb eeld 50. Z
tg x dx =

Z
sinx
cosx

dx = � log j cosxj:

De anderevariant is de `echte' substitutieregel:
Vervang de integratievariabele x door eenfunctie f (u) van eennieuwe variabele u.

Voorb eeld 51. Zoek eenprimitiev e van de functie

[0; 1 ) ! R : x 7!
p

x
x + 1

:

Oplossing. Schrijf x = u2 om de wortel kwijt te raken, primitiv eer en substitueer aan het eind weer
terug: u =

p
x.

Z p
x

x + 1
=

Z
u

u2 + 1
2udu = 2

Z
u2

u2 + 1
du = 2

Z �
1 �

1
u2 + 1

�
du =

= 2(u � arctg u) = 2(
p

x � arctg
p

x):

Test: Inderdaad is

d
dx

2(
p

x � arctg
p

x) =
1

p
x

�
1 �

1
1 + x

�
=

1
p

x

�
x

1 + x

�
=

p
x

1 + x
:

Substitutie-adviezen

W ortels van lineaire functies.

Kom je in eenintegraal de wortel n
p

ax + b tegen, dan is de substitutie t = n
p

ax + b vaak verstandig.

Voorb eeld 52.
Z

dx
(x + 4)

p
x + 1

= < t =
p

1 + x =) x = t2 � 1 >

=
Z

2tdt
(t2 + 3)t

= 2
Z

dt
t2 + 3

=
2

p
3

arctg
�

t
p

3

�

=
2

p
3

arctg

r
1 + x

3
:

W ortels van kw adratisc he functies.

Eenwortel als
p

ax2 + bx + c kan door verschuiving (substitueer u = x� b=2a) altijd wordenteruggebracht
tot �e�en van de types p

x2 � 1 ;
p

x2 + 1 ;
p

1 � x2:

Handige goniometrische substituties kunnen in dezegevallen zijn:

x =
1

cos'
; x = tg ' ; x = sin ':

ff f
1

1 1

2
2x

x -1
x +1

1-x 2

xx
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Voorb eeld 53. Opnieuw de oppervlakte van de cirkel. (Zie Voorbeeld 48.) Substitueer x = sin ' :

2
Z 1

� 1

p
1 � x2 dx = 2

Z � =2

� � =2
cos'd sin ' = 2

Z � =2

� � =2
cos2 'd'

=
Z � =2

� � =2
(cos2' + 1)d' = (

1
2

sin2' + ' )
. � =2

� � =2
= � :

Het gebruik van hyp erb olische functies

Voorb eeld 54. Net als voor de functie arcsin kunnen we voor de inversevan de functie sinh de afgeleide
bepalen:

(sinh� 1)0 =
1

sinh0� sinh� 1 =
1

cosh� sinh� 1 : x 7!
1

p
1 + x2

;

want als sinhu = x, dan is coshu =
p

1 + x2. Van de functie rechts kennen we nu dus een primitiev e:
sinh� 1. In tegenstelling tot de arcsin kunnen we deze expliciet in x uitdrukk en (zie Voorbeeld 2 uit
Hoofdstuk 3): Z

1
p

1 + x2
= sinh� 1(x) = log(x +

p
1 + x2):

Toepassingenvan de hyperbolische functie voor het vinden van primitiev en zijn talrijk. Evenals bij de
goniometrische functies komen we tot enkele \substitutieadviezen": in de uitdrukkingen

p
x2 � 1 ;

p
x2 + 1 ;

p
1 � x2

komen de volgendesubstituties in aanmerking:

x = coshy ; x = sinhy ; x = tgh y:

Voorb eeld 55.
Z

dx
coshx

=
Z

d sinhx

cosh2 x
= [t = sinhx =) dt = coshx dx] =

Z
dt

1 + t2

= arctg t = arctg sinhx:

Voorb eeld 56. Z
x

p
1 + x2 dx =

1
2

Z p
1 + x2d(x2) =

1
3

(1 + x2)
3
2 :

Volg nooit blind substitutie-adviezen op!

Voorb eeld 57.
Z p

1 + x2 dx = [x = sinhy] =
Z

cosh2 ydy =

=
1
2

Z
(cosh2y + 1)dy =

1
4

sinh2y +
1
2

y =

=
1
2

(sinh y coshy + y) =
1
2

�
x

p
x2 + 1 + log(x +

p
x2 + 1)

�
:

Hierbij gebruiken we dat cosh2 y = 1
4 (ey + e� y )2 = 1

4 (e2y + e� 2y + 2) = 1
2 (cosh2y + 1) en dat sinh2y =

1
2 (e2y � e� 2y ) = 1

2 (ey + e� y )(ey � e� y ) = 2coshy sinhy.
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Opgaven bij Hoofdstuk 12

Opga ve 135. Bepaal eenprimitiev e van de functie

R ! R : x 7!
2

3 + e� x :

Opga ve 136. Bepaal eenprimitiev e van de functie

(0; 2) ! R : x 7!

p
4 � x2

x
:

Opga ve 137. Bepaal eenprimitiev e van de functie

(� 1
2 ; 1 ) ! R : x 7!

p
2x + 1
x + 4

:

Opga ve 138. Bereken de integraal Z 1

0
arcsinx dx :

Opga ve 139. Bereken de integraal Z 2

� 2

dx

(5 � x2)
3
2

:

Opga ve 140. Bereken de integraal Z 3

� 1
arctg ((x � 1)3) dx :

Opga ve 141. Bereken de integraal Z 8=3

3=2

dx

x
p

x2 + 4
:

Opga ve 142. Bereken de integraal Z log 3

0
tgh ydy :

Opga ve 143. Bereken de oneigenlijke integraal
Z 17

8

1

dx
p

x2 � 1
:

Opga ve 144. Bereken de oneigenlijke integraal Z 1

0

dx
(1 + x)

p
x

:

Opga ve 145. Bereken de oneigenlijke integraal Z 1

0
e� x cosx dx :

Opga ve 146. Bereken de oneigenlijke integraal Z 1

0
(log x)2 dx :
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13 Breuksplitsen

Er is een algemenemethode voor het primitiv eren van rationale functies. Een rationale functie is het
quoti•ent van tweeveeltermfuncties. Vereist is alleen dat je de nulpunten van de noemer kunt vinden.

Recept

p en q zijn veeltermfuncties. Gezocht: eenprimitiev e van
p(x)
q(x)

. Stel dat q van de graad n is, en dat we

zijn nulpunten kennen. Dan weten we dus dat

q(x) = c(x � x1)(x � x2)(x � x3) � � � (x � xn ):

(Eventueel gebruiken we �e�en nulpunt eenpaar keer.)
I. Als graad(p) � n, deel dan uit. Dat wil zeggen: bepaal door middel van een staartdeling een

quoti•entveelterm s en eenrestveelterm r van graad lager dan n, z�o dat:

p(x)
q(x)

= s(x) +
r (x)
q(x)

:

Het primitiv eren van s is niet moeilijk, en zo geraken we in geval I I:
I I. Als graad(p) < n, pas dan breuksplitsing toe. Dat wil zeggen: Zoek getallen a1; a2; � � � ; an 2 C z�o

dat
p(x)
q(x)

=
a1

x � x1
+

a2

x � x2
+ � � � +

an

x � xn
:

Dit lukt als de nulpunten x1; x2; � � � ; xn allemaal verschillend zijn. Als er samenvallende nulpunten
zijn, dan zijn er hogeremachten nodig van 1=(x � x j ). Zie Voorbeeld 63.

I I I. Je vindt nu eenprimitiev e door te gebruiken:
Z

dx
x � c

= log jx � cj en
Z

dx
(x � c)k =

� 1
(k � 1)(x � c)k � 1 (k � 2):

Voorb eelden

Voorb eeld 58. Bepaal
Z

x3 + 3x2

x2 + 1
dx.

Oplossing. De teller heeft graad3 en de noemerheeft graad2, dus we moetenuitdelen. Een staartdeling
leert dat

x3 + 3x2

x2 + 1
= x + 3 �

x + 3
x2 + 1

:

We hoeven nu geenbreuksplitsing toe te passen,want we zien dat
Z

x3 + 3x2

x2 + 1
dx =

Z
(x + 3)dx �

Z
x

x2 + 1
dx � 3

Z
1

x2 + 1
dx

= 1
2 x2 + 3x � 1

2 log(x2 + 1) � 3arctgx + C :
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Voorb eeld 59. Zoek eenprimitiev e van de functie g : (� 2; 2) ! R : x 7!
1

x2 � 4
.

Oplossing. We ontbinden de noemer in factoren: x2 � 4 = (x � 2)(x + 2), en zoeken constanten a en b
z�o dat

a
x � 2

+
b

x + 2
=

1
x2 � 4

:

We zien dat de keuzea := 1
4 en b := � 1

4 voldoet, en berekenendan de primitiev e:

Z
dx

x2 � 4
=

1
4

Z �
1

x � 2
�

1
x + 2

�
dx =

1
4

log

�
�
�
�
2 � x
2 + x

�
�
�
� =

1
4

log
�

2 � x
2 + x

�
:

Voorb eeld 60. Bepaal
Z

x + 4
x2 � 5x + 6

dx.

Oplossing. We zoeken a en b z�o dat

x + 4
x2 � 5x + 6

=
a

x � 2
+

b
x � 3

:

Na vermenigvuldiging met (x � 2)(x � 3) staat hier:

x + 4 = a(x � 3) + b(x � 2) :

Door links en rechts de co•e�ci •enten van de machten van x gelijk te stellen vinden we het tweetal verge-
lijkingen

a + b = 1 en � 3a � 2b = 4 :

Oplossing: a = � 6 en b = 7. Zo vinden we:
Z

x + 4
x2 � 5x + 6

dx = � 6
Z

dx
x � 2

+ 7
Z

dx
x � 3

= � 6 log jx � 2j + 7 log jx � 3j + C :

Trucje. In het bovenstaandehadden we a en b ook z�o kunnen vinden:

a = lim
x ! 2

(x � 2)
�

a
x � 2

+
b

x � 3

�
= lim

x ! 2
(x � 2)

�
x + 4

(x � 2)(x � 3)

�
=

2 + 4
2 � 3

= � 6 ;

en evenzo

b =
3 + 4
3 � 2

= 7 :

Voorb eeld 61. Zoek eenprimitiev e van
1

cos'
op het interval (� �

2 ; �
2 ).

Oplossing.
Z

d'
cos'

=
Z

dsin '
cos2 '

=
Z

dx
1 � x2 = 1

2

Z �
1

1 + x
+

1
1 � x

�
dx

= 1
2 (log(1 + x) � log(1 � x)) = log

r
1 + x
1 � x

= log

s
1 + sin '
1 � sin '

= log
1 + sin '

cos'
:
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Voorb eeld 62.
Z

dx
p

1 + x2
= [x = tg ' =) dx =

d'
cos2 '

;
p

1 + x2 =
1

cos'
] =

=
Z

d'
cos'

= log
1 + sin '

cos'
= log

�
1

cos'
+ tg '

�
= log(

p
1 + x2 + x):

(Zie Voorbeeld 61.)

Voorb eeld 63. Z
d'

cos3 '
=

Z
cos'd'
cos4 '

= [x = sin ' ] =
Z

dx
(1 � x2)2 :

Pas hierop breukspliting toe:

1
(1 � x2)2 =

1
4

�
1

1 + x
+

1
(1 + x)2 +

1
1 � x

+
1

(1 � x)2

�
:

Dus Z
dx

(1 � x2)2 =
1
4

�
log

1 + x
1 � x

+
2x

1 � x2

�

=
1
4

log
�

1 + sin '
1 � sin '

�
+

sin '
2cos2 '

:

Voorb eeld 64. Je weet dat
Z

dx
1 + x2 = arctg x, omdat tg 0 = 1 + tg 2, zodat arctg 0 = 1=tg 0 � arctg =

1=(1 + tg 2 � arctg ) = 1=(1 + x2). Maar je kunt het ook z�o uitrekenen:

1
1 + x2 =

1
2

�
1

1 + ix
+

1
1 � ix

�
:

Dus Z
dx

1 + x2 =
1
2i

log
1 + ix
1 � ix

=
1
2

arg
1 + ix
1 � ix

= arg(1 + ix ) = arctg x:

Voorb eeld 65. Bepaal eenprimitiev e van de functie R n f� 1g ! R : x 7!
1

x3 + 1
.

Oplossing. Eerst ontbinden we de noemer:

x3 + 1 = (x + 1)(x2 � x + 1) = (x + 1)(x � � )(x � a) met � :=
1
2

+
i
2

p
3 :

Hierbij is � nulpunt van de veelterm x2 � x + 1. De nulpunten � en � van dezeveelterm hebben som en
product 1; dat wil zeggen:� � = � + � = 1, zodat (1 + � )(1 + � ) = 1 + � � + (� + � ) = 3. Bovendien is
� 3 = � 1, zodat � = 1=� = � � 2. Het trucje bij Voorbeeld60 helpt ons om constanten a, b en c te vinden
z�o dat

1
x3 + 1

=
a

x + 1
+

b
x � �

+
c

x � �
;

namelijk:

a = lim
x !� 1

x + 1
x3 + 1

=
1

(� 1)2 � (� 1) + 1
=

1
3

;

b = lim
x ! �

x � �
x3 + 1

=
1

(� + 1)(� � � )
=

� + 1
3(� + � 2)

=
1 � � 2

3� (1 + � )
=

1 � �
3�

=
� � 2

3�
= � 1

3 � ;

c = lim
x ! �

x � �
x3 + 1

= b = � 1
3 � :
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Nu kunnen we de primitiev e berekenen:
Z

dx
x3 + 1

=
1
3

Z �
1

x + 1
�

�
x � �

�
�

x � �

�
dx

=
1
3

(log(x + 1) � � log(x � � ) � � log(x � � ))

= 1
3 log(x + 1) � 1

6 log
�
(x � � )(x � � )

�
�

i
p

3
log

�
x � �
x � �

�

= 1
3 log(x + 1) � 1

6 log(x2 � x + 1) �
1

p
3

arctg

p
3

2x � 1
:
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Opgaven bij Hoofdstuk 13

Opga ve 147. Bereken de integraal Z 1

0

dx
3 � x2

Opga ve 148. Bereken de integraal Z 1

0

dx
1 + x + x2 :

Opga ve 149. Bereken de integraal Z log 3

log 2

1
coshx

dx :

Opga ve 150. Bepaal eenprimitiev e van de functie (1; 1 ) ! R: x 7!
x2

x2 + x � 2
.

Opga ve 151. Bepaal eenprimitiev e van de functie (0; 4) ! R : x 7!
x2

x � 4
.

Opga ve 152. Bepaal eenprimitiev e van de functie (�
�
2

;
�
2

) ! R : ' 7!
1

cos4 '
.

Opga ve 153. Bepaal
Z

d#
cos#(1 + sin#)

.

Opga ve 154. Bepaal
Z

x2 dx
(x2 � 1)(x2 � 4)

.
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14 Di�eren tiaalv ergelijkingen

Een di�eren tiaalvergelijking is eenverband tusseneenfunctie en zijn afgeleiden.Di�eren tiaalvergelijkin-
gen vinden toepassingin bijna alle wetenschappen. In de fysica nemen ze een centrale positie in: alle
fundamentele natuurwetten, zoals die van Newton en Maxwell, en ook de vergelijking van Schr•odinger
voor de quantummechanica, zijn in dezevorm geformuleerd.
In Hoofdstuk 4 hebben we enkeleeenvoudigetypesdi�eren tiaalvergelijkingen bekeken. We breiden in dit
hoofdstuk ons arsenaalverder uit.

Lineaire di�eren tiaalv ergelijkingen van orde 1
Eendi�eren tiaalvergelijking wordt lineair genoemdalshij van degraad1 is in de functie enzijn afgeleiden.
De orde van eendi�eren tiaalvergelijking is de hoogsteafgeleidedie erin v�o�orkomt. In Hoofdstuk 4 zijn we
enkele lineaire di�eren tiaalvergelijkingen tegengekomen van orde 1 en 2. Dezewaren alle homogeen, dat
wil zeggendat zij eenlineaire combinatie van de functie en zijn afgeleidengelijkstelden aan 0. Bovendien
waren de co•e�ci •enten in dezevergelijkingen steedsconstanten.
Laten we dezetweebeperkingen eensloslaten en kijk en naar di�eren tiaalvergelijkingen van de vorm

f 0(t) + a(t)f (t) = b(t) :

Algemene oplossingsmetho de.

Zoek eerst eenprimitiev e A(t) van a(t), en vermenigvuldig de vergelijking links en rechts met eA (t ) :
�

f 0(t) + a(t)f (t)
�

eA (t ) = b(t)eA (t ) :

We herkennenin het linkerlid de afgeleidevan f (t)eA (t ) ; onzevergelijking is dus equivalent met

d
dt

�
f (t)eA (t )

�
= b(t)eA (t ) ;

oftewel:
f (t)eA (t ) =

Z
b(t)eA (t ) dt :

Het hangt helemaalvan de keusvan de functies a en b af of we de betrokken integralen A(t) =
R

a(t) dt
en vooral

R
b(t)eA (t ) dt inderdaad kunnen vinden.

Voorb eeld 66. Bepaal de functie f waarvoor f 0(t) = � 2f (t) en f (0) = 5.

Oplossing. De hierboven beschreven methode levert hier dat d
dt

�
f (t)e2t

�
= 0, dus f (t) = Ce� 2t , (maar

dat hadden we in Hoofdstuk 4 ook al gezien). Uit f (0) = 5 volgt C = 5, dus f (t) = 5e� 2t .

Voorb eeld 67. In de keuken staat een kopje ko�e af te koelen. De afkoeling per tijdseenheid is
evenredig met het verschil in temperatuur tussende ko�e en de keuken. We meten de temperatuur f (t)
van de ko�e (in graden Celsius) na 0, 3 en 4 uur wachten. De resultaten zijn: f (0) = 100, f (3) = 30,
f (4) = 25. Is het koud in de keuken?

Oplossing. Noem de keukentemperatuur K . Dan is f 0(t) = � c
�
f (t) � K

�
. We maken hiervan f 0(t) +

cf (t) = cK , en passende methode toe: d
dt (f (t)ect ) = cK ect . De oplossinghiervan is f (t)ect = K ect + D,

dus f (t) = K + De� ct .
Invulling van onzemeetresultaten in dezeformule levert nu: c = log2 en K = 20. Lekker warm dus.
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Voorb eeld 68. Welke functies f voldoen aan f 0(t) = � 2tf (t) ?

Oplossing. De oplossingsmethode levert, met a(t) = 2t, dat d
dt

�
f (t)et 2

�
= 0. Dus f (t) = Ce� t 2

.

Voorb eeld 69. Bepaal de functie f waarvoor f 0(t) + (sin t) � f (t) = 0 en f (0) = 7.

Oplossing.
d
dt

�
f (t)e� cos t � = 0, dus f (t) = B ecos t .

Wegensf (0) = 7 is B =
7
e

en dus f (t) = 7e� 1+cos t .

Voorb eeld 70. Los op: f 0(t) + 2f (t) = t.

Oplossing. We schrijv en dezevergelijking eerst als d
dt (f (t)e2t ) = te2t , en berekenendaaruit dat

f (t)e2t =
Z

te2t dt = 1
2 te2t � 1

2

Z
e2t dt =

�
t
2

�
1
4

�
e2t + C :

We vinden de volgendealgemeneoplossing:

f (t) =
t
2

�
1
4

+ Ce� 2t :

Voorb eeld 71. f 0(t) + 2tf (t) = 6e� t 2
cos3t

Oplossing. We vinden:

f (t)et 2
=

Z
6cos3t dt = 2sin3t + C ; dus f (t) = (2 sin3t + C)e� t 2

:

Voorb eeld 72. Een man gaat naar zijn tandarts, die 5 km bij hem vandaan woont. Hij verlaat
welgemoed zijn huis, lopend met een snelheid van 10 km per uur. Maar naarmate hij dichter bij zijn
gevreesdebestemmingkomt, gaat hij langzamer lopen: als hij nog x km van zijn tandarts verwijderd is,
is zijn snelheid2x km per uur. Komt hij ooit aan?

Oplossing. Zij f (t) de afstand tussen de man en zijn tandarts (in km), t uur na zijn vertrek. We zijn
dezefunctie f toevallig al in voorbeeld 66 tegengekomen. De man komt dus nooit aan.

Voorb eeld 73. Stel de man uit voorbeeld 72 wordt niet alleen geremd door de vrees die toeneemt
naarmate hij zijn doel nadert, maar tevensaangespoord door een
uctuerende kiespijn: f 0(t) = �

�
2f (t) +

(sin t)2
�
. Hoe zit het dan?

Oplossing. We schrijv en de vergelijking als d
dt (f (t)e2t ) = � sin2 t e2t en integreren:

f (t)e2t = �
Z

sin2 t e2t dt = � 1
2

Z
(1 � cos2t)e2t dt

= � 1
4 e2t + 1

2 Re
Z

e2t (1+ i ) dt = � 1
4 e2t + 1

2 Re
�

1
2(1 + i )

�
e2t (cos2t + i sin2t) + A

Dus, omdat 1
2(1+ i ) = 1� i

4 ,

f (t) = �
1
4

+
1
8

cos2t +
1
8

sin2t + Ae� 2t :

Uit f (0) = 5 volgt A =
41
8

. Ditmaal lukt het dus wel, de tandarts te bereiken, want f
� 9

8
�

�
is negatief.
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Niet-lineaire di�eren tiaalv ergelijkingen

Oplossing do or scheiding van variab elen.

Dezemethode kunnen we toepassenin al die gevallen die te herleiden zijn tot

�
eenof andereuitdrukking in f (t)

�
=

�
eenof andereuitdrukking in t

�

Voorb eeld 74. f 0(t) =
t2

�
f (t)

� 2

Oplossing.
�
f (t)

� 2
� f 0(t) = t2 , dus

d
dt

�
1
3

�
f (t)

� 3
�

= t2 , dus
1
3

�
f (t)

� 3
=

1
3

t3 + A , dus f (t) = 3
p

t3 + B .

Voorb eeld 75. Zoek de functie f die voldoet aan

8
><

>:

f 0(t) = 1 +
�
f (t)

� 2

f (0) = 1

Oplossing.
f 0(t)

1 +
�
f (t)

� 2 = 1, dus
d
dt

�
arctg f (t)

�
= 1 , dus arctg f (t) = t + A , dus f (t) = tg (t + A) ,

dus (wegensf (0) = 1): f (t) = tg
�

t +
�
4

�
.

Voorb eeld 76. f 0(t) = 6
p

f (t) cos3t.

Oplossing.
f 0(t)

2
p

f (t)
= 3cos3t , dus

d
dt

p
f (t) = 3cos3t , dus

p
f (t) = A + sin3t , dus f (t) = (A +

sin3t)2.
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Opgaven bij Hoofdstuk 14

Bepaal alle functies f die voldoen aan:

Opga ve 155. f 0(t) + f (t) cost = 0

Opga ve 156. f 0(t) + f (t) = tet

Opga ve 157. f 0(t) +
2t

1 + t2 f (t) =
1

1 + t2

Opga ve 158. f 0(t) + t2f (t) = t2

Opga ve 159. (1 + t2)f 0(t) + tf (t) =
�
1 + t2� 5

2

Opga ve 160. 3f 0(t) + 7f (t) = cos2t

Opga ve 161. tf 0(t) + f (t) +
1

p
1 � t2

= 0

Opga ve 162.
�

f 0(t) +
p

t � f (t) = 0

f (0) = 3

Opga ve 163.
�

f 0(t) � 2tf (t) = t

f (0) = 1

Opga ve 164.

( 1
t
f 0(t) + 1 + f (t) = 0

f (1) = 3

Opga ve 165.

( (1 + t)2f 0(t) + 4tf (t) = t

f (1) =
1
4

Opga ve 166. f 00(t) = 3f (t) + 2f 0(t)

Opga ve 167. f 00(t) = 2f 0(t)

Opga ve 168. f 00(t) = � 4f (t) + 2f 0(t)

Opga ve 169. 3f 00(t) = f (t) + 7

Opga ve 170.

8
><

>:

f 00(t) + 2f 0(t) + 4f (t) = t2

f (0) = 0

f 0(0) = 0
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Los de volgendedi�eren tiaalvergelijkingen op:

Opga ve 171.
dy
dx

=
x
y

.

Opga ve 172.
dy
dt

= y(1 � y).

Opga ve 173.

8
<

:
t2

�
1 +

�
f (t)

� 2
�

+ 2f (t)f 0(t) = 0

f (0) = 1

Opga ve 174.

8
><

>:

�
cosf (t)

�
� f 0(t) +

t sinf (t)
1 + t2 = 0

f (1) =
�
2
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