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VoorwoordDit zijn de aantekeningen bij het appli
atie uur groepentheorie voor fysi
i. Doel iszoveel mogelijk idee�en uit het 
ollege van Gert He
kman te verduidelijken aan de hand vansymmetriegroepen van mole
ulen. Vier voorbeelden worden redelijk 
onsequent door hethele 
ollege heen meegenomen: water, ammoniak, methaan en ethaan. Meer informatieis te vinden in de boeken van Sternberg [8℄, Serre [7℄ en Miller [5℄ (deze laatste is helaasuitverko
ht).Nog een opmerking betre�ende de notatie. Er zijn vers
hillende notaties in zwang, voorgroepen, elementen, 
onjugatieklassen en representaties. Zo is er de S
h�on
ies notatie voorpuntgroepen en hun elementen. De S
h�on
ies notatie wordt veelvuldig gebruikt binnen detheoretis
he 
hemie en de mole
uulfysi
a (zie bijv. [1℄), meestal in 
ombinatie met de notatievan Mulliken voor representaties van puntgroepen. Dan is er de Hermann-Maugin notatiedie in de 
rystallogra�e populair is (zie bijv. [2℄). Tot slot is er de notatie die binnen dewiskunde min of meer standaard is, en die zullen we hier gebruiken. Daar zijn drie redenenvoor: allereerst omdat deze notatie ook wordt gebruikt in het di
taat [3℄ van He
kman enhet daarom verwarrend zou zijn hier een andere notatie te gebruiken. Ten tweede is dezenotatie de meest "zuinige" omdat er in deze notatie maar weinig isomorfe groepen zijnmet meerdere notaties. Ten derde zijn we niet alleen ge��nteresseerd in (
rystallogra�s
he)puntgroepen, waar de S
h�on
ies resp. Hermann-Maugin notatie voor beda
ht zijn, maarbijv. ook in de symmetris
he en alternerende groepen. Lu
 & Joris, Augustus 2004
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71 De symmetriegroep van een mole
uul1.1 De groepen O(R3) en SO(R3)De�nieer op R3 het standaard re�ele inprodu
t:R3 � R3 ! R : (x;y) 7! x1y1 + x2y2 + x3y3 =: hx;yi:De orthogonale groep in 3 dimensies O(R3 ) is gede�nieerd als de groep van inverteerbarelineaire afbeeldingen die het standaard inprodu
t invariant laten:O(R3 ) := fA : R3 ! R3 ; A is lineair; A is inverteerbaar; hAx; Ayi = hx;yi 8x;y 2 R3g:Als we een lineaire afbeelding A identi�
eren met zijn matrix ten opzi
hte van de standaardbasis van R3 , dan is het inverteerbaar zijn equivalent met det(A) 6= 0 en de invariantie vanhet inprodu
t is equivalent met AtA = I.Merk op dat uit hAx; Ayi = hx;yi 8x;y 2 R3 volgt dat A de lengte van ve
toren in R3behoudt:8x 2 R3 : jAxj =q(Ax)21 + (Ax)22 + (Ax)23 =phAx; Axi =phx;xi = jxj:Het omgekeerde is ook waar: voor elke lineaire A geldt dat uit hAx; Axi = hx;xi 8x 2 R3volgt dat hAx; Ayi = hx;yi 8x;y 2 R3 . Immers: 8x;y 2 R3 geldt hx � y;x � yi =hA(x � y); A(x � y)i = hAx � Ay; Ax � Ay)i = hAx; Axi � 2hAx; Ayi + hAy; Ayi =hx;xi�2hAx; Ayi+ hy;yi, verder: hx�y;x�yi = hx;xi�2hx;yi+ hy;yi en het resultaatvolgt.De elementen van O(R3 ) hebben alle determinant �1: voor A 2 O(R3 ) geldt1 = det(I) = det(AtA) = (detAt)(detA) = (detA)2:De elementen met determinant +1 vormen een ondergroep van O(R3 ), genaamd de spe
ialeorthogonale groep in 3 dimensies SO(R3 ):SO(R3) := fA : R3 ! R3 ;A 2 O(R3);detA = 1g:Dat dit e
ht een ondergroep is volgt eenvoudig uit het feit dat det(AB) = (detA)(detB)voor alle A;B 2 GL(Rn) (
ontroleer eventjes de 3 eisen in de�nitie 1.9 in [3℄).Zij w 2 R3 met jwj = 1, en � 2 R. De rotatie van R3 met as w en hoek � is de lineaireafbeeldingDw;� : R3 ! R3 met Dw;�(v) = v als v 2 Rw, Dw;�(v) = (
os �)v+(sin�)w�vals v 2 w?. De spe
iale orthogonale groep bestaat pre
ies uit alle rotaties in R3 :SO(R3) = fDw;�;w 2 R3 ; jwj = 1; � 2 Rg:De draaiingsas Rw is welbepaald tenzij � 2 2�Z. Merk op dat Dw;� = D�w;��.Zij w 2 R3 met jwj = 1. De spiegeling van R3 met als spiegelvlak w? = fv 2R3 ; hv;wi = 0g is de lineaire afbeelding Sw : R3 ! R3 met Sw(v) = �v als v 2 Rw,Sw(v) = v als v 2 w?. Alle spiegelingen zijn elementen van de orthogonale groep O(R3 ).De groep O(R3) bevat dus rotaties en spiegelingen, en natuurlijk samenstellingen daar-van. Wat voor orthogonale afbeeldingen kun je maken door rotaties en spiegelingen samen



8 1 DE SYMMETRIEGROEP VAN EEN MOLECUULte stellen? Merk allereerst op dat de afbeelding s : R3 ! R3 : x 7! �x, genaamd ruimte-inversie, in O(R3 ) zit. Merk ook op dat det s = �1, dus s 62 SO(R3). Stel nu datA 2 O(R3 ) � SO(R3), dus A is orthogonaal maar A is geen rotatie. Dan is sA wel eenrotatie, want sA 2 O(R3) en det(sA) = (det s)(detA) = �1 � �1 = 1, dus sA 2 SO(R3).Er zijn dus een hoek � 2 [0; 2�) en een ve
tor w 2 R, jwj = 1 z�o dat sA = Dw;�.Vermenigvuldigen we links en re
hts met s en gebruiken we dat s2 = I, dan vinden we:A = IA = (s2)A = s(sA) = sDw;�. Je kunt eenvoudig nagaan dat SwDw;� = s, dusA = sDw;� = (SwDw;�)Dw;� = Sw(Dw;�Dw;�) = SwDw;�+�. Een dergelijke afbeelding(draaiing rondom een as gevolgd door spiegeling in het vlak loodre
ht op die as) noemenwe een draaispiegeling. Pre
iezer: de afbeelding SwDw;� heet de draaispiegeling met as wover hoek �; de as is welbepaald tenzij � 2 2�Z.Kortom, we hebben zojuist ingezien datO(R3 )� SO(R3 ) = fsDw;�;w 2 R3 ; jwj = 1; � 2 Rg= fSwDw;�+�;w 2 R3 ; jwj = 1; � 2 Rg:De orthogonale groep O(R3 ) bevat dus behalve alle rotaties ook alle draaispiegelingen (metals spe
iaal geval de spiegelingen).Merk tot slot op dat alle elementen van O(R3 ) de oorsprong (0; 0; 0) 2 R3 vast laten.De ondergroepen van O(R3 ) heten dan ook puntgroepen, omdat alle elementen (behalve deidentiteit) pre
ies �e�en enkel punt vast (\invariant") laten.1.2 De�nitie van de symmetriegroepZij M een mole
uul bestaande uit atomen genummerd van 1 tot en met n. Zij verder mide massa van het ie atoom. We kiezen de oorsprong van R3 in het zwaartepunt van hetmole
uul en geven met (q1; : : : ;qn) 2 R3n de (evenwi
hts) posities van de atomen aan. Weveronderstellen dat twee atomen alleen gelijke massa hebben als ze identiek zijn.De�nitie 1.1: De symmetriegroep G(M) van een mole
uul M in R3 wordt gede�nieerddoor: G(M) := fA 2 O(R3 ); 8i9j met mi = mj en Aqi = qjg:Het is dus de ondergroep (
ontroleer zelf even de punten 1 tot en met 3 in de�nitie 1.9van [3℄) van transformaties in O(R3) die het mole
uul invariant laten. Nog weer andersgezegd: het is de groep van alle rotaties en draaispiegelingen die elk atoom van het mole
uulovervoeren in een atoom van hetzelfde type.1.3 WaterAls eerste voorbeeld bes
houwen we het water mole
uul, H2O (zie �g. 1). Uit de �guurblijkt duidelijk dat de symmetriegroep G(H2O) behalve de eenheid E nog de volgendeelementen bevat:� De rotatie R over een hoek � om de as lR die loopt door het zuurstof atoom en deoorsprong;� De spiegeling T in het vlak �T waarin het mole
uul ligt;



1.3 Water 9� De spiegeling in het vlak �RT . Ga na dat deze spiegeling niets anders is dan desamenstelling RT van de twee vorige operaties (samenstellingen van fun
ties lees jealtijd van re
hts naar links, dus RT betekent \eerst spiegelen (T ), dan roteren (R)").In dit bijzondere geval blijkt het niet uit te maken in welke volgorde je de operatiessamenstelt (RT = TR, de elementen R en T 
ommuteren), maar in het algemeenmaakt de volgorde van de samenstelling wel degelijk vers
hil.Als we een basis kiezen z�o dat het zuurstof-atoom op de z-as ligt en de waterstof-atomenin het xz-vlak (dus zoals in �g. 1), vinden we de volgende matri
es bij deze elementen:E = 0�1 0 00 1 00 0 11A ; R = 0��1 0 00 �1 00 0 11A ; T = 0�1 0 00 �1 00 0 11A :De matrix van RT kun je dire
t ops
hrijven, maar je kunt hem natuurlijk ook berekenendoor het matrix-produ
t van R met T te nemen:RT = 0��1 0 00 �1 00 0 11A0�1 0 00 �1 00 0 11A = 0��1 0 00 1 00 0 11A :Je kunt 
ontroleren dat het samenstellen (vermenigvuldigen) van deze elementen nietsnieuws meer oplevert; bijv. R2 = E, T 2 = E, TR = RT , et
etera. Dit betekent dat wenu een ondergroep van G(H2O) hebben gevonden, namelijk H := fE;R; T;RTg. Je kunteen poging wagen om nog meer elementen van de symmetriegroep G(H2O) te vinden, maardeze poging zal gedoemd zijn te mislukken: er zijn er namelijk niet meer. Waarom dit zois zullen we hieronder inzien.We s
hrijven even de vermenigvuldigingstabel op van de ondergroep H die we zojuisthebben gevonden:
H HO

�RT�T lR(a) (b) (
)
zx y

Figuur 1: Watermole
uul, H2O. (a) Zijaanzi
ht. (b) Symmetri�en: de rotatie-as lR van derotatie R over een hoek � en de spiegelingsvlakken �T en �RT behorende bij de spiegelingenT en R; (
) Assenstelsel.



10 1 DE SYMMETRIEGROEP VAN EEN MOLECUULE R T RTE E R T RTR R E RT TT T RT E RRT RT T R EMerk op dat de vermenigvuldigingsregels pre
ies overeenkomen met die van de groep D2(gede�nieerd in [3℄ voorbeeld 1.12), als je de elementen op de voor de hand liggende wijzeidenti�
eert. De groep H lijkt dus erg sterk op de groep D2. Beide groepen zijn natuurlijkniet identiek (want H bestaat uit transformaties in R3 , terwijl de elementen van D2 perde�nitie transformaties in R2 zijn), maar voor de rest lijken ze wel heel erg veel op elkaar.Als je puur let op de \algebra" (dus de vermenigvuldigingsregels) en niet op de notatie vande elementen of op hun interpretatie, dan kun je geen onders
heid maken tussen de tweegroepen. We zeggen in dit geval dat de groepen H en D2 isomorf zijn. We komen later(o.a. in hoofdstuk 3 van [3℄) nog in detail terug op het belangrijke begrip isomor�e.1We moeten nu nog inzien of we inderdaad alle elementen van de symmetriegroep vanH2O hebben gevonden, d.w.z. of H = G(H2O). Dit kun je als volgt beredeneren. Hetzuurstof atoom, laten we zeggen dat dit atoom nummer 1 is, moet door de elementen van desymmetriegroep op zijn plek gelaten worden. Oftewel: voor alle A 2 G(H2O) : Aq1 = q1.Het probleem redu
eert dus2 tot een probleem in het vlak door de twee waterstof atomenen loodre
ht op q1. De twee waterstof-atomen vormen een lijnstuk, oftewel een regelmatige2-hoek, waarvan de symmetriegroep in het vlak per de�nitie D2 is (zie [3℄ voorbeeld 1.12).Een andere manier om in te zien dat G(H2O) = H, is om een 
o�ordinatensysteem te kiezenen dan expli
iet de oplossingen A te bepalen van het stelsel vergelijkingen Aqi = qi voori = 1; 2; 3. Deze laatste manier lijkt miss
hien eenvoudiger (dire
ter), maar voor mole
ulenmet een grote symmetriegroep (de symmetriegroep van methaan heeft bijv. 24 elementen)is dit laatste e
ht enorm veel werk.Merk tenslotte op: als we de�ni�eren a := R; b := T en 
 := RT , dan voldoen e; a; b en
 aan de vermenigvuldigingsregels van de viergroep van Klein V4 (zie [3℄ voorbeeld 1.7).Ga dit even na! Dit betekent dat de symmetriegroep G(H2O) behalve isomorf met D2�o�ok isomorf is met V4. En net zo goed zijn D2 en V4 isomorf. Je ziet dat \dezelfde"groep in vers
hillende gedaantes voor kan komen. Zoals we later zullen zien, hebben aldeze realisaties van dezelfde groep ook dezelfde eigens
happen. Dit is een van de sterkepunten van groepentheorie: als je een bepaalde groep goed begrijpt en zijn eigens
happenkent, dan weet je meteen ook de eigens
happen van alle groepen die isomorf zijn met diebepaalde groep. Hier zie je de ta
tiek van de wiskundige: vergeet alle irrelevante details en
on
entreer je op de zaken die van belang zijn; dit levert een algemeen toepasbare theorieop.1Nou vooruit, to
h eventjes de formele de�nitie: twee groepen G en K heten isomorf als er een bije
tieveafbeelding � : G ! K bestaat die de vermenigvuldigingsstru
tuur behoudt, d.w.z. �(ab) = �(a)�(b) vooralle a; b 2 G; hierbij is ab het produ
t in G en �(a)�(b) het produ
t in K. In dit voorbeeld kun je nemenG = H, K = D2 en de afbeelding � : H ! D2 is vastgelegd door �(E) = e, �(R) = r, �(T ) = t en�(RT ) = rt (maar je zou de rol van H en D2 ook kunnen verwisselen).2Ga na, dat als je je basis van R3 z�o kiest dat q1 op de z-as ligt, uit de eis Aq1 = q18A 2 G(H2O) volgtdat de matri
es van de elementen A 2 G(H2O) < O(R3) ten opzi
hte van deze basis van de vorm � � � 0� � 00 0 1�zijn.



1.4 Ammoniak 111.4 AmmoniakHet ammoniakmole
uul NH3 is weergegeven in �g. 2. In de �guur kun je meteen enkeletransformaties in de symmetriegroep G(NH3) van ammoniak NH3 herkennen: r is de ro-tatie over een hoek 2�=3 om de as lr door de oorsprong en het stikstof atoom. t is despiegeling in het vlak �t door de oorsprong, het stikstof atoom en het waterstof atoom H1.Samenstellen van deze transformaties levert bovendien de elementen r2 (de inverse van r,ofwel rotatie de andere kant op), rt (de spiegeling in het vlak door H2, N en de oorsprong)en r2t (de spiegeling in het vlak door H3, N en de oorsrpong). Je kunt nagaan dat andere
ombinaties niks nieuws opleveren en dat ook het nemen van inverses niks nieuws oplev-ert, dus fe; r; r2; t; rt; r2g is een ondergroep van G(NH3). Via eenzelfde redenering als wegebruikten voor het geval van water kun je inzien dat deze ondergroep isomorf is met D3en bovendien dat dit ook alles is: G(NH3) = fe; r; r2; t; rt; r2g. Immers, het stikstof atoommoet op z'n plaats worden gehouden; het probleem redu
eert dus tot een probleem in hetvlak door de drie waterstof atomen. Deze zijn gerangs
hikt in een gelijkzijdige driehoek,waarvan de symmetriegroep per de�nitie D3 is.De groep S3 is de groep van alle bije
tieve afbeeldingen van de verzameling f1; 2; 3gnaar zi
hzelf (zie ook [3℄ voorbeeld 1.8). We zullen nu laten zien dat de groepen G(NH3)en S3 isomorf zijn. Hiertoe asso
i�eren we elk element van G(NH3) met een permutatie vande 3 waterstofatomen H1;H2 en H3 (zie ook �g. 2). Zo hoort bij de rotatie r de permutatie� 1 2 32 3 1 �. De spiegeling t komt overeen met de permutatie � 1 2 31 3 2 �, de verwisseling van H2 enH3. De overige elementen kun je vinden door samenstellen, of ook door een dire
te inspe
tievan �guur 2. Je kunt dan nagaan dat de vermenigvuldigingsregels in beide groepen hetzelfdezijn: zo is bijvoorbeeld rt inderdaad geasso
ieerd met de samenstelling�1 2 32 3 1��1 2 31 3 2� = �1 2 32 1 3� :Dus elk element van G(NH3) levert een bije
tieve afbeelding van de verzameling f1; 2; 3gnaar zi
hzelf. Omgekeerd levert elke permutatie van de waterstof atomen maximaal �e�enelement van G(NH3) op, omdat het stelsel fq1; : : : ;q4g R3 opspant.3 Bovendien komt elke3Een lineaire afbeelding A : R3 ! R3 ligt volledig vast als je aangeeft wat de beelden Aqi zijn van een
H3 H2H1

N
�r2t�t�rt lr(a) (b)Figuur 2: Ammoniakmole
uul, NH3. (a) Zijaanzi
ht. (b) Symmetri�en: de rotatie-as lr vande rotatie r over een hoek 2�=3 en de drie spiegelingsvlakken behorende bij de spiegelingent, rt en r2t.



12 1 DE SYMMETRIEGROEP VAN EEN MOLECUULmogelijke permutatie van waterstof-atomen (3! = 6 in totaal) ook daadwerkelijk overeenmet een element uit G(NH3) zoals je eenvoudig nagaat.Samenvattend hebben we zojuist een bije
tieve afbeelding van de groep G(NH3) naarde groep S3 gede�nieerd, die bovendien nog eens de vermenigvuldigingsstru
tuur bewaart.Dus de groepen G(NH3) en S3 zijn isomorf. We hadden al gezien dat we G(NH3) ookisomorf is met D3. Dit betekent dat ook D3 en S3 isomorfe groepen zijn.1.5 MethaanFiguur 3 is een plaatje van methaan CH4. We nummeren de vier waterstof atomen op devolgende manier: atoom 1 op positie q1 = (1; 1; 1), atoom 2 op positie q2 = (1;�1;�1),atoom 3 op positie q3 = (�1; 1;�1) en atoom 4 op positie q4 = (�1;�1; 1). Het koolstofatoom zit in de oorsprong en krijgt nummer 5. We zullen laten zien dat de symmetriegroepvoor methaan CH4 isomorf is met de symmetris
he groep S4.Merk allereerst op dat het C atoom op zijn plek moet worden gelaten; dit gaat e
hterautomatis
h goed omdat het in de oorsprong ligt. Elk element van G(CH4) levert eenpermutatie op van de vier waterstof atomen. Immers, als A 2 G(CH4) dan beeldt A elke qi(voor i = 1; 2; 3; 4) af op een qj (met j 2 f1; 2; 3; 4g); bij deze A hoort dan de permutatie�A 2 S4 gede�nieerd door �A(i) := j als Aqi = qj (dit is e
ht een permutatie, want zijninverse is gegeven door �A�1). Op deze manier hebben we een afbeelding � : G(CH4)! S4gede�nieerd.Deze afbeelding is inje
tief 4: bij een gegeven permutatie van de vier waterstof atomenhoort maximaal �e�en element van de symmetriegroep G(CH4); immers, R3 wordt opgespan-nen door het stelsel ve
toren fq1; : : : ;q4g.We laten nu zien dat � ook surje
tief is. We moeten dus voor elk element � in S4 eenafbeelding maken in G(CH4) die de waterstof atomen permuteert volgens de permutatie �.We doen dit op zo'n manier dat meteen duidelijk zal zijn dat � ook de vermenigvuldigingstelsel ve
toren fqig dat R3 opspant.4Een afbeelding f : X ! Y heet inje
tief als elke y 2 Y hooguit �e�en origineel in X heeft, d.w.z.8x1 2 X 8x2 2 X : f(x1) = f(x2) =) x1 = x2. f heet surje
tief als elke y 2 Y tenminste �e�en origineel inX heeft, d.w.z. 8y 2 Y 9x 2 X : y = f(x). f heet bije
tief of inverteerbaar als f inje
tief �en surje
tief is,dus als elke y 2 Y pre
ies �e�en origineel in X heeft.
H1H2 H3

H4
C H1H2 H3

H4 H1H2 H3
H4 H1H2 H3

H4
(a) (b) (
) (d)Figuur 3: Methaan, CH4. (a) zijaanzi
ht; (b) spiegelvlak van A(12); (
) spiegelvlak vanA(23); (d) spiegelvlak van A(34).



1.5 Methaan 13behoudt, d.w.z. dat �(AB) = �(A)�(B) voor alle A;B 2 G(CH4). We kunnen dan onmid-dellijk 
on
luderen dat � een isomor�sme is1, en dus dat de groepen G(CH4) en S4 isomorfzijn (wat we noteren als G(CH4) �= S4).Eerst e
hter een stellinkje over de symmetris
he groep Sn (zie [3℄ voorbeeld 1.8). Wegebruiken de 
ykel notatie uit [3℄ voorbeeld 2.11.Stelling 1.1: De groep Sn wordt voortgebra
ht door de naburige verwisselingen: �1 =(12); �2 = (23); : : : ; �n�1 = (n � 1; n), dus elke permutatie in Sn kan worden ges
hrevenals produ
t van naburige verwisselingen (en hun inverses, maar dat zijn wederom naburigewisselingen).Bewijs:Voor 1 � i < j < n geldt: (i; j +1) = (j; j +1)(i; j)(j; j +1). Door herhaald toepassen vandeze regel zien we dat we uit de naburige verwisselingen alle verwisselingen kunnen maken.Verder is elke k-
ykel te s
hrijven als een produ
t van verwisselingen: (i1; i2; : : : ; ik) =(i1; i2)(i2; i3) : : : (ik�1; ik). 2Een voorbeeldje: in S4 geldt (134) = (13)(34) = (23)(12)(23)(34). De stelling heeft als
onsequentie dat om de surje
tiviteit van � aan te tonen, we kunnen volstaan door voorelk van de permutaties (12); (23) en (34) in S4 een element in G(CH4) aan te wijzen datde waterstofatomen permuteert volgens de gegeven permutatie. Welnu, neem ten opzi
htevan de basis uit �g. 3:A(12) := 0�1 0 00 0 �10 �1 0 1A ; A(23) := 0�0 1 01 0 00 0 11A en A(34) := 0�1 0 00 0 10 1 01A :Je 
ontroleert gemakkelijk dat de gegeven afbeeldingen in G(CH4) zitten, immers (12) isde spiegeling in het vlak x2 + x3 = 0, (23) is de spiegeling in het vlak x1 � x2 = 0 en(34) is de spiegeling in het vlak x2 � x3 = 0. Het origineel onder � voor willekeurigepermutatie in S4 vindt je nu door deze permutatie te s
hrijven als produ
t van naburigeverwisselingen; het origineel onder � is dan het produ
t van de bijbehorende matri
es. Dusbijv. A(134) := A(23)A(12)A(23)A(34) 2 G(CH4); het moge duidelijk zijn dat dan inderdaadgeldt �(A(134)) = (134). Kortom: � is surje
tief en inje
tief, dus bije
tief. De inverse van� is gegeven door ��1 : S4 ! G(CH4) : � 7! A� waarbij A� zoals zojuist gede�nieerd.Tot slot het behoud van de vermenigvuldiging. Het is eenvoudig in te zien dat de inverse��1 de vermenigvuldiging behoudt: laat � = �i1�i2 : : : �in 2 S4 en � = �j1�j2 : : : �jm 2 S4de ontbindingen in produ
ten van naburige verwisselingen van twee willekeurige elementen�; � 2 S4 zijn. Dan is:��1(��) = A�� = A�i1 :::�in�j1 :::�jm = A�i1 : : : A�inA�j1 : : : A�jm = A�A� = ��1(�)��1(�):Maar hieruit kun je meteen 
on
luderen dat � zelf ook de vermenigvuldiging behoudt:�(AB) = ����1��(A)���1��(B)�� = ����1��(A)�(B)�� = �(A)�(B)voor alle A;B 2 G(CH4).We kunnen dus 
on
luderen dat G(CH4) �= S4. In het bijzonder heeft de symme-triegroep van methaan dus 4! = 24 elementen. Als je de symmetriegroep had proberen te



14 1 DE SYMMETRIEGROEP VAN EEN MOLECUULbepalen door dire
t (uit �g. 3) alle mogelijke rotaties, spiegelingen, et
. af te lezen, zou dekans groot zijn dat je er een aantal over het hoofd had gezien. Bovendien krijg je via ditisomor�sme en de notatie van de elementen van S4 automatis
h een duidelijke notatie voorde elementen van G(CH4) 
adeau.



152 ConjugatieklassenZij G een groep, x 2 G een element. De 
onjugatieklasse van x is de deelverzameling vanG gede�nieerd door [x℄ := fgxg�1 : g 2 Gg:Als y 2 [x℄, zeggen we dat y ge
onjugeerd is met x. Dit is een equivalentierelatie:� re
exiviteit: x = exe�1 2 [x℄, dus x is ge
onjugeerd met x (voor elke x 2 G);� symmetrie: als x = gyg�1, dan is g�1xg = y, dus als x ge
onjugeerd is met y, dan isy ook ge
onjugeerd met x (voor alle x; y 2 G);� transitiviteit: als x = gyg�1 en y = hzh�1 (met x; y; z; g; h 2 G), dan is x =ghzh�1g�1 = (gh)z(gh)�1 ; dus als x ge
onjugeerd is met y, en y met z, dan is xook ge
onjugeerd met z.Zoals zal blijken betekent het ge
onjugeerd zijn van twee symmetrie operaties in de
ontext van puntgroepen dat ze van hetzelfde type zijn (rotatie, re
e
tie, et
.) �en dat deeen in de ander kan worden overgevoerd door middel van een symmetrie operatie in desymmetriegroep.2.1 Water (D2)De symmetriegroep G van water, isomorf met D2, is abels. Dit betekent dat voor alleg; h 2 G : hgh�1 = g. Elke 
onjugatieklasse bestaat dus uit �e�en element: [e℄ = feg; [r℄ =frg; [t℄ = ftg en [rt℄ = frtg. De twee spiegelingen t en rt zijn weliswaar beide van hetzelfdetype (\spiegeling"), maar ze zijn niet ge
onjugeerd omdat ze niet in elkaar over te voerenzijn d.m.v. een operatie uit de symmetriegroep (dat zou namelijk een rotatie over �=2moeten zijn, en die zit niet in G). Merk op dat de twee spiegelvlakken voor het mole
uulvers
hillende betekenis hebben: de �e�en valt samen met het vlak waaarin het mole
uul ligt,de ander staat daar loodre
ht op.2.2 Ammoniak (D3)De symmetriegroep G van ammoniak is isomorf met D3. We vinden als 
onjugatieklassen:[e℄ = feg; [r℄ = fr; r2g en [t℄ = ft; rt; r2tg. De elementen uit [t℄ zijn spiegelingen en deelementen uit [r℄ zijn rotaties over 2�=3 (zie ook �g. 2). De spiegelvlakken zijn in elkaarover te voeren door een rotatie in G, dus de spiegelingen zijn ge
onjugeerd. De rotatieszijn in elkaar over te voeren door spiegelingen uit G, dus ook de rotaties zijn allemaalge
onjugeerd.2.3 Methaan (S4)De symmetriegroep van methaan is isomorf met S4. De 
onjugatieklassen van S4 zijn viadit isomor�sme te vertalen naar de 
onjugatieklassen van G(CH4). De permutaties in Snvan een bepaald 
ykeltype, gekarakteriseerd door een partitie van n, vormen samen �e�en
onjugatieklasse, zie stelling 2.14 [3℄ en stelling 4.5 [4℄ voor een bewijs. Voor n = 4 leidtdit tot de volgende tabel.



16 2 CONJUGATIEKLASSENpartitie representant aantal4 (1234) 3! = 63; 1 (123) �43�2! = 82; 2 (12)(34) �42�=2! = 32; 1; 1 (12) �42� = 61; 1; 1; 1 e 1We nummeren de vier waterstof atomen van methaan weer zoals in het vorige hoofdstuk,zie �g. 3. De partitie 2; 1; 1 karakteriseert de 
onjugatieklasse [(12)℄ = f(12), (23), (34),(13), (24), (14)g van S4; dit levert dus de 
onjugatieklasse [A(12)℄ = fA(12); A(23); : : : ; A(14)gvan G(CH4). Dit zijn allemaal spiegelingen in vlakken door twee overstaande parallelleribben van de kubus; het spiegelvlak behorende bij A12 is weergegeven in �g. 4(a) en gaatdoor C, H3 en H4. Merk op: er zijn pre
ies 6 paren overstaande parallelle ribben in dekubus.De 
onjugatieklasse in S4 gekarakteriseerd door de partitie 3; 1 is [(123)℄ = f(123),(124), (134), (234), (132), (142), (143), (243)g. Dit levert meteen een 
onjugatieklasse[A(123)℄ in G(CH4) op, waarvan de elementen de draaiingen over een hoek 2�=3 om een asdoor een van de waterstof atomen en het C atoom (zie �g. 4(b)) zijn. Er zijn inderdaad4 van dit soort assen en omdat er nu wel een vers
hil is tussen links- en re
htsom draaienlevert dit pre
ies 8 draaiingen op.De elementen uit de 
onjugatieklasse gekarakteriseerd door de partitie 2; 2 (namelijkf(12)(34); (13)(24); (14)(23)g) komen overeen met de draaiingen over � (merk op dat bijeen draaiing over een hoek � links- en re
htsom draaien hetzelfde is) om assen door demiddens van twee tegenover elkaar liggende zijvlakken van de kubus (zie ook �g. 4(
)).Merk op: er zijn pre
ies 3 van dit soort assen.De elementen uit de klasse gekarakteriseerd door de partitie 4 tot slot zijn draaispiegelin-gen over �=2 om een as door de middens van twee tegenover elkaar liggende zijvlakken vande kubus (zie ook �g. 4(d)). Er zijn 3 van zulke assen en het onders
heid tussen links- enre
htsom draaien levert de 6 elementen van de 
onjugatieklasse op.
12 3

4(a) 12 3
4(b) 12 3

4(
) 12 3
4(d)

Figuur 4: Representanten van 
onjugatieklassen van de symmetriegroep van methaan. (a)de spiegeling A(12); (b) de rotatie A(132); (
) de rotatie A(12)(34); (d) de draaispiegelingA(1423), bestaande uit de draaiing over de x-as over �=2, gevolgd door spiegeling in hetyz-vlak.



173 Ethaan en het dire
t produ
t3.1 \Staggered" ethaanVan het mole
uul ethaan, genoteerd C2H6, bestaande uit twee koolstof atomen en zeswaterstof atomen, bestaan twee vers
hillende versies: het zogeheten \e
lipsed ethane" enhet \staggered ethane". Wij bestuderen hier de staggered versie, die is ge��llustreerd in�guur 5, waarbij de twee koolstof atomen op de z-as liggen en de zes waterstof atomen zijngerangs
hikt in twee gelijkzijdige driehoeken, parallel aan het xy-vlak. De e
lipsed versiewordt verkregen uit de staggered versie door de bovenste \helft" over 2�=6 radialen tedraaien om de lengte-as van het mole
uul, zodat de waterstof atomen paarsgewijs tegenoverelkaar staan.We zijn weer geinteresseerd in de symmetriegroepG = fg 2 O3(R); \g(C2H6) = C2H600gvan dit mole
uul. De�nieer hiertoe: H := fg 2 G; g laat de koolstof atomen op zijn plekg.Dan is H een ondergroep van G, wat je gemakkelijk na gaat (zie de�nitie 1.9 van [3℄).De�nieer verder V := G �H = fg 2 G; g 62 Hg, d.w.z. dit zijn de overige elementen vanG (die de koolstof atomen dus verwisselen).We vestigen onze aanda
ht nu eerst op de groep H. Aangezien de twee koolstof atomenop hun plek moeten blijven, blijft een probleem in 2 dimensies over. Het is duidelijk dat Hmaximaal D3 kan zijn, de symmetriegroep van een gelijkzijdige driehoek in twee dimensies.Door de gegeven onderlinge ligging van de twee driehoeken (zie ook �guur 5(b)) blijkt Hinderdaad de hele D3 te zijn, i.e. H = fe; r; r2; t; rt; r2tg. Waarbij r de rotatie over 2�=3om de z-as is en t de spiegeling in het xz-vlak.De verzameling V bevat een interessant element: de ruimte-inversie s : R3 ! R3 : x 7!�x. Merk op dat s2 = e, oftewel s = s�1. Merk bovendien op dat s in het 
entrumvan O(R3 ) zit (d.w.z. s 
ommuteert met elke A 2 O(R3)), en dus ook in het 
entrumvan G. Bekijk nu de afbeelding linksvermenigvuldiging met s: Ls : G ! G : g 7! sg.Merk op dat we door beperking tot H en V twee afbeeldingen krijgen: Ls��H : H ! Ven Ls��V : V ! H die elkaars inverse zijn. Op deze manier krijgen we dus een bije
tietussen H en V , wat betekent dat we G nu helemaal kennen: G = H [ V = H [ Ls(H) =fe; r; r2; t; rt; r2t; s; sr; sr2; st; srt; sr2tg.We onderzoeken nu de stru
tuur van de groep G in wat meer detail. We zullen laten(a) (b)

Figuur 5: \Staggered" ethaan, C2H6. (a) Zijaanzi
ht; (b) bovenaanzi
ht.



18 3 ETHAAN EN HET DIRECT PRODUCTzien dat G �= C2 �D3, het dire
t produ
t van C2 en D3 (zie opmerking 3.18 [3℄). Hiertoede�ni�eren we de afbeelding " : G ! f1;�1g door "(g) = 1 als g 2 H en "(g) = �1 alsg 2 V . Controleer even dat " een homomor�sme is (waarbij de groepsoperatie in f1;�1gde gewone vermenigvuldiging is). De�ni�eer N := fe; sg. Het volgende geldt:1. G = NH := fnh : n 2 N;h 2 Hg.2. N \H = feg.3. N / G, hetgeen volgt uit Stelling 3.2 [3℄ en de observaties dat N < G en N =fsg [ feg = [s℄ [ [e℄.4. H / G, hetgeen volgt uit Stelling 3.11 [3℄ en het feit dat H = Ker ".We kunnen nu dus opmerking 3.18 [3℄ toepassen en 
on
luderen dat G = N �H. OmdatN �= C2 en H �= D3 is dus G �= C2 �D3.Een soortgelijk tru
je is algemener toepasbaar, voor alle mole
ulen die symmetris
hzijn onder ruimte-inversie. In plaats van de afbeelding " gebruiken we nu de determinant-afbeelding det.Stelling 3.1: Zij G de symmetriegroep van een mole
uul M , zodanig dat s, de ruimte-inversie, in G zit. De�nieer K := fg 2 G; det(g) = 1g, dan geldt: G �= C2 �K.Bewijs:Merk op dat voor alle g 2 G : det(sg) = �det(g) (hier gebruiken we dat de ruimte 3-dimensionaal is). Linksvermenigvuldiging met s levert nu, net als hierboven, een bije
tietussen K := fg 2 G; det(g) = 1g en W := G �K = fg 2 G; det(g) = �1g. De�nieerN := fe; sg, dan N �= C2. Merk nu op:1. G = NK;2. N \K = feg;3. K = Ker det dus K / G (St. 3.11 en Vb. 3.12 [3℄);4. N / G want N is bevat in het 
entrum van G.De stelling volgt nu onmiddellijk uit de de�nitie van het dire
t produ
t (zie opmerking 3.18[3℄). 2Terug naar het voorbeeld ethaan. We hebben a
htereenvolgens gevonden dat G =N�H = N�K waarbij N = fe; sg, H = fe; r; r2; t; r; rt; r2tg en K = fe; r; r2; st; rst; r2stg.De groepen H (isomorf met D3) en K zijn isomorf via het isomor�sme gegeven door r 7! ren t 7! st.De symmetriegroep van ethaan is bovendien isomorf met D6. D6 is de symmetriegroepvan een regelmatige 6-hoek in het vlak. Noteer de rotatie over 2�=6 met � en de spiegelingin de x-as met � . Figuur 5(b) geeft aan wat het isomor�sme tussen D6 en G is: � 7! sr2en � 7! t.



3.2 Twee dire
te produ
ten? 193.2 Twee dire
te produ
ten?Merk nog even op: we hebben nu twee de�nities voor het dire
t produ
t, die van opmerking3.18 [3℄ en die van opgave 1.3 [3℄, noteer deze respe
tievelijk met � en �1:3. We moetendus nog even laten zien dat N �K �= N �1:3 K. Voor alle g 2 N �K geldt dat er uniekeelementen zijn n 2 N en k 2 K zodanig dat g = nk (zie opmerking 3.15 [3℄). De�nieer nueen afbeelding  : N�K ! N�1:3K door:  (nk) := (n; k). Het is duidelijk dat  bije
tiefis. We moeten dus nog bewijzen dat  een homomor�sme is. Voor alle g1; g2 2 N �K zijner unieke n1; n2 2 N en k1; k2 2 K zodanig dat g1 = n1k1 en g2 = n2k2. Dan volgt metbehulp van de de�nitie van het produ
t in opgave 1.3 [3℄ (n1k1) (n2k2) = (n1; k1)(n2; k2) = (n1n2; k1k2) =  (n1n2k1k2);Dus nog te bewijzen n2k1 = k1n2. Merk hiertoe op: n2k1 = k1k�11 n2k1 en k�11 n2k1 2 Nomdat N / N � K. Dus n2k1 = k1n met n = k�11 n2k1 2 N . Op eenzelfde manier, metbehulp van K/N�K, vinden we n2k1 = kn2 met k = n2k1n�12 2 K. Omdat de s
hrijfwijzevan n2k1 als produ
t van eerst een element uit K gevolgd door een element uit N uniek is,volgt uit k1n = kn2 dat k = k1 en n = n2, oftewel n2k1 = k1n2.



20 4 REDUCTIE IN IRREPS4 Redu
tie in irrepsIn dit hoofdstuk zullen we een eenvoudig voorbeeld geven van hoe een redu
ibele rep-resentatie opsplitst in irredu
ibele 
omponenten. Het voorbeeld is afkomstig uit [8℄. Hetvoorbeeld is niet zozeer interessant vanwege zijn dire
te toepasbaarheid, maar we geven hetomdat een goed begrip van representatietheorie onmisbaar is voor toepassingen van groe-pentheorie in de fysi
a. Het begrijpen van dit voorbeeld is een noodzakelijke voorwaardevoor een begrip van de volgende hoofdstukken.Bes
houw de symmetriegroep van ammoniak; deze is isomorf met D3 zoals we hebbengezien. We bekijken nu de 3-dimensionale representatie � : D3 ! GL3(C ) van D3 gede�ni-eerd door: �(r) := 0�0 0 11 0 00 1 01A ; �(t) := 0�1 0 00 0 10 1 01A :De overige matri
es liggen vast vanwege de homomor�sme eigens
hap van �, bijvoorbeeldrt 2 D3 wordt gerepresenteerd door:�(rt) = �(r)�(t) = 0�0 0 11 0 00 1 01A0�1 0 00 0 10 1 01A = 0�0 1 01 0 00 0 11A :Hoe weet je nu dat deze de�nitie (van �) geen tegenstrijdigheid bevat? Bijvoorbeeld, zou�(r)�(t) wel gelijk zijn aan �(t)�(r)�(r) (zoals zou moeten op grond van de homomor�smeeigens
hap van �)? Welnu, je zou dit natuurlijk expli
iet kunnen gaan 
ontroleren voor allerelevante produ
ten van �(g)-tjes met g 2 D3, maar dat is veel werk. Je kunt het als volgtsneller inzien: herinner je (of lees het na in hoofdstuk 2) het isomor�sme tussen D3 en S3.De rotatie r kwam hierbij overeen met de permutatie (123) van de drie waterstofatomenen de spiegeling t kwam overeen met de verwisseling (23). Bovenstaande representatie isniets anders dan de afbeelding die aan een permutatie zijn permutatiematrix toevoegt; datdit een homomor�sme is hebben we in Voorbeeld 3.10 [3℄ al gezien.We vragen ons nu af: is de representatie � redu
ibel? Dat wil zeggen: kunnen weeen basis van C 3 vinden z�o dat t.o.v. die nieuwe basis, alle matri
es �(g) in blokvormzijn? Omdat deze representatie 3-dimensionaal is, zijn er eigenlijk maar twee niet-
auweblokvormen mogelijk: een 1 � 1 blok met een 2 � 2 blok (wat niet verder kan wordenopgesplitst in twee 1 � 1 blokken), of drie 1 � 1 blokken. In representatietheorie taal: de3-dimensionale representatie � zou miss
hien opgesplitst kunnen worden in een 
ombinatievan een 1-dimensionale en een 2-dimensionale irrep, �of in drie 1-dimensionale irreps. Hetzou ook nog kunnen dat � zelf irredu
ibel is, en dan kunnen we hem dus niet in blokvormkrijgen (nou ja, een 3� 3 blok, maar dat is 
auw).Als � redu
ibel is, dan is er dus in ieder geval een 1�1-blok. We gaan dus op zoek naareen 1-dimensionale invariante deelruimte van C 3 . Die is snel gevonden: de �e�endimensionalelineaire deelruimte W = [[w℄℄ = f�w;� 2 C g van C 3 opgespannen door de ve
tor w =(1; 1; 1) is invariant.5 We kunnen nu onmiddellijk 
on
luderen dat � redu
ibel is. Om deredu
tie expli
iet uit te voeren, moet er e
hter nog meer gebeuren.5Inderdaad, voor elke g 2 D3 verwisselt �(g) de 3 
o�ordinaten van een ve
tor in C 3 op de een of anderemanier. Als de 
o�ordinaten identiek zijn, heeft dat geen e�e
t. Dus toepassen van �(g) op een ve
tor uitW , de deelruimte van ve
toren met 3 identieke 
o�ordinaten, levert weer dezelfde ve
tor op; i.h.b. ligt dieweer in W .



21Om een andere invariante deelruimte te vinden, merken we op dat elke �(g) in O3(R)zit, en dus in U3(C ). Hieruit volgt, dat het orthogonaal 
omplementW? := fv 2 C 3 : hv; wi = 0 8w 2Wg = [[(1;�1; 0); (0; 1;�1)℄℄ook een invariante deelruimte is, zoals de volgende stelling aantoont.Stelling 4.1: Zij � : G! U(C N ) een unitaire representatie van een groep G. AlsW � C Neen invariante deelruimte is, dan is ook W? := fv 2 C N : hv; wi = 0 voor alle w 2Wg eeninvariante deelruimte van de representatie �.Bewijs:We moeten laten zien: als v 2W?, dan ligt ook �(g)v 2W?, en wel voor alle g 2 G. Dusstel v 2W?. Dan is hv; wi = 0 voor alle w 2W . Omdat �(g) unitair is, ish�(g)v; �(g)wi = hv; wi = 0 voor alle w 2W en alle g 2 G.Omdat de afbeelding �jW (g) : W ! W inverteerbaar is, kunnen we \voor alle w 2 W"vervangen door \voor alle �(g)w 2 W" (want W = �(g)W ). S
hrijven we bovendien w0 inplaats van �(g)w, dan krijgen we: h�(g)v; w0i = 0 voor alle w0 2 W en alle g 2 G. Maardat betekent pre
ies dat �(g)v 2W? voor alle g 2 G, wat we wilden bewijzen. 2Het zou kunnen dat de 2-dimensionale invariante deelruimte W? ook weer te s
hrijvenis als dire
te som van twee 1-dimensionale invariante deelruimtes; of dit zo is of niet, zien wedadelijk. Eerst zullen we de representatie � s
hrijven als dire
te som � = �jW ��jW?; ofwel,geformuleerd in matrix terminologie: we brengen de matri
es �(g) op blokvorm. Hiervoortransformeren we naar de nieuwe basis: (1; 1; 1); (1;�1; 0); (0; 1;�1). Voor �(r) krijgen we:0�1 1 11 �1 00 1 �11A0�0 0 11 0 00 1 01A0�1 1 11 �1 00 1 �11A�1 = 0� 1 0 00 �1 �10 1 0 1Aen voor �(t):0�1 1 11 �1 00 1 �11A0�1 0 00 0 10 1 01A0�1 1 11 �1 00 1 �11A�1 = 0� 1 0 00 1 10 0 �1 1A :En ziedaar, we hebben � in blokvorm (uiteraard zijn ook de andere matri
es na basistrans-formatie in blokvorm, immers dit zijn produ
ten van blokvorm matri
es). S
hematis
hweergegeven: 0� � 1A = 0� �jW �jW? 1Ahetgeen de vertaling is in matrix terminologie van \� = �jW � �jW?". We zien bovendienaan de matri
es hierboven dat de representatie �jW : D3 ! GL(W ) equivalent is met detriviale representatie.6 De representatie �jW? ziet er niet e
ht bekend uit.6Elke groep G heeft een triviale representatie � op C , gede�nieerd door �(g) := (1) voor alle g 2 G.



22 4 REDUCTIE IN IRREPSWe hadden ook een andere basis kunnen kiezen, bijv. de volgende orthonormale basisvan C 3 : f1 = 1p3(1; 1; 1); f2 = 1p6(�2; 1; 1); f3 = 1p2(0;�1; 1):Merk op dat f1 W opspant, terwijl W? wordt opgespannen door f2 en f3. Als we �(r)s
hrijven ten opzi
hte van deze basis krijgen we:0B� 1p3 1p3 1p3� 2p6 1p6 1p60 � 1p2 1p21CA0�0 0 11 0 00 1 01A0B� 1p3 � 2p6 01p3 1p6 � 1p21p3 1p6 1p2 1CA = 0B� 1 0 00 �12 �12p30 12p3 �12 1CAen voor �(t) krijgen we:0B� 1p3 1p3 1p3� 2p6 1p6 1p60 � 1p2 1p21CA0�1 0 00 0 10 1 01A0B� 1p3 � 2p6 01p3 1p6 � 1p21p3 1p6 1p2 1CA = 0� 1 0 00 1 00 0 �1 1ANu herkennen we de twee-dimensionale representatie �jW?: hij is equivalent met de stan-daard representatie van D3! Deze representatie is irredu
ibel, dus we kunnen niet verdergaan en het 2� 2-blok opsplitsen in twee 1� 1 blokken.Samenvattend: we hebben de driedimensionale \permutatie" representatie � op C 3 =W � W? expli
iet geredu
eerd tot een dire
te som � = �W � �W?, waarbij �W : G !GL(W ) een �e�endimensionale irrep is (namelijk de triviale) en �W? : G ! GL(W?) eentweedimensionale irrep is (namelijk equivalent met de standaard representatie van D3).



235 Representatietheorie in de fysi
a5.1 Typis
he situatieLaten we alvast in het kort motiveren waarom we eigenlijk ge��nteresseerd zijn in irredu
ibelerepresentaties en de bijbehorende irredu
ibele karakters. In het volgende hoofdstuk komenwe hier nog eens uitvoerig op terug wanneer we mole
ulaire trillingen bespreken.Een typis
he situatie in de fysi
a is dat we een ve
torruimte W gegeven hebben en opdie ve
torruimte een zelfgeadjungeerde (lineaire) operator H : W !W . Verder hebben weeen groep G (de \symmetriegroep van het systeem") en een representatie � : G! GL(W )die 
ommuteert met H: �(g)H = H�(g) voor alle g 2 G. (1)In deze situatie kunnen we met behulp van groepentheorie allerlei eigens
happen vanhet spe
trum7 van de operator H a
eiden, zonder dat we de operator H pre
ies hoevente kennen. We buiten aldus de symmetrie�en van de operator H uit om iets over zijneigenwaarden te weten te komen. Ter illustratie volgen nu twee voorbeelden.5.2 Voorbeelden: Quantum me
hani
aW is de ve
torruimte van \ket's" j�i, dus de ve
torruimte van mogelijke toestanden van hetquantumsysteem (denk bijv. aan de ve
torruimte van alle mogelijke gol�un
ties van eendeeltje). H is de Hamiltoniaan van het systeem en G is de (abstra
te) symmetriegroep vande Hamiltoniaan. De elementen g van de abstra
te symmetriegroep G zijn gerepresenteerdals operatoren �(g) op W die 
ommuteren met H.Het bovenstaande kom je in allerlei variaties tegen; we zullen nu �e�en spe
i�ek voorbeeldnader bes
houwen: het (niet-relativistis
he) vrije deeltje. NeemW = L2(R3 ) \="n : R3 ! C ��� ZR3 j (x)j2 dx <1o;de ruimte van alle mogelijke (kwadratis
h integreerbare) gol�un
ties die de toestand van eendeeltje (in 3 dimensies) bes
hrijven. Dit is een ve
torruimte: je kunt gol�un
ties optellen:( 1 +  2)(x) :=  1(x) +  2(x) 8x 2 R3voor  1;  2 2W , en ook s
alair vermenigvuldigen:(� )(x) := � (x) 8x 2 R3voor  2W;� 2 C . H is de Hamiltoniaan, in dit geval dus H = �r2. De symmetriegroepvan H is de groep E van Eu
lidis
he bewegingen, dat wil zeggen de groep van transformatiesvan R3 ! R3 voortgebra
ht door de rotaties, spiegelingen en translaties. De bijbehorenderepresentatie van deze groep is:� : E ! U(L2(R3)) :  7!  Æ g�1:7In het eindig-dimensionale geval is het spe
trum van een lineaire afbeelding pre
ies de verzameling vaneigenwaarden van die afbeelding.



24 5 REPRESENTATIETHEORIE IN DE FYSICAHet 
irkeltje \Æ" is de wiskundige notatie voor het samenstellen van fun
ties.8 Het groepse-lement g wordt dus gerepresenteerd als de afbeelding die een gol�un
tie  afbeeldt op degol�un
tie  Æ g�1; ge�evalueerd in het punt x 2 R3 is de waarde van de nieuwe gol�un
tie:��(g) �(x) := ( Æ g�1)(x) =  �g�1(x)�:Je vraagt je miss
hien af: waarom die inverse van g? Welnu, als je die weg zou laten, danje geen homomor�sme hebben. De inverse is noodzakelijk om de goede volgorde te krijgen:�(gh) =  Æ (gh)�1 =  Æ (h�1g�1) =  Æ (h�1 Æ g�1) == ( Æ h�1) Æ g�1 = �(g)( Æ h�1) = �(g)��(h) � = ��(g)�(h)� en dit geldt natuurlijk voor alle  2 L2(R3). Verder is �(g) duidelijk lineair voor elke g 2 E,dus � is inderdaad een representatie. Verder is � unitair, dat wil zeggen hij behoudt het
omplexe inprodu
t op W :h�(g) ;�(g)�i = ZR3  (g�1x)�(g�1x) dx = ZR3  (y)�(y) dy = h ; �ivoor alle g 2 E en  ; � 2 L2(R3 ); we hebben hier de substitutie y = g�1x uitgevoerd (merkop dat de bijbehorende Ja
obiaan de waarde 1 heeft). Tot slot: je kunt nagaan dat �(g)en de Hamiltoniaan H inderdaad 
ommuteren, d.w.z. [�(g);H℄ = 0, voor alle g 2 E.Dit voorbeeld laten we verder voor wat het is; toepassing van groepentheorie is hier watingewikkelder doordat de ve
torruimte W oneindig-dimensionaal is. We hebben het metname genoemd om je een idee te geven van waar en op welke wijze je groepentheorie zoaltegenkomt in de fysi
a. In de quantum me
hani
a barst het trouwens van de toepassingen;enkele voorbeelden (waar we verder niet op ingaan) zijn:� Spin: heeft te maken met rotatiesymmetrie.� Bosonen / fermionen: heeft te maken met permutatiesymmetrie.� De Dira
 vergelijking voor het vrije deeltje: deze is af te leiden m.b.v. de Lorentzgroep, de groep van spe
iaal-relativistis
he transformaties tussen inertiaalstelsels.� De energieniveaus van het waterstofatoom zijn te berekenen door louter gebruik temaken van de symmetrie�en van het systeem (dit wordt behandeld in het 
ollege LieTheorie).� Ook de energieniveaus van de quantum-me
hanis
he harmonis
he os
illator zijn teberekenen met behulp van de relevante symmetriegroep.� De zgn. sele
tieregels zijn ook uitingen van symmetrie.8Twee fun
ties f : X ! Y en g : Y ! Z kun je samenstellen tot een nieuwe fun
tie g Æ f : X ! Z; hetidee is dat je eerst f laat werken en daarna g, dus (g Æ f)(x) := g�f(x)� voor x 2 X. Laat je niet verwarrendoor de notatie: je moet samenstelling van fun
ties van re
hts naar links lezen! Samenstellen is asso
iatief:(f Æ g) Æ h = f Æ (g Æ h).



5.3 Voorbeeld: golven en trillingen 255.3 Voorbeeld: golven en trillingenEen ander voorbeeld dat past in het algemene kader is een keten van gekoppelde harmonis-
he os
illatoren. Dit voorbeeld is als het goed is reeds behandeld bij het 
ollege Golvenen trillingen, waar het vinden van de oplossingen van de bewegingsvergelijkingen in feiteneerkwam op het gokken van de juiste Ansatz. Hier zullen we s
hetsen hoe je door gebruikte maken van representatietheorie de oplossingen daadwerkelijk kunt a
eiden|zonder gok-werk.In 
on
reto, bes
houw een �e�endimensionaal massa-veersysteem bestaande uit N punt-massa's, waarbij elke puntmassa is verbonden met zijn beide buren. We noteren de uitwij-kingen als x = (x1; : : : ; xN ) 2 RN =: W . We kiezen periodieke randvoorwaarden enwe nemen alle massa's en veer
onstanten identiek; we krijgen dan de volgende beweg-ingsvergelijkingen:md2xjdt2 = 
(xj+1 � xj) + 
(xj�1 � xj) j = 1; : : : ; Nwaarbij x0 := xN en xN+1 := x1; m is de massa van een willekeurige puntmassa en 
 isde veer
onstante van een veertje tussen twee naburige puntmassa's. Zij H 2 GL(RN ) deoperator met als matrix t.o.v. de standaardbasis van RN :
H = 0BBBBBBBBBB�

2 �1 0 0 : : : 0 �1�1 2 �1 0 : : : 0 00 �1 2 �1 : : : 0 00 0 �1 2 : : : ... ...... ... ... ... . . . ... ...0 0 0 0 : : : 2 �1�1 0 0 0 : : : �1 2
1CCCCCCCCCCA :

We kunnen de bewegingsvergelijkingen dan als volgt s
hrijven:d2dt2x = � 
mHx:Merk op dat H zelf-geadjungeerd is. Wat is de symmetriegroep van het systeem? Eensymmetrie die overduidelijk aanwezig is, is de \translatie"-symmetrie: als je de puntmassa's
y
lis
h verwisselt via xj 7! xj+1 (met xN 7! x1) verandert er niets wezenlijks aan hetsysteem. We nemen dus als symmetriegroep G = CN = fe; r; : : : ; rN�1g. De representatie� : CN ! GL(W ) van de symmetriegroep op de ve
torruimte van uitwijkingen is als volgtgede�nieerd: �(rj)(x1; : : : ; xN ) := (x1+j ; : : : ; xN+j) (2)waarbij de indi
es modulo N gerekend worden. Je gaat eenvoudig na dat � en H 
om-muteren, zodat we inderdaad in het algemene kader zitten dat aan het begin van dit hoofd-stuk is bes
hreven. We zullen spoedig zien wat groepentheorie in deze situatie te biedenheeft; eerst gaan we nog even terug naar het algemene geval.



26 5 REPRESENTATIETHEORIE IN DE FYSICA5.4 Eigenruimten van H zijn invariante deelruimtenWe gaan hier weer uit van de algemene situatie bes
hreven in paragraaf 5.1. Het doeldat we nastreven is het doen van uitspraken over het spe
trum van de operator H; inhet eindig dimensionale geval is het spe
trum van een operator pre
ies de verzamelingvan eigenwaarden van die operator. We zullen zien dat karaktertheorie ons vertelt hoeveelvers
hillende eigenwaarden er in het spe
trum voorkomen en wat de ontaardingsgraden zijn,d.w.z. wat de dimensies van de eigenruimten zijn.Noteer de eigenruimte van H bij eigenwaarde kj met Wkj . Merk nog even op: W =LjWkj (wantH is zelf-geadjungeerd). Het 
ru
iale punt is het volgende gevolg van vergelij-king (1).Stelling 5.1: Voor alle j is Wkj een invariante ruimte onder de representatie �.Bewijs:Neem j vast. Voor alle w 2Wkj geldt:H��(g)w� = �H�(g)�w = ��(g)H�w = �(g)(Hw) = �(g)(kjw) = kj��(g)w�voor alle g 2 G. Oftewel: voor alle g 2 G is ook �(g)w een eigenve
tor van H bij eigen-waarde kj . Dus: als w 2Wkj , dan ook �(g)w 2Wkj voor alle g 2 G. 2Dit betekent dat de dire
te som splitsing W = Wk1 �Wk2 � : : :�Wkr (r is het aantalvers
hillende eigenwaarden), leidt tot de splitsing:� = �k1 ��k2 � : : :��kr ; (3)waarbij �ki := ���Wki de beperking van � tot Wki is.We veronderstellen nu dat H op V natuurlijke ontaarding heeft voor G, d.w.z. datde �ki 's allemaal irreps zijn. Als we geen natuurlijke ontaarding hebben, spreken we vantoevallige ontaarding. Zit je in deze situatie dan is in de regel voor G niet de volledigesymmetriegroep gekozen, d.w.z. het systeem bezit (verborgen) symmetrie die nog niet wordtgebruikt.Nemen we nu het spoor van vergelijking (3), dan leidt dit tot een opsplitsing vanX := Tr (�) in een som van irredu
ibele karakters Xki := Tr (�ki):X = Xk1 +Xk2 + : : : +Xkr :Dit is waarom we voor groepen tabellen maken van de irredu
ibele karakters �i. Doorinprodu
ten te nemen met deze getabelleerde karakters kunnen we te weten komen hoevaak welke irrep voorkomt in de ontbinding van �. Door het optellen van alle voorkomendekarakters gewogen met hun multipli
iteiten weten we hoeveel vers
hillende eigenwaardenH heeft. Het karakter geevalueerd te e geeft de dimensie van de irrep. Als we dus wetenwelke karakters voorkomen, kennen we ook de ontaardingsgraden (we weten e
hter nietwelke eigenwaarde welke ontaarding heeft).



5.5 Nogmaals golven en trillingen 275.5 Nogmaals golven en trillingenWe keren nog even terug naar de keten van harmonis
he os
illatoren. De representatie� : CN ! GL(RN ) gede�nieerd in (2) heeft het volgende spoor:X(rj) = Tr (�(rj)) = (N als j = 00 als j = 1; : : : ; N � 1De karaktertabel van CN is gegeven door (zie ook [3℄, Voorbeeld 4.15):CN e r r2 . . . rj . . . rN�1�0 1 1 1 . . . 1 . . . 1�1 1 � �2 . . . �j . . . �N�1�2 1 �2 �4 . . . �2j . . . �2(N�1)... ... ... ... ... ...�k 1 �k �2k . . . �jk . . . �k(N�1)... ... ... ... ... ...�N�1 1 �N�1 �2(N�1) . . . �j(N�1) . . . �(N�1)2waarbij � := e2�i=N . Het inprodu
t hX;�ki = 1 voor alle k; alle irreps komen dus pre
ies�e�en maal voor in de representatie �. Als er natuurlijke ontaarding zou zijn, dan zou elkeeigenruimte van H pre
ies overeenkomen met een irrep. In het bijzonder zou elke eigen-ruimte dan �e�endimensionaal zijn en zou H pre
ies N vers
hillende eigenwaarden hebben; deopsplitsing van W in eigenruimten van H zou dan pre
ies overeenkomen met de opsplitsingvan W in invariante deelruimtes onder �.Dit is e
hter niet het geval. Immers, zij x een ve
tor uit de invariante deelruimte vanW behorend bij de irrep met karakter �k, d.w.z. stel dat:�(rj)x = e2�ijk=Nx:Dan geldt:Hx = 2x��(r)x��(r�1)x = (2� e2�ik=N � e�2�ik=N )x = 2�2� 2 
os2 �kN �x:We zien dat voor k � 1; k 6= N=2 de �e�endimensionale invariante deelruimten met karakter�k en �N�k allebei bevat zijn in dezelfde eigenruimte van de operator H, namelijk diebehorende bij eigenwaarde 4�4 
os2 �kN . Dus die eigenwaarden zijn op z'n minst tweevoudigontaard. We hebben blijkbaar geen natuurlijke ontaarding, maar toevallige ontaarding.Maar het is wel heel toevallig dat er zoveel eigenruimten opsplitsen in meer dan �e�eninvariante deelruimte: het lijkt erop dat we een symmetrie vergeten zijn en dat CN nietde hele symmetriegroep is. Inderdaad: enig denkwerk leidt tot het inzi
ht dat we de heleketen ook kunnen \omkeren" zonder dat er iets wezenlijks verandert. Noemen we het nieuweelement van de symmetriegroep t, dan kunnen we ook onze representatie � uitbreiden:�(t)(x1; x2; : : : ; xN ) = (xN ; xN�1; : : : ; x1):Ga na dat de nieuwe symmetriegroep pre
ies DN is (de di�edergroep van orde 2N), i.h.b.dat rt = trN�1, en dat deze � inderdaad een representatie vormt, en dat de nieuwe �
ommuteert met H.



28 5 REPRESENTATIETHEORIE IN DE FYSICAHet blijkt dat wanneer je met deze grotere symmetriegroep DN aan de slag gaat, detoevallige ontaarding verdwijnt en in plaats daarvan de operator H natuurlijk ontaard is.We zullen dit hier niet expli
iet uitwerken voor algemene N , omdat de representatietheorievoor DN (voor willekeurige N) net iets verder gaat dan wat op dit 
ollege wordt behandeld.9 Wel zullen we het spe
iale geval N = 5 bes
houwen, want de karaktertabel van D5 isbekend (zie [3℄, hoofdstuk 6):D5 e r r2 t�1 1 1 1 1�2 1 1 1 �1�3 2 (�+ ��1) (�2 + ��2) 0�4 2 (�2 + ��2) (�4 + ��4) 0met � = e2�i=5. Voor X := Tr� krijgen we nu:D5 e r r2 tX 5 0 0 1Je gaat eenvoudig na dat hX;�1i = 1, hX;�2i = 0, hX;�3i = 1 en hX;�4i = 1, dusX = �1+ �3+ �4. Kortom, � splitst op in irredu
ibele representaties: � = �1 ��3 ��4,waarbij �1 = �jW1 , �3 = �jW3 en �4 = �jW4 beperkingen zijn van � tot invariantedeelruimten W1, W3 en W4 van W = W1 �W3 �W4 = R5 . De vraag is nu, of H op deinvariante deelruimtesW1, W3 enW4 vers
hillende eigenwaardes heeft; is dit het geval, danis H natuurlijk ontaard (met betrekking tot de symmetriegroep D5).Welnu, stel x 2W1 (hoe ziet x er dan uit?). Dan:Hx = (2I ��1(r)��1(r�1))x = (2� 1� 1)x = 0;immers �1 is equivalent met de triviale representatie van D5. �3 is equivalent met de (twee-dimensionale) standaardrepresentatie van D5, dus, ten opzi
hte van een goed gekozen basisvan W3:�3(r) + �3(r�1) = �
os 2�5 � sin 2�5sin 2�5 
os 2�5 �+�
os �2�5 � sin �2�5sin �2�5 
os �2�5 � = �2 
os 2�5 00 2 
os 2�5 � :Dus, als x 2W3: Hx = (2I ��3(r)��3(r�1))x = �2� 2 
os 2�5 �xTenslotte, de representatie �4 ziet er, wederom t.o.v. de juiste basis, als volgt uit:�4(r) = �
os 4�5 � sin 4�5sin 4�5 
os 4�5 �en iets soortgelijks voor �4(r�1), dus als x 2W4:Hx = (2I ��4(r)��4(r�1))x = �2� 2 
os 4�5 �x:9Voor de ge��nteresseerde lezer: de representaties van DN zijn te verkrijgen uit die van CN door middelvan indu
tie. Dit wordt in de meeste boeken over groepentheorie behandeld, bijv. in [8℄.



5.5 Nogmaals golven en trillingen 29Deze drie eigenwaardes zijn onderling vers
hillend; dus H is natuurlijk ontaard (met be-trekking tot de symmetriegroep D3).Het bovenstaande verhaal kan gegeneraliseerd worden tot algemene N , waarbij je nogtwee gevallen moet onders
heiden, nl. N even en N oneven. Om de irreps van DN tevinden, is het het handigst om representaties van CN te indu
eren. Dit is niet moeilijken vrij re
ht-toe-re
ht-aan, maar we zullen het hier niet doen omdat dit 
ollege al genoegstof behelst. Tot slot zij opgemerkt dat door middel van zgn. proje
tie-operatoren (zie bijv.[8℄) het bovendien mogelijk is om de zgn. \eigenmodes" van de keten te berekenen, dat wilzeggen expli
iet af te leiden hoe de eigenve
toren van H eruit zien.



30 6 KARAKTERTABELLEN6 KaraktertabellenWe gaan nu de karaktertabel bepalen voor de vier voorbeelden die we steeds bekijken indit appli
atie 
ollege: water (V4 �= D2), ammoniak (D3 �= S3), methaan (S4) en ethaan(C2 �D3).6.1 WaterIn opgave 4.2 [3℄ hebben we alle irredu
ibele representaties gevonden van D2 �= V4. Ditleidt onmiddellijk tot: V4 e a b 
D2 e r t rt�1 1 1 1 1�2 1 �1 1 �1�3 1 1 �1 �1�4 1 �1 �1 16.2 AmmoniakDe karaktertabel van D3 �= S3 is ook snel gevonden. Een irredu
ibele representatie isuiteraard de triviale representatie �1 : D3 ! GL1(C ) : g 7! (1). Een andere reeds bekenderepresentatie is de standaardrepresentatie �3 : D3 ! GL2(C ) van D3, vastgelegd door:�3(r) := �
os 2�3 � sin 2�3sin 2�3 
os 2�3 � ; �3(t) := �1 00 �1� :De standaardrepresentatie is irredu
ibel, immers voor �3 := Tr �3 geldt:h�3; �3i = 16  1 � 22 + 2 ��2 
os 2�3 �2 + 3 � 02! = 1:Als we de determinant nemen, dan levert dit een �e�endimensionale (dus irredu
ibele) rep-resentatie op, namelijk �2 : D3 ! GL1(C ) : g 7! det �3(g). Inderdaad, de afbeeldingdet : GLN (C ) ! C � is zelf een homomor�sme, en samenstellen van twee homomor�smeslevert weer een homomor�sme op. Deze representatie is duidelijk niet equivalent met detriviale representatie (want �2(t) = (�1)). Met behulp van Gevolg 5.11 volgt dire
t datwe alle (onderling inequivalente) irreps van D3 te pakken hebben. De karaktertabel volgteenvoudig door het spoor te nemen.D3 e r tS3 e (123) (12)�1 1 1 1�2 1 1 �1�3 2 �1 0



6.3 Methaan 316.3 MethaanWe zullen hier geen a
eiding geven van de karaktertabel van S4. In plaats daarvan ponerenwe hier gewoon de karaktertabel van S4.S4 e (12) (12)(34) (123) (1234)�1 1 1 1 1 1�2 1 �1 1 1 �1�3 2 0 2 �1 0�4 3 1 �1 0 �1�5 3 �1 �1 0 1Uiteraard is �1 het karakter van de triviale representatie.Het karakter �4 is afkomstig van de standaardrepresentatie van S4, opgevat als desymmetriegroep van methaan. Merk op dat het karakter van de standaardrepresentatievan een rotatie Dw;� in drie dimensies altijd 2 
os �+1 is, waarbij � de rotatie hoek is; ditis dus onafhankelijk van de rotatie-as w. Hieruit volgt: �4�(12)(34)� = 2 
os(�) + 1 = �1en �4�123� = 2 
os(2�=3) + 1 = 0 (zie ook hoofdstuk 2). Het element (1234) is een rotatieover �=2 gevolgd door ruimte inversie s (zie hoofdstuk 2)). Dit betekent dat �4�(1234)� =�2 
os(�=2) � 1 = �1. Verder is �4�(12)� het spoor van een matrix van een spiegeling ineen vlak en dus gelijk aan 1 (kies een basis met twee basisve
toren in het spiegelvlak en�e�en er loodre
ht op). Er moet vervolgens nog ge
ontroleerd worden dat het zo verkregenkarakter lengte 1 heeft. Wel: (�4; �4) = (32 + 6 � 12 + 3 � (�1)2 + 6 � (�1)2)=24 = 1.Het karakter �2 is de tekenrepresentatie van S4, d.w.z. de representatieS4 ! GL1(C ) : � 7! ((1) als � even is(�1) als � oneven is.Je kunt �2 e
hter ook opvatten als het karakter van de representatie die je krijgt door dedeterminant-afbeelding en de standaardrepresentatie samen te stellen.Het karakter �5 is het karakter dat afkomt van het tensor produ
t van de irreps horendebij de karakters �2 en �4. Je 
ontroleert gemakkelijk dat dit tensor produ
t een irrepoplevert: (�5; �5) = (�2�4; �2�4) = (32 + 6 � (�1)2 + 3 � (�1)2 + 6 � 12)=24 = 1.Het derde karakter �3 tenslotte kun je a
eiden uit de eisen dat P5i=1 n2i = 24 waarbijni = �i(e) (Gevolg 5.11 [3℄), dat (�3; �i) = 0 voor i = 1; 2; 4; 5 en dat (�3; �3) = 1. Als jegoed kijkt, kun je de twee-dimensionale representatie van D3, een ondergroep van S4, interugvinden.6.4 EthaanDe karaktertabel van C2 � D3 volgt met behulp van opgave 5.4 [3℄ onmiddellijk uit dekaraktertabellen van C2 en D3. We vinden:C2 �D3 e r t s sr st�1+ 1 1 1 1 1 1�2+ 1 1 �1 1 1 �1�3+ 2 �1 0 2 �1 0�1� 1 1 1 �1 �1 �1�2� 1 1 �1 �1 �1 1�3� 2 �1 0 �2 1 0



32 7 MOLECULAIRE TRILLINGEN7 Mole
ulaire trillingen7.1 InleidingMole
uultrillingen, en daarmee samenhangend spe
tra van mole
ulen, vormen een anderbelangrijk voorbeeld van de toepassing van groepentheorie in de fysi
a. In dit hoofdstukgaan we uitgebreid op dit voorbeeld in. Het blijkt dat we de fysi
a wat kunnen vereen-voudigen door allereerst het klassieke probleem op te lossen; de oplossing van de quantum-me
hanis
he variant blijkt eenvoudig te vinden zodra het klassieke probleem is opgelost.We vatten even in sneltreinvaart samen hoe dit voorbeeld in het algemene kader van 5.1past. De ve
torruimte (in [3℄ genoteerd als \V") is W = R3n , met n het aantal atomenvan het mole
uul; dit is de ruimte van uitwijkingen vanuit evenwi
ht. H is de kwadratis
hebenadering van de potenti�ele energie rond het evenwi
htspunt, i.e. H is de Hessiaan van depotenti�ele energie. G is de symmetriegroep van het mole
uul en de representatie � van Gverwisselt enerzijds de atomen onderling en werkt vervolgens op elk atoom afzonderlijk alsO(R3) (we komen hier spoedig op terug).7.2 Algemene theorieNu treden we wat meer in detail. Voor een wat uitgebreidere behandeling, zie [3, hoofdstuk7℄ of, voor een nog uitgebreider verhaal, [6℄. We bes
houwen een mole
uul M bestaandeuit n atomen. We noteren de evenwi
htspositie van de atomen in het mole
uul metq = (q1; : : : ;qn) 2 R3n , waarbij qi de evenwi
htspositie is van het ie atoom. We veronder-stellen dat het evenwi
ht stabiel is en dat de atomen met kleine uitwijkingen trillen rondhun evenwi
htsposities. We noteren de uitwijkingen van de atomen ten opzi
hte van hetevenwi
ht met x = (x1; : : : ;xn) 2 R3n . Na het maken van de harmonis
he benadering leidtdit tot de volgende bewegingsvergelijking voor de n atomen [3℄:d2xdt2 +Hx = 0:We zijn nu geinteresseerd in de eigenruimte opsplitsing van R3n onder de Hessiaan H:R3n = Mkj�0Wkj ;waarbij kj de eigenwaarden zijn van H en Wkj de bijbehorende eigenruimten. Dezeeigenwaarden zijn groter gelijk nul omdat we veronderstellen dat het evenwi
ht stabielis. De eigenruimte bij eigenwaarde nul 
orrespondeert met translaties of rotaties vanhet mole
uul als geheel. We halen deze ruimte dan ook uit de som en splitsen hemin een translatie deelruimte T = f(v; : : : ;v) 2 R3n ; v 2 R3g en een rotatie deelruimteR = f(u� q1; : : : ;u� qn) 2 R3n ; u 2 R3g:R3n = T �R�M�j>0W�j ; (4)waarbij �2j = kj , i.e. �j is de trillingsfrequentie van de je eigentrilling.Verder kunnen we een representatie � van de symmetriegroep G van het mole
uul Mop de uitwijkingsruimte R3n de�nieren door:�(g)(x1; : : : ;xn) = (gx��1g (1); : : : ; gx��1g (n)) voor g 2 G;



7.2 Algemene theorie 33waarbij �g 2 Sn wordt gegeven door �g(i) = j als gqi = qj. Deze representatie heetde natuurlijke representatie van G op R3n . Deze representatie 
ommuteert met H, datwil zeggen �(g)H = H�(g) voor alle g 2 G. Immers, de potentiele energie van hetmole
uul hangt alleen af van het soort atoom op de gegeven posities en de afstanden tussende vers
hillende atomen. Merk nu vervolgens op dat de de�nitie van de symmetriegroep(de�nitie 1.1) zodanig is dat de Hessiaan van de potentiele energie dus 
ommuteert metde hierboven gegeven natuurlijke representatie. Dit betekent dat de eigenruimten W�jinvariante ruimten zijn (zie stelling 5.1). Verder zijn ook de ruimten T en R afzonderlijkinvariant (zie [3, p. 32℄). Noteren we nu voor alle g 2 G de beperking van �(g) tot W�imet �i(g) en de beperking tot T en R met respe
tievelijk �T (g) en �R(g) dan leidt deeigenruimte splitsing uit (4) tot een dire
te som splitsing van �:� = �T ��R �Mi �i: (5)Een kleine berekening laat zien dat �T equivalent is met de standaardrepresentatie �st en�R met det
�st (zie [3℄). Als we verder natuurlijke ontaarding veronderstellen dan zijnde deelrepresentaties �i alle irredu
ibel. Als we het spoor nemen van vergelijking (5) danvinden we: X = �+ det ��+Xi Xi;met X het karakter behorende bij �, � het karakter van de standaard representatie enXi het karakter behorende bij �i. Het karakter X van de natuurlijke representatie � kanworden berekend met de regel van Wigner [9, 3℄:Stelling 7.1: Het karakter X wordt gegeven door:X(g) = #fi; �g(i) = ig � �(g):Bewijs:Bekijk de matrix van de afbeelding van �(g) : R3n ! R3n . Voor elk atoom dat door gvast gelaten wordt staat het 3� 3 blokje �st(g) op de diagonaal. Anders staan er nullen opde diagonaal. 2Voer nu de notatie V :=L�i>0W�i in en laat �V de beperking van � tot V en XV hetkarakter van �V zijn. Dan volgt:XV = X � �� det �� =Xi Xi:Om te weten hoeveel frequenties er in totaal voorkomen moeten we dus uitzoeken inhoeveel irredu
ibele karakters XV splitst. Met infrarood spe
tros
opie worden alleen diefrequenties gezien die horen bij een eigenruimte die een irrep draagt die ook voorkomt inde ontbinding van de standaard representatie. Met Raman spe
tros
opie worden alleen diefrequenties gezien die horen bij een eigenruimte die een irrep draagt die ook voorkomt in deontbinding van de tweede symmetris
he ma
ht van de standaard representatie �st 
 �st �det
�st.



34 7 MOLECULAIRE TRILLINGEN7.3 Con
rete voorbeeldenLaten we eens zien wat dit betekent voor de voorbeelden die we in dit 
ollege steeds hebbenbehandeld: water, ammoniak, methaan en ethaan. Ammoniak wordt behandeld in opgave7.1 [3℄ en laten we daarom zitten. Methaan is opgave 7.2 [3℄, we zullen dan ook niet methaandoen maar methaan met �e�en waterstof atoom vervangen door een deuterium. Dit om teillustreren wat er gebeurt als de symmetrie verlaagd wordt.7.3.1 WaterVoor water H2O kunnen we de volgende tabel opstellen:D2 e r t rtV4 e a b 
�1 1 1 1 1�2 1 �1 1 �1�3 1 1 �1 �1�4 1 �1 �1 1� 3 �1 1 1det �� 3 �1 �1 �1X 9 �1 3 1XV 3 1 3 1�2 � det �� 6 2 2 2De determinant van de standaardrepresentatie, genaamd det, is gelijk aan het karakter�3. Immers, r is een rotatie en heeft dus determinant 1 en t en rt zijn spiegelingen enhebben dus determinant�1. Het karakter � van de standaardrepresentatie is ook eenvoudigte bepalen. Uiteraard geldt �(e) = 3. Verder is de rotatie r een rotatie over een hoek �, dus�(r) = 1+2 
os(�) = �1. De elementen t en rt zijn spiegelingen en hebben dus spoor 1 (in tezien door een orthonormale basis te kiezen met twee basisve
toren in het spiegelvlak en �e�ener loodre
ht op). Het karakter X van de natuurlijke representatie is bepaald met de regelvan Wigner, stelling 7.1, bijvoorbeeld, t is spiegeling in het vlak waarin alle drie de atomenvan het mole
uul liggen, i.e. er blijven 3 atomen op zijn plek, dus: X(t) = 3��(t) = 3�1 = 3.Het karakter XV volgt dan eenvoudig via XV = X � �� det ��.We zijn nu ge��nteresseerd in de ontbinding van XV in irredu
ibele karakters. Hiertoerekenen we de inprodu
ten uit met de irredu
ibele karakters �i. We vinden: (XV ; �1) =2; (XV ; �2) = 1; (XV ; �3) = 0 en (XV ; �4) = 0 en dus XV = �1 + �1 + �2, er komen intotaal dus 3 frequenties voor in het vibratie spe
trum van water. Om te bepalen hoeveelvan deze frequenties we zien in het infrarood spe
trum moeten we de ontbinding van � inirredu
ibele karakters bepalen. We vinden: � = �1 + �2 + �4. Alle irredu
ibele karaktersin de ontbinding van XV komen ook voor in de ontbinding van �, we zien dus alle 3 defrequenties in het infrarood spe
trum. Voor het Raman spe
trum moeten we �2 � det ��ontbinden: �2 � det �� = 3�1 + �2 + �3 + �4. Wederom komen alle irredu
ibele karaktersuit de ontbinding van XV ook weer voor in de ontbinding van �2� det ��, we zien dus ookmet Raman spe
tros
opie alle 3 de frequenties.7.3.2 EthaanVoor ethaan C2H6 vinden we de volgende tabel:



7.3 Con
rete voorbeelden 35C2 �D3 e r t s sr st�1+ 1 1 1 1 1 1�2+ 1 1 �1 1 1 �1�3+ 2 �1 0 2 �1 0�1� 1 1 1 �1 �1 �1�2� 1 1 �1 �1 �1 1�3� 2 �1 0 �2 1 0� 3 0 1 �3 0 �1det �� 3 0 �1 3 0 �1X 24 0 4 0 0 0XV 18 0 4 0 0 2�2 � det �� 6 0 2 6 0 2Na wat rekenwerk volgt: XV = 3�1 + 3�3 + 2�4 + �5 + 3�6. Er komen dus in totaal3 + 3 + 2 + 1 + 3 = 12 frequenties voor in het vibratie spe
trum van ethaan. Verder geldt� = �4 + �6, dus van deze 12 frequenties zien we er maar 2 + 3 = 5 in het infraroodspe
trum. Verder geldt: �2 � det �� = 2�1 + 2�3. Met Raman spe
tros
opie zien we dus3 + 3 = 6 van de 12 frequenties. Merk op doordat geen irredu
ibele karakters zowel in deontbinding van � als in de ontbinding van �2 � det �� voorkomen zijn het infrarood en hetRaman spe
trum disjun
t. Dit is altijd zo als de 
entrale inversie s in de symmetriegroepzit (zie ook opgave 7.4 [3℄). Je kunt nagaan dat X = 3�1 + �2 + 4�3 + 3�4 + �5 + 4�6.7.3.3 SymmetriebrekingMethaan wordt gedaan in opgave 7.2 [3℄. Hier zullen we CH3D bestuderen; dit is methaanwaarbij �e�en van de waterstof atomen is vervangen door een deuterium (zie Figuur 6).De symmetriegroep van CH3D is D3, immers het D atoom moet op zi
hzelf wordenafgebeeld en dan blijft vervolgens een probleem in het vlak van de 3 waterstof atomen over.We kunnen de volgende tabel opstellen voor CH3D:D3 e r tS3 e (123) (12)�1 1 1 1�2 1 1 �1�3 2 �1 0� 3 0 1det �� 3 0 �1X 15 0 3XV 9 0 3�2 � det �� 6 0 2Dan volgt: XV = 3�1+3�3, er zijn dus in totaal 6 frequenties in het vibratie spe
trumvan CH3D. Verder volgt: � = �1 + �3 en �2 � det �� = 2�1 + 2�3. Zowel in het infraroodspe
trum als in het Raman spe
trum zien we dus alle 6 frequenties.Dit kunnen we ook anders inzien. Laten we uitgaan van de situatie van methaan. Desymmetriegroep van methaan is S4. Als we het vierde waterstof atoom vervangen dooreen deuterium dan leidt dat tot de kleinere symmetriegroep S3. Noteer nu de irredu
ibele



36 7 MOLECULAIRE TRILLINGENkarakters van S4 met ~�i (i = 1; 2; 3; 4; 5) en de irredu
ibele karakters van S3 met �i (i =1; 2; 3). Dan kunnen we de volgende tabel opstellen:S3 e (123) (12)�1 1 1 1�2 1 1 �1�3 2 �1 0~�1jS3 1 1 1~�2jS3 1 1 �1~�3jS3 2 �1 0~�4jS3 3 0 1~�5jS3 3 0 �1Oftewel: ~�1jS3 = �1; ~�2jS3 = �2; ~�3jS3 = �3; ~�4jS3 = �1 + �3; ~�5jS3 = �2 + �3. Voormethaan volgt uit opgave 7.2 [3℄ dat XV = ~�1+ ~�3+2~�4. Het vervangen van �e�en waterstofatoom door een deuterium heeft tot gevolg dat de Hessiaan H een storing ondergaat die desymmetrie verlaagt van S4 naar S3. Een gevolg hiervan is dat de eigenruimten waarop eenirrep leeft met karakter ~�4 uitelkaar breekt in twee stukken met daarop irreps met karakters�1 en �3. We vinden dus voor CH3D: XV = �1 + �3 + 2(�1 + �3) = 3�1 + 3�3, wat inovereenstemming is met hetgeen we eerder vonden. Er zijn dus in totaal 6 frequenties inhet vibratie spe
trum van CH3D. Verder veranderen ook de sele
tie regels, immers wehadden voor methaan gevonden in opgave 7.2 [3℄: � = ~�4 en �2 � det �� = ~�1 + ~�3 + ~�4.Dat wordt na vervanging van �e�en waterstof atoom door een deuterium: � = �1 + �3 en�2 � det �� = �1 + �3 + (�1 + �3) = 2�1 + 2�3. Dit geheel in overeenstemming met hetvoorgaande. We vinden dus wederom alle 6 frequenties zowel in het infrarood als in hetRaman spe
trum.Samenvattend, symmetrie breking leidt tot minder spe
trale ontaarding (dus meer fre-quenties zi
htbaar) en tot een zwakkere vorm van sele
tieregels (hoe meer symmetrie hoestrikter de sele
tieregels werken).(a)
DH1 H2

H3
C

(b)
~k1 ~�1 �1 k1~k2 ~�3 �3 k2~k3 ~�4 �1�3 k3k4
~k4 ~�4 �3�1 k5k6

Figuur 6: (a) CH3D; (b) Niveau splitsing van Hessian H bij symmetrieverlaging van S4naar S3.
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