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1 Inleiding

Het kwam als een grote verrassing in 1890, Giuseppe Peano’s constructie van een continue surjectie van het eenheids-
interval [0,1] naar het eenheidsvierkant [0,1] x [0,1]. Peano’s kromme ging in tegen het op dat moment gangbare
dimensiebegrip. Omstreeks 1913 kwamen Hans Hahn (1879-1938) en Stefan Mazurkiewicz (1888-1945) onafhankelijk
van elkaar tot een stelling die precies zegt welke ruimtes het beeld zijn van een continue functie op [0,1]. In het on-
derstaande stuk bekijken we deze stelling in detail, alsmede een generalisatie.

Alvorens we de stelling van Hahn en Mazurkiewicz bewijzen zullen we eerst de nodige topologie herhalen. Dit betreft
onder andere de separatieaxioma’s T t/m Ty, compactheid, volledigheid, samenhang en padsamenhang. De lezer die
bekend is met deze concepten kan dit gedeelte overslaan. Twee belangrijke bouwstenen die we vervolgens bekijken,
zijn de stelling van Mazurkiewicz en Moore (die voldoende voorwaarden geeft om padsamenhang van samenhangende
ruimtes veilig te stellen) en de stelling van Hausdorff (die zegt dat elke compacte ruimte het beeld is van een conti-
nue functie op de Cantorverzameling). De stelling van Hahn en Mazurkiewicz zegt dan dat de beelden van continue
functies op het eensheidsinterval precies de Peanocontinua zijn, dat wil zeggen: compacte, samenhangende, lokaal
samenhangende metrische ruimtes.

Vervolgens beschouwen we een generalisatie van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz, zoals in 1998 gepresenteerd
door R. Ayala, M.J. Chévez en A. Quintero in [2]. We pogen hierbij ook de ‘gegeneraliseerde Peanocontinua’ (lokaal
compacte, samenhangende, lokaal samenhangende metrische ruimtes) te karakteriseren. Het ligt voor de hand om te
kijken naar continue functies op [0, 00), maar het zal blijken dat continue functies niet alle eigenschappen van gegenera-
liseerde Peanocontinua overdragen. Perfecte afbeeldingen doen dit wel, maar niet elk gegeneraliseerd Peanocontinuiim
is het beeld van een perfecte afbeelding op [0,00). We zullen daarom ook de halfrechte moeten vervangen door iets
algemeners. Topologische bomen blijken prima te functioneren en de uiteindelijke stelling (zie Stelling 4.4.3) zegt onder
andere dat er bij elk gegeneraliseerd Peanocontinuiim X een boom T bestaat en een perfecte surjectie f : T'— X. De
constructie van dergelijke bomen en bijbehorende perfecte afbeeldingen leunt zwaar op de Freudenthalcompactificatie,
die we daarom in detail zullen behandelen.






2 Topologische ruimtes

2.1 Basisconcepten

Allereerst herhalen we enige topologie. Na wvastleggen van enige notatie zullen we een aantal basisbegrippen omtrent
(continue) functies, afsluitingen, bases en netten kort aanstippen. Verder bespreken we kort de separatieazioma’s
Ti,....,Ty en geven Tietze’s uitbreidingsstelling en de metriseerbaarheidsstelling van Urysohn. Ten slotte bekiken we
een aantal eigenschappen van directe sommen, quotiénten en producten van topologische ruimtes. We zullen lang niet
alles bewijzen en veel resultaten vrijelijk (zonder verwijzing) inzetten.

2.1.1 Notatie

In het onderstaande is (X, 7) steeds een topologische ruimte, waarbij we de topologie 7 lang niet altijd expliciet zullen
vermelden. Metrische ruimtes schrijven we als (X, d) (en de metriek d ondergaat hetzelfde lot als 7). Elke metrische
ruimte is in het bijzonder een topologische ruimte en we noteren de metrische topologie als 75. Voor een deelruimte
Y van X noteren we de deelruimtetopologie (resp. deelruimtemetriek) als 7y (resp. dy). In een metrische ruimte is
B(z,r) ={y € X | d(z,y) < r} een bol met straal r rond = en C(x,r) = {y € X | d(z,y) < r} een bal met straal
r rond x. Standaard noteren we de afsluiting van een deelverzameling Y C X met Y, het inwendige van Y met Y°
en de rand van Y met Y =Y \ Y°. Echter, wanneer Z C Y C X zullen we soms uitwijken naar de notaties Cly (Z)
voor de afsluiting van Z in Y, Inty (Z) voor het inwendige van Z in Y en Fry (Z) voor de rand van Z, opdat er geen
verwarring ontstaat. Ten slotte: voor een functie f: X — Y en Z CY,is f~1(Z) = {z € X | f(x) € Z}. Wanneer
Z = {2}, schrijven we f~!(z) in plaats van f~1({z}).

2.1.2 Functies

Lemma 2.1.1 Zij X,Y wverzamelingen, A, B C X; C;,D CY en f: X — Y een functie. Dan is:

e F(AUB) = f(A)Uf(B).
o f(ANB) C f(A) N f(B) (= geldt voor willekeurige A, B < f is injectief).

e f(A\B)D f(A)\ f(B) (— geldt voor willekeurige A, B & f is injectief ).
e FHCUD) = f1{C) U (D).

e 7H(CND) = f )N fA(D).

« FHC\D) = f(C Y

e AC f7Y(f(A)) (= geldt voor willekeurige A < f is injectief).

e CD f(f~HC)) (= geldt voor willekeurige C < f is surjectief).

Definitie 2.1.2 Zij X, Y topologische ruimtes. Een functie f : X — Y heet
e continu als f~1(V) C X open is voor elke open V C Y.
e open als f(U) C Y open is voor elke open U C X.
e gesloten als f(U) C Y gesloten is voor elke gesloten U C X.
e een homeomorfisme als f continu, open (of gesloten) en bijectief is.
We noemen X en Y homeomorf als er een homeomorfisme f : X — Y bestaat (notatie X = Y).

Notatie 2.1.3 Voor topologische ruimtes X,Y is C(X,Y) de ruimte van alle continue functies f : X — Y. Als
X =Y schrijven we C(X) in plaats van C(X, X).

Opmerking 2.1.4 Voor metrische ruimtes X, Y zullen we hier en daar ook de e-d-definitie van continuiteit gebruiken,
die (voor metrische ruimtes) equivalent is aan de bovenstaande (topologische) definitie. In het bijzonder hebben we:

Definitie 2.1.5 Een functie f : X — Y tussen twee metrische ruimtes X en Y heet uniform continu als er voor
elke £ > 0 een 0 > 0 bestaat zodanig dat voor elke z,y € X met d(z,y) < § geldt: d(f(z), f(y)) < e.
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Definitie 2.1.6 Zij (X,d), (Y,d') metrische ruimtes. Een isometrie is een afbeelding ¢ : X — Y die voldoet aan
d'(v(x),(y)) = d(x,y) voor alle z,y € X.

Lemma 2.1.7 Zij f: X — Y een functie. Dan zijn equivalent:

(i) f is open.
(ii) Voor elke x € X en elke (open) omgeving U van x, bestaat er een open V- CY zodanig dat f(x) € V C f(U).

Bewijs: (i) = (ii) Zij U een open omgeving van x € X. Dan is V := f(U) open en f(z) € V = f(U).
(i) < (ii) ZjU C X openen y € f(U). Dan is er een « € U zodanig dat f(r) = y. Per aanname bestaat er een open
V CY zodanig dat y = f(z) € V C f(U). Aangezien dit kan voor elke y € f(U), volgt dat f(U) open is. O

Lemma 2.1.8 Zij f : X — Y gesloten. Dan is er voor elke y € Y en elke open U met f~1(y) C U, een open
omgeving V wvan y zodanig dat f~(y) C f~1(V) C U.

Bewijs: Zijy € Y en U C X open met f~1(y) C U. Dan is X \ U gesloten en dus is f(X \ U) C f(X) gesloten.

Definieer V := f(X)\ f(X \ U). Er geldt y € V, aangezien (X \ U) N f~*(y) = 0 en dus is V een open omgeving van
y. Bovendien is:

V)= PN FIXN D))
= NN FTHAXND)
CX\(X\U) =T,

waaruit de claim volgt. O

2.1.3 Afsluiting en inwendige
Lemma 2.1.9 Zjj (X, 7) een topologische ruimte en' Y C X. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) x€Y.
(i) UNY # 0 voor elke (open) omgeving U van x.
Bewigs: Er geldt:
reYerg(X\Y)°.

< Voor elke open omgeving U van z is U ¢ (X \ Y)°.
< Voor elke open omgeving U van z is UNY # (). O

Gevolg 2.1.10 ZijU C X open en'Y C X zodanig dat UNY = (. Dan is UNY = ().

Bewijs: Zij y € Y. Danis V N Z # () voor elke open omgeving V van y. Aangezien U NY = (), kan U geen open
omgeving van y zijn en dus is y € U. O

Definitie 2.1.11 Een deelruimte Y € X heet dicht als Y = X.

Lemma 2.1.12 Zij X, Y topologische ruimtes, W C X en Z C Y beiden dicht en f: X — Y continu en gesloten
zodanig f(W) = Z. Dan is f surjectief.

Bewijs: Omdat f(X) = f(W) en f gesloten is, is f (W) C Y gesloten. Aangezien Z = f(W) C f (W), is
Y=ZcCf (W) = f(X) en dus is f surjectief. O

Definitie 2.1.13 Een ruimte (X, 7) heet separabel als er een aftelbare Y C X bestaat met Y = X.
Lemma 2.1.14 Zij {Y; }ics een familie van deelverzamelingen van een ruimte X. Dan is UieI?i CUser Vi

Bewigs: 7ij x € UZ—GIE willekeurig en N een omgeving van x. Dan is z € YJ voor een zekere j € I, dusis Y; NN # 0
Y;) NN # 0, dus volgt (weer met Lemma 2.1.9), dat z € J,; V. O

volgens Lemma 2.1.9. In het bijzonder is (Uiel
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Definitie 2.1.15 Zij X,Y metrische ruimtes, f : X — Y een functie en Z C X. Dan heet Z begrensd als er een
x € X en een R > 0 bestaan zodanig dat Z C B(z, R). Verder heet f begrensd als f(X) C Y begrensd is.

Definitie 2.1.16 Zij Z C X niet-leeg en begrensd. Dan is diam(Z) := sup {d(z,y) | =,y € Z} de diameter van Z.
Voor een begrensde functie f : X — Y, is diam(f) := diam(f(X)) de diameter van f.

Voorbeeld 2.1.17 Zij X een metrische ruimte. Dan is diam(B(z,r)) < 2r voor elke z € X, r > 0. Immers:
d(y,z) < d(y,z)+d(z,z) < 2r voor alle y, z € B(z,r).

Definitie 2.1.18 Zij X een metrische ruimte, Y C X en x € X. Dan is dist(z,Y) := inf{d(z,y) | y € Y} de afstand
van z tot Y.

Propositie 2.1.19 Zij X een metrische ruimte en' Y C X. Dan is de afbeelding dist: X — [0,00), x —dist(x,Y)
continu.

Bewijs: Zij x € X en £ > 0 willekeurig. Dan is voor elke w € B(x,¢€):
dist(w,Y) = inf d ,
ist(w,Y) = inf d(w,y)

< inf d d
< Jnf (w,z) +d(z,y),

—d inf d
(w, z) + inf (z,y),

< dist(2,Y) +e. O

Lemma 2.1.20 ZijY C X enx € X. Dan zijn equivalent:
(i) €Y.
(i) dist(x,Y) =0.

(1) UNY #£ 0 voor elke open omgeving U van x.

Bewijs: (i) = (ii) Omdat = € Y, is er een 1ij {y,}5°; in Y die naar x convergeert. Er geldt lim, o d(z,y,) = 0,
waaruit volgt dat dist(z,Y) = 0.

(ii) = (iil) Zij U een open omgeving van x. Dan is er een £ > 0 zodanig dat B(z,e) C U. Omdat dist(z,Y) = 0,
bestaat er een y € Y met d(x,y) < € en dus is y € B(z,¢e), waaruit volgt dat U NY = (.

(iii) = (i) Zie Propositie 2.1.9. O

2.1.4 Separatieaxioma’s

Definitie 2.1.21 Zij (X, 7) een topologische ruimte. We noemen X:

e T als er voor elke paar z,y € X, & # y een U € 7 bestaat zodanig dat x € U, y € U.

e T5 (Hausdorff) als er voor elk paar z,y € X, x # y disjuncte, U,V € 7 bestaan zodanig dat z € U eny € V.
T3 (regulier) als X is T} en er verder voor elke gesloten C C X en y € X \ C disjuncte, U,V € 7 bestaan
zodanig dat C C U eny e V.
T, (normaal) als X is T} en er verder voor elk paar disjuncte, C, D C X disjuncte, U,V € 7 bestaan zodanig
dat CcUenDCV.

Propositie 2.1.22 FEr geldt: T, (:i T3 (:>) Ts (;}) 1.

Bewijs: 7ij (X, T) een topologische ruimte.
(i) Zij C C X gesloten en niet-leeg en y € X \ C. Omdat X T; is, is {y} gesloten en dus bestaan er disjuncte,
U,V € 7 zodanig dat C C U en {y} C V.
(ii) Zij z,y € X, z # y. Dan is {z} C X gesloten (want X is T7) en dus bestaan er disjuncte, U,V € 7 zodanig dat
{z} CUenyeV.
(iii) Zij z,y € X, © # y. Dan bestaan er disjuncte, U,V € 7 zodanig dat x € U, y € V. In het bijzonder is X dus
7. O

Propositie 2.1.23 Elke deelruimte Y van een Hausdorffruimte (X, 7) is Hausdorff.
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Bewijs: Voor z,y € Y, x # y bestaan er disjuncte U,V € 7 zodanig dat x € U en y € V. Aangezien UNY.,VNY
openzijninYenzeUNY,yeVNY, zien we dat Y Hausdorff is. O

Propositie 2.1.24 Voor een topologische ruimte (X, T) zijn equivalent:
(i) X is regulier. B
(i) Voor elke open omgeving U van x € X is er een V € 7 zodanig dat x € V. CV C U.

Bewijs: (i) = (ii) Zij € X en U een open omgeving van x. Dan is ¢ ¢ C := X \ U en dus bestaan er wegens de
regulariteit van X disjuncte, open V, W zodanig dat C C V en z € W. Omdat W NV = () volgt uit Propositie 2.1.10
dat WNV =0 en dusis WNC = (. Maar dat betekent dat W C X \ C = U.

(ii) = (i) Zij C C X gesloten en y € X\ C. Dan is U := X \ C een open omgeving van y en dus bestaat er een V C U
zodanig dat y € V.CV CU. Neem W := X \V €7. Danisz € V,CCWen VNW = (. O

Propositie 2.1.25 FElke metrische ruimte (X,d) is normaal.

Bewijs: Zij C,D C X gesloten en disjunct. Dan zien we dat voor elke x € C en y € D geldt: dist(z,D) > 0 en
dist(y, C) > 0 wegens Propositie 2.1.9. Definieer

U= UB<x,diSt(2x’D)> en V= UB(;,,diSt(Qy’C)).

zeC yeD

Dan zijn U,V openen C C U, D C V. Veronderstel dat z € UNV. Danis z € B (x, W) enz € B (y7 %)

voor zekere x € C, y € D. Maar dan is d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) < diSt(;’D) + diSt(Qy’C) < d(z’y) + d(g’y) = d(z,y) en
dat kan niet, dus UNV = 0. O

Stelling 2.1.26 (Tietze) Zij X een normale topologische ruimte en C' C X gesloten. Dan bestaat er voor elke continue
f:C = R een continue uitbreiding f : X — R zodanig dat f|c = f.

Definitie 2.1.27 Een topologische ruimte (X, 7) heet metriseerbaar als er een metriek d op X bestaat zodanig dat
T =1T4-

We geven nu de metriseerbaarheidsstelling van Urysohn, die we later geregeld zullen inzetten. Voor een bewijs kan de
lezer onder andere terecht bij [1] en [8].

Stelling 2.1.28 (Urysohn) FElke reguliere ruimte (X, 7) met tweede aftelbaarheidseigenschap is metriseerbaar.

2.1.5 Bases

Definitie 2.1.29 Zij (X, 7) een topologische ruimte. Een familie B van deelverzamelingen van X heet een basis voor
7, als elke U € 7 te schrijven is als U = | B; voor zekere B; € B.

Opmerking 2.1.30 Een B C 2% is een basis voor 7 < voor elke open omgeving U van een x € X bestaat er een
B € B zodanig dat x € B C U.

Propositie 2.1.31 Zij B = {B;}icr een familie van deelverzamelingen van een verzameling X. Definieer 7 =
{Uses Bi | Bi € B, J C I}. Dan is T een topologie op X (met basis B), als:

« Ut Bi = X,

e Voor elk paar UV e BisUNV =U{WeB|WcCcUNV}.

Definitie 2.1.32 Een topologische ruimte (X, 7) heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap als er een aftelbare
basis B voor T bestaat.

Propositie 2.1.33 Als (X, 7) de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft, dan heeft elke deelruimte Y C X deze ook.
Bewijs: Zij B een aftelbare basis voor 7. Definicer By := {BNY | B € B}. Dan is By zeker aftelbaar. Zij U € 7y

Dan is er een V € 7 zodanig dat U = V NY en omdat B een basis is voor 7, is V = |J B; voor zekere B; € B.
Aangezien U = |J(B; NY), zien we dat By een basis is voor 7y . O
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Propositie 2.1.34 Als (X, 1) de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft, dan is X separabel.

Bewijs: Zij B een aftelbare basis voor 7. Kies een xp € B voor elke B € B. Danis Y := {xp € X | B € B} aftelbaar.
Zij y € X willekeurig en U een open omgeving van y. Omdat U open is, bestaat er een B € B zodanig dat B C U en
dusis zp € UNY. Met Lemma 2.1.9 volgt dat y € Y en dus is ¥ = X. O

Propositie 2.1.35 FElke separabele metrische ruimte (X, d) heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap.

Bewijs: 7ij Y C X aftelbaar zodanig dat Y = X. Definieer B := {B (y, %) ly € Y, n € N}. Dan is B aftelbaar. Zij

U € 7. Dan is er voor elke y € U een n € N zodanig dat B (y, %) C U. Maar nu is UyeU B (y, %) = U, waaruit volgt
dat B een basis is voor 7. O

Gevolg 2.1.36 Zij (X, d) een separabele metrische ruimte en' Y C X. Dan is Y separabel.

Bewijs: Omdat X separabel is, heeft deze de tweede aftelbaarheidseigenschap wegens Propositie 2.1.35. Volgens
Propositie 2.1.33 heeft Y dan ook de tweede aftelbaarheidseigenschap en dus is Y separabel (Propositie 2.1.34). O

2.1.6 Netten

Definitie 2.1.37 Een gerichte verzameling is een paar (I, <), waarbij <C I x I voldoet aan:
o (Reflexiviteit) z <z voor elke z € I.
o (Transitiviteit) Alsz <yeny <z dan z < 2.
o (Gerichtheid) Voor elke z,y € I bestaat er een z € I zodanig dat z < z en y < z.

Definitie 2.1.38 Zij (X, 7) een topologische ruimte en I een gerichte verzameling. Een net in X is een afbeelding
I — X v+~ x,. We noteren netten als {z,},e;.

Opmerking 2.1.39 Aangezien (N, <) een gerichte verzameling is, zijn rijen precies de netten geindiceerd door N.

Definitie 2.1.40 Zij {z,},cr een net in X en Y C X. We noemen {z,},¢s:
e vaak in Y als er voor elke ¢y € I een ¢ > 1o bestaat zodanig dat =, € Y.
e uiteindelijk in Y als er een ¢y € I bestaat zodanig dat =, € Y voor elke ¢ > .

Definitie 2.1.41 Zij {x,},e; een net in (X, 7). Een & € X is een acumulatiepunt van {z,},c; als {z,},c; vaak
in elke open omgeving U van x is. We zeggen dat {x,},e; convergeert naar x als {z,},c; uiteindelijk in elke open
omgeving U van x is, notatie: =, — z.

Propositie 2.1.42 Zij X,Y topologische ruimtes en f : X — Y een functie. Dan zijn equivalent:
(i) [ is continu.
(i) Voor elk net {x,}.c; dat naar een v € X convergeert, convergeert {f(z,)}.er naar f(z).

Definitie 2.1.43 Een net {z,},c; heet universeel als voor elke Y C X geldt dat {z,},c; uiteindelijk in Y is of
uiteindelijk in X \ Y.

2.1.7 Constructies

Definitie 2.1.44 Voor een familie van verzamelingen {X;};cr is de directe som gedefinieerd door:

X =P xi={(2)elx|JXi|zeX}
el el

Verder is voor elke i € I de inclusieafbeelding ¢; : X; — X gedefinieerd door ¢;(x) = (i, ).

Definitie 2.1.45 Zij X = @, ; X; de directe som van een familie van topologische ruimtes {(Xj,7;)}ics. De
directesomtopologie op X is 7 = {U C X | 1; /(U) € 1;}. Voor een U € 7q schrijven we vaak U = @
U, € 7;.

i1 Ui voor
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Notatie 2.1.46 Voor een eindige familie topologische ruimtes {(X;, 7;)}7, schrijven we vaak X = X; &... ® X,, voor
de directe som.

Propositie 2.1.47 De inclusieafbeeldingen ¢; : X; — X zijn continu, open en gesloten voor elke i € I.
Definitie 2.1.48 Voor een verzameling X en een equivalentie ~ op X is het quotiént:

X/ ~i={la] | & € X}.
De quotiéntafbeelding is de surjectie ¢ : X — X/ ~ gedefinieerd door ¢(z) = [z].

Definitie 2.1.49 Zij (X, 7) een topologische ruimte en ~ een equivalentierelatie op X. Dan is de quotiéntenruimte
(X/ ~,7), waarbij 7. == {U C X | ¢ 1 (U) € 7}.

Propositie 2.1.50 Voor elke quotiéntenruimte is de quotiéntafbeelding continu.

Definitie 2.1.51 Voor een familie van verzamelingen {X;};cs is het product gedefinieerd door:

X=][Xi={f:T—J=i | f(i) € X; voor alle i € I}.

iel i€l
Verder is voor elke i € I de projectieafbeelding p; : X — X; gedefinieerd door p;(f) = f(i).

Definitie 2.1.52 Zij X = [],.; X; het product van een familie van topologische ruimtes {(Xj, 7;)}scs. De productto-
pologie op X is 1 gedefinieerd door de basis By = {pi_ll(Uil)ﬂ...ﬂp;ll(Uin) | i1, .yin € [,Uy, €73, voor j =1,...,n}.

Notatie 2.1.53 Voor een eindige familie topologische ruimtes {(X;, 7;)}7, schrijven we vaak X = X3 X ... x X, voor
het product.

Opmerking 2.1.54 Voor een eindig product X = X7 X ... X X, is de bovenstaande basis van 71 gelijk aan By =
{U1 x ... x Uy, | U; € 7;}. Elke gesloten deelverzameling C' van X; X ... x X, is van de vorm C = [ (C} x ... x C,,
voor gesloten C; C X;.

Propositie 2.1.55 De projectieafbeeldingen p; : X — X; zign allen continu en open.

Propositie 2.1.56 Als (X, 1) en (Y,0) de tweede aftelbaarheidseigenschap hebben, dan heeft (X x Y, 1) deze ook.

Bewijs: 7ij Bx, By aftelbare bases voor 7, respectievelijk o. Dan is By .= {U x V | U € Bx,V € By} een aftelbare
basis voor 711 gezien Opmerking 2.1.54. O

Propositie 2.1.57 Het product van twee requliere ruimtes (X, 7),(Y,0) is requlier.

Bewijs: Zij U een open omgeving van (x,y) € X x Y. Dan volgt uit Propositie 2.1.55 dat Uy == p1(U), Us = p2(U)
open omgevingen van x respectievelijk y zijn. Met Propositie 2.1.24 bestaan er V3, € 7 en V, € o zodanig dat
zeVicVicU eny€ Vo CVy C U, Nuzien we dat voor V := pl_l(Vl) ﬂpgl(Vg) geldt: (z,5) CV CV CUen
dus volgt uit Propositie 2.1.24 dat X x Y regulier is. O

Gevolg 2.1.58 Het product van twee metrische ruimtes X, Y met de tweede aftelbaarheidseigenschap is metriseerbaar.
Bewijs: Uit Propositie 2.1.25 volgt dat X en Y regulier zijn en dus is X x Y regulier (Propositie 2.1.57). Uit
Propositie 2.1.56 volgt dat X x Y de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft en dus is X x Y metriseerbaar volgens
Stelling 2.1.28. O
Opmerking 2.1.59 In feite is elk aftelbaar product van willekeurige metrische ruimtes metriseerbaar, maar omdat

Propositie 2.1.58 reeds onze belangen behartigt en met een veel korter argument te bewijzen is, gaan we hier niet
verder op in.
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2.2 Compactheid

In deze sectie kijken we naast algemene compactheid ook naar lokale compactheid, o-compactheid en wvolledigheid.
Belangrijke stellingen zijn de stelling van Tychonov, de doorsnijdingsstelling van Cantor en de stelling van Heine-

Borel.

2.2.1 Compactheid

Definitie 2.2.1 Een topologische ruimte (X, 7) heet compact als elke open overdekking van X een eindige deelover-
dekking heeft.

De volgende karakterisering van compactheid is erg nuttig:
Propositie 2.2.2 FEen topologische ruimte (X, T) is compact < elk universeel net {x,},e1 heeft een convergent deelnet.
Propositie 2.2.3 Zij K1, ..., K, C X compact. Dan is K = UZL:I K; compact.

Bewijs: Zij U een open overdekking van K. Dan is U in het bijzonder een open overdekking van elke K;. Vanwege de
compactheid van K, zijn er voor elke i U, ...,U; € U zodanig dat K; C U;nzl Ui;. Maar dan is K C U, U;nzl Ui;,
O

im;

waaruit volgt dat {Uj,} een eindige deeloverdekking van ¢/ van K is, dus K is compact.

Propositie 2.2.4 Zij (X, 1) compact en K C X gesloten. Dan is K compact.

Bewijs: 7Zij {U;}icr een open overdekking van K. Dan is X\ K open, dus { X\ K }U{U; };cs is een open overdekking van
X en die heeft vanwege de compactheid van X een eindige deeloverdekking {X \ K} U{U;;}7_,. We zien dat {U;,}_,
een eindige deeloverdekking van de oorspronkelijke overdekking {U; };c; van K is, waaruit volgt dat K compact is. [
Propositie 2.2.5 Zij (X, 7) Hausdorff en K C X compact. Dan is K gesloten.

Bewijs: Zij x € X\ K willekeurig. Omdat X Hausdorff is, bestaan er voor elke y € K disjuncte, Uy, V,, € 7 zodanig dat
z €UyenyeV,. Nuis {V,},ex een open overdekking van K en dus zijn er yi, ..., y, € K zodanig dat K C |J;—, V..
ZijU =, Uy,. Danis U open en UNK = en dus is  C U C X \ K. Hieruit volgt dat X \ K open is en dus is
K C X gesloten. O
Gevolg 2.2.6 Zij (X,d) een metrische ruimte en K C X. Dan is K compact < K gesloten is.

Propositie 2.2.7 Zij (X,7) Hausdorff, C C X gesloten en K C X compact. Dan is KN C compact.

Bewijs: K is compact en dus gesloten wegens Propositie 2.2.5. Omdat K N C gesloten is volgt met Propositie 2.2.4
dat K N C compact is. O

Propositie 2.2.8 Zij X,Y topologische ruimtes, f : X — Y continu en K C X compact. Dan is f(K) CY compact.
Bewijs: 7Zij {U;}ier een open overdekking van f(K). Dan is {f~1(U;)}icr een open overdekking van K, die vanwege
de compactheid van K een eindige deeloverdekking {f~(U;,) %_; heeft. Nu is {U;;}}_; een open overdekking van
f(K) en daarmee een eindige deeloverdekking van {U;};ecs. Hieruit volgt dat f(K) compact is. O

Gevolg 2.2.9 Zij X,Y topologische ruimtes, X compact, Y Hausdorff en f: X — Y continu. Dan is f gesloten.

Bewijs: Zij K C X gesloten. Dan is K compact volgens Propositie 2.2.4 en dus is f(K) C Y compact met Propositie
2.2.8. Uit Propositie 2.2.5 volgt dat f(K) gesloten is in Y, dus is f gesloten. O

Gevolg 2.2.10 Zij X,Y topologische ruimtes, X compact, Y Hausdorff en f: X — Y een continue bijectie. Dan is
f een homeomorfisme.

Bewijs: 7ij g = f~1. Uit Gevolg 2.2.9 volgt dat g continu is en dus is f een homeomorfisme. O

Propositie 2.2.11 Zij (X,7) een compacte topologische ruimte en ~ een equivalentierelatie op X. Dan is de
quotiéntenruimte X/ ~ ook compact.
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Bewijs: De quotiéntafbeelding g : X — X/ ~ is een continue surjectie. Met Propositie 2.2.8 volgt dat X/ ~ compact
is. O

De volgende stelling geven we zonder bewijs. Een uitgebreide behandeling van deze stelling is te vinden in [1], waar
vier verschillende bewijzen aan bod komen.

Stelling 2.2.12 (Tychonov) Zij {(X;, ;) }icr een familie van compacte topologische ruimtes. Dan is [[,.; X; compact.

i€l
Propositie 2.2.13 Elke compacte metrische ruimte (X, d) is separabel.

Bewijs: Zij U, = {B(z,2) | z € X} voor elke n € N. U, is een open overdekking van X en dus volgt uit de

compactheid dat er 2\, ..., (") bestaan zodanig dat Uiy B($,(€n) L) = X voor elke n. Definieer Y := {x,(cn) | neN,

1 <k <m,}. Welaten zien dat Y = X. Zij z € X willekeurig. Dan bestaat er voor elke n € N een x,(cn) € Y zodanig
dat = € B(xgcn), 1). Omdat d(xén),x) < L voor elke n, zien we dat de rij {x,(cn)}flo:l naar = convergeert. Hiermee is

Y = X, waaruit volgt dat X separabel is. O
Gevolg 2.2.14 Elke compacte metrische ruimte (X, d) heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap.

Propositie 2.2.15 Zij (X, 7) Hausdorff en K,L C X niet-leeg, disjunct en compact. Dan bestaan er disjuncte open
U,V zodanig dat K CU, L C V.

Bewijs: Zij y € K vast. Dan bestaan er voor elke x € X twee disjuncte open U,,V, zodanig dat x € U, en
y € V. Omdat K compact is, bestaan er z1,...,z,, € K zodanig dat K C |J;_, U,,. Definieer U, = (J!_, U,, en
Vy = Ni2y Va,. Dan zijn U,,V, disjuncte open verzamelingen met K C U, en y € V,. Dit kunnen we doen voor
elke y € L en uit de compactheid van L volgt dan dat er yi,...,ym € L zijn zodanig dat L C |J;~, V,,. Definieer
V=U~"V,enU:=~, Uy, Danzijn U,V € 7 disjunct en K CU, L C V. O

1=

Propositie 2.2.16 Elke compacte Hausdorffruimte (X, ) is normaal.

Bewijs: 7Zij C, D C X gesloten en disjunct. Dan zijn C, D compact en dus bestaan er volgens Propositie 2.2.15
disjuncte, open U,V zodanig dat C C U en D C V, met andere woorden: X is normaal. O

Gevolg 2.2.17 Zij (X, 1) compact Hausdorff. Dan zijn equivalent:
(i) X heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap.
(i) X is metriseerbaar.

Bewijs: (i) = (ii) Uit Propositie 2.2.16 volgt dat X normaal is en dus zien we met Stelling 2.1.28 dat X metriseerbaar
is.
(ii) = (i) Elke compacte metrische ruimte heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap wegens Propositie 2.2.14. O

2.2.2 Lokale compactheid

Definitie 2.2.18 Een topologische ruimte (X,7) heet lokaal compact als iedere € X een compacte omgeving
heeft.

Opmerking 2.2.19 Elke compacte ruimte is duidelijk lokaal compact, maar de omkering geldt niet: R is lokaal
compact, maar niet compact.

Propositie 2.2.20 Zij (X, 1) lokaal compact en Hausdorff en U C X open. Dan is U lokaal compact.

Bewigs:  Zij x € U willekeurig en K C X een compacte omgeving van z. Bepaal met Lemma 2.1.24 een open V
zodanig dat x C V. C V C U. Met Propositie 2.2.7 is (K N V) C U een compacte omgeving van x in U, waaruit volgt
dat U lokaal compact is. O

Propositie 2.2.21 Zij (X, 1) lokaal compact en Hausdorff en C C X gesloten. Dan is C lokaal compact.

Bewijs: 7ij x € C willekeurig. Omdat X lokaal compact is, bestaat er een compacte K C X die x bevat. Vanwege
Propositie 2.2.7 is K N C' C C' compact, waaruit volgt dat C' lokaal compact is. O
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Gevolg 2.2.22 Zij (X, 7) lokaal compact en Hausdorff. Dan heeft elke x € X een omgevingsbasis van compacte
verzamelingen.

Bewigs: 7ij x € X willekeurig en U een open omgeving van x. U is lokaal compact volgens Propositie 2.2.20 en dus
bestaat er een compacte K C X zodat x € K C U. O]

Propositie 2.2.23 Zij X lokaal compact en K C X compact. Dan bestaan er U,L C X zodanig dat U open is, L
compact en K C U C L.

Bewijs: Voor elke x € K hebben we een open U, en een compacte L, zodanig dat € U, C L,. Dan is {U,}zck
een open overdekking van K en dus bestaan er z1,...,z, € K zodanig dat K C U, Uy, C Ui, Ls,. Aangezien
U:=U._, U, openisen L:=J;_, L,, compact (vanwege Propositie 2.2.3), zijn we klaar. O

Lemma 2.2.24 Zij (X, 7) lokaal compact en Hausdorff, z € X en N een omgeving van x. Dan is er een open V C X
zodanig dat x € V. CV C N en V compact is.

Bewigs: Omdat X lokaal compact is, bestaat er een compacte omgeving K C N die x bevat. Wegens Lemma 2.1.24
bestaat er een V € 7 zodanig dat + C V C V C K. Omdat V C K gesloten is, volgt uit Propositie 2.2.4 dat V'
compact is. O

Gevolg 2.2.25 Elke lokaal compacte Hausdorffruimte (X, ) is regulier.

Bewijs: Voor elke open omgeving U van een € X is er een V € 7 zodanig dat x € V C V C U, met V compact.
Uit Propositie 2.1.24 volgt dat X regulier is. O

Lemma 2.2.26 Zij (X,7) lokaal compact. Dan is er voor elke compacte K C X een compacte L C X zodanig dat
K cLe.

Bewijs: Vanwege de lokale compactheid van X is er voor elke x € K een compacte K, en een open U, zodanig
dat z € U, C K,. Omdat K compact is, bestaan er z1,...,z, € K zodanig dat K C U = U?:l U,,. Definieer
L= U?zl K,,. Dan is L compact wegens Propositie 2.2.3 en er geldt: K C U C L, dus K C L°. O

Propositie 2.2.27 Zij (X, 1), (Y, 0) topologische ruimtes, X lokaal compact en f: X —Y continu en open. Dan is
f(X) CY lokaal compact.

Bewijs: Zij y € f(X) willekeurig en z € X zodanig dat f(z) = y. X is lokaal compact, dus = heeft een compacte
omgeving K. Aangezien f continu is, volgt met Propositie 2.2.8 dat f(K) compact is. Zij U open, zodanig dat
x € U C K. Aangezien f open is, volgt dat f(U) open is en omdat y € f(U) C f(K) C f(X), zien we dat f(K) een
compacte omgeving van y is. O

Propositie 2.2.28 Zij (X,7), (Y, o) lokaal compacte ruimtes. Dan is X XY ook lokaal compact.
Bewijs: Zij (z,y) € X x Y. Dan bestaan er compacte K C X en LCY en U € 7, V € 0 zodanig dat z € U C K en
y €V C L. Omdat K x L compact is en U x V open is in X X Y, zien we dat K X L een compacte omgeving van

(z,y) is en dus is X x Y lokaal compact. O

Definitie 2.2.29 Een deelruimte ¥ C X heet lokaal gesloten als er een open U C X en een gesloten C' C X
bestaan, zodanig dat Y =U N C.

Propositie 2.2.30 Y C X is lokaal gesloten < Y is open in Y.

Bewijs: (=) Veronderstel dat Y = U N C voor een open U en een gesloten C. Per definitie van de afsluiting is
Y CC. Maardanis Y =UNCDUNY DY, waaruit volgt dat ¥ open is in Y. B

(«<) AlsY C Y open is, bestaat er een open U C X die voldoet aan Y = UNY. Aangezien Y gesloten is zien we dat
Y lokaal gesloten is. O
Lemma 2.2.31 Zij (X, 7) een Hausdorffruimte en Y C X dicht en lokaal compact. Dan is Y € 7.

Bewijs: Veronderstel dat Y niet open is. Dan bestaat er een y € Y zodanig dat voor elke U € 7 geldt: U ¢ Y. Omdat
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Y lokaal compact is, bestaat er een compacte K en een U € 7 zodanig dat y e UNY C K CY. Danis U \ K # 0,
aangezien U ¢ Y. Maar nuis U\ K € T en dus is (U \ K)NY # 0, omdat Y C X dicht is (zie Gevolg 2.1.10). Dit is
in tegenspraak met de aanname dat U N'Y een deelverzameling is van K en dus zien we dat Y open moet zijn. O

Propositie 2.2.32 Zij X een lokaal compacte Hausdorffruimte en’ Y C X. Dan is Y lokaal compact < Y is lokaal
gesloten.

Bewijs: (=) Omdat Y lokaal compact is en dicht in zijn afsluiting, volgt uit Lemma 2.2.31 dat Y open is in Y Met
Propositie 2.2.30 zien we dat Y lokaal gesloten is.

(<) Zij Y =UNC voor een open U C X en een gesloten C C X. U is lokaal compact vanwege Propositie 2.2.20 en
C ook, wegens Propositie 2.2.21. Zij y € Y en K een compacte omgeving van y in U en L een compacte omgeving
van y in C. Dan is K N L een compacte omgeving van y in U N C en dus zien we dat Y lokaal compact is. O

Definitie 2.2.33 Een ruimte (X, 7) heet o-compact als X = (J -, K,, voor compacte K.

Propositie 2.2.34 Zij (X, 1) een lokaal compacte Hausdorffruimte met de tweede aftelbaarheidseigenschap. Dan is
X o-compact.

Bewigs:  Zij B een aftelbare basis voor 7 en z € X. Voor elke open omgeving U van x bestaat er volgens Lemma
2.2.24 een open V met compacte afsluiting zodanig dat z € V.C V C U. Omdat B een basis is, bestaat er een B, € B
zodanig dat € B, C V. Omdat B, gesloten is in V', is B, compact. We zien dus dat z € B, C B, C U. Aangezien

Usex B = X en {B:}zex C B is, volgt uit de aftelbaarheid van B dat X inderdaad o-compact is. O
Propositie 2.2.35 Elke o-compacte metrische ruimte (X,d) is separabel.

Bewijs:  Zij { Ky }nen compact zodat | J,, .y K = X. Dan is er met Propositie 2.2.13 voor elke n een aftelbare Y,, C K,

zodanig dat Y,, = K,,. Nuis Y := U,y aftelbaar en er geldt:
X=JK,=|JYVac|Jwm=YcCX,
neN neN neN

en dus is X separabel. O

2.2.3 Volledigheid
Definitie 2.2.36 Een metrische ruimte (X, d) heet volledig als elke Cauchyrij convergeert in X.

Propositie 2.2.37 Zij X wvolledig en C C X gesloten. Dan is C volledig.

Bewijs: Een Cauchyrij {z,}%; in C is convergent in X, omdat X volledig is. Aangezien C' al zijn limietpunten
bevat, volgt dat {z,}52; ook convergeert in C. O

Voorbeeld 2.2.38 Open deelverzamelingen van volledige ruimtes hoeven niet volledig te zijn. Zo is U := (0,2) C R
open, maar de Cauchyrij {%}fﬁzl convergeert niet in U.

Stelling 2.2.39 (Cantor) Zij X een volledige metrische ruimte en {K,}52, een rij niet-lege gesloten deelverzame-
lingen van X, zodat K1 D Ky D ... en diam(K,) — 0 voor n — co. Dan is #(,—, K,) = 1.

Bewijs: We laten eerst zien dat K := (| K, # 0. Kies voor elke n € N een z, € K,,. De rij {,}22, is een
Cauchyrij, immers: voor een willekeurige ¢ > 0 is er een N € N zodat voor alle n > N: diam(K,) < e, dus is
voor n,m > N: d(zp,zn) < sup {d(z,y) | z,y € Ky} < e. Omdat X volledig is, is {z,}22, convergent; laat
x = lim,, o =, zijn. We laten zien dat = € K: Voor elke m € N is {z,}52,. een convergente rij in K,, die naar x
convergeert. K,, is gesloten, waaruit volgt dat = € K, voor elke m en dus inderdaad x € K. Ten slotte: stel z,y € K.
Dan z,y € K, voor elke n € N, dus d(z,y) < diam(K,,) — 0. Hieruit volgt dat d(z,y) = 0 en dus = y. We zien dat
#(K) =1. O

Gevolg 2.2.40 Zij (X,d) lokaal compact en volledig. Dan zijn er voor elke x € X compacte K1, Ko, ... C X zodanig
dat N, K, = {z}.
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Bewijs: FElke € X heeft een omgevingsbasis van compacte verzamelingen, dus voor elke n € N is er een compacte
K, C X die z bevat zodanig dat K, C B(z,27"). We kunnen zonder verlies van algemeenheid aannemen dat
K1 D Ky D ... Met Stelling 2.2.39 volgt dat ()2, K, = {z}. O

Definitie 2.2.41 Zij (X, d) een metrische ruimte. We noemen X rijcompact als elke rij {z,, }52,; in X een convergente
deelrij heeft.

Definitie 2.2.42 Een metrische ruimte (X,d) heet totaal begrensd als er voor elke r > 0 een eindig aantal
T1,...,z, € X bestaan zodanig dat X = |J_, B(z;,7).

Stelling 2.2.43 Zij (X, d) een metrische ruimte. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) X is compact,

(i) X is rijcompact,

(iii) X is volledig en totaal begrensd.

Bewijs: (i) = (ii) Zij {x,}52, een rij in X zonder convergente deelrij. Dan heeft {x,,}2%; geen limietpunten en dus
is er voor elke y € X een open omgeving U, zodanig dat {n € N | z,, € U, } eindig is. Omdat X compact is, bestaan er
Y1, Yn € X zodanig dat X = (J;_, U,,. Maar dan heeft de rij {x,}72 slechts eindig veel verschillende elementen,
wat in tegenspraak is met het ontbreken van een limietpunt. Hieruit volgt dat {x,}%2; een convergente deelrij moet
hebben.

(i) = (iii) Zij {xn}52, een Cauchyrij in X. Vanwege de rijcompactheid van X heeft {z,}52; een convergente deelrij
{xn,; };";1; zij & = lim;_, o Tp,;. Zij € > 0 willekeurig en bepaal N1, N3 € N zodanig dat:

d(xp, Tm) < % voor alle n,m > Ny,
d(xp;,r) < % voor alle j > Na.
Zij j > max{Ny, No}. Dan is n; > j en er geldt:

d(zj,x) < d(xj,xp,) + d(@n,,r) < 2—!-5 €,
waaruit volgt dat {z,}22; ook naar x convergeert. we zien dus dat X volledig is. Veronderstel dat X niet totaal
begrensd is. Dan bestaat er een r > 0 zodanig dat |J;_, B(x;,7) € X voor elke n € N en elke z1,...,z, € X. Zij
x1 € X willekeurig. Kies een 23 € X \ B(x1,7), 3 € X \ (B(z1,7) U B(22,7)), etc. Dit geeft een rij {z,}22,, met
d(xp, m) > 7 voor elke n,m € N. Maar dan heeft {z,}52; geen convergente deelrij, wat in tegenspraak is met de
aanname dat X rijcompact is. Hieruit volgt dat X totaal begrensd moet zijn.
(iii) = (i) Veronderstel dat {U;};cs een open overdekking is van X zonder eindige deeloverdekking. Omdat X totaal

begrensd is, bestaan er x( ). (nl) € X zodanig dat X = U B(z; () ,3). Danis er een ky € {1, ...,n1} zodanig dat
B(x,(ﬁ), 1) niet overdekt kan Worden door een eindig aantal U;’s. Noem () = CC( ). Dan is B(zW, 1) totaal begrensd

en dus bestaan er x( ... :r,(lz) zodanig dat B(z™W), 1) = U B(z; (2) .3 Wederom is er een ko zodanig dat B(xl(f), 1)

(2 )

niet overdekt kan worden door een eindig aantal U;’s, noem m(z) =z, . Dit proces kunnen we itereren en dit geeft

een Cauchyrij {2(™}22, zodanig dat elke B(z(™), ?) niet overdekbaar is door een eindig aantal U;’s. Vanwege de
volledigheid van X is er een x € X zodanig dat x = lim,, (™. Voor x bestaat er een i € [ zodanig dat x € U; en
dus kunnen we een € > 0 vinden zodanig dat B(z,e) C U;. Bepaal een N € N zodanig dat & < 5 en d(z,zn) < §.

Dan is:

1 €
Bls™ 2 g ( (N) ,) B g
(x N1 C a5 C B(z,e) C Uy,
wat in tegenspraak is met de veronderstelling dat B (J;(N ), N—H) niet overdekbaar is door een eindig aantal U;’s. Hieruit
volgt dat X compact moet zijn. O

Stelling 2.2.44 (Lebesgue) Zij X een compacte metrische ruimte en U een open overdekking van X. Dan is er een
A > 0 zodanig dat er voor elke Y C X met diam(Y) < X een U € U bestaat met Y C U.

Bewijs: Voor elke z € X is er een U, € U zodanig dat x € U,. Bepaal voor iedere x een A\, > 0 zodat B(z,2);) C U,.
Dan is {B(z, \;) }sex een open overdekking van X, dus bestaan er z1, ..., z,, zodanig dat | J;_, B(z;, A;;) = X. Neem
nu A i=min;—1, n(Ag) > 0enzij Y C X zodanig dat diam(Y') < A. Zij y € Y willekeurig. Dan is er een x; zodanig dat
y € B(zi, Ag;) en dus is B(y, \) C B(z;,2),,), want voor z € B(y, A) is d(z,x;) < d(z,y) + d(y, ;) < A+ g, < 2X,,.
We zien dat Y C B(y, \) C B(x;,2M,) C Uy,. O
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Definitie 2.2.45 Bovenstaande A > 0 heet een Lebesguegetal van U.
Stelling 2.2.46 (Heine-Borel) FEen deelverzameling K C R™ is compact < K is gesloten en begrensd.

Bewijs: (=) Zij K C R™ compact. Dan is K gesloten wegens Propositie 2.2.5. Verder heeft de open overdekking
{B(z,1)}sex van K een eindige deeloverdekking { B(z1,1), ..., B(xy,1) | x; € K voor alle i}. Nuis K C B(z1,m+1),
met m = maxi<i<n{d(z1,2;)} (omdat voor een willekeurige y € K geldt y € B(z;,1) voor een zekere j) en dus is:

d(z1,y) < d(z1,z5) + d(zj,y) <m+ 1.

(<) Een gesloten interval [a,b] C R is compact, dus volgt uit Stelling 2.2.12 dat [a, b]" compact is. Omdat K C R™
begrensd is, is K C [a, b]™ voor zekere a,b € R, a < b. [a,b]™ is volgens het bovenstaande gesloten in R™ en dus is K
gesloten in [a, b]™. Uit Propositie 2.2.4 volgt dat K compact is. O

Opmerking 2.2.47 In het bewijs van (<) hebben we de stelling van Heine-Borel voor n = 1 gebruikt. Voor een
bewijs daarvan, zie bijvoorbeeld [7].

Voorbeeld 2.2.48 Zij X,Y metrische ruimtes. Dan is C3(X,Y) = {f : X — Y | f begrensd en continu}, met
doo(f,g9) = sup,cx d(f(z),g(x)) een metrische ruimte.

Stelling 2.2.49 Zij X, Y metrische ruimtes, zodat Y wolledig is. Dan is Cy(X,Y") volledig.

Bewijs:  Zij {fn}22, een Cauchyrij in Cp(X,Y). Dan is voor elke z € X de 1ij {fn()}52, een Cauchyrij in ¥ en
dus volgt uit de volledigheid van Y dat {f,(x)}52; convergeert. Definieer daarom f(z) := lim, o frn(x) voor iedere
x € X. We moeten laten zien dat {f,}°2; naar f convergeert met betrekking tot ds. Zij £ > 0 willekeurig en bepaal

een N € N zodanig dat voor alle n,m > N geldt: do(fn, fm) < €. Dan is voor alle n > N:

doo(f, fn) = sup d(f(z), fn(2)) = lim sup d(fm(z), fu(z)) < lim e=e¢

reX m—r 00 reX m—00

We moeten nu nog laten zien dat f daadwerkelijk in Cy(X,Y) zit. Zij daarvoor weer € > 0 en x € X willekeurig.
Kies een N € N zodanig dat do(f, fn) < § voor alle n > N en bepaal een § > 0 zodanig dat voor alle y € X met
d(x,y) <6 geldt: d(fn(r), fn(y)) < §. Dan geldt:

d(f(x), f(y)) < d(f(z), fn(2)) + d(fn(2), fn(y) +d(fN(Y), f(y))
<do(f, [n) +d(fn(z), N (Y)) + deo(fN, )

<ty ti=e
3 3 3

voor alle y € B(x,0), dus f is continu. Verder is f begrensd, aangezien:

d(f(z),y) < d(f(x), fn () +d(fn(z),y) < g +M

voor een y € Y met sup,cx d(fn(z),y) < M. Hiermee zien we dat f € Cp(X,Y) en dus is Cp(X,Y") volledig. O
Propositie 2.2.50 Zij X compact en f: X — Y continu. Dan is f uniform continu.

Bewijs: Zij € > 0 willekeurig en bepaal voor elke z € X een 0, > 0 zodanig dat voor alle y € B(z,d,) geldt:
d(f(z), f(y)) < e. {B(2,%)}sex is een open overdekking van X en dus bestaan er z1,...,7, € X zodanig dat

Ui, B(zs, 521) = X. Zij 0 = min;—1, ., 5 en z,y € X willekeurig. Dan is er een i € {1,...,n} zodanig dat

on 2
r € B(x;, 5+) en omdat d(z;,y) < d(xi, ) +d(z,y) < 0z, +6 < 25;i = 0,,, zien we dat z,y € B(x;,0,,), dus

d(f(z), f(y)) < e. Hiermee is f uniform continu. O

>

Definitie 2.2.51 Een completering van een metrische ruimte (X, d) is een metrische ruimte (X, d) met een afbeel-
ding ¢t : X — X zodanig dat:

e (X,d) is volledig,

e |, is een isometrie,

e ((X) C X is dicht.

Stelling 2.2.52 Elke metrische ruimte heeft een unieke completering.
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Definitie 2.2.53 Twee metrieken d,d’ op een ruimte X zijn equivalent als 75 = 7.

Propositie 2.2.54 Zij X een verzameling en d,d’ twee metrieken op X. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) d en d zijn equivalent.
(i) Een rij {xn}2, convergeert in (X,d) < {x,}52, convergeert in (X,d').

Bewijs: (i) = (i) Zij {x,}52,; een convergente rij in (X, d) en zij = lim,_,cc . Voor elke U € 74 is U € 74 en
dus bestaat er een N € N zodanig dat z,, € U voor alle n > N. Hieruit volgt dat {x,}52; ook in (X, d’) convergeert
naar x. De andere kant op gaat net zo.

(ii) = (i) ZijjU €ergen C:=X\U. Als {z,}22, een convergente rij in (C,d’) is, dan is deze rij ook convergent in
(C,d) en dus is lim,_, o x, € C. Hieruit volgt dat C gesloten is m.b.t. d’ en dus is U € 74. De omkering gaat op
dezelfde wijze. O

Propositie 2.2.55 Zij X een volledige metrische ruimte en U C X open. Dan is U volledig metriseerbaar, oftewel:
er bestaat een metriek d' op U zodanig dat (U,d') volledig is en d’' equivalent is aan dy .

Bewijs: Zij f : U — (0,00) de functie gedefinieerd door f(x) = Dan is f continu wegens Propositie

2.1.19. Definieer:

d'(x,y) = d(z,y) + |f(z) = fy)]-

1
dist(z,X\U) "

We laten eerst zien dat dit een metriek op U definieert:
e Het is duidelijk dat d’(z,y) > 0 voor alle z,y € U. Stel d’(x,y) = 0. Dan is d(z,y) = 0 en dus = y. Omgekeerd:
als ¢ =y, dan is d(z,y) = | f(z) — f(y)| = 0 en dus is d'(z,y) = 0.

i d/($7y) = d($7y) + |f(£[') - f(y)| = d(y,(E) + |f(y) - f(x)l = d/(yax) voor alle z,y.
e 7Zij z,y,z € U willekeurig. Dan is:

d'(x,y) = d(z,y) + | f(x) — f(y)]
<d(z,y) +d(y,z) + | f(x) = f(2)| + |f(2) = f(v)]
= d/(x’y) + d/(y7 Z)

Zij nu {u, }22, een Cauchyrij in (U, d’). Dan is het ook een Cauchyrij in (U, d) en bovendien bestaat er voor elke e > 0
een N € N zodanig dat voor alle n > N geldt:

1 1

|f(un) = flun)| = dist (un, X \U)  dist(uy, X \ U)

<e

waaruit volgt dat

1 1 1
dist(wn, X\ U) © {dist(uN,X\U) " Tst(an, X\ ) +5} :

voor elke n > N. Kiesnu e > 0 zo dat mﬂ? > 0. Danis mfs > 0 en dus is ook dist(u,, X\U) > 0
voor alle n > N. Bepaal een § > 0 zodanig dat u,, € Us == {z € U | dist(z, X \ U) > 0} voor elke n > N. We laten
zien dat Us C U gesloten is. Zij # € Us. Dan is dist(z,U) = 0, dus is er voor elke a > 0 een y € Us met d(z,y) < a.
Hiermee zien we dat dist(z, X \U) > dist(y, X\U)—d(z,y) > §—a. Omdat o > 0 willekeurig gekozen was, volgt hieruit
dat dist(xz, X \U) > 6 en dus is « € Us. We zien dat Us gesloten is en met Propositie 2.2.37 dus volledig. Hieruit volgt
dat {un}5, convergeert in (U, d). Al met al hebben we laten zien dat elke Cauchyrij in (U, d’) convergeert in (U, d).
In het bijzonder convergeert ook elke convergente rij uit (U,d’) in (U,d). Omgekeerd: als {u,}32, een convergente
rij is in (U, d) met lim,,_, o u,, = u, dan volgt uit de continuiteit van f dat lim, o |f(un), f(u)| = 0 en dus volgt dat
{un}22; convergent in (U,d"). We zien dat d en d’ equivalent zijn en dat (U, d’) volledig is. O

Stelling 2.2.56 FElke lokaal compacte metrische ruimte X is volledig metriseerbaar.
Bewijs: Met Stelling 2.2.52 heeft X een unieke completering X, bekijk X als deelruimte van X. X is lokaal compact

en dus lokaal gesloten met de vorige propositie. Met Propositie 2.2.30 zien we dat X open is in X = X. Maar dan
volgt uit Propositie 2.2.55 dat X volledig metriseerbaar is. O

19



2.3 Samenhang en padsamenhang

We bespreken nu kort een aantal soorten samenhang van topologische en metrische ruimtes en in het bijzonder de relatie
tussen samenhang en padsamenhang. We zullen bovendien zien dat elke samenhangende, lokaal compacte metrische
ruimte o-compact is.

2.3.1 Samenhang

Definitie 2.3.1 Een niet-lege ruimte (X, 7) heet samenhangend als voor elk paar niet-lege, open U,V € 7 met
UUV =X geldt: UNV # (.

Opmerking 2.3.2 We zien dat een ruimte (X, 7) samenhangend is < voor elk paar niet-lege, gesloten C, D € 7 met
CUD =X geldt: CND # 0.

Propositie 2.3.3 Zij {Yi}icr een familie van samenhangende deelverzamelingen van (X, 1) met (o, Y; # 0. Dan
is Y = J;c; Yi samenhangend.

Bewijs: Zij y € ;¢ Yi en U,V disjuncte, open deelverzamelingen van Y zijn, zodanig dat UUV =Y. Zonder verlies
van algemeenheid mogen we aannemen dat y € U is. Uit de samenhang van Y; volgt dat V; NU =0 of V; NV = ()
voor elke i € I. We weten echter dat y € ¥; NU is voor iedere 4 en dus moet elke Y; NV leeg zijn. We zien dat V = ()
en dus is Y samenhangend. O

Gevolg 2.3.4 Zij Y C X samenhangend. Dan is Y ook samenhangend.
Bewijs: Stel dat C, D C Y gesloten zijn zodanig dat CND = . Dan zijn C, D ook gesloten in X (want Y is gesloten)
en Y C C'UD, waaruit volgt dat Y C C of Y C D. Maar dan is Y ook bevat in C' ofwel D, waaruit volgt dat een van

de twee leeg moet zijn. O

Definitie 2.3.5 Vooreenz €Y C X is Cy(z) :=J{Z C Y | Z samenhangend en = € Z} de samenhangscompo-
nent van z in Y. Als Y = X schrijven we C'(z) in plaats van Cx (x).

Propositie 2.3.6 Twee samenhangscomponenten zijn gelijk of disjunct.

Bewigs: Zij x,y € X en stel C(z) N C(y) # . Dan is C(z) U C(y) samenhangend volgens Propositie 2.3.3, dus is
C(z)UC(y) C C(x) en C(x) UC(y) C C(y), waaruit volgt dat C(x) = C(y). O

Propositie 2.3.7 Samenhangscomponenten zijn samenhangend en gesloten.

Bewijs: 7ij x € X willekeurig. Uit Propositie 2.3.3 volgt direct dat C(z) samenhangend is. Met Gevolg 2.3.4 is dus
ook C(z) samenhangend, waarmee we zien dat C(z) C C(z) is en dus is C(z) gesloten. O

Gevolg 2.3.8 X is samenhangend < C(x) = X wvoor alle x € X.

Bewijs: (=) Zij ¢ € X willekeurig. Dan is X C C(x) per definitie, dus C(z) = X.
(<) Zij x € X. Met Propositie 2.3.7 is X = C(x) samenhangend. O

Propositie 2.3.9 Zij X samenhangend en f: X =Y continu. Dan is f(X) CY samenhangend.

Bewijs: 7Zij U C f(X) clopen en niet-leeg. Dan is f~1(U) C X clopen vanwege de continuiteit van f en niet-leeg en
dus is f~}(U) = X, vanwege de samenhang van X. Maar dan is U = f(X), waaruit volgt dat f(X) samenhangend
is. O

Propositie 2.3.10 Zij (X,7) een samenhangende topologische ruimte en ~ een equivalentierelatie op X. Dan is
X/ ~ samenhangend.

Bewijs: De projectieatbeelding p : X — X/ ~ is continu en surjectief. Uit Propositie 2.3.9 volgt dat X/ ~ samen-
hangend is. O
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Propositie 2.3.11 Zij (X, 1), (Y, 0) topologische ruimtes en A C X, B CY samenhangend. Dan is Ax BC X XY
samenhangend.

Bewijs: Voor elke a € A is {a} x B 2 B en dus samenhangend. Op dezelfde manier is A x {b} samenhangend voor elke
be B. ZijY, = ({a} x B)U(Ax{b}). Uit Propositie 2.3.3 volgt dat Y, samenhangWe zullen met name kijken welke van
deze vormen behouden blijven onder verschillende operaties, zoals het nemen van (open/gesloten) deelverzamelingen,
productenend is voor elke a. Omdat Y, N Yy # (), zien we dat ook |J,c 4 Yo = A x B samenhangt. O

2.3.2 Lokale samenhang

Definitie 2.3.12 FEen niet-lege ruimte (X,7) heet lokaal samenhangend als elke x € X een samenhangende
omgevingsbasis heeft, oftewel: voor elke x € X en elke omgeving IV van x is er een samenhangende U € 7 zodanig
dat x € U C N.

Propositie 2.3.13 Zij X lokaal samenhangend en U C X open. Dan is U lokaal samenhangend.

Bewys: Zij x € U willekeurig en V een open omgeving van x in U. Dan is V ook open in X en dus is er een
samenhangende, open W C V die x bevat. W is samenhangend en dus volgt dat U lokaal samenhangend is. O

Propositie 2.3.14 Zij (X, 7) lokaal samenhangend. Dan is C(x) is open voor elke x € X .

Bewijs: Zij y € C(xz). Omdat X lokaal samenhangend is, bestaat er een samenhangende open omgeving U van y en
er geldt U C C(y) = C(x) (Propositie 2.3.6). Omdat dit kan voor elke y € C(z), volgt dat C(x) open is. O

Gevolg 2.3.15 Zij X lokaal samenhangend en compact. Dan heeft X eindig veel samenhangscomponenten.

Bewijs: De samenhangscomponenten {C(z)},cx vormen een open overdekking van X wegens Propositie 2.3.14.
Omdat X compact is, heeft deze een eindige deeloverdekking en dus volgt uit Propositie 2.3.6 dat het aantal samen-
hangscomponenten eindig moet zijn. O

Propositie 2.3.16 Zij X lokaal samenhangend en separabel. Dan heeft X aftelbaar veel samenhangscomponenten.

Bewijs: 7ij Y C X aftelbaar zodanig dat Y = X. Voor elke z € X is C(z) NY # () vanwege Lemma 2.1.9. Zij
y € C(z) NY. Dan is volgens Propositie 2.3.6 C(z) = C(y) en dus is [J,¢y C(y) = X, waaruit volgt dat het aantal
samenhangscomponenten van X aftelbaar is. O

Lemma 2.3.17 Ziyj X lokaal samenhangend en lokaal compact. Dan heeft elke x € X een samenhangende open
omgeving U, zodanig dat U, compact is.

Bewigs: Zij K een compacte omgeving van . Omdat X lokaal samenhangend is, bestaat er een samenhangende open
omgeving U, van z. Aangezien U, C K gesloten is, volgt met Propositie 2.2.4 dat U, compact is. O

Propositie 2.3.18 Zij X,Y topologische ruimtes, X lokaal samenhangend en f : X — Y continu en open. Dan is
f(X) lokaal samenhangend.

Bewijs: 7Zij y € f(X), N een omgeving van y en zij € X zodanig dat f(x) = y. Dan is f~*(IN) een omgeving van z
en dus is er een samenhangende, open U C X die z bevat. Omdat f open en continu is, is f(U) open en samenhangend

en er geldt y € f(U) C N. Hieruit volgt dat f(X) lokaal samenhangend is. O

Propositie 2.3.19 Zij X,Y topologische ruimtes, X lokaal samenhangend en f : X — Y continu en gesloten. Dan
is f(X) lokaal samenhangend.

Bewijs: 7Zij y € f(X) willekeurig en U een open omgeving van y. Schrijf V := f=1(U) en definieer:

W= (J{Cv(@) | Cv(a)n 7 ({u}) # 0)

zeV
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Nu is f~*({y}) C W per constructie en vanwege Propositie 2.3.14 is W open. Verder is f(W) samenhangend, want
f(W) is een vereniging van samenhangende verzameling die allen y bevatten. Er geldt:

ye [ONFX\W)Cf(W)CCuly) cU

en f(X)\ f(X \ W) is open, aangezien W open is en f gesloten. Hieruit volgt dat y € Cy(y)°. Uit Propositie 2.3.6
volgt dat dit geldt voor elke w € Cy(y) en dus is deze open (in U, maar ook in f(X)). Omdat dit opgaat voor elke
samenhangscomponent, volgt met Propositie 2.3.14 dat f(X) lokaal samenhangend is. O

Gevolg 2.3.20 Zij (X,7),(Y,0) topologische ruimtes, X compact, Hausdorff en lokaal samenhangend en f: X =Y
continu. Dan is f(X) lokaal samenhangend.

Bewijs: Omdat X compact is en f continu, volgt met Gevolg 2.2.9 dat f gesloten is. Met de bovenstaande propositie
zien we dat f(X) lokaal samenhangend is. O

Propositie 2.3.21 Zij (X, 1), (Y, 0) lokaal samenhangende ruimtes. Dan is X XY ook lokaal samenhangend.

Bewijs: Zij N een omgeving van een punt (z,y) € X xY. Dan bestaan er A € 7, B € ¢ zodanig dat (z,y) € AXB C N.
Vanwege de lokale samenhang van X en Y bestaan er vervolgens een samenhangende U € 7 en V € ¢ zodanig dat
x €U C A, yeV C B. Uit Propositie 2.3.11 volgt dat U x V' C N een samenhangende open omgeving van (z,y)
is. O

2.3.3 Padsamenhang

Definitie 2.3.22 Voor z,y € X is een pad van x naar y een continue functie p : [0,1] — X, zodanig dat p(0) = z
en p(1) = y. We noemen X padsamenhangend als er voor elk paar x,y € X een pad van z naar y bestaat.

Opmerking 2.3.23 De keuze voor [0, 1] is geheel willekeurig. Voor elke a,b € R, met a < b is [a,b] = [0, 1], dus zien
we dat er een pad van x naar y bestaat < er een continue functie p : [a,b] — X bestaat met p(a) = x en p(b) = y.

Voorbeeld 2.3.24 Beschouw de rechthoek £ C R2 bestaande uit
&= ([0,6] x {0}) U ({6} x [0,1]) U ([0,6] x {1}) U ({0} x [0,1]).

Dan is £ padsamenhangend (en dus samenhangend) en lokaal samenhangend, maar de open bol B((3,0),2) = ((1,5) x
{0}1)U(3—+/3,3++/3) x {1}) is niet eens samenhangend. Samenhang en padsamenhang gedragen zich dus belabberd

ten opzichte van het nemen van (open- en gesloten) deelverzamelingen.
Propositie 2.3.25 Zij X padsamenhangend en f: X — Y continu. Dan is f(X) CY padsamenhangend.

Bewijs: 7Zij x,y € f(X) willekeurig en u,v € X zodanig dat f(u) = x en f(v) = y. Omdat X padsamenhangend is,
bestaat er een pad p van u naar v. Nuis fop:[0,1] = Y een pad van x naar y, aangezien (f o p)(0) = f(u) =z en
(fop)(1) = f(v) =y. Dus f(X) is padsamenhangend. O

Lemma 2.3.26 Zija,b,ceR, a<b<cen f:[a,b] = X eng:[bc = X continu, zodanig dat f(b) = g(b). Dan is
de functie h : [a,c] = X gedefinieerd door:

_J f(=) alsx € [a,b]
he) = {g(:r) als z € (b, c]

continu (en dus een pad van a naar c).

Bewijs: Continuiteit van h in punten van [a,b) en (b, c] wordt gegeven door de continuiteit van f respectievelijk g.
Verder is h links- en rechtscontinu in b en dus volgt uit f(b) = g(b) dat h continu is te b. O

Gevolg 2.3.27 Zij (X, T) een topologische ruimte. Dan is de relatie ~, gedefiniéerd door x ~, y < er bestaat een
pad van x naar y, een equivalentierelatie.

Bewijs: Het constante pad p(t) = = voor alle t is een pad van z naar zichzelf. Als p een pad van z naar y is, dan is
1 — p een pad van y naar x. Transitiviteit van ~,, volgt uit Propositie 2.3.26. O
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Propositie 2.3.28 FElke padsamenhangende ruimte X is samenhangend.

Bewijs: Stel X is padsamenhangend en laat U,V C X niet-lege open deelverzamelingen van X zijn zodat UUV = X.
Kies z € U en y € V en bepaal een pad p van z naar y. Dan zijn p~1(U),p~ (V) C [0, 1] open en niet leeg. Bovendien
isp L (U)Up 1 (V) =p H(UUV) =p~1(X) = [0, 1], dus volgt uit de samenhang van [0,1] dat p~2(U)Np~ (V) # 0.
Maar dan is ook UNV D p(p~(UNV)) =p(p~(U) Np~1(V)) # 0. Hieruit volgt dat X samenhangt. O

Opmerking 2.3.29 We zullen zien (zie Propositie 2.3.37) dat de omkering niet waar is.

Definitie 2.3.30 Zij (X,7) een topologische ruimte en € X. De padcomponent van z is P(z) = {y €
X | er is een pad van x naar y}.

Opmerking 2.3.31 Uit Gevolg 2.3.27 volgt dat de padcomponenten een partitie van X vormen.
Propositie 2.3.32 Voor elke v € X is P(x) padsamenhangend.

Bewijs: Zijy,z € P(z). Danis er een pad p; van z naar y en een pad py van  naar z. Met het oog op de bovenstaande
opmerking is er ook een pad p; van y naar x, waaruit met Lemma 2.3.26 volgt dat er een pad van y naar z bestaat. [J

Gevolg 2.3.33 Voor elke x € X geldt: P(z) C C(x).

Bewijs: Zij x € X willekeurig. Dan is P(z) padsamenhangend en dus samenhangend (Propositie 2.3.28). Per definitie
van C(z) volgt dat P(z) C C(x). O
Voorbeeld 2.3.34 (Closed topologist’s sine curve) Zij f : (0,1] — R de continue functie gedefinieerd door f(z) =
sin(2) en 7 == {(z, f(2)) | € (0,1]} C R? de grafiek van f (voorzien van de geinduceerde topologie). Omdat (0, 1]
padsamenhangend is en f continu, volgt uit Propositie 2.3.25 dat 7 padsamenhangend en dus (Propositie 2.3.28)
samenhangend is. Met Propositie 2.3.4 volgt dat ook 7 samenhangt. We zullen zien dat 7 niet padsamenhangend is.

Figuur 2.1: T

Lemma 2.3.35 Definiecer L, = {(x,y) | « € R}. Dan is S, = L, NT oneindig voor elke y € [—1,1] en bovendien is

Sy =Sy U(0,y).

Bewijs: Zij y € [—1,1]. Bepaal een x; > 1 zodat sin(z1) = y. Dan is (i,y) € Sy, dus is S, # (. Neem nu

. T .
Tp ‘= {opng; YOOI elke n > 1. Dan is

) (1) ) <1+27rmc1) ) <1 ) ) (1)
sin| — ) =sin| —— | =sin| —+4+27n | =sin| — | =y,
Tp X1 T Z1
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dus {(zn,y) | n € N} C Sy, waaruit volgt dat S, oneindig is. We zien bovendien dat (0,y) = lim, o0 (2, y) € Sy en
dus is S, U (0,y) C Sy. Zij nu (z,y) € S,,. Dan moet z € [0,1] zijn, aangezien S, C T C [0,1] x [0,1]. Hieruit volgt
dat (z, ) Sy U (0,9). 0O

Gevolg 2.3.36 Er geldt: TU ({0} x [-1,1]) =T

Bewijs: (C): T = Uye[_m] Sy per constructie, dus volgt uit Lemma 2.1.14 en Lemma 2.3.35 dat:

TU{orx[-L1)= |J (S,U(0)
y€[-1,1]
- U s
y€e[-1,1]
U =7

ye[-1,1]

N

(D): Zij (z,y) € T. Het is gezien het bereik van de sinusfunctie dat y € [—1,1] ligt. Stel 2 > 0. Dan is Tz =
{(z,w) € T | 2> %} gewoon de gesloten kromme {(z,sin(1)) | = € [£,1]} C R%. Verder is het vanwege Lemma 2.1.9
duidelijk dat (z,y) € Tz en dusis (v,y) € Tz C T. O

Propositie 2.3.37 T is niet padsamenhangend.

Bewijs: 7ij Y = {0} x[~1,1]. We hebben gezien dat 7 = TUY. Het is duidelijk dat Y en 7 beide padsamenhangend
zijn. Zij x € T en y € Y en veronderstel dat p een pad van x naar y is, zodanig dat p(t) € T voor elke t € [0, 1].
Schrijf p(t) = (p1(t),p2(t)) € R%. Dan is p;1(0) > 0 en pi(1) = 0; zij s == inf{t € [0,1] | p1(t) = 0}. Omdat p
continu is volgt dat s > 0 en dat p1(s) = 0 en p1(¢) > 0 voor alle ¢ € [0,s). Verder is limysp1(t) = 0. Maar
limyqys pa(t) = limyqs sm( T t)) bestaat niet, wat in tegenspraak is met de continuiteit van p. Dus kan zo’n pad niet

bestaan, waaruit volgt dat 7 niet padsamenhangend is. O

2.3.4 Lokale padsamenhang

Definitie 2.3.38 Een niet-lege ruimte (X, 7) heet lokaal padsamenhangend als elke 2 € X een padsamenhangende
omgevingsbasis heeft, oftewel: voor elke z € X en elke omgeving N van x is er een padsamenhangende U € 7 zodanig
dat x € U C N.

Gevolg 2.3.39 FElke lokaal padsamenhangende ruimte X is lokaal samenhangend.

Bewijs: Elke x € X heeft een omgevingsbasis {U; };¢ 5 bestaande uit padsamenhangende open verzamelingen. Vanwege
Propositie 2.3.28, is elke U; samenhangend en dus zien we dat {U,};c; ook een samenhangende omgevingsbasis van x
is. Hiermee is X lokaal samenhangend. O

Propositie 2.3.40 Zij X lokaal padsamenhangend. Dan is P(x) = C(z) voor elke x.
Bewijs: 7ij x € X willekeurig en P(x) de padcomponent van . We laten zien dat P(x) clopen is:
o Zij y € P(z) willekeurig. Dan heeft y een padsamenhangende open omgeving U,. Omdat er voor elke z € U,

een pad van y naar z bestaat, is U, C P(y) = P(z), waaruit volgt dat P(z) open is.
e Merk op dat:

Pa)=x\ J

yeX\{z}

Uyex\ (o3 P(¥) is open volgens het bovenstaande, waaruit volgt dat P(x) gesloten is.
Nu is P(z) C C(z) clopen en niet leeg en dus volgt uit Propositie 2.3.7 dat P(z) = C(x). O

Gevolg 2.3.41 Zij X samenhangend en lokaal padsamenhangend. Dan is X padsamenhangend.

Bewijs: 7ij x € X willekeurig. Dan is P(z) = C(x) = X, waaruit volgt dat X padsamenhangend is. O
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Gevolg 2.3.42 T wit Voorbeeld 2.3.34 is niet lokaal padsamenhangend.

Bewijs: Stel dat T lokaal padsamenhangend is. Dan volgt uit de vorige propositie dat 7 padsamenhangend is, maar
dit is in tegenspraak met Propositie 2.3.37. O

2.3.5 Paracompactheid

Definitie 2.3.43 Zij (X, d) een metrische ruimte. Een familie 4 = {U, };er van deelverzamelingen van X heet lokaal
eindig als er voor elke z € X een open omgeving V van z bestaat, zodanig dat {U € U | VN U # 0} eindig is.

Propositie 2.3.44 Zij {U;}icr een lokaal eindige familie van deelverzamelingen van X. Dan is:
(i) {Ui}icr lokaal eindig
(ii) U;cr Us gesloten

Bewigs:

(i) Zij x € X willekeurig. Dan is er een open omgeving V van z die slechts eindig veel U;’s snijdt. Laat Uy, ...,U,
de elementen uit {U, };cs zijn die niet-lege doorsnede met V' hebben. Met Gevolg 2.1.10 is V N U; = () voor elke
j eI\ {1,..,n}, waaruit volgt dat {U;};c; lokaal eindig is.

(ii) Zij U = U;c; Ui en z € X \ U. Dan is er een open omgeving V' van z die slechts eindig veel U, snijdt. Laat
Uy, ...,Uy, de elementen uit {U;};es zijn die niet-lege doorsnede met V hebben. Danis V\U = V \ UL, U;
openenz € V\U C X \U. Omdat z € X \ U willekeurig was, volgt hieruit dat X \ U open is en dus is U
gesloten. O

Lemma 2.3.45 Zij U een lokaal eindige open overdekking van X en K C X compact. Dan is {U €U | KNU # 0}
eindig.

Bewijs: Voor elke z € K is er een open V, zodanig dat {U € U | V, NU # 0} eindig is. {V,}sex is een open
overdekking van K en heeft dus een eindige deeloverdekking {V;,}" . Omdat {U € U | |J;_, Vo, NU} eindig is, volgt
dat ook K slechts eindig veel elementen van U snijdt. O

Definitie 2.3.46 Zij X een metrische ruimte en U een (open) overdekking van X. Een overdekking V van X heet
een (open) verfijning van U als er voor elke V € V een U € U bestaat zodanig dat U C V.

Definitie 2.3.47 Een ruimte X heet paracompact als elke open overdekking van X een lokaal eindige verfijning
heeft.

Propositie 2.3.48 Elke metrische ruimte is paracompact.

Lemma 2.3.49 Zij X een lokaal compacte paracompacte ruimte. Dan heeft X een lokaal eindige open overdekking
V zodanig dat V' compact is voor elke V € V.

Bewijs: Bepaal met Gevolg 2.2.24 voor elke 2 € X een open omgeving U, van z zodanig dat U, compact is.
U = {U. }zex is een open overdekking van X en dus heeft deze een lokaal eindige verfijning V. Voor elke V' € V) geldt
nu: V C U voor een zekere U € U en dus is elke V' compact. O

De volgende stelling wordt later belangrijk wanneer we gegeneraliseerde Peanocontinua bekijken (zie hoofdstuk 4).
Het onderstaande bewijs is atkomstig uit [5].

Stelling 2.3.50 Elke samenhangende, lokaal compacte metrische ruimte is o-compact.

Bewijs: Zij V een lokaal eindige open overdekking van X zodanig dat V compact is voor elke V € V. Zij V; € V
niet leeg. Dan zijn er volgens Lemma 2.3.45 slechts eindig veel Va, ..., V;,, € V die V; snijden. Aangezien |J;, V; weer
compact is (Propositie 2.2.3), volgt op dezelfde manier dat er slechts eindig veel Vi, 41, ..., Vo, € V zijn die J2, Vi
snijden, enzovoorts. Verder is:

V=MU.UV,U.UV,U.=ViU.UV, U.UV,U..

omdat V een open overdekking van X is. Hieruit volgt dat V' open is. Maar V is ook gesloten, vanwege Propositie
2.3.44. Omdat V niet leeg is (want V; # @), volgt uit de samenhang van X dat V = X en dus is X o-compact. O
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2.4 Perfecte en propere afbeeldingen

We zullen nu perfecte afbeeldingen onderzoeken, die centraal zullen staan in de generalisatie van de stelling van Hahn
en Mazurkiewicz die we later zullen behandelen. We zullen zien dat perfecte afbeeldingen belangrijke eigenschappen
overdragen, die niet behouden blijven onder willekeurige continue functies.

Definitie 2.4.1 Zij (X, 7),(Y,0) topologische ruimtes. Een afbeelding f : X — Y heet perfect als f continu en
gesloten is en bovendien geldt: f~1(y) C X is compact voor elke y € Y.

Propositie 2.4.2 Zij (X, 1) Hausdorff en f: X — Y perfect. Dan is f(X) CY Hausdorff.

Bewijs: Z7ij x,y € Y zodanig dat  # y. Dan zijn K = f~'(z),L = f~1(y) disjunct en compact. Met
Propositie 2.2.15 bestaan er dan disjuncte open U,V C X zodanig dat K C U en L C V. Omdat X \ U en X \ V
gesloten zijn, zijn f(X \ U), f(X \ V) gesloten in Y en dus zijn f(X)\ f(X\U), f(X)\ f(X \ V) open. Aangezien
Y 2) cU,isz & f(X\U), dus ¢ € f(X)\ f(X\U). Op dezelfde manier is y € f(X)\ f(X \ V). We laten
zien dat f(X)\ f(X\U) en f(X)\ f(X \V) disjunct zijn. Stel z € f(X)\ (/(X\U)U f(X\V)). Dan is
2 F(X\U)UF(X\V)=f(X\(UNV)) = f(X\0) = f(X). Dit is een tegenspraak, dus zo'n z kan niet bestaan. [

C X
L
(

Propositie 2.4.3 Zij X lokaal compact en f: X =Y perfect. Dan is f(X) CY lokaal compact.

Bewijs: Zij y € f(X) willekeurig. Dan is f~!(y) C X compact en dus bestaan er met Propositie 2.2.23 U, K C X,
zodanig dat U open is, K compact en f~!(y) C U C K. Met Lemma 2.1.8 is er een open omgeving V van y zodanig
dat f~1(y) C f~Y(V)CU C K. Maar dan is y € V C f(K) met f(K) compact vanwege de continuiteit van f en dus
is f(K) een compacte omgeving van y. Hieruit volgt dat f(X) lokaal compact is. O

Propositie 2.4.4 Zij (X, 7) een topologische ruimte met de tweede aftelbaarheidseigenschap. Als f : X — Y een
perfecte afbeelding is, dan heeft f(X) de tweede aftelbaarheidseigenschap.

Bewijs: Zij B een aftelbare basis voor 7. We definiéren een familie B’ := {f(X)\ f(X \U_, B;) | B; € B,n € N}.
Dan is B’ aftelbaar en elk element van B’ is open (omdat f gesloten is). Zij y € f(X) en U een open omgeving van y.
We laten zien dat er een B € B’ bestaat zodanig dat y € B C U. Voor elke © € f~!(y) is er een B, € B zodanig dat
z € B, C f~YU). Omdat f~!(y) compact is, bestaan er z1,...,z, € f~(y) zodanig dat f~'(y) C B =}, Bs; C
f~YU). Nuis

ye f(X)\F(X\B)
CrX)N\S (X\f_l( )
FEONFENF (D))
=X\ (X )\U)
omdat f surjectief is. Omdat f(X)\ f(X \ By,) € B is, zijn we klaar. O

Definitie 2.4.5 Zij (X, 7),(Y, o) topologische ruimtes. Een afbeelding f : X — Y heet proper als f continu is en
f~YK) C X compact is voor elke compacte K C Y.

Propositie 2.4.6 Zij f : X — Y perfect. Dan is f ook proper.

Bewijs: Zij K C'Y compact en {U;};c; een willekeurige open overdekking van f1(K). Voor elke y € K is f~1(y)
compact, dus bestaat er voor iedere y een eindige .J, C I zodanig dat f~!(y) C U’LEJ U;. Zij Cy = X\UlEJ U;. Dan

is elke C), gesloten en dus (aangezien f gesloten is), is V;, := Y \ f(Cy) open in Y voor elke y. Bovendlen isy eV,
voor iedere y, aangezien f~!(y) N C, = 0. Hieruit volgt dat {V,},cx een open overdekking van K is en dus zijn er
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Y1, - Yn zodanig dat K C J]_, Vj,. Definieer J = J!'_, J,,. Dan is J C I eindig en:
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dus f~1(K) is compact. O

De omkering geldt alleen wanneer Y lokaal compact is.

Propositie 2.4.7 Zij X,Y metrische ruimtes, Y lokaal compact en f: X —Y proper. Dan is f perfect.

Bewijs: We hoeven alleen te laten zien dat f gesloten is: zij C C X gesloten en y € W Zij {K, }nen compacte
omgevingen van y zodanig dat (,cy Kn = {y} (zie Gevolg 2.2.40). Er geldt: K, N f(C) # 0 voor elke n, vanwege
Lemma 2.1.9 en dus is f~1(K,) N C # 0 voor elke n. Immers, als z € K,, N f(C) en w € C zodanig dat f(w) = z,
dan is w € f~1(K,). Omdat f proper is, is f (K, ) compact voor elke n en dus is met Propositie 2.2.7 f~1(K,,)NC
compact voor elke n. Met Cantor’s stelling zien we dat:

0% () (f UK NC)=Cnf (ﬂ Kn) =Cn ),

neN neN

waaruit volgt dat y € f(C). O

Propositie 2.4.8 Zij X,Y topologische ruimtes, X compact en Y Hausdorff. Dan is elke continue afbeelding f :
X =Y perfect.

Bewijs: Met propositie 2.2.9 zien we dat f gesloten is. Omdat ¥ Hausdorff en dus T; is, is elke eenpuntsruimte {y}

gesloten. Uit de continuiteit van f volgt dat f~1(y) C X gesloten is en dus compact. Hiermee zien we dat f perfect
is. O
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3 De stelling van Hahn en Mazurkiewicz

3.1 De stelling van Mazurkiewicz en Moore

We hebben gezien dat een samenhangende ruimte niet altijd padsamenhangend hoeft te zijn. In deze sectie bewijzen we
de stelling van Mazurkiewicz en Moore, die voldoende voorwaarden geeft om padsamenhang van een samenhangende
ruimte veilig te stellen. Voor het bewijs van deze stelling hebben we het begrip ‘simpele keten’ en een serie lemma’s
nodig. De opzet van deze paragraaf is gebaseerd op het bewijs van de gelijknamige stelling in [3].

Definitie 3.1.1 Een gebied is een open en samenhangende deelruimte U C X.

Definitie 3.1.2 Zij U C X een gebied. Voor z,y € U is een keten tussen x en y een rijtje Vi,...,V,, C U van
gebieden met x € Vi, y € V,, en V; N V41 # 0. Zo'n keten noemen we simpel als bovendien geldt: x ¢ U?:z Vi,

y & U;:ll Vien V;NV; # 0 <= |i—j| < 1. Een deelketen van Vi,...,V,, is een rij V;,, ..., V;, met j — i; € {1,...,n}
strikt stijgend, zodat V;,, ..., V;, nog steeds een keten tussen x en y is.

Lemma 3.1.3 Zij U C X een gebied, x,y € U en V1, ..., V,, een keten tussen x en y. Dan heeft V1, ..., V, een simpele
deelketen.

Bewijs: Zij p = max;—1,_n{i | € V;} en ¢ == min;—y,__,{i | y € V;}. Danis Vj, ...,V nog steeds een keten tussen
x en y, maar nu is = & [JI_ —prVieny ¢ Uq LV, Stel dat er i < j — 1 bestaan zodat VinV; # 0. Zij iy het kleinste

,,,,,

element waarvoor zo’n j bestaat. Zij jo het grootste element zodat V;, N Vj, # 0. Dan kunnen we Vigt1, .o Vig—1
weglaten en houden we toch nog een keten tussen x en y over, met bovendien Vie NV # 0 <> ip — j| < 1. Zij nu iy
het kleinste element > jo zodat V;, N'V; # () voor een zekere j > ip + 1 enz.. O

Lemma 3.1.4 Zij X lokaal samenhangend en VW een open overdekking van X. Zij U C X een gebied en x,y € U.
Dan bestaat er een simpele keten V1, ..., V,, tussen x en y zodat voor elke i: V; C W; voor een zekere W; € W.

Bewijs: Zij Z = {z € U | er bestaat een keten Vi,...,V,, tussen = en z met V; C W; € W}. We laten zien dat Z
clopen is in U:
o Zij z € Z willekeurig en Vi, ..., V,, een keten tussen z en z met V; C W; € W. V,, is open en dus is er een
e > 0 zodanig dat B(z,e) C V;,. Voor alle w € B(z,¢) is Vi,...,V,, een keten tussen x en w, waaruit volgt dat
B(z,e) C Z is. Dit kan voor alle w € Z en dus is Z open (in X en in U).
e Zijz€ ZNU en W € W zodanig dat z € W. Bepaal met Lemma 2.1.24 een open V zodat z € V. C V C W.
Omdat X lokaal samenhangend is, bestaat er een gebied U C V dat z bevat. Er geldt: (Lemma 2.1.9) UNZ # (.
Ziju e UNZ en Vi,...,V, een keten tussen x en u zodanig dat V; C W; € W voor elke i. Omdat U een keten
tussen u en z is, is Vi, ..., Vy,, U een keten tussen = en z met V; C W; voor elke i en U C V C W. Hieruit volgt
dat 2 € Z en dus is Cly(Z) C ZNU C Z, met andere woorden Z gesloten in U.
Omdat Z clopen is en U samenhangend, volgt dat Z = U. Er is dus een keten tussen = en y die aan de voorwaarden
voldoet. Met Lemma 3.1.3 kunnen we hier een simpele deelketen uit destilleren. O

Lemma 3.1.5 Zij X lokaal samenhangend, U C X een gebied en x,y € U. Dan bestaat er een rij simpele ketens
V(n) Vé:i) (n S N) tussen x en y zodanig dat:

o Ut v cUm V(") voor alle n € N,

K2

. dlam(Vi(n)) < 27" woor elke i € {1,...,m,} en allen € N,

o Voorelken > 2 enelkei € {1,...,m,_1—1} bestaat er een j; € {1,...,m,}, zodanig dat Vj(in)ﬂV(n l)ﬂVHnl 2 #0.

Bewijs: We maken de ketens inductief. Zij W; de open overdekking van U door bollen met straal % en bepaal met

Lemma 3.1.4 een simpele keten V( ) . V7$L11) zodanig dat voor elke i geldt: Vi(l) C W; voor een zekere W,; € Wy. Dan
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is diam(Vi(l)) < 1 voor elke 7. Veronderstel nu dat we voor een n > 1 een keten Vf”fl)7 ey TSZ:;}) gemaakt hebben die
aan de voorwaarden voldoet. Kies een rij 2" ™", ... 20""") door 2{" ™" = 2, 2l ) =y en 2"V e V"V Vi(ffl)
voor ¢ = 1,....,my,_1 — 1. Pas nu Lemma 3.1.4 toe op U = Vi("_l)7 x = xgn_l), y = :z:z(»zfl) en de open overdekking
door bollen met straal 27 ™. Dit geeft m,,_1 simpele ketens die samen een keten van x naar y vormen met schakels
met diameter < 27", zie figuur 3.1. Met Lemma 3.1.3 kunnen bestaat er dus ook een simpele deelketen. We kiezen

voor j; de eerste schakel die xl(»"_l) bevat. O

Figuur 3.1: De constructie van de keten Vl("), e Vé{fl).

U

Stelling 3.1.6 (Mazurkiewicz-Moore) Zij (X,d) een lokaal samenhangende volledige metrische ruimte en U C X een
gebied. Dan bestaat er voor elk paar x,y € U, met x # y een injectief pad p van x naar y.

Bewijs: Bepaal bij x en y simpele ketens Vl("), e ngl) zoals in Lemma 3.1.5. Kies punten x§1)7 ...w&ifl

dat xgl) € V;(l) N Vz(ﬂ Bepaal nu 0 = tél) < t(ll) <.<tV=1¢ [0,1] zodanig dat tz('1+)1 - tgl) = —L— voor elke

1+1
ie{l,..mi}. Zij T} = {t(()l), ceny S,}l} en definieer f; : Ty — X door :

zodanig

x als t = t(()l)
fi(t) = a:Z(-l) als t = tgl) met i € {1,...,m; — 1}
1
Y als t = t,(ni
Kies nu punten acgz),. 2 zodanig dat 2P e Vl-(z) N Vz(ﬂ voor elke ¢ en punten y;, € v n Vi(l) N Vﬁi (voor

o Tmy—1 i i
)

t=1,...,m; —1). Vervolgens kiezen we in [0, 1] punten 0 < t?) <. < t§32 < 1 zodanig dat:

2 2 1,0
o 1t e ),
o t1? et e (10, voor i € {2, . ymy — 2},
2 2 1 1
o £ ot € (f) Ly 1)),
en bovendien alle individuele intervallen [tgl), tgr)l] worden verdeeld in gelijke stukken. Zij Tp = T} U {tf)’ - t%Z} en
definieer f5 : Ty — X door:
x als t = t(()l)
y§2) als t = tz(-l) met i € {1,...,m; — 1}
F(t) =14 (o)

x; alst:tl@) met i € {1,...,mqa — 1}
Y als t = tfﬁi

Wanneer we dit proces itereren krijgen we een rij Ty C 7o C ... C [0,1] en een rij functies {f,}5>; met f, : T, — X.
Zij T = U,—, T,. We laten eerst zien dat 7" dicht is in [0,1]. Zij o, = max{|t — s| | ¢,s € T,,} de lengte van het
grootste interval voortgebracht door de elementen in 7;,. Het voldoet om te laten zien dat lim,, .~ «, = 0. Aangezien

{a,}22; een van onderen (door 0) begrensde, dalende rij is, is deze zeker convergent. Zij daarom « = lim, . ap
en veronderstel dat o > 0. Dan is er een N € N zodanig dat een zeker interval th),tl(-fl) na stap N niet meer
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Figuur 3.2: De punten x§2)7 yJ(Z) en t; en de bijbehorende afbeelding fs.

onderverdeeld wordt. Dit kan echter alleen wanneer d( fN(tEN)), fN(tEfl) )) = 0, oftewel fN(tEN)) = fN(tEfl) ). Maar

dan is Vi(N) N Vz(_g) # () en dat kan niet voor een simpele keten, dus zien we dat « gelijk aan 0 moet zijn. We
construeren nu het pad p van x naar y. Zij ¢ € [0, 1] willekeurig. We onderscheiden twee gevallen:

(i) Als t € Tn voor een zekere N € N, dan is t € T, voor alle n > N. Merk op dat in dit geval geldt dat
A(fn(t), fas1(t)) < 2=(=1 aangezien f,(t) en fp41(t) beiden in een V"™ met diameter < 2=~ liggen en dus
is {fn(t)}52, een Cauchyrij. Uit de volledigheid van X volgt dat lim,_,o fn(t) bestaat en dus definiéren we:

p(t) = nh_)rgo fn(t).

(ii) Als t ¢ T, voor elke n € N, is er een rij {t,}52, met ¢, € T, zodanig dat lim, ,ot, = t. Dan is
A(fn(tn), fos1(tns1)) < 27D en dus is {f,(t,)}52, een Cauchyrij. Omdat X volledig is, zien we dat
lim,, o0 fn(t,) bestaat en dus definiéren we in dit geval:

p(t) = nh_)IEO frn(tn)-
Hiermee hebben we een afbeelding p : [0,1] — U zodanig dat p(0) = x en p(1) = y, dus we hoeven alleen nog aan te
tonen dat p continu is. Zij t € (0,1) en &€ > 0 willekeurig. Bepaal een N € N zodanig dat 2=~ < e. Dan bestaat er
een ¢ € {1,...,m, — 1} zodanig dat tz(-n) <t < tgi)l voor een zekere n > N. Kies § = min{t — t(n),tgj_)l —t}. Dan is
d(p(s),p(t)) < 27" < 27N < e voor elke s € (t — 6, + J) en dus zien we dat p continu is. Continuiteit in 0 en 1 gaat
op eenzelfde wijze. Ten slotte de injectiviteit van f: Zij t,s € [0,1], ¢ < s en veronderstel dat f(¢) = f(s). Dan is er

een n € N zodanig dat ¢ < t(")l < t( ") < s. Dan is f(t) e V("l) en f(s) € Vl(_fl) Maar dat betekent dat V(n N szl) #0
) (n)

en dat is in tegenspraak met de aanname dat Vl(n ., Um,, een simpele keten is. Dus f moet injectief zijn. O
Gevolg 3.1.7 FElke volledige, lokaal samenhangende metrische ruimte X is lokaal padsamenhangend.

Bewijs: Zij x € X willekeurig en N een omgeving van . Omdat X lokaal samenhangend is, bestaat er een samenhan-
gende U C N die x bevat. Met Stelling 3.1.6 is U padsamenhangend en dus zien we dat X lokaal padsamenhangend
is. O

Gevolg 3.1.8 FElke volledige, samenhangende, lokaal samenhangende metrische ruimte X is padsamenhangend.

Bewijs: Met Gevolg 3.1.7 is X lokaal padsamenhangend en dus volgt uit Gevolg 2.3.41 dat X padsamenhangend
is. [

Gevolg 3.1.9 T uit Voorbeeld 2.3.3 is niet lokaal samenhangend.
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Bewijs: Veronderstel dat T lokaal samenhangend is. Uit Stelling 2.2.46 volgt dat 7 compact is en dus volledig. Omdat
T samenhangend is, volgt met het bovenstaande dat deze ook padsamenhangend is, maar dat is in tegenspraak met
Propositie 2.3.37. L]

Opmerking 3.1.10 In feite is T niet lokaal samenhangend in precies de punten van Y = 7 \ 7. Elke open omgeving
van een punt in Y bevat immers oneindig veel disjuncte lijnstukjes van de sinusfunctie.

3.2 Peanocontinua

Peanocontinua spelen een centrale rol in de stelling van Hahn en Mazurkiewicz. In deze sectie bekijken we een aantal
etgenschappen van dit soort ruimtes, alsmede een aantal voorbeelden.

Definitie 3.2.1 Een Peanocontinuiim is een compacte, lokaal samenhangende en samenhangende metrische ruimte
(X, d).

Voorbeeld 3.2.2 Alle gesloten intervallen zijn Peanocontinua. Echter, R is geen Peanocontinuiim (niet compact) en
[0,1] N Q ook niet (niet samenhangend). De closed topologist’s sine curve T uit Voorbeeld 2.3.34 is samenhangend en

compact, maar niet lokaal samenhangend en dus geen Peanocontinuiim.

Opmerking 3.2.3 Al met al hebben we de volgende implicaties bewezen:

[lokale samenhang}

volledigheid

lokale padsamenhang} [lokale compactheid

padsamenhang samenhang

o-compactheid

Figuur 3.3: Implicaties in metrische ruimtes

We zien dat Peanocontinua alle eigenschappen uit figuur 3.3 hebben.

Propositie 3.2.4 Zij X een Peanocontinuiim en f : X =Y continu. Dan is f(X) een Peanocontinuiim.

Bewijs: Met Propositie 2.4.8 zien we dat f perfect is. Aangezien X de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft, volgt
met Propositie 2.4.4 dat f(X) deze ook heeft. Verder is f(X) compact (Propositie 2.2.8) en Hausdorff (Propositie

2.4.2) en dus metriseerbaar (Stelling 2.1.28). Samenhang van f(X) volgt uit Propositie 2.3.9 en lokale samenhang ten
slotte uit Propositie 2.3.20. O

3.3 De Cantorverzameling

We zullen nu twee equivalente definities van de Cantorverzameling bekijken. De Cantorverzameling is met name
belangrijk vanwege de stelling van Hausdorff en later ook in de generalisatie van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz.

3.3.1 De Cantorverzameling

Definitie 3.3.1 De Cantorverzameling definiéren we door C := {0, 1}, het aftelbare product van discrete ruimtes
{0, 1} voorzien van de producttopologie.
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Een meer gebruikelijke manier om de Cantorverzameling te definiéren gaat via de volgende constructie: zij Cp := [0, 1]

en Uy = (3,2). We definiéren Cy := Co \ Uy = [0, 3] U [2,1] en vervolgens Uy == (3,2)U (L, %), C, .= C1 \ U;. Dit

iteratieve proces, waarbij we steeds 2" open intervallen van lengte 3~ (1) weglaten uit het midden van de intervallen
waaruit C), is opgebouwd, geeft de volgende ruimte: D := (1~ , C,, = [0,1]\ (U, Un). We zullen zien dat C = D.

Propositie 3.3.2 Zz] ¢ : C — R gedefinicerd door p({z,}320) = 237", %= Dan is:

n=0 3n
(i) Y1 52 < 5= 5 voor elke m € N,

(1) (C) € [0,1],
(iii) ¢ injectief,
(iv) @ continu,

(v) ¢(C) =D
Bewigs:
(i) Er geldt:
= z,3" s 1 1 1 1
Y S S Y s gl =5 <t
n=m+1 3 n=m+1 3( ) k=1 3 1= 3 2

(ii) Zij {zn}52, € C willekeurig. Omdat x,, > 0 is voor alle n, is £2 > 0, dus is ({zn}52g) = 2> 0052 > 0.
Verder zien we dat

2 21 2 1
ol :72 —"<f§ — == =1.
@({xn}n_o) 3 3n — 3 3n 31_

(iil) Zi {zn )20, {un ey € C en stel dat {z, 152 # {yn}i2o- Zij m > 0 het kleinste getal waarvoor ,, # ym,. Dan
is:

Pl{m}io) — e{znlie) = 5 ( DY 3>

_2 Yn S Tn
2 Ym = Tn
> 2 2 -n
2 (1 =z,
- g <3m - n:;Jrl 3”)
>0

waaruit de injectiviteit van ¢ volgt.

(iv) ZIJ {{x(k)}nzo}?’:l een rij in C die convergeert naar {z,}5>, € C. We laten zien dat {cp({a:n 122 0) 172, naar

Tn convergeert. Zij e > 0 willekeurig en bepaal een N € N zodanig dat 25°>° L < . Dan bestaat
=0 g g g 32.n=N 3

er een K € N zodat voor alle £ > K geldt: x(k) =z, ..., :vg\]fll = xy_1. We zien dat voor alle k > K geldt:

oo (k) [e'S)
2 Tn 2 Ty
22 S 33
n=0 n=0

| (k)

Tn  — $n|

200
Sﬁ; 3n

e({zP}ezo) — e{zndizol = |3

dus limg_, oo (p({xn 1) = p({zn}s2,), waaruit volgt dat ¢ continu is.
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(v) (C) Zijz € ¢(C). Danis x = 2377 /2 voor een rij {z,}52, € C. We weten vanwege (ii) dat = € [0,1]. Als
2o = 0, dan is volgens (i) x < % en als g =1, dan is x > %, dus z € C. Vervolgens, als g = 1 = 0, dan (weer
met (1)) z € [0,%], alszg=0enx; =1,dan v € [%, %}, alszg=1enzy =0,dan z € [%,%] en als rg = r1 = 1,

dan z € [%, 1], met andere woorden: z € Cy. Dit gaat zo door voor alle n € N, dus z € D.

1

(D) Zij y € D. De constructie hierboven werkt ook omgekeerd: als y € [0, 3] nemen we zo = 0, als y € [2,1]

nemen we zo = 1, enzovoort. Dan is |y — %Zg:o In| < 3= (N+D voor alle N, dus y = 2y E=mepC). O

Gevolg 3.3.3 C=D

Bewijs: ¢ : C — ¢(C) is een continue bijectie volgens Propositie 3.3.2. Omdat C compact is (Stelling 2.2.12), volgt
met Gevolg 2.2.10 dat ¢ een homeomorfisme is. We zien dat C = ¢(C) = D. O

Opmerking 3.3.4 Vanwege Gevolg 3.3.3 zullen we vanaf nu beide karakteriseringen van de Cantorverzameling door
elkaar gebruiken en aanduiden met C.

Definitie 3.3.5 Een ruimte X heet nuldimensionaal als elke x € X een omgevingsbasis van clopen deelverzame-
lingen heeft.

Propositie 3.3.6 De Cantorverzameling is nuldimensionaal.
Bewijs: Zij {xn}32 € C. Dan is

{{zo} x . x {zn} x {0,1} x {0,1} X ... }nen,

een clopen omgevingsbasis van {z,}22. O

Opmerking 3.3.7 Uit Propositie 3.3.6 volgt dat elke niet-lege open U C C oneindig is. U bevat namelijk altijd een
clopen basiselement dat oneindig is.

3.3.2 De stelling van Hausdorff

Lemma 3.3.8 Zij K C C clopen en niet leeg en zij k € N. Dan bestaan er niet-lege, disjuncte, clopen K, ..., Ky
zodanig dat K = Ule K;.

Bewijs: Zij 1,...,x5—1 € K verschillend (zie Opmerking 3.3.7) en s := min{|z; — ;| | ¢ # j}. Dan zijn de bollen
B(x;, ) paarsgewijs disjunct. Vanwege Propositie 3.3.6 kunnen we voor elke i een clopen V; C C vinden zodanig dat

x; € Vi © B(x, 5). Definieer K; == V; N U voor i = 1,...,k —1 en K = K\ (Uf_ll Ki>. De K;’s voldoen per

constructie aan de voorwaarden.

Lemma 3.3.9 Zij X compact en U C X open. Dan zijn er voor elke n € N rijen Uy, ...,Ux, CU en x1,...,x5, € U
zodanig dat voor elke i € {1,...,kn} geldt:

(Z) z; € U;,

(i) U; is open,

(#i) diam(U;) < 27",

(iv) U, Ui =U.

Bewijs: De open overdekkking { B(y, 2~ (")}, cx van X heeft een eindige deeloverdekking, dus bestaan er yy, ..., yi, €
X zodat X = ¥, B(y;, 2" voor een zekere k € N. Zij U; == B(y;, 2~ ")) N U. Omdat U niet leeg is, is ten
minste een U; # (). Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat Uy, ..., Uy, niet leeg zijn, terwijl
Uk, +1 = ... = U = 0. Kies nu 1, ..., z, in respectievelijk Uy, ..., Ug,,. O

n

Stelling 3.3.10 (Hausdorfl) Zij X een compacte metrische ruimte. Dan bestaat er een continue surjectie f :C — X.

Bewijs: Pas Lemma 3.3.9 toe op U = X en n = 1. Dit geeft een rij open Uy, ..., Uy, met diam(U;) < % en een rij
, zodanig dat x; € U; voor elke i en Uf;l U; = X. Met Lemma 3.3.8 toegepast op k = k1 vinden we een
rij niet-lege, disjuncte, clopen Kj, ..., K, C C met Uf;l K; = C. Definieer f; : C = X door fi|K; = x;. Danis fi
continu, aangezien ffl(U) een vereniging van K;’s en dus open is voor elke open U C X. Pas nu Lemma 3.3.9 toe op

T1y.-ey T
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elke U; en n = 2. Dan krijgen we rijtjes open Ui, ..., U;, . C U; met diam(U;;) < i en T, ..., Ty, . in respectievelijk
Uiy, .., Uiy, , - zodanig dat U";k=1171 Us,
clopen K, ..., K, s met U;ﬁ:i K;, = K;. Definieer fy : C — X door fo|K;; = z;;. Danis fo € Cy(C,X) en

bovendien geldt (per constructie) dat d(f1(t), f2(t)) < 3 voor alle ¢.

= U;. Bij elke k;; vinden we met Lemma 3.3.8 weer een rij disjuncte, niet-lege,

Door dit proces te itereren krijgen we een rij {f,}22, € Cy(C, X), die voldoet aan: d(f,(t), fn+m(t)) < 27™ voor elke
t € C en elke n,m € N. We zien dat {f,}52; een Cauchyrij is, die volgens Stelling 2.2.49 dus convergeert naar een
continue functie f € Cy(C, X). We laten zien dat f surjectief is:

7Zij x € X willekeurig. We hebben gezien de bovenstaande constructie een geneste rij open U; D U D U3z D ... in X
(met diam(U,,) < 27") die alle x bevatten en een rij {z,,}°°; met z,, € U,,. Nuis f; ' (U1) D f3 ' (Us) D f31(Us) D ...
een geneste rij in C met (), f *(Uy,) # 0 vanwege Stelling 2.2.39. Kies een ¢t € ()7, f,, }(Uy,), dan zien we dat:

f0) = g 8 = o o =2,

waaruit de surjectiviteit van f volgt. O

3.4 De stelling van Hahn en Mazurkiewicz

We kunnen nu de stelling van Hahn en Mazurkiewicz bewijzen. Het bewijs combineert de stelling van Hausdorff en de
stelling van Mazurkiewicz en Moore.

Gevolg 3.4.1 Zij X een lokaal samenhangende compacte ruimte. Dan is er voor elke ¢ > 0 een 6 > 0 zodanig dat
voor elk paar z,y € X met d(z,y) < 0 geldt: er is een pad p van x naar y, met diam(p) < €.

Bewijs: Zij € > 0 willekeurig. Voor elke x € X bestaat er een samenhangende open omgeving U, met diam(U,) < e.
Zij A > 0 het Lebesguegetal van {U,}.ecx (zie Stelling 2.2.44). Laat nu y,z € X zijn zodat d(y,z) < § :== A. Dan is
er een ¢ € X zodanig dat Y := {y, 2z} C U, en dus bestaat er een pad p van y naar z in U,. Omdat p(u) € U, voor
elke u € [0, 1], zijn we klaar. O

Stelling 3.4.2 (Hahn-Mazurkiewicz) X is een Peanocontinuiim < er bestaat een continue surjectie f :[0,1] — X.

Bewijs: (<) Zie propositie 3.2.4.
(=) Zij f : C — X de continue surjectie zoals geconstrueerd in Stelling 3.3.10. We willen f uitbreiden naar een

continue functie f : [0,1] — X. Schrijf C = [0,1] \ U,—, Un, waarbij U, = (an,b,) en |Uy| > |Us| > ... (met
|U,| = bp, — an, = 0 voor n — o0). Laat {€,}52; een dalende rij in (0,00) zijn met lim, - &, = 0. Volgens Gevolg
3.4.1 bestaat er voor elke n € N een 7,, > 0 zodanig dat:

xz,y € X, d(z,y) <n, = eriseen pad p van x naar y met diam(p) < .

We mogen hierbij aannemen dat 7,, < 7,—1 en 7, < &, voor elke n. Omdat f uniform continu is op C (Propositie
2.2.50) kunnen we vervolgens voor elke 7,, een §,, > 0 vinden, zodat voor iedere n € N:

u,v €C, lu—v| <y = d(f(w), f(v)) < N,
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waarbij we mogen aannemen dat d,, < n, voor elke n. Omdat |U,,| — 0o voor m — oo, bestaan er N; < Ny < ... € N
zodanig dat voor elke m > N,,: |Up,| = by, — @y, < 05,. Volgens het bovenstaande (en Opmerking 2.3.23) bestaan er dan
dus voor iedere m > N,, continue py, : [am,bm] = X zodanig dat p(ay,) = f(am), p(bm) = f(bm) en diam(p) < e,.
Verder kunnen we met Stelling 3.1.6 ook paden p1, ..., pn, —1, definieren zodat p,, : [am, bm] = X, pm(am) = f(am) en
Pm(bm) = f(by,), maar over de diameter van deze paden kunnen we niets zeggen. We maken de beloofde uitbreiding
f van f nu als volgt:
- f(x) alszelC
fz) =

pm(z) alszelU,
Dat f surjectief is, zien we direct uit de surjectiviteit van f. We laten zien dat f ook continu is:
Zij u € [0,1] en £ > 0 willekeurig. Als u € U,,, dan volgt de continuiteit van f te u meteen uit de continuiteit van p,,

op Uy,. Veronderstel daarom dat u € C. Bepaal een n € N zodat €, < § en zij v € (u — 6y, u + 0y,) willekeurig. Als
v € C, zien we dat |u — v| < d,, dus is

d(f(w), f(v)) = d(f(u), f(v)) <1t <en <&

Veronderstel v € C. Dan is v € Uy, = (@, byy,) voor een zekere m > N,,. Als u < a,, < v, dan is

d(f(u), f(v)) < d(f(u), f(am)) + d(f(am), f(v))

=d(f(u), f(am) + d(pm(am), pm(v))

<Mten<otc=
Tten <g5+g=e

Als v < by, < u, dan volgt op dezelfde manier dat df(u), f(v)) < e. We zien dat f continu is in = en dus op heel
[0, 1]. O
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4 Een generalisatie

4.1 Gegeneraliseerde Peanocontinua

Voor de generalisatie van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz voeren we het begrip gegeneraliseerd Peanocontinutim
in. We zullen zien dat deze ruimtes een groot aantal eigenschappen van Peanocontinua hebben. Naast een aantal
voorbeelden van gegeneraliseerde Peanocontinua zullen we ook kijken naar de relatie met continue en perfecte functies.

Definitie 4.1.1 Een gegeneraliseerd Peanocontinuiim is een lokaal compacte, samenhangende, lokaal samen-
hangende metrische ruimte (X, d).

Opmerking 4.1.2 We zullen vanaf nu aannemen dat gegeneraliseerde Peanocontinua niet compact zijn. Een compact
gegeneraliseerd Peanocontinuiim is immers gewoon een Peanocontinuiim en daarvoor hebben we al een karakterisering.

Propositie 4.1.3 Zij (X, d) een gegeneraliseerd Peanocontinuim. Dan is X :
(i) o-compact,

(i) separabel,

(#ii) lokaal padsamenhangend,

(iv) padsamenhangend.

Bewijs: Uit Stelling 2.3.50 volgt o-compactheid en dus zien we met Propositie 2.2.35 dat X ook separabel is. Wegens
Stelling 2.2.56 is X volledig metriseerbaar en dus bestaat er een metriek d’ op X die equivalent is aan d, zodat (X, d’)
volledig is. Met Gevolg 3.1.7 zien we dat (X, d’) lokaal padsamenhangend en dus ook padsamenhangend is. Omdat d
equivalent is aan d’, volgt dat (X, d) deze eigenschappen ook heeft. O

Gevolg 4.1.4 Het product van twee gegeneraliseerde Peanocontinua X,Y is een gegeneraliseerd Peanocontinutim.

Bewijs: Uit Propositie 4.1.3 volgt dat X en Y separabel zijn en dus beide de tweede aftelbaarheidseigenschap hebben.
Met Propositie 2.1.58 zien we dat X x Y metriseerbaar is. Verder zien we dat X x Y samenhangend (Propositie
2.3.11), lokaal samenhangend (2.3.21) en lokaal compact (2.2.28) is. O

Lemma 4.1.5 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuim en Y C X compact. Dan is er een continue functie
f:10,1] = X zodanig dat Y C f(X).

Bewijs: Zij f : C — Y de continue surjectie uit Stelling 3.3.10. Gebruik de padsamenhang van X om (op dezelfde
manier als in het bewijs van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz) de gaten in C op te vullen. O

Opmerking 4.1.6 De geconstrueerde paden in het bovenstaande bewijs hoeven niet in Y te blijven, vandaar dat we
niet kunnen eisen dat f(X) =Y.

Stelling 4.1.7 (Mazurkiewicz) FElk gegeneraliseerd Peanocontinuiim is het beeld van een continue functie op [0,00).

Bewigs: 7ij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim. Dan is X o-compact en dus te schrijven als X = UZO:O K,, voor
compacte K,. Maak voor elke n € Ny (aan de hand van Lemma 4.1.5) een continue fa, : [2n,2n + 1] — X, zodat
K, C fan([2n,2n + 1]) voor elke n. Gebruik nu de padsamenhang van X om continue fo, 41 :[2n+ 1,2(n +1)] = X
te maken die voldoen aan:

f2n+1(2n + 1) = fgn(Q’l’L + 1),
Jont1(2(n 4+ 1)) = forms1)(2(n 4 1)).
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Definieer f : [0,00) — X door de bovenstaande functies allemaal achter elkaar te plakken. Uit herhaaldelijk toepassen
van Lemma 2.3.26 volgt dat f continu is en verder geldt:

n=0 n=0 n=0

X=|JE.c fan(2n,2n+ 1)) C f (U[Qn,Qn—l—l]) c £([0,00)),

waaruit volgt dat f surjectief is. O

Voorbeeld 4.1.8 (Warsawcirkel) Zij f : [0,00) — R? gedefinieerd door:

(0,1 —9¢) als t € [0, £]
_JBt-1,-2) als t € [3, %]
TO=9103 (2 f5) = (6+25) alste 2]
(% i ) als t € [1,00),
waarbij s := sin(1). Danis f continuen W = f([0,00)) = TUS, waarbij S := ({0} x (=2,—-1) U [0,1] x {-2} U {1} x (—

en TNS = (. Bij Gevolg 3.1.9 hadden we gezien dat T niet lokaal samenhangend was in (0,0). Aangezien
dist((0,0),5) = 1, volgt dat W ook niet lokaal samenhangend is in (0,0). W is dus wel het beeld van een conti-
nue functie op [0.00), maar geen gegeneraliseerd Peanocontinuiim. We zien dat de omkering van Stelling 4.1.7 niet
geldt.

Propositie 4.1.9 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim en f : X — 'Y perfect. Dan is f(X) CY een gegene-
raliseerd Peanocontinutim.

Bewijs: Uit Propositie 2.4.2 volgt dat f(X) Hausdorff is. Met Propositie 2.4.3 is f(X) lokaal compact en dus regulier
(2.2.25). Omdat X de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft (Propositie 4.1.3) heeft f(X) deze ook (Propositie 2.4.4)
en dus is f(X) metriseerbaar met de stelling van Urysohn. Verder is f(X) samenhangend met Propositie 2.3.9 en lokaal
samenhangend volgens Propositie 2.3.19. Hiermee zien we dat f(X) inderdaad een gegeneraliseerd Peanocontinuiim
is. O

Opmerking 4.1.10 Later zullen we zien dat niet elk gegeneraliseerd Peanocontinuiim het beeld is van een perfecte
functie op [0, 00) (zie Gevolg 4.2.22).

4.2 De Freudenthalcompactificatie

De Freudenthalcompactificatie is een vernuftige manier om onder andere gegeneraliseerde Peanocontinua in te bedden
in een compacte ruimte. Met behulp van deze compactificatie kunnen we onder andere aantonen dat er gegeneraliseerde
Peanocontinua bestaan die niet het beeld zijn van een perfecte functie op [0, 00).

Definitie 4.2.1 Een topologische ruimte heet hemicompact als er een rij { K, }°° ; van compacte deelverzamelingen
bestaat zodanig dat er voor elke compacte K C X een n € N bestaat met K C K,. Een dergelijke rij {K,}52,
noemen we een hemicopter.

Propositie 4.2.2 Zij (X, 7) een topologische ruimte en {K,}°, een rij compacte deelverzamelingen zodanig dat
X=U," K, en K, C K3, voor elke n. Dan is {K,}2>, een hemicopter.

Bewijs: Zij K C X willekeurig. Dan is K een open overdekking van K en dus bestaan er ng,...,n,, zodanig dat
KcUX Ky, cU” Ky, Nuis K C Ky voor N = max{n; | i =1,...,m}. O

Propositie 4.2.3 FElke lokaal compacte, o-compacte ruimte X is hemicompact.

Bewijs: Wegens de o-compactheid is X te schrijven als X = (J,- | K,,, waarbij K,, compact is voor elke n € N. Zij
K, =J;_, K,. Dan is elke K, nog steeds compact wegens Propositie 2.2.3 en er geldt K], C K}, voor iedere n.
Neem nu K7 = K| en bepaal met Lemma 2.2.26 een compacte Ly zodanig dat K] C LS. Definieer KY = K{ U L;.
Voor KY bestaat er een Ly zodat K5 C L3. Definieer K3 := K§ U Ly. Wanneer we dit proces voortzetten krijgen we
een rij { K]/} | van compacte verzamelingen waarvoor geldt K,/ C (K], ;)° voor elke n € N. Met de vorige propositie
is dit een hemicopter en dus is X hemicompact. O
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Definitie 4.2.4 Een uitputtingsrij in een ruimte X is een familie { K, }° ; van compacte, samenhangende deelver-
zamelingen van X zodanig dat:

o X =Up_y K,

e K, C K, voor elke n € N,

e De samenhangscomponenten van X \ K, zijn onbegrensd voor elke n.

Lemma 4.2.5 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuim, K C X compact en U C X open zodanig dat K C U en
U compact is. Zij {C;}icr de componenten in X \ K. Dan is de verzameling Iy == {i € I | C; ¢ U} eindig.

Bewijs: Zij L C X compact zodanig dat K C L° (zie Lemma 2.2.26). Het is duidelijk voldoende om te laten zien
dat Iynre eindig is. Omdat X lokaal compact is, is elke C; open in X (Propositie 2.3.14) en dus ook in X \ K,,.
Bovendien is elke C; gesloten in X \ K, maar niet in X (want X is samenhangend). Daarom is Clx(C;) N K # 0
en dus C; NU # 0. Voor elke i € Iy is bovendien C; N (X \ U) # 0, waaruit volgt dat C; N OU # @. Bovendien is
9Y C X\ K,, en dus is {C;}ics een open overdekking van OU. Omdat U compact is, is U compact (want OU is
gesloten) en dus bestaan er Cy, ..., C,, zodanig dat U C U]m:1 C;. Uit Propositie 2.3.6 volgt dat elke C; met ¢ € Iy
een van de C;’s moet zijn en dus is Iy eindig. O

Gevolg 4.2.6 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim en {K,}22, een uitputtingsrij in X. Dan is het aantal
samenhangscomponenten in X \ K,, eindig voor elke n € N.

Bewijs:  Zij n € N willekeurig en schrijf X \ K, = (J;c; Ci, waarbij C; een component van X \ K, is. Met Lemma
42518 Ixs, ={i€1|C; ¢ Ky} een eindige verzameling. Voor elke i € I\ Ixo  is C; C K4 C Kyq1. Omdat
K, +1 compact is, heeft deze maar eindig veel samenhangscomponenten (Propositie 2.3.15 en dus zien we dat I'\ T K.,
ook eindig is.

Propositie 4.2.7 FElk gegeneraliseerd continuiim X heeft een uitputtingsrij.

Bewijs: Uit Propositie 2.3.50 volgt dat X o-compact is en dus bestaat er volgens Lemma 4.2.3 een rij {K,,}2,
van compacte deelverzamelingen van X zodat X = Uf;l en K, C K, voor elke n. Veronderstel dat K,, niet
samenhangt. Zij C1,...,Cy de verschillende samenhangscomponenten van K, (dit zijn er eindig veel vanwege de
compactheid van K,,). Kies een punt x; € C; voor elke i. Omdat X padsamenhangend is, bestaan er pi,...,pr—1

zodanig dat elke p; een injectief pad van x; naar x;11 is. Definieer K, = K,, U (Ui:ll ([0, 1]))

Figuur 4.1: Constructie van K/,

Dan is K/, een eindige vereniging van compacte verzamelingen en dus compact. Verder is K/ duidelijk padsamen-
hangend en dus in het bijzonder samenhangend. Omdat de rij {K,}52; een hemicopter is, bestaat er een N > m
zodanig dat K, C Ky_1 C K§},. Vervang K, in de oorspronkelijke rij door K/, en laat K41, ..., Kn_1 weg. Deze
procedure laat zien dat we de K,’en allen samenhangend kunnen kiezen. Veronderstel nu dat {C;};c; begrensde
samenhangscomponenten in X \ K, zijn voor een zekere m € N. Met Lemma 4.2.5 bestaat er een eindige Iy C I
zodanig dat C; C K7, voor alle i € I'\ Iy. Elke C; met i € Ij is gesloten in K, 1 en dus compact, dus C' := Uielo C;
is compact. Voeg C' toe aan K, volgens de padconstructie van zojuist. Merk op dat de familie {C};};cy, lokaal eindig
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is. Immers, elke C} is open en dus bestaat er voor iedere x € C; een open omgeving die alleen C; snijdt. Met Propositie
2.3.44 volgt dat D := UZ-GIO C; gesloten is in K, en dus compact. Voeg ook D deze toe aan K, door een injectief
pad. Dit levert een compacte K, op, die bevat is in een Ky_1 C K3 met N > m. Door K, te vervangen door K,
en K41, ..., Ky_1 weg te laten uit de oorspronkelijke rij zien we dat we elke K, inderdaad zo kunnen kiezen dat de
samenhangscomponenten in X \ K, allen onbegrensd zijn. Hieruit volgt dat er een uitputtingsrij in X bestaat. O

Propositie 4.2.8 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim met uitputtingsrij {K,}°2,. Voor elke samenhangs-
component Cpi1 in X \ K41 1s er een unieke component Cp, in X \ K, zodanig dat Cpy1 C Cp.

Bewijs: Omdat C, 11 samenhangend is en Cy,11 C X \ K11 C X \ K, volgt dit direct uit de definitie van samen-
hangscomponenten. O

Definitie 4.2.9 Zij {K,,}>2 een uitputtingsrij in een ruimte X. Een rij e = C; D C3 D ..., waar C,, een samen-
hangscomponent is in X \ K, heet een Freudenthaleinde van X. De verzameling van alle Freudenthaleindes van X
noteren we met F(X).

Gevolg 4.2.10 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuim met witputtingsrij {K,}>2, Dan is #(F (X)) > 1, maar
F(X) is (hooguit) aftelbaar.

Bewijs: Omdat K,, compact is voor elke n en X niet, is X \ K, # 0. Voor elke n is er dus ten minste een
samenhangscomponent C,, in X \ K,,. Uit Propositie 4.2.8 volgt nu dat er zeker een Freudenthaleinde bestaat. De
aftelbaarheid volgt meteen uit Proposities en 4.2.6 en 4.2.8. O

Definitie 4.2.11 Zij (X,7) een topologische ruimte. Een compactificatie van X is een topologische ruimte (X, 7)
met een afbeelding ¢ : X — X zodanig dat:

° (X,%) is compact,

e «(X) C X is dicht,

e (X)X (¢is een inbedding).

Stelling 4.2.12 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim met witputtingsrij { Ky}, en F(X) bijbehorende ver-
zameling van Freudenthaleindes. Dan bestaat er een topologie T op X = X @ F(X) die niet afhangt van de keuze van
{K,}2 1, zodanig dat (X,7) een compactificatie van X is.

Bewijs: Definicer B == 7 U {C,,}, waarbij C,, = C,, ® {¢ € F(X) | C, € ¢}. Het is duidelijk dat B = X. Zij
U,V € B. We onderscheiden drie gevallen:
e AsU,Ver,danisUNV €1 CB.
e AlsU=C,enVer,danis U =C, ®{e e F(X)|C, e} voor een zekere C,,. Omdat C,, open is vanwege
Propositie 2.3.14, zien we dat:

Unv=0C,o{ceFX)|Crheeh)n(Vaed)=VNnC,eTCB.
e AlsU =C,,V = D,, dan is:
UnNnvV=(C,ND,)®{ecec F(X)|Cp€ccen D, €c}.

AlsC, c D, of D, CCp,danisUNV =(C,ND,)®{c € F(X) | C,ND, €c} €B. Wanneer C,, ¢ D,, en
D,¢C, isUNV=C,NnD,dobherCB.
Uit Propositie 2.1.31 volgt dat B een basis is voor een topologie op X. Om te laten zien dat (X ,7) compact is gebruiken
we universele netten'. Zij {z,},c; een universeel net in X = X @ F(X). We laten zien dat {z,},c; convergeert in X.
e Stel {z,},cs is uiteindelijk in X. Als {z,},cs uiteindelijk in K, is voor een n € N dan volgt met Gevolg 4.2.6
dat {z,},cr convergeert, dus veronderstel dat {z,},cr uiteindelijk in X \ K, is voor elke n € N. Voor iedere n is
het aantal componenten in X \ K, eindig en dus is er een Freudenthaleinde ¢ = {C,,}22; € F(X) zodanig dat
{z,},er uiteindelijk in C,, voor iedere n. Maar dan is {z,},c; uiteindelijk in elke open omgeving van e, waaruit
volgt dat =, — €.
o Stel {z,},cs is uiteindelijk in F(X). Wederom vanwege het feit dat het aantal componenten van X \ K, eindig
is, volgt dat {z,},es uiteindelijk in C,, ® {e € F(X) | C,, € €} is en dus convergeert {z,},c5 naar € = {C, }52 .
Hiermee zien we dat X compact is. Verder is de afbeelding ¢ : X — X gedefinieerd door «(x) = x voor alle z € X
duidelijk een homeomorfisme (en dus een inbedding), aangezien 7 [ X = 7. Rest ons nog te bewijzen dat X dicht is
in X. Zij e = {C,}22, € F(X). Kies voor elke n € N een z,, € C,,. Dan is {,,}22, een net in X dat uiteindelijk in
elke open omgeving van € belandt en dus zien we dat x,, — €, waaruit volgt dat X inderdaad dicht is in X. O

IDit bewijs is afkomstig uit [4].

40



Definitie 4.2.13 X is de Freudenthalcompactificatie van X.

Propositie 4.2.14 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinutim. Dan geldt:
(i) X is Hausdorff.

(i) X heeft de tweede aftelbaarheidseigenschap.

(iii) X is metriseerbaar.

Bewigs:

(i) Voor elk paar z,y € X, x # y zijn er zeker disjuncte U,V € 7 zodanig dat z € U, y € V, want X is een
metrische ruimte en dus Hausdorff. Laat € X en € = {C,,}52, € F(X) zijn. Aangezien K,, C K, voor alle
nen |Jo—, K, = 0, bestaat er een N € N zodanig dat x € Kg, oftewel z ¢ Cy. Nuis z € Ky, ¢ € Cy en
er geldt K3 NCy = 0. Ten slotte: zij {C,}5°,{D,}52, € F(X), zodanig dat {C,}22; # {D,}52,. Met het
oog op Propositie 2.3.6 bestaat er dan een N € N zodanig dat Cy N Dy = 0. Omdat {C,}3°, € Cn @ {c €
F(X)|Cyeeten{D,}2, € Dy®{e € F(X)|Cn € ¢}, zijn we klaar.

(ii) Wegens Opmerking 4.1.3 heeft X de tweede aftelbaarheidseigenschap, zij B, een aftelbare basis voor 7. Vanwege
Gevolg 4.2.10 is B; = B, U {C’n} een aftelbare basis voor 7.

(iii) Omdat X compact en Hausdorff is en de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft, volgt uit Stelling 2.2.17 dat X
metriseerbaar is.

O

Voorbeeld 4.2.15 Zij X = (0,1). Neem de uitputtingsrij K,, = [%, 1-— 1]. We zien dat X twee Freudenthaleindes

n

heeft, namelijk ¢y = {(O, %)}neN en ey = {(1 — %l, 1)}n€N- Definieer een bijectie f : [0,1] — X door:

z alszxelX
f(x)=<e alsz=0

g1 alsx=1

We laten zien dat f continu is. Zij U € B willekeurig. Als U € 7, dan is f~*(U) open in [0, 1], dus veronderstel dat
Ue{C,}. DanisU = (O, %) Beogof U= (1 — %, 1) @ e1. Veronderstel het eerste (het tweede geval gaat analoog).
Dan is:

o= (02) )
(b)) o
-(2)or= )

en deze is open in [0,1]. We zien dat f continu is en dus volgens Propositie 2.2.10 een homeomorfisme, met andere
woorden X = [0, 1].

Lemma 4.2.16 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim en {K,}52, een witputtings rij in X. Dan is F(C) C
F(X) clopen voor elke component C in X \ K, (n € N).

Bewigs. 7Zij n € N.
o Omdat C@® F(C)=C @ {e e F(X)| C ec} openisin X. is F(C) open in F(X).
e Voor elke component D in X \ K, met C' # D is F(C) # F(D). Bovendien is F(X) = Upcx\x, F(D). De
claim volgt nu uit het feit dat elke F(D) open is in F(X). O

Propositie 4.2.17 Voor elk gegeneraliseerd Peanocontinuiim is F(X) nuldimensionaal.

Bewijs:  Zij {Cn}52; € F(X) en U een open omgeving van {C,}52;. Dan is er een basiselement B = {¢ €
F(X) | Cy €c} CcU. Merk op B = F(Cy,) clopen is. Hieruit volgt dat F(X) inderdaad nuldimensionaal is. O

Lemma 4.2.18 Zij X,Y gegeneraliseerde Peanocontinua en f: X — 'Y perfect. Dan bestaat er voor elke {C,}22, €
F(X) een {Dy}32, € F(Y) en een strikt stijgende functie n — ny, zodanig dat f(Cy, ) C Dy voor alle k.

Bewijs: 7Zij {K,}52; een uitputtingsrij in X en {L,}52; een uitputtingsrij in Y. Omdat f perfect en dus proper is,
is f~1(L;) C X compact. Dan bestaat er een n; € N zodanig dat f~1(L;) C K,,,, aangezien {K,, }°°; een hemicopter
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is. Nuis f(K,,) D Ly en dusis f(Cn,) C Y\ L;. Omdat f(C,,) samenhangend is, is f(Cy,,) C D; voor een
samenhangscomponent D; in X \ L;. Bepaal nu een ny > ny zodanig dat f~!(Ly) C K,,,. Danis f(C,,) C Y \ Ly en
dus is er een samenhangscomponent Dy C Y \ Lo met f(C,,) C Dy. Omdat Dy N Dy # 0, is Dy C D; met Propositie
4.2.8. Dit proces kunnen we voortzetten en dit levert de gevraagde rij {Dy}2 ;. O

Propositie 4.2.19 Zij X,Y gegeneraliseerde Peanocontinua en f : X — Y perfect. Dan bestaal er een continue
uitbreiding f : X =Y met een continue restrictie f. : F(X) — F(Y).

Bewijs: Voor een {C,}22, € F(X) definiéren we f({Cn}2,) == {Dr}32,, met {Dy}32, zoals in Lemma 4.2.18.
We mogen zonder verlies van algemeenheid aannemen dat f(C1) C D1. Immers, we kunnen altijd het eerste element
van de u1tputt1ngsrlj in Y vervangen door ) en dit verandert niets aan F(Y). Zij {z,},er een convergent net in X
en zij # € X zodanig dat #, — x. Als # € X, dan is {z,},e; uiteindelijk in X en dus convergeert {f(x,)},e; naar
f(x) = f(z) vanwege de continuiteit van f. Veronderstel dat z € F(X). Dan is {x,},¢; uiteindelijk in F(z), dus er
bestaat een ¢y € I zodanig dat x, € F(x) voor alle ¢ > vg. Zij x, = {C%L)}fle voor elke ¢ > g (met f(z,) = {D,i”}g‘;l)
en z = {Cp}32, (met f(z) = {Dr}p2,). Zij m € N willekeurig. Dan is er een n,, € N zodanig dat f(Cy,,) C Dy,
Vervolgens bestaat er vanwege x, — x een ¢, € I zodanig dat voor elke ¢ > ¢, geldt: C,,, € {Cﬁ”};’l":l, zij Cf;? =0,

Bepaal een j,, > i,, zodanig dat f(C'(»L)) c DY, Nuis:
D 2 (Cn,.) = F(C])) 5 H(C},) € DY)

en dus is Dy, N DY # (), waaruit volgt dat D,, = D). Maar dan is {Dr}2, € Dyy@{e € F(Y) | Dy, € €} voor alle
L >ty endusis f(z,) = f(z). Met Propositie 2.1.42 volgt dat f continu is. O

Lemma 4.2.20 Zij X,Y gegeneraliseerde Peanocontinua en f : X — Y een perfecte surjectie. Dan zijn de in
Propositie 4.2.19 geconstrueerde functies f. : F(X) = F(Y) en f: X =Y surjectief.

Bewijs: Omdat X compact is, Y metriseerbaar en f continu, volgt met Propositie 2.2.9 dat f gesloten is. Met Lemma
2.1.12 zien we dat f surjectief is. Omdat f = f & f., volgt dat ook f, surjectief is. O

Gevolg 4.2.21 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuim en f : [0,00) — X een perfecte surjectie. Dan is

#(F(X)) = L.

Bewijs: Aangezien [0,n] een uitputtingsrij van [0, 00) is, zien we dat F(]0,00)) uit slechts een element bestaat. Als
f:]0,00) = X een perfecte surjectie is, zien we met Lemma 4.2.20 dat f, : F([0,00)) — F(X) surjectief is en dus is
#(F (X)) = 1. H

Gevolg 4.2.22 Er bestaat geen perfecte surjectie f :[0,00) — (0,1).

Bewijs: Stel dat f : [0,00) — (0,1) een perfecte surjectie is. Dan volgt uit Gevolg 4.2.21 dat #(F((0,1))) = 1. In
Voorbeeld 4.2.15 hebben we echter gezien dat F((0,1)) uit twee elementen bestaat en dus kan zo’n perfecte surjectie
niet bestaan. O

Opmerking 4.2.23 Zij X,Y, Z gegeneraliseerde Peanocontinua en f: X — Y, g:Y — Z perfect. Als h =go f,
dan kunnen we h, : F(X) — F(Z) gelijk aan g. o f, nemen. Als f, g surjectief zijn, dan volgt met Lemma 4.2.20 dat
h, ook surjectief is.

4.3 Grafen

Omdat [0,00) niet functioneert zoals gewenst, zullen we nu kijken naar topologische bomen, die een generalisatie van
de halfrechte zullen blijken te zijn. Hiervoor zullen we eerst kort het begrip samentrekbaarheid herhalen. Vervolgens
zullen we zien dat elke boom gegeneraliseerde Peanocontinutim is. Daarom kunnen we de eerder besproken Freudent-
halcompactificatie van een zo’n boom bekijken, die een belangrijke schakel zal zijn in de uiteindelijke stelling.

4.3.1 Homotopie van functies

Definitie 4.3.1 Zij X,Y topologische ruimtes en f,g € C(X,Y). Een homotopie van f naar g is een continue
afbeelding h : X x [0,1] = Y, (z,t) — hi(x) zodanig dat hg = f en hy = g. Wanneer er zo'n homotopie h bestaat,
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noemen we f en g homotoop en schrijven we f ~ g.
Lemma 4.3.2 Homotopie van functies is een equivalentierelatie op C(X,Y).

Definitie 4.3.3 Een afbeelding f € C(X,Y) is een homotopie-equivalentie als er een g € C(Y, X ) bestaat zodanig
dat go f € C(X) homotoop is aan idx en fog € C(Y) homotoop is aan idy. Wanneer er zo'n homotopie-equivalentie
f € C(X,Y) bestaat, noemen we X en Y homotopie-equivalent en schrijven we X ~ Y.

Definitie 4.3.4 Een topologische ruimte (X, 7) noemen we samentrekbaar als deze homotopie-equivalent is aan
een eenpuntsruimte {z}.

Propositie 4.3.5 Fen ruimte X is samentrekbaar < idx is homotoop aan een constante afbeelding.

Bewijs: (=) Zij f € C(X, {z}) een homotopie-equivalentie. Dan bestaat er een g € C({z}, X) zodanig dat go f ~ idx
en fog~idg). Echter, go f is constant, aangezien f constant moet zijn.
(<) ZijzreXe

Bewijs: Een eindige boom is O
n f: X — {z} zodanig dat f ~idx. Danis f oid,)} =id(zy en go f = f ~idx. Dus is X samentrekbaar. O

Definitie 4.3.6 Een X C R"™ heet stervormig als er een xg € X bestaat zodanig dat voor elke € X en t € [0, 1]
geldt dat tx + (1 —t)zo € X.

Voorbeeld 4.3.7 Voor iedere n is R™ is stervormig, evenals de eenheidsbal D,, .= {x € R" | ||z|| < 1}. De cirkel
S1 C R? echter niet.

Propositie 4.3.8 FElk stervormig gebied X C R"™ is samentrekbaar.

Bewijs: Definieer h : [0,1] x X — X door h(z) = (1 — t)z + txo. Dan is h continu en bovendien geldt: ho(z) = x
en hy(xz) = xp. Hieruit volgt dat idx en de constante afbeelding = — x¢ homotoop zijn en dus is X samentrekbaar
volgens Propositie 4.3.5. O

Propositie 4.3.9 FElke samentrekbare ruimte X is padsamenhangend.

Bewijs: Zij y € X zodanig dat idx homotoop is aan de constante afbeelding f, : x — y voor alle x € X. We laten
zien dat er voor een willekeurige € X een pad van x naar y bestaat (dat is voldoende voor padsamenhang, wegens
Gevolg 2.3.27). Zij h : [0,1] x X — X een homotopie van idx naar f,. Dan is hi(z) : [0,1] — X het gezochte pad,
aangezien ho(x) = idx(z) =z en hi(z) = fy(z) = y. O

Voorbeeld 4.3.10 S! is niet samentrekbaar.

4.3.2 Topologische grafen

Definitie 4.3.11 Een topologische graaf G = (E, ~) is een quotiéntenruimte G = ([0,1] x (E, Tgisc))/ ~, waarbij
FE een verzameling is met daarop een equivalentierelatie ~ die voldoet aan:

o (z,e) ~(y,f) = z,y€{0,1} voor e, f € E,

e (e,0) o (e,1) voor elke e € E,

o #{(z,y) € {0,1}% | (z,e) ~ (y, f)} < 1 voor elk tweetal e, f € E, e # f.

De elementen van E noemen we de lijnen van G.

Opmerking 4.3.12
e De tweede en derde eis op de equivalentierelatie voorkomen dat er lijnen van een punt naar zichzelf in G
voorkomen alsmede meerdere lijnen tussen twee punten.

e De keuze voor [0, 1] volstrekt willekeurig. Elk gesloten en begrensd interval [a, b] C R voldoet (zie ook Opmerking
2.3.23).
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Voorbeeld 4.3.13 Zij E = {ej1,ea,e3,€4, 65,66} en ~ de equivalentierelatie gedefinieerd door:

o (1e) ~ (0,e2), o e

° (1,61) ~ (0,66),

e (1,e3) ~ (0,e3), e6ﬁ
[ ] (1,63) ~ (0,64),

T
e (I,e5) ~ (0,e1),

[ ] (1766> ~ (1,63). €5J

Dan komt de bijbehorende topologische graaf G overeen met het rechts getekende
huisje. Figuur 4.2: G

Definitie 4.3.14 Voor een topologische graaf G = (E,~) definiéren we V = {[(z,e)] | * € {0,1},e € E} de
verzameling van punten van G. Twee punten v,w € V zijn buren als er een e € F bestaat zodanig dat v = [(x, €)]
en w = [(y,e)] voor x # y € {0,1}.

Opmerking 4.3.15 Zij V een verzameling en E een collectie van paren (v,w) uit V, v # w, zodanig dat elke v uit V'
voorkomt in een ten minste een paar uit . Dan kunnen we hier een topologische graaf van maken door een geschikte
equivalentierelatie op F te definiéren.

Definitie 4.3.16 Zij G = (E,~) een topologische graaf met puntenverzameling V en zij W C V. Dan is Gy =
(Bw,~w), waarbij Ew ={e € E | [(0,¢)],[(1,e)] € W} en ~y de restrictie van ~ tot Ey , de deelgraaf voortge-
bracht door W.

Voorbeeld 4.3.17 Beschouw de huisjesgraaf uit Voorbeeld 4.3.13 en zij W = {[(1,e1)],[(1,e2)],[(1,e3)]}. Dan is
Gw het dak van het huis.

Definitie 4.3.18 Zij G = (E,~) een topologische graaf en v = [(z,e)] € V (met = € {0,1}). De graad van v is
dy = #[(x,€)].

Definitie 4.3.19 Een graaf G = (F, ~) heet lokaal eindig als elke v € V eindige graad heeft.

Voorbeeld 4.3.20 Zij Ey = {e,, | n € N} en ~ de equivalentierelatie op [0, 1] x Ex gedefinieerd door (1, e,) ~ (0, €5,41)
voor elke n. Dan is de bijbehorende graaf G = (E, ~) lokaal eindig en samentrekbaar.

4.3.3 Bomen

Definitie 4.3.21 Een boom is drietal T = (E, ~, vg), waarbij (E, ~) een lokaal eindige, samentrekbare topologische
graaf is en vg een punt is zodanig dat voor elke v # vy geldt: d, > 2. Het punt vg noemen we de stam van 7.

Voorbeeld 4.3.22 De halfrechte [0, 00) is een boom, waarbij vg = 0 en V = Nj.

Propositie 4.3.23 Voor elke boom T = (E,~,vg) is zowel de puntenverzameling V als de lijnenverzameling E
aftelbaar.

Bewijs: We kunnen V aftellen op de volgende manier. De buren van vg noemen we vy, ..., v,, (dit zijn er eindig veel
aangezien T' lokaal eindig is). Vervolgens nummeren we de buren van vy door vy, 41, ..., Un,, de buren van vy door
Ungt1s---, Uny €nzovoort. Het is duidelijk dat we op deze manier alle punten in 7" krijgen en dus is V aftelbaar. Nu
volgt uit het feit dat T lokaal eindig is dat ook F aftelbaar is. O

Propositie 4.3.24 Zij T = (E,~,vg) een boom. Dan is de quotiént-afbeelding q : [0,1] X (F, Tgisc) — T perfect.

Bewijs:  Allereerst merken we op dat [{z,e}] C T gesloten is voor elke = € [0,1] en elke e € E. Voor z € (0,1) volgt
dit meteen, aangezien [0,1] x E de Tj-eigenschap heeft. Als z € {0,1}, dan is [(z,€)] eindig en dus is ¢~ ([(x, e)])
een eindige vereniging van losse punten en dus gesloten. We zien dat ¢~ '([z,€]) compact is (want een gesloten
C C [0,1] x (B, Tgisc) is compact < p2(C) is eindig). Zij nu C C [0,1] x E gesloten. Er geldt: ¢(C) C T gesloten
& ¢ (q(C)) C [0,1] x E gesloten < pa(q~1(g(C))) C [0,1] gesloten. Als C = D x F voor een gesloten D C [0,1] en
een ' C E, danis pa(¢~ 1 (¢(D x F))) = p2(D x [F]) = D, waarbij [F] = {¢/ € E | ¢’ € [z, €] voor zekere x € D,e € F}.
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Met het oog op Opmerking 2.1.54 zien we dat ¢(C') C T inderdaad gesloten is voor elke gesloten C' C [0,1] X E en dus
is q perfect. O

Stelling 4.3.25 Elke boom T 1is een gegeneraliseerd Peanocontinutim.

Bewijs: Omdat E en [0,1] beide de tweede aftelbaarheidseigenschap hebben (E is aftelbaar), heeft E x [0,1] deze
00k (2.1.56). De quotiéntafbeelding ¢ : [0,1] x E — T is perfect met Propositie 4.3.24 en dus volgt uit Propositie
2.4.4 dat T de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft. Omdat [0,1] en E beiden lokaal compact en regulier zijn, is
[0,1] x E lokaal compact en regulier (propsities 2.2.28 en 2.1.57) en dus Hausdorff. Uit Proposities 2.4.3 en 2.4.2 volgt
dat T lokaal compact en Hausdorff is en dus regulier (Propositie 2.2.25). Met de stelling van Urysohn zien we dat T
metriseerbaar is. Uit de samentrekbaarheid van T volgt samenhang en omdat [0, 1] en E beiden lokaal samenhangend
zijn, volgt uit Propositie 2.3.21 en Propositie 2.3.19 dat T" ook lokaal samenhangend is. O

Definitie 4.3.26 Een eindige boom is een samentrekbare eindige graaf S = (E, ~).
Propositie 4.3.27 FElke eindige boom is homeomorf aan een gesloten deelverzameling van [0,1] x [0, 1].
Propositie 4.3.28 FElke eindige boom is een Peanocontinudm.

Voorbeeld 4.3.29 (Binaire Cantorboom)

Vo

Figuur 4.3: De binaire Cantorboom ingebed in [0, 1] x [0, 1].

Definitie 4.3.30 Zij (X, 7) een topologische ruimte en z,y € X, z # y. Een pad p van z naar y heet direct
als p injectief is. We noemen zo'n direct pad semi-uniek als voor elk ander direct pad ¢ van x naar y geldt:

q((0,1]) = p([0, 1]).

Opmerking 4.3.31 Twee directe paden met hetzelfde beeld kunnen hun routes met verschillende snelheden doorlo-
pen, en hoeven dus niet gelijk te zijn.

Lemma 4.3.32 Zij (X, 7) een topologische ruimte en x,y € X, x #y. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) Er bestaat een pad van x naar y.
(ii) Er bestaat een direct pad van x naar y.

Bewijs: (i) = (i) Zij p een pad van z naar y. Dan is p([0,1]) C X een Peanocontinuiim vanwege Stelling 3.4.2 en
dus bestaat er met Stelling 3.1.6 een injectief pad van x naar y.
(ii) = (i) Elk direct pad is in het bijzonder een pad. O

Stelling 4.3.33 Zij T = (E,~,vy) een lokaal eindige graaf met vg € V' zodanig dat d,, > 2 wvoor alle v # vy. Dan
zign equivalent:

(i) T is een boom.

(i) Elke samenhangende deelruimte S van T is samentrekbaar.

(iii) Voor elke x € T is er een semi-uniek direct pad van vy naar x.
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Bewijs: (i) = (ii)
(if) = (iil) Zij h: T x [0,1] = T continu zodanig dat ho(x) = = en hi(z) = vg voor alle x € T'. Dan is voor elke vaste
x de afbeelding p : [0,1] — T gedefinieerd door:

p(t) == h1_¢(x)

een pad van vy naar x. Veronderstel dat ook ¢ een direct pad van vy naar x is en dat p # ¢. Zij t € (0, 1) zodanig dat
p(t) # q(t). We mogen zonder verlies van algemeenheid aannemen dat p(t), ¢(t) € V. Definieer:

e ug =sup{s <t |p(s) =q(s)},
e uy :=inf{s >t | p(s) =q(s)}.

Dan zien we achtereenvolgens:

® ug < up,

® p(uo) = q(uo) # q(u1) = p(u1),
® p((uo,u1)) Nq((uo,u1)) = 0.

® p([uo,u1]) = [0, 1] = q([uo, u1)),
. p([uo,ul])Uq([uo,ul]) St

Maar dan is heeft T" een niet samentrekbare deelgraaf gezien Voorbeeld 4.3.10.
Een dergelijk direct pad ¢ kan dus niet bestaan.

(iii) = (i) Zij p, het semi-unieke directe pad van vy naar x voor iedere z € X. Definieer h : T x [0, 1] — T door:
hi(x) = pg(t) voor elke x € T.

Dan is ho(z) = pz(0) = vo en hq(z) = px(1) = x voor elke x € T. We zien dat hy de constante afbeelding T — {wvo}
is en hy = idp. Continuiteit van h volgt uit de continuiteit van de paden p, en dus is T samentrekbaar. O]

Notatie 4.3.34 Voor elke v € V noteren we p, voor het semi-unieke pad van vy naar v (met dus p,(0) = vy en
pu(1) = v). Verder schrijven we w < v als er een t € [0, 1] bestaat zodanig dat p,(t) = w (en w < v als w < v, maar

w # v).

Gevolg 4.3.35 Zij T een boom en v,w € V \ {vo}. Dan zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) Er bestaat een direct pad p van v naar w zodat p(t) # vy voor alle t € [0, 1].
(i) v <w of w < v.

Bewijs: (i) = (ii) Stel v £ w. Definieer het pad ¢ door p,, aan p te plakken. Dan is g een direct pad van vy naar v
aangezien v & p,,([0,1]). Uit Stelling 4.3.33 volgt dat ¢ = p, en dus is w € p,([0,1]), oftewel w < v.

(ii) = (i) Stel dat w < v (de andere variant gaat net zo). Dan is p,(t) = w voor een zekere ty € (0,1]. Definieer
p: [to,1] = T door p(t) :== p,(t). Dan is p een direct pad van v naar w en vy & p([to, 1]). O

4.3.4 De Freudenthalcompactificatie voor bomen

Definitie 4.3.36 Zij T' = (E,~,v) een boom en v € V. Dan definiéren we:

de hoogte van v als |v| == #{w € V\ {vo} | w < v},

het n-de niveau van V door V,, .= {v € V | |v| = n},

T, = Ty,u...uv, de deelgraaf voortgebracht door alle punten v met hoogte < n,
T(v) = Tw, waarbij W :=={w e V | v < w}.

Propositie 4.3.37 Voor elke boom T is {T,}°, een uitputtingsrij in T.

Bewijs: Elke T, is een Peanocontinuiim en dus samenhangend en compact. Verder is het duidelijk dat T,,_; C T,
voor elke n € N. O

Opmerking 4.3.38 Vanaf nu nemen we voor elke boom T als standaarduitputtings rij de bovenstaande rij {T;,}22,

Propositie 4.3.39 Zij T¢ de binaire Cantorboom. Dan is F(T¢) = C.
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Figuur 4.4: De verschillende onderdelen van Definitie 4.3.36

Bewijs: Voor elke n heeft T¢ \ T), twee samenhangscomponenten Cr(LO), 07(11). Definieer een afbeelding f : C — F(T¢)
door:

f{zntnio) = {Cff)}%‘;o-

Dit is duidelijk een bijectie. Zij U = {e € F(1¢) | clim) e e} met m € Nen z,, € {0,1}. Dan liggen de elementen
C(()w"), o ng”fl) van elke e € U vast en dus is

FHU) = {{xo} % oo x {zm} x {0,1} x {0,1} x ...},

die open is in C. Hieruit volgt dat f continu is en dus is f een homeomorfisme volgens Gevolg 2.2.10. O
Opmerking 4.3.40 Vanaf nu zullen we elementen van F(7') schrijven als {C},}>2, in plaats van {C},}72,.

Definitie 4.3.41 Zij T een boom en v € V. Dan definiéren we F,(T") C F(T) door F,(T) = {{Cr}32, € F(T) | v €
Clu|}-

Propositie 4.3.42 Zij T een boom en v,w € V. Dan is:
(1) Fo(T) = {Cn}32s € F(T) | T(v) C Clyj}-
(i) w<v= F,(T) C Fu(T).
(iii) Fu(T) C Fo(T) = w < v.
(i) Fo(T)NFu(T) =0 als [v] = |w| en v # w.
(v) F(T) = Uyey, Fuo(T) voor alle n € N.

Bewigs:
(i) (©) Zij {Cn}pzy € Fo(T). Danis v € C),. Omdat C, een samenhangscomponent in X \ T}, is en
T(V) C X \ Tj,|—1 samenhangend is, moet T'(v) C C),| zijn.
(D) Dit volgt direct uit v € T'(v).
(ii) Als w < v, dan is v € T'(w) en dus volgt uit (i) dat v € C,| voor elke {Cp}52; € Fy(T). Maar dan is
Fo(T) C Fo(T).
(iii) Aangezien F,(T) ¢ Fu(T), is v € w. Het is dus voldoende om te laten zien dat w < v. Omdat F,(T") C Fy,(T),
is v € ()| en dus bestaat er een (direct) pad van v naar w. Uit het feit dat vo € C),|, volgt met Gevolg 4.3.35
dat w < w.
(iv) Stel {Cp}pz, € Fo(T) N Fu(T). Danis v € Cpy, en w € C)y,|, maar vy & C)y,| en dus bestaat er een pad p van v
naar w zodanig dat vy € p([0, 1]). Uit Gevolg 4.3.35 volgt dan dat v < w of w < v, wat in tegenspraak is met de
aannames.

(v) Zij {Cn}2, € F(T). Danis C,, C X \Ty,—1 endus C,,NV,, #0. Alsv e C, NV, danis {C,,}32, € F,(T). O
Gevolg 4.3.43 Zij T een boom en v € V met |v| =n. Dan is F,(T) C F(T) clopen.

Bewijs: Dit volgt direct uit de vorige propositie en Lemma 4.2.16. O
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4.4 FEen generalisatie van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz

We kunnen nu de beloofde generalisatie van de stelling van Hahn en Mazurkiewicz bewijzen. We geven drie equivalente
beweringen van de uitspraak “X is een gegeneraliseerd Peanocontinutim”.

Stelling 4.4.1 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuim, T = (E,~,v9) een boom en g : F(X) — F(T) een
continue afbeelding. Dan bestaat er een perfecte afbeelding f : X — T zodanig dat g. = f. Als g surjectief is, dan is
f dat ook.

Bewijs: Zij {K,}2%, een uitputtingsrij in X. Voor elke i € N is G; := {g~1(F,(T)) | v € V;} een clopen overdekking
van F(X) wegens Gevolg 4.3.43. Uit Propositie 4.2.17 volgt dat er een verfijning {F(C)} met C een component
in X \ K, bestaat voor een zekere n; € N. We mogen zonder verlies van algemeenheid aannemen dat {n;}2; een
stijgende rij is. Definieer voor elke m; := n; + 1 en alle componenten C' C X \ K,,, een verzameling A(Cf) =0Kn,,,NC.
Dan is Ag) C Ky, gesloten en dus compact en bovendien is Ag) # (), aangezien K,, C K, . Voor elke i is er een
unieke Ug) € V; zodanig dat g(F(C)) C F ) (T). Daarom definiéren we f|A(é) = vg) voor elke i en elke C'. Merk op
dat voor een component D in X \ K, , geidt:
D c C=g(F(D)) Cg(F(CO))
= fvgﬂ) (T) C fv(ci) (T)
= vg) < vg+1).

Bekijk nu voor elke component C' van X \ K,,,_, de eindige boom Tg -b voortgebracht door de punten vg_l) en alle

punten v4 met D C C. Met de bovenstaande berekening zien we dat dit precies de punten w € V zijn met v < w en
|w| — |v| = 1. Zij Bg_l) =CNKp, \ Kn, ,. Dan is Ag_l) C Bg_l). Gebruik de Tietze-uitbreidingsstelling om

frACY oA Doy - TH Y
uit te breiden naar een continue functie
(i=1) . p(i-1) (i-1)
bo, : B =Ty .

Dit geeft voor elke i > 2 een continue afbeelding

fOV Ky \ Ky, , > T\ Ti_1.
Definieer ook nog een afbeelding f(©) : K, — T door

o {f(l)(a:) als x € 0K,

o als x € Ky, -

)

)= YT\ T

Jj=1

I
-

I (TNT)

1

J

LZJ ij \ij—l = Kmi
j=1

compact is, volgt dat f~1(K) compact is en dus is f perfect. Omdat X samenhangend is, zien we dat f(X) samen-
hangend is en dus is de boom voorgebracht door vy en alle punten v(cf) bevat in f(X). Als g surjectief is, dan is

V ={w}U {vg)}ieN en dus zien we dat de geconstrueerde f in dat geval ook surjectief is. O

Gevolg 4.4.2 Zij X een gegeneraliseerd Peanocontinuiim zodanig dat F(X) = C, de Cantorverzameling. Dan bestaat
er voor elke boom T = (E,~,vg) een perfecte surjectie g : X — T.
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Bewijs: Omdat F(T) compact is, zien we met Stelling 3.3.10 dat er een continue afbeelding f : F(X) — F(T)
bestaat. De claim volgt nu uit Stelling 4.4.1. O

Stelling 4.4.3 (Ayala-Chavez-Quintero) Voor een topologische ruimte (X, T) zijn de volgende uitspraken equivalent:
(i) X is een gegeneraliseerd Peanocontinuim.
(ii) Er bestaat een boom T en een perfecte surjectie g : T — X zodanig dat g, : F(T) — F(X) een homeomorfisme
18.
(iii) Er bestaat een perfecte surjectie f:Te — X.
(i) Er bestaat een rij Peanocontinua {(X,, 7,)}nen zodanig dat X,, C X7 C X wvoor elke n en |J,—; X,, = X.

Bewijs: 7ij {K,}22; een uitputtingsrij in X.
(i) = (ii) We bouwen eerst de boom T op. Begin met Vy = {vp}. Voor elke n € Nis V,, = {vln), vén), ...}, waarbij elke
UZ(”) correspondeert met precies één samenhangscomponent C’i(”) in X \ K,, die uitmaakt van een Freudenthaleinde.

We verbinden elk punt uit V; met vy en verder elk tweetal punten vl(n), v§n+1) waarvoor geldt dat C'J(»nﬂ) C C’i(n), zie
figuur 4.5.

vgl) vél) |7

Yo Vo

N %

}Va

A%

v
X Vo

Figuur 4.5: Constructie van de boom 7.

We laten eerst zien dat dit altijd een boom geeft. Elke vi(n) = vg heeft graad > 2, aangezien de bijbehorende component

Ci(n) deel uitmaakt van een Freudenthaleinde. Met Gevolg 4.2.6 zien we dat deze graad echter niet oneindig groot
wordt, dus is T lokaal eindig. We laten nog zien dat T samentrekbaar is. Zij v € V' \ {vo} willekeurig en n = |v].
Dan correspondeert v met een samenhangscomponent C,, in X \ K,, en per constructie is C, onderdeel van een
Freudenthaleinde {C,,}22; € F(X). Veronderstel dat er ook een {D,,}>°, € F(X) bestaat met D,, = C,,. Dan is
D,, = C,, voor alle m < n vanwege Propositie 2.3.6. Hieruit volgt dat er een semi-uniek direct pad van vy naar v
bestaat en dus is T' samentrekbaar.

We maken nu de perfecte surjectie g : T'— X als volgt:

(ii) = (iii) Zij T de gegeven boom en g : T — X een perfecte surjectie. Met Propositie 4.3.39 is F(T¢) = C. Uit
Gevolg 4.4.2 volgt dat er een perfecte surjectie h : Te — T bestaat en dus is f : T¢ — X gedefinieerd door f:=goh
een perfecte surjectie.

(iii) = (iv) Zij T, C T¢ als in Definitie 4.3.36 en Y,, := f(T,). Dan is T;, een Peanocontinuiim voor iedere n € N en dus
volgt uit Stelling 3.4.2 dat elke Y,, C X een Peanocontinuiim is. Uit Propositie 2.4.3 volgt dat X lokaal samenhangend
is en dus is er volgens Lemma 2.2.26 voor elke n een open U,, zodanig dat U,, compact is en Y;, C U,,. Omdat f perfect
is, is f~1(U,) C Tc compact en dus bestaat er wegens Propositie 4.2.2 een k,, > n zodanig dat:

T C f71(Un) € f7H(Un) € T,
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NuisY, Cc U, CY, endusisY, C Yk"n voor elke n. Wanneer we nu inductief de rij Xy = Y1, X3 = Yi,,
X3 =Y, ... definiéren, dan volgt uit de surjectiviteit van f dat U~ Xn = X.
(iv) = (i) We laten zien dat X is:
e (Normaal) Zij C, D C X disjunct en gesloten. Dan zijn CNX,,, DNX;, gesloten in X. Omdat X, metriseerbaar
en dus normaal is, bestaan er disjuncte open U,, V,, voor elke n zodanig dat C N X, C U, en DN X; C V,.
Omdat X C X, , voor elke n € N, kunnen we de Up-en en V,-en bovendien zo kiezen dat U, C U,y en
Vi C Vg1 voor elke n. Zij U =, U, en V:=J,_, V,. Danis C CU, D CVen UNV =0 en dus zien
we dat X normaal is.
o (Metriseerbaar) Met het oog op Stelling 2.1.28 is het voldoende om te laten zien dat X de tweede aftelbaar-
heidseigenschap heeft. Zij B,, een aftelbare basis voor elke 7,,. Dan is B = {Blgn) € B}, aftelbaar. ZijU € 7
willekeurig. Dan is U = UZOZI UNX,, waarbij U N X,, € 7, voor elke n. Omdat U N X,, = J, Bfn) voor zekere

basiselementen, zien we dat U = |, U, B™ | waaruit volgt dat B cen basis is voor .

e (Samenhangend) Zie Propositie 2.3.3.

e (Lokaal samenhangend) Zij x € X en N een omgeving van z. Dan is er een n € N zodanig dat € X. Deze is
lokaal samenhangend volgens Propositie 2.3.13 en dus bestaat er een samenhangende open U C X, zodanig dat
xr €U CNNX] CN endusis X lokaal samenhangend.

e (Lokaal compact) Zij # € X en N een omgeving van z. Dan is er een n € N zodanig dat z € X7. Deze
is lokaal compact volgens Propositie 2.2.20 en dus bestaat er een compacte omgeving K C X, zodanig dat
r€ K C NNX;, CN en dus zien we dat X lokaal compact is. O

Gevolg 4.4.4 Zij X,Y gegeneraliseerde Peanocontinua en g : F(X) — F(Y) continu. Dan bestaat er een perfecte
afbeelding f : X — 'Y zodanig dat f. = g. Als g bovendien surjectief is, dan is f dat ook.

Bewijs: Volgens Stelling 4.4.3 bestaat er een boom T en een perfecte surjectie h : T — Y zodanig dat h, : F(T) —
F(Y) een homeomorfisme is. Dan is de afbeelding &k : F(X) — F(T) gedefinieerd door k = h; ! o g continu en dus
bestaat er met Stelling 4.4.1 een perfecte afbeelding [ : X — T zodanig dat [, = k.

Nuis f =hol: X =Y perfect en f, = (hol)s = hyol, = h, ok = g. Als g surjectief is, dan kunnen we [ surjectief
kiezen volgens Stelling 4.4.1 en dus is f surjectief. O
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