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Opgave 1 Geef alle oplossingen van de differentiaal vergelijking
y(1+zy)der —xdy=0
aan. (Er is een multiplicator M(y).)

Opgave 2 (Reductiemethode van d’Alembert)
Bekijk de lineaire differentiaalvergelijking

y"(x) — ¢/ (z) cosz + y(x) sinz = 0.
(a) Laat zien dat

sinx

yi(x) =e
een oplossing is.
(b) Voor een tweede oplossing, probeer
y2(2) = y1(z)w(z).

Dit geeft een differentiaalvergelijking voor w'. Substituteer v = w’, bereken de oplossing
v(z) en integreer om w(x) te krijgen.

Opgave 3 Geef recelle fundamentaalsystemen van oplossingen voor de differentiaalvergelijking
Y (x) = Ay(z) waar

1 -2 0

(a) A= 2—02 j , (b)Az(i ::1))) (C)A:(—21 —24)

Opgave 4 Geef een basis voor de oplossingsruimte van
y///// _ y//// + 2y/// _ 10y// ‘I‘ 13y/ _ 5y — 0

(Gebruik de direkte methode voor lineaire n-de orde vergelijkingen, niet de reductie op een
stelsel!)



Oplossingen

Oplossing 1 We vermenigvuldigen de d.v. met M(y) en krijgen a(z,y)dz + b(x,y)dy = 0,
waar

a(z,y) = (y+ay’)M(y),  bla,y) = —aM(y).
Opdat de d.v. exact is moet g—g = %, ofwel
(1+ 22y) M (y) + (y + xy*)M'(y) = =M (y).
Dit is equivalent aan 2M (y) + yM'(y), waarvan de oplossingen zijn:
M(y) = C/y*.
Nu zoeken we een oplossing van

aE_ N B
%—(yﬂtx@/ )y —y+x, = :

De tweede vergelijking wordt opgelosd door
x

en als we dit in de eerste inzetten zien we dat ¢(z) = 2*/2, dus

2

T T
E =24+,

De algemene oplossing is dus
ofwel

Oplossing 2 (a) Met y(z) = 5" geldt

y'(z) = cosx e

2 sinz

y'(z) = (cos®x —sinz)e™",

Inzetten in de d.v.:
e ((cos® v — sinz) — cos’ z + sinz) = 0,

sinx

dus y1(x) = €7 is een oplossing.
(b) Met y = wy; geldt

Y = w'y + wyy, Y = w"yr + 2w'y) + wy,



en dus
y'—y cosx +ysine = w'y + 2wy +wy) — (w'yr + wy}) cosx + wy; sinx
= w- (y] —yjcosx +ysinx) + w"y; + 2w'y; — w'y; cosx
= w"y; +2w'y] — w'y; cos,
waar we gebruikt hebben dat y; aan de d.v. voldoet. Dus, y is een oplossing van de d.v.

d.e.s.d.a.
w"y; + 2wy — w'yy cosx = 0.

Met de substitutie v = w’ en inzetten van y; wordt dit
e (v +v(2cosx — cosz)) = 0,
dus v/ +vcosx = 0. Dit heeft de oplossing
v(r) = Ce™ ",
dus

w(z) = C/ e~ Sintdt,

Een fundamentaalsysteem voor de oorspronkelijke g.d.v. is dus:

T
{6smx’ esm:c/ e~ smtdt} )
0

Oplossing 3 (a) De charakteristieke veelterm is
PA) = 1-=XN)N(-1=-X)+8-2(1-X)—4(1+))
= MI—-X)—2\+2
= A —-A+2
= —A=DN\+A1+2)

Dus: S
1 /1 —1 /71
A =1, )\23——5 1" 5
Nu is
0 —2 0
A-)\1=| 2 -1 -1 ]|,
4 -2 =2

en een oplossing van (A — A\ 1)v = 0 is vy = (1,0,2)". Voor Ay = (—1 4 v/7i)/2 vinden
we de eigenvector vy = (1, (3 — V/7i)/4, (3 —\/Ti)/2)T. De eigenvector voor A3 = ), is de
complex geconiugeerde van v,. Daarmee hebben we het volgende fundamentaalsysteem:

1 _ 1 1
e[ o], e -V |, T (34 VTi)/A
2 (3 —/Ti)/2 (3+/Ti)/2
Een reell fundamentaalsysteem is
1 cos Tz sin 7z

e | 0|, e ™| (3cosVTo+VTsinvTz)/4 |, e | (3sin Tz — /7 cosVTz)/4
2 (3cosv/Tx ++/Tsin/7x)/2 (3sinv/7z — /7 cos /7x)/2

—1—+/Ti
2

3



(b) De charakteristieke veelterm is

PA)=1=-XN(=3=XN)—(=4)=A+22+1=(\+1)>

4 =2
voor A = —1 moeten dus voldoen aan 2z; — 2o = 0, en

Er is dus een dubbele eigenwaarde A = —1. We hebben A — A1 = < 2 -1 ), de
eigenvector(en) x = (1, x9)7

. Gezien er maar een eigenvector is, zoeken we nu een vector v

(F2)(0)-()

ofwel 2v; — v, = 1. Een oplossing hiervan is v = (1,1)7. Daarmee hebben we het volgende

fundamentaalsysteem:
o 1 o 1+z
“\2) ° 1+

(c¢) De charakteristieke veelterm is

een oplossing is ;
waarvoor (A — Al)v = x, dus

PO =02-X)?—4=X—4\= )\ —4).

Voor A = 0 krijgen is de vergelijking voor de eigenvector (zy,z3): 2z7 — 4x5 = 0, met

oplossing x = ( ? ) Voor A = 4 krijgen is de vergelijking voor de eigenvector (1, xs):

—2x1 — 429 = 0, met oplossing oplossing = = ( _21 ) Daarmee hebben we het volgende

)= (4))

Oplossing 4 Met y(z) = e krijgen we door inzetten in de d.v.:

fundamentaalsysteem:

e (k° — k' 4 2k% — 10k* 4 13k — 5) = 0.
De veelterm P(k) = k® — k* + 2k3 — 10k? + 13k — 5 heeft een nulpunt bij k = 1. Verder:
P —k* +2k% — 10K + 13k =5 = (k—1)(k* +2k* — 8k +5)
= (k—1)*(k* + k* + 3k — 5)
(k —1)3(k* + 2k + 5).

De nulpunten van k2 +2k+5 zijn —1£2i. Daarmee is een fundamentaalsystem van oplossingen

gegeven door
{em’ xem7 x2€x7 e(—l—l—2z)m7 e(—1—22)m}'

Een reell fundamentalsysteem is:

{em, ze®, x%e®, e Tcos2x, e sin2x}.



