Tentamen Analyse I1I, Voorjaar 2007

6.7.2007

Toelichting:

e Je mag Zorich deel I en II en de uitgedeelde texten gebruiken, maar geen ander hulpmid-
delen (zoals andere boeken, aantekeningen, rekenmachine etc.)!

e Als je bekende stellingen gebruikt willen we volledige referenties zien (bijv.: Zorich II, blz
123, Stelling 5), waar je ook duidelijk maakt dat aan de voorwaarden voldaan is.

Opgave 1 Zij {f,} een rij van continue functies [0,1] — R zodanig dat f,, op (0,1) uniform
convergeert als n — co. Bewijs dat f,, uniform op [0,1] convergeert.

Opgave 2 Bekiyk de functies

f(:c):/ooo G g(a:):/:om(tti_x)dt.

1+¢2 7

(a) Laat zien dat de integralen voor x > 0 convergeren en continue functies op [0, 00) definiéren.

(b) Laat zien dat f,g € C*((0,00)) en dat we f'(x) en ¢'(x) kunnen berekenen door onder
het integraalteken naar x te differentieren.

(¢) Bewijs dat f"(z) + f(z) = ¢"(z) + g(z) =+ Vz > 0.
(d) Bewijs dat lim,_,, f(z) = lim,_ g(z) = 0.
(e) Concludeer dat f(x) = g(z) op [0,00). Waarom?

NB: Geef bij elke stap aan waarom die mag, met referenties naar Zorich!

Zie vervolg op achterkant!!



Opgave 3 Zij f € C*([0,T)) periodiek met fOT f(z)dx =0, waar T > 0. Bewijs

T T2 T )
/O\f(tﬂthsE/o |f/(t)[2dt.

Hint: Parseval.

Opgave 4 Bekijk de functies f,g: R — R gegeven door

f(x):{l lz| <1 g(x):{l—m x| <1

0 |z|>1" 0 lz| > 1 °
(a) Bereken f(&) = [ e 7« f(z)da.
(b) Bewijs dat g(z) = (f = f)(z) ( is convolutie).
(¢) Gebruik (a) en (b) om G(€) te berekenen.

(d) Gebruik de Poisson sommatieformule (waarom mogen we die gebruiken?) om te conclud-
eren dat

Z(n%}aP:( g )2 va € R\Z.
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Oplossingen
Oplossing 1 Het is voldoende als we bewijzen dat er voor elk € > 0 een N € N is zodanig dat
n> N> N = ([fule) = fulo) <c Vo 0,1). (1)

n—oo

Want dan volgt uit de volledigheit van C(]0, 1]) t.o.v. de || - ||o-norm dat f,, = f op [0, 1].
Zij dus € > 0. Omdat f,, op (0,1) uniform convergeert is er een N € N zodanig dat

n>Nm>N = (|ful@) = fulz)] < g Yz € (0,1)).
Nu zijn f, en f,, continu, we mogen dus de limiet x — 0 nemen en krijgen

n>Nm>N = (|f.(0)— fn(0)] < =2).

DO ™

Merk op dat we nu < i.p.v. < hebben! Analoog voor x — 1. Dus

n>Nm>N = (‘fn(x)_fm(x)‘ < Vo € [071])7

N ™

en aan (1) is voldaan.

Oplossing 2 (a) Vanwege e < 1 voor = € [0,00) en het feit dat [;° 1+t2 dt < oo is de

integraal uniform convergent voor = € [0,00). Dus f is continu. Verder

®sin(t —x > sint
g(a:):/ (f)dt:/ T dt
x 0 x

(b) We kunnen f willekeurig vaak onder het integraalteken t.o.v. = differentieren en krijgen
steeds een absoluut convergent integraal. ...

(¢) Gezien (b), mogen we rekenen zoals volgt:

00 —t —tx [e'e) t2 —tx
fl(z) = / ° _at,  f'x) = / Y,
0 0

1+ ¢ 14 t2
e (2 + 1)e ™ S BN
f(a:)—i—f(x):/o Wdt:/o e 373dt:;/0 eydy:;.
§(2) :/Oo —cossft—x) gt — sin(tt— x)|t :_/OO cos(tt— x) n

Oosmt—x cos(t — x
t [t=x
_ /Oosmt—a: dt+l.

T

Dus ¢"(z) + g(z) = 1/x.



(d) Kies € > 0. Dan

o0 e—t;r 3 e—t;r 0 6—ta:
= S _dt= | ——at S
1) /O 1+ 12 /O 1+ 12 +/5 1+ 2

< 5+e‘€"/oo ! dt
- . 1+t

De twede term gaat naar nul als x — co. Gezien ¢ > 0 willekeurig was, volgt f(xz) — 0.

Dat g(z) == 0 volgt uit
> sint
= dt
9() /0 t+ux

(e) Uit (c) volgt dat h = f — g aan h"(z) + h(x) = 0 voldoet. Dus h(z) = Acosz + Bsinz.
Uit (d) volgt lim, .« A(x) = 0, en dit geldt alleen als A= B =0. Dush=0en f =g.

met een soortgelijk argument.

Oplossing 3 We hebben
f([[’) _ Z Cn(f)627rznx/T7

neL
waar

T
) = 7 /0 f(@)e 2l Ty,

De formule van Plancherel geeft
e 2 2
[ @k =Y fe ()
0
nez
Analoog voor f — f’. Partiéle interatie levert

—2min

enlf) = = eal):
Nu:
1 /7 —ominc,(f)|? 4r?
7| @k = Ylek =3 %(f)' o AT
neZ neZ neZ
4 2 4 2 T
> %;\cm%% (@) Pas,

en dit is equivalent aan de gewenste ongelijkheid. (We hebben gebruikt dat co(f) = 0enn? > 1
voor n # 0.)

Oplossing 4 (a)

1

F(&) = /0; fx)e ™ dy = /11 e T gy = okt

_ sin27¢

T
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oo 1 z+1
— /_oo fle—t)ft)dt = /_lf(x—t)dt = /ﬂj_1 ft)dt = /[35_1,$+1]n[_1,1] 1dt,

en dit is gelijk aan g. (Tekening.)

(c) Uit (b) en f/*\g = fﬁ volgt

(d) We passen de formule

Z F(x+n) = Z F(n)e>mne

op F = g toe. (Hiervoor is voldoende dat F'(z) = O(1/x?) en ]/7\(:5) = O(1/x?), waaraan
g en g voldoen.) We krijgen:

+ TINT
Z (smz;yj_nn ) ZQ Jmine

ne”L neEZ

Uit de definitie van g volgt meteen dat het rechterlid gelijk aan 1 is. Dus

- ()

neL

Nu is sin7(z + n) = £sinmzx, dus:

2
1—sm7rw§ ( n ),
(x4 n)

ofwel

e
(x+n)2  sin’7x



