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Toelichting:

e Je mag geen hulpmiddelen (zoals aantekeningen, rekenmachine etc.) gebruiken, behalve
de volgende boeken: Stein/Shakarchi: Fourier analysis, Zorich deel I en I en de analyse
boeken (maar niet de Fourier theorie) van van Rooij en Kortram.

e Als je stellingen uit Stein/Shakarchi gebruikt willen we volledige referenties zien, waar je
ook duidelijk maakt dat aan de voorwaarden voldaan is.

e Onze conventies zijn zoals in Stein/Shakarchi, dus:

_ /_ Z f(@)e 2 da.

e In totaal zijn 30 punten te halen. Bij elke opgave is zijn aantal punten aangegeven.

Opgave 1 (10 punten) Zij 0 < § < w. Bekijk de 2m-periodieke functie die op [—m, x| door
B 0 als |x| > 0
fle) = { 1= |al/6 als o] <6
gedefineerd is. Maak een schets en laat zien dat

— cosnod
+ 2 E COSNI.

Cn2md

Inclusief argument voor convergentie!

Opgave 2 (5 punten) Zij {fx}32, een rij van Riemann integreerbare functies op [0, 1] zodanig
dat

k—o0

k—oo 7

Laat zien dat fk(n) = f(n) (dus convergentie uniform in n als k — c0).
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Opgave 3 (9 punten) We zoeken een oplossing van Au = 0 (met A = 59—; + aa—;) op het
gebied

Q=R x(0,1)={(z,y) | —c0o<z<o00, 0<y <1}

die op Q continu is en aan de randvoorwarden u(x,0) = fo(x), u(x,1) = fi(x) voldoet, waar
fo, f1 € S(R) gegeven zign.

(a) Laat zien dat u(&,y) (de Fourier getransformeerde van u t.o.v. x) aan

- _ sinh(27(1 = y)¢) » sinh(27y&) ~
u(§y) = Sinh (278 fo(€) mﬁ(f)

voldoet.
(b) Laat zien dat

u(z, y) = ST /OO fole =) dt+/oo o=t g,
’ 2 _oo COsh 7t — cos Ty o COsh 7t + cos Ty '

Je mag zonder bewijs gebruiken dat de Fourier getransformeerde van

sin Ta 1
o(z) = 9 coshmx + cosma
door
8(@ _ sinh 27ag
~ sinh2r¢
gegeven 1S.

(¢) (BONUS) Wat kun je over het gedrag van u zeggen als y — 0, y — 1 of © — +o0 ¢

Opgave 4 (6 punten) Zij N € Z. Je weet dat en character van een Abelsche groep A een
homomorphisme ¢ : A — T is, waar T ={z € C | |z| = 1}. Laat zien dat

(a) elke character ¢ van de groep Z van de vorm
bln) = ¢

is voor een zeker uniek € € [0, 2m).

(b) elke character ¢ van de groep Zy (de additive groep van gehele getallen modulo N ) van
de vorm

Bn) = "F
is voor een uniek m € {0,1,..., N —1}.
(c) elke continue character ¢ van de groep R is van de vorm
o(x) = et

voor een zeker uniek & € R.

d) elke continue character ¢ van de groep S* =T is van de vorm
g

¢(r) = 2"

voor een zeker uniek n € Z.



Oplossingen

Oplossing 1 We zien meteen dat f reelwaardig en even is: f(x) = f(—z). Daarom is het
handiger om de reélle formulering

f(x) =ay+ i a, cos(nx) + b, sin(nx),

n=1

met
ap = % /7; flz)dz, a, = %/i f(z) cos(nx)dz, b, = %/i f(z)sin(nz)dz  (n=>1)

van de Fourier reeks te gebruiken, want voor een even functie geldt b, = 0 ¥n. Om te beginnen

! 1
ap = — (oppervlakte tussen de grafiek vanf en de x-as) = — - 2- é = i
2n or T2 on
(Hiervoor is het handig om een tekening te hebben!) Verder:
1 g 9 é
ap = —/ f(x) cos(nx)dx = —/ (1— f) cos(nz)dx
T™J—x ™ Jo 5
2 0 1 é
= = (/ cos(nz)dr — —/ :Ecos(nx)dx>
™ \Jo 0 Jo
Nu is 1
/cos(nx)dx = sin(nz) + C
/l‘COS(n:E)dx _ xmn(nx) _ / sin(nx) dr — xSIIl(nx) N Cos(;zx) L c
n n n n
Dus 5 )
1 : 1
| costuatds = Lsinud), [ cosuain = o 2
0 n 0 0 -
N 2 (! L (sin(nd) cos(nd) =1\ _ 2(1 — cos(nd))
. sin(n cos(nd) — — cos(n
" <Esm<n5) ) <5 o )) T T mom
Conclusie:

mon?

f(z) = 0 + Z 2(1 = cos(nd)) cos(nz)

precies als gewensd. Dat de reeks overal naar f(x) convergeert volgt uit het feit dat f continu
is en overal van links en rechts differentieerbaar is.

Oplossing 2 Gezien
1
fiy = [ sy da,
0
geldt

Foy =Bl = | [ (@ = panemanl < [ (7@ = fle)e | da

= [ 1@ - e as
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Het rechterlid is onathankelijk en gaat, per aanname, naar nul als k — oco. Hiermee volgt de
bewering rechtsteeks uit bovenstande ongelijkheid.

Oplossing 3 (a) Gezien fy, fi € S(R) mogen we hopen dat er een oplossing u is met u € S(R?).
(Er is in feite een stelling die juist dit zegd.) Zij (€, y) de Fourier getransformeerde van u t.0.v.
x. Dus -

u(z,y) = / U, y) e de.

Gezien 1 € S(R?) mogen wij onder het integraalteken differentieren en krijgen

0? 02 I Sl s 0\ - i2mag
(@ﬂLa—yg) u(w,y) = / <@+8—y2) u(€,y) e dg

oo 2c
= / <—4ﬂ2§2ﬂ(€,y) ML) Z(f),(;; y)) €T dE.

Dit moet nul zijn voor alle (x,y) € Q. Voor vast y betekent dit dat de Fourier getransformeerde
van de functie tussen haakjes identiek nul is, maar dit impliciert dat (---) zelf nul is. Dus

_ur?ei(e, y) + %ﬁ _0 VEeR ye(0,1).

Voor vast y is dit een GDV voor de functie £ — u(&,y). De algemene oplossing van u”(z) =
Au(z) is u = Ae® + Be™“*. Dus

(€, y) = A(€)e”™ + B(§)e ™, (1)

waar A(§), B(§) (op dit moment nog) willekeurige functies in S(R) zijn. Hiermee volgt dat

ww0) = [aoemas = [ + By @)
we)) = [Caenemds = [ @@ L BEe s 3)
Onze randvoorwaarden u(z,0) = fo(z) en u(z, 1) = fi(x) zijn equivalent aan
ww0) = [ R ()
ww) = [ Rieera (5)

Als we (2) met (4) en (3) met (5) vergelijken zien we dat A, B aan

AE) +B(E) = fol6),
A€)e™™ + B()e™™™ = i(¢)

moeten voldoen, ofwel aan



We gebruiken

en krijgen

Dit is equivalent aan

—e 2 fo(€) + f1(€)

A©) = 2 sinh 27¢
e fo(€) — Fi(€)
B() 2 sinh 27&

Door dit in (1) in te zetten krijgen we

—e R+ FO) oy, €)= FE) oy

e = 2sinh 27§ 2 sinh 27&

C Jol) (e 2n81)) g (£) (278 — )

a 2 sinh 27¢

~ fo(©)sinh(27E(1 — y)) + f1(§) sinh(27Ey)

B sinh 27&

zoals beweerd.
(b) Met

-~ _ sinh27ag
(ba(f) - m

kunnen we (6) op volgende manier herschrijven:

~ -~

a(&y) = Fol€)o1-4() + F(E)0()
We weten dat uit f(f) = 6(5)3(5) volgt f = a* b waar

(axb)(x) = /OO a(x —t)b(t)dt.

Als we nu de informatie gebruiken dat QZL de Fourier getransformeerde van

sin ra 1

Pa(x) =

2 cosh mx + cos ma

is, kunnen we concluderen dat

u(@,y) = (fox 1) (@) + (fr % 0y) ()

sinm(1 —y) /Oo 1
= —~ & —t dt
2 . fol )cosh 7t + cosm(1 —y)
siny [~ 1
-1
* 2 /_Oofl@j )coshwt—l—cosmy

bt



Als we nu nog gebruiken dat sin(x 4+ 7) = —sinz, cos(xz + 7) = —cosz om te zien dat

sinm(1—y) = sin(m —ym) = —sin(—ym) = sin(yn),

cosm(l —y) = cos(m —ym) = —cos(—ym) = — cos(ym)

zodat de integraal (7) met fy gelijk is aan

) o 1
sin 7y / fo(ll? B t) .

2 cosh 7wt — cos 7y

zijn we klaar.

Oplossing 4 (a) Zij ¢ : Z — T een character. Dan geldt z := ¢(1) € T. Omdat ¢ een
homomorphisme van de additive group Z naar de multiplicative group T is geldt ¢(n) = ¢(1)" =
2". Als we nog opmerken dat de afbeelding x — €@, [0,27) — T een bijectie is zijn we klaar.

(b) We defineren weer z = ¢(1) € T en hebben ¢(n) = ¢(1)" = 2". In Zy geldt (met
additive notatie) Nz = 0 voor alle x € Zy. Daarom geldt ¢(x)N = ¢(Nz) = ¢(0) = 1 voor
alle x € Zy. Daarom moet z een N-de eenheidswortel zijn, die we kunnen schrijven als

27Tm

zZ=€e N

met een uniek m € {0,1,..., N — 1}.
(c)
(d)



