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Opgave 27.
We hebben gezien dat voor een eindige groep G
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geG

een Hermitesch inproduct op de klassenfuncties van G over C definieert. Voor grotere
groepen is het natuurlijk onhandig, de som over de hele groep te laten lopen, maar
volgens de definitie zijn klassenfuncties constant op de conjugatieklassen.

Laat zien dat
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waarbij g1, ..., g, representanten van de conjugatieklassen van G zijn en C(g;) :=
{h € G | hg; = g;h} de centralisator van g; in G. Met C; wordt de conjugatieklasse
g van g; aangegeven.

(Voor het gemak worden in de karaktertabel van een groep de ordes |C'(g;)| van de
centralisatoren of de lengtes |C;| van de conjugatieklassen vaak mee aangegeven.)

Opgave 28.

De symmetrische groep S,, werkt natuurlijk niet alleen maar op de punten {1,...,n},
maar ook bijvoorbeeld op de verzameling van paren {{7,j} | 1 < i # j < n}. De
permutatie voorstelling voor de werking op de paren heeft graad (g) en geeft dus een
karakter y met x (1) = @

Bepaal voor n = 3,4,5,6 het inproduct (,x) van x met zich zelf. Probeer y in
absoluut irreducibele karakters te ontbinden (door bijvoorbeeld de inproducten met
bekende karakters te bepalen).

Opgave 29.

De quaternionengroep (Jg is voortgebracht door de elementen ¢ en j en bevat de ele-
menten {1, +i, +5, £k}, waarbij ij = k en i> = j2 = k* = —1. De karaktertabel
van (g ziet er als volgt uit:

Co(g:) |8 8 4 4 4
Ic;l 111 2 2 2
gi 1 -1 4 J k
X1 11 1 1 1
X2 1 1 1 -1 -1
X3 11 -1 1 -1
X4 11 -1 -1 1
X5 2 -2 0 0 O




We bekijken de volgende 4-dimensionale rationale voorstelling van Qg:

0 -1 0 0 0 0 1 0

A 1 0 0 O J 0 0 01
’ 0 0 0 1]’ -1 0 00
0 0 -1 0 0 -1 0 0

(i) Laat zien dat A het karakter x = 2 - x5 heeft.

(ii) Bepaal de centralisator C' := Cgaxa(A) en laat zien dat de centralisator C' een
scheeflichaam is.

(Hint: Laat bijvoorbeeld zien dat een algemeen element van de centralisator
alleen maar determinant O kan hebben, als het het nulelement is.)

Opgave 30.
De diédergroep Dg van orde 16 wordt voortgebracht door een rotatie p van orde 8 en
een spiegeling 7. De karaktertabel van Dy ziet er als volgt uit:

Calg) 16 16 8 8 8 4 4
Icsl |1 1 2 2 2 4 4
gi |1 pt PP o P T pT
Y1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 1 1 1 1 -1 -1
X3 1 1 1 -1 -1 1 -1
X4 1 1 1 -1 -1 -1 1
X5 2 2 -2 0 0 0 0
X6 2 -2 0 V2 —V2 0 0
X7 2 -2 0 —vV2 V2 0 0

De absoluut irreducibele voorstellingen met karakters x g, x5 en x7 worden verkregen

door )
¢0 01
= &) = (00)

voor ¢ = 1,2, 3, waarbij ( = e 8 een primitieve achtste eenheidswortel is.
We bekijken de volgende 4-dimensionale rationale voorstelling van Dg:

00 0 —1 00 01
A:ps 100 O - 0010
010 0] 0100
001 O 1000

(1) Laat zien dat A het karakter x = x¢ + X7 heeft.

(ii) Bepaal met behulp van de idempotenten voor ¢ en x7 over K := Q(ﬂ) de
deelmodulen van K* waarop Dg met karakters xg en Y7 werkt.

(iii) Bepaal de centralisator C' := Cgax4(A) en laat zien dat deze isomorf met
Q(v2) is.
(Hint: Het is voldoende aan te tonen dat dimg(C') = 2 en dat C' een element
met minimumveelterm X2 — 2 bevat.)
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