
Lineaire algebra 1 najaar 2008

Huiswerk week 5

Opgave 17.

Zij V een F-vectorruimte en v1, v2, . . . , vn ∈ V .

(i) Stel dat (v1, . . . , vn) lineair onafhankelijk is. Laat zien dat dan ook iedere
deelverzameling van de vectoren v1, . . . , vn een lineair onafhankelijk stelsel
vormt.

(ii) Stel dat (v1, . . . , vn) lineair afhankelijk is. Laat zien dat dan ook iedere
verzameling van vectoren in V die de vectoren v1, . . . , vn bevat een lineair
afhankelijk stelsel vormt.

(iii) Stel dat (v1, . . . , vn) lineair afhankelijk is. Laat zien dat er een index i is
zo dat vi een lineaire combinatie van de voorafgaande vectoren is, d.w.z.
zodanig dat vi = λ1v1 + . . . + λi−1vi−1 voor zekere λ1, . . . , λi−1 in F.

Opgave 18.

(i) Zij v := (1, 1, 1), w := (−1, 0, 1) ∈ R
3. Laat zien dat (v,w) een lineair

onafhankelijk stelsel is.

Vind een vector u ∈ R
3 zo dat (v,w, u) nog steeds lineair onafhankelijk

is.

Laat zien dat L(v,w, u) = R
3, d.w.z. dat (v,w, u) een basis van R

3 is.

(ii) Laat zien dat ((1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 2, 1, 0), (1, 3, 3, 1)) een basis van R
4

is.

Opgave 19.

Zij F een lichaam. Een veeltermafbeelding van F naar F is een afbeelding van de
vorm f : x 7→ anxn + an−1a

n−1 + . . . + a1x + a0 met ak ∈ F voor 0 ≤ k ≤ n. De
grootste k waarvoor ak 6= 0 heet de graad van f , bijvoorbeeld heeft x 7→ x3+x+1
graad 3. Als alle ak = 0 zijn, zegt men dat f graad −∞ heeft (om technische
redenen).
Zij pk de veeltermafbeelding gegeven door pk : F → F, x 7→ xk.

(i) Laat zien dat

Poln(F) := {f : F → F | f is een veeltermafbeelding van graad ≤ n}

een lineaire deelruimte van de vectorruimte van alle afbeeldingen van F

naar F vormt.

(ii) Laat zien dat (p0, p1, p2) voor ieder lichaam F een volledig stelsel voor
Pol2(F) is, d.w.z. dat Pol2(F) = L(p0, p1, p2).



(iii) Ga na voor welke van de volgende lichamen (p0, p1, p2) een basis van
Pol2(F) is:

(a) F2 (lichaam met 2 elementen);

(b) F3 (lichaam met 3 elementen);

(c) C (lichaam der reële getallen).

(Hint: Het is handig om een afbeelding op een eindige verzameling door
zijn waarden aan te geven.)

Opgave 20.

Een vectorruimte V heet eindig voortgebracht als er vectoren v1, . . . , vn ∈ V

bestaan met L(v1, . . . , vn) = V .

(i) Laat zien dat ieder eindig voortgebrachte vectorruimte een eindige basis
heeft en dat zo’n basis verkregen kan worden door geschikte elementen
uit het stelsel (v1, . . . , vn) weg te laten.

(ii) Zij v1 := (1, 1, 1), v2 := (1, 2, 3), v3 := (−1, 0, 1), v4 := (1, 2, 1), v5 :=
(2, 1, 0) ∈ R

3, dan is L(v1, v2, v3, v4, v5) = R
3 (dit hoef je niet te bewijzen).

Bepaal een basis van R
3 die uit een deel van de vectoren v1, v2, v3, v4, v5

bestaat.
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