Lineaire algebra 1 (NP009B) 28 oktober 2008

Tentamen Lineaire Algebra 1

Vermeld op ieder blad je naam en studentnummer. Lees eerst de opgaven voor dat
je aan de slag gaat. Geef uitleg over je oplossingen; antwoorden zonder heldere
afleiding worden als niet gegeven beschouwd!

Het gebruik van een rekenmachine is niet nodig en ook niet toegestaan,

Opgave 1. (9 punten)
Zij v1 == (3,1,—1),vy := (1,0, —1) € R3.

(i) Laat zien dat het stelsel (vq,vy) lineair onathankelijk is.

(i) Vind een vector w € R3 die loodrecht op het vlak opgespannen door v; en
vy staat en die het stelsel (vi,vy) tot een basis (vy, vy, w) van R? uitbreidt.

(iii) Vind een vector w’ € R3 die niet loodrecht op het vlak opgespannen door
vy en vy staat en die het stelsel (vi,vy) tot een basis (vy, vy, w’) van R?
uitbreidt.

Oplossing:

(i) Uit vg = Avy volgt (tweede component) A = 0, maar dit werkt niet voor de
andere twee componenten, dus is vy geen lineair veelvoud van v;.

(i) Zij w = (2,9, 2). Uit (ve,w) = 0 volgt © = 2z en uit (vy, w) = 0 volgt dan
y = —2x. Dus staat bijvoorbeeld w = (1,—2,1) loodrecht op het vlak.
Omdat w loodrecht op het vlak staat, ligt w niet in het vlak en is dus
geen lineaire combinatie van vy en vy. Dus is het stelsel (vy, vy, w) lineair
onafhankelijk en dus een basis van R3.

(iii) De vector w’ = (0,0, 1) staat niet loodrecht op het vlak, want (vy,w’) = —1.
Uit Av1 + Asvg + pw’ = 0 volgt rechtstreeks dat Ay = Ay = p = 0, dus is
het stelsel (v, ve,w’) lineair onafhankelijk en dus een basis van R3.

Opgave 2. (7 punten)

Zij V .= {f : R — R | fis differentieerbaar} de R-vectorruimte van op R
differentieerbare functies en noteer de afgeleide van een functie f € V met f’.
Welke van de volgende deelverzamelingen van V' zijn lineaire deelruimtes? Geef
uitleg over je antwoorden.



(i) Uy :={f eV | f(zx)=nf(x) voor alle z € R}.

(i) Uy :={f €V | f'(x) > f(x) voor alle z € R}.

(ili) Uz :={f € V| er bestaat een ¢ € R met f'(x) = c¢f(z) voor alle z € R}.
[ Hint: Voor f(x) = e geldt f'(z) = af(x). |
Oplossing:

(i) Uy is een lineaire deelruimte: Optelling: f,g € Uy = (f +g) = f +
g =nf+mg=mn(f+g),dusis f+ g € Uy. Scalaire vermenigvuldiging:
feU,AeR= (Af) = A= Xrf =n(Af) dusis \f € U;. U, is niet

leeg omdat de nulfunctie in U; ligt.

(ii) De constante functie f(x) = —1 ligt in Us, want f'(z) = 0 > —1. Maar
(—=1) - f(x) & U, want 0 < 1. Dus is U, niet afgesloten t.o.v. scalaire
vermenigvuldiging.

(iii) De functies f(x) = e” en g(x) = €** liggen in Us, maar f(x)+ g(x) niet. Er
geldt namelijk (f+¢)(0) =2 en (f'+¢')(0) = 3, dus zou a = % moeten zijn.
Maar (f+g)(1) = e4€? en (f'+¢')(1) = e+2¢?, maar 3(e+2¢?) # (e+e?).
Dus is Us niet afgesloten t.o.v. optelling.

Opgave 3. (9 punten)
(i) Laat zien dat
U:={(z1,22,23) €C*| 23 =2, + iz}
een lineaire deelruimte van C? is.
(ii) Bepaal de dimensie van U en geef een basis van U aan.
(iii) Zij Ug de reéle vectorruimte verkregen uit U door de scalaire vermenigvul-

diging tot elementen A € R te beperken.

Wat is de dimensie van Ug?

Oplossing:

(i) De nulvector (0,0,0) ligt in U. Zij v = (21, 22, 23) en w = (wy, wo, w3) in U.
Dan is v+w = (21 +wy, 22 + wa, 23+ w3) en z3 +ws = 21 +ize +wy +iwe =
(z1+wq)+i(z2+ws), dus ligt v+w in U. Voor A € Cis v = (Az1, Azg, A23)
en er geldt A\zz = A(z1 +i20) = Az1 + i)z, dus ligt Av in U.
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(ii) De dimensie van U is hoogstens 2, omdat (1,0,0) ¢ U. De vectoren v
(1,0,1) en vy = (0,1,7) liggen in U en zijn lineair onafhankelijk, dus is
dimU = 2 en (vy,v2) is een basis van U.



(iii) De dimensie van Ug is 2 - dim U = 4, een basis is (vy, vy, v, iv3).

Opgave 4. (9 punten)
In R* zijn de vectoren

vy = (1,0,0, 1), Vg = (0, 1, 1,2), V3 1= (1,0, 1,2),
vy = (2,1,0,3), wvs:=(1,-2,1,0), w:=(1,2,-1,2)

gegeven.
Bepaal een basis van L(vy, v, v3, vy, s, Ug).

Oplossing: Men ziet makkelijk in dat (vy, v, v3) lineair onathankelijk zijn, dus
is dim L(vy, v9, v3, v4, vs, vg) gelijk aan 3 of 4. In het eerste geval moet ieder van
Uy, Us, Vg €en lineaire combinatie van vy, v, v zijn. Er geldt vy = 3v; + vy — v3,
vs = —2v; — 2vy + 3us, vg = 4v; + 2vy — 3z, dus is (vy,ve,v3) een basis van
L(vy, v9, v3, 4, U5, Vg).

Opgave 5. (6 punten)

Zij V' een vectorruimte en laten vy, vy,...,v, € V en wy,ws,...,w, € V zo dat
(v1,v9,...,v,) en (wy,ws,...,w,) lineair onafhankelijke stelsels zijn.

Stel dat L(vy, v, ..., v,) # L(wy, wa, ..., wy,).

Laat zien dat of dimV > mn + 1 of V is een oneindig-dimensionale vectorruimte.
Oplossing: Omdat L(vy,vs,...,v,) # L(wy,ws, ..., w,) is er een w; met w; &
L(vy,v9,...,v,). Dan is (vy,vg,...,v,, w;) lineair onafhankelijk. Voor U :=
L(vy,v9, ..., 05, w;) geldt dusU C VendimU = n+1. Als V eindig-dimensionaal
is, is dimV > dim U = n + 1, anders is V' oneindig-dimensionaal.

Opgave 6. (10 punten)
Zij V een vectorruimte met dim V' = n. Laten Uy, Uy, U3 C V lineaire deelruimten
zijn met dim Uy = dim Uy = dimUs =n — 1.
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(i) Laat zien dat dim(U; N Usy) = " als Uy # Us,
n—1 als U = U,.
(ii) Bewijs dat dim(Uy N U NU3) > n — 3.
(iii) Geef een voorbeeld van drie verschillende lineaire deelruimten Uy, Uy, Us C
R3 met dim U; = dim Uy = dim Us = 2 en dim(U; N U, N Us) = 1.
Oplossing:

(i) Als Uy = U, is natuurlijk U; N Uy = Uy en dus dim(U; NUy) = dimU; =
n—1. Als Uy # Us is dim(U; + Us) > n— 1, dus U; + Uy = V. Dan is
dim(U; NUs) = dimU; + dim Uy —dimV =n — 2.



(ii) Dimensiestelling toegepast op Uy MUy en Us: dim(U; NU;NU3) = dim(U; N
UQ) +d1m U3 —d1m((U1 ﬂUg) +U3) Z TL—2+TL— 1 —d1m((U1 ﬂU2)+U3) Z
2n—3—-—n=n-—3.

(ili) Zij Uy = ((1, ,0),(0,1,0)), Uy = L((1,0,0), (0,0, 1)),

(
Us = L((1,0,0),(0,1,1)), dan is du1delljk dat dimU; = dim Uy = dim Us =
2 en UlﬂUgﬂ 3 = L((l 0,0)), dus d1m(U1ﬁU2ﬁU3) =1.

Succes ermee!



