
Lineaire algebra 2 najaar 2008

Huiswerk week 3

Opgave 9.

Zij V een eindig-dimensionale vectorruimte, U ⊂ V een lineaire deelruimte en
V/U de quotiëntenruimte van U in V .

(i) Zij (v1, . . . , vr) een basis van U die door de vectoren vr+1, . . . , vn tot een
basis (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn) van V uitgebreid wordt.

Laat zien dat (vr+1 + U, . . . , vn + U) een basis van V/U is.

(ii) Zij v1, . . . , vk ∈ V . Bewijs: (v1+U, . . . , vk +U) is een lineair onafhankelijk
stelsel in V/U ⇐⇒ λ1v1 + . . . , λkvk ∈ U alleen maar voor λ1 = . . . = λk =
0.

(iii) Zij (v1, . . . , vk) een lineair onafhankelijk stelsel in V met vi 6∈ U . Laat
zien dat (v1 + U, . . . , vk + U) niet noodzakelijk lineair onafhankelijk is.

Geef een expliciet voorbeeld met V = R
3, dimU = 1 en v1, v2 6∈ U zo dat

(v1, v2) lineair onafhankelijk maar (v1 + U, v2 + U) lineair afhankelijk is.

Opgave 10.

Zij f : R
n → R de lineaire afbeelding gegeven door (x1, . . . , xn) 7→ x1 + . . .+xn.

(i) Bepaal een basis van Ker f , een basis van Im f , een basis van R
n/Ker f

en geef een isomorfisme van R
n/Ker f naar Im f aan.

(ii) Bedenk een lineaire afbeelding g : R
n → Ker f zo dat Ker g isomorf met

Im f is.

Opgave 11.

Bepaal de matrices van de volgende lineaire afbeeldingen R
n → R

m:

(i) f : R
2 → R

3 : (x, y) 7→ (2x − y, 3x + 4y, x);

(ii) f : R
3 → R

2 : (x, y, z) 7→ (2x + 3y − z, x + z);

(iii) f : R
3 → R : (x, y, z) 7→ 2x + y − 3z;

(iv) f : R
n → R : (x1, x2, . . . , xn) 7→ x1 + xn;

(v) f : R
n → R

n : (x1, x2, . . . , xn−1, xn) 7→ (xn, xn−1, . . . , x2, x1).



Opgave 12.

Voor A ∈ F
n×n heet At ∈ F

n×n met At
ij := Aji de getransponeerde matrix

van A. De getransponeerde matrix is juist de in de hoofddiagonaal gespiegelde

matrix, dus voor A =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 is At =





1 4 7
2 5 8
3 6 9



.

(i) Laat zien dat f : F
n×n → F

n×n, A 7→ A + At en g : F
n×n → F

n×n, A 7→
A − At lineaire afbeeldingen zijn.

(ii) Zij F een lichaam met 1 + 1 6= 0. Laat zien dat dim Im f = 1

2
n(n + 1).

(iii) Zij F een lichaam met 1 + 1 6= 0. Laat zien dat dim Im g = 1

2
(n − 1)n.

(iv) Hoe veranderen de antwoorden in (ii) en (iii) voor het geval dat wel 1+1 =
0 in F.

(Hint voor (ii), (iii) en (iv): Pas f en g op de elementen van de standaard-
basis van F

n×n toe.)

Opmerking: De deelruimte Im f ⊂ F
n×n heet de deelruimte van symmetrische

matrices, de deelruimte Im g ⊂ F
n×n heet de deelruimte van antisymmetrische

matrices. Omdat A = 1

2
f(A) + 1

2
g(A) (als 1 + 1 6= 0 in F) laat zich iedere

A ∈ F
n×n (op een eenduidige manier) opsplitsen in de som van een symmetrische

en een antisymmetrische matrix.

Oefenopgaven week 3

Opgave XI

Zij f : V → W een lineaire afbeelding tussen de vectorruimten V en W en zij
U ⊂ Ker f een lineaire deelruimte van Ker f .
Laat zien dat de afbeelding f : V/U → W,v + U 7→ f(v) welgedefinieerd is
(d.w.z. onafhankelijk van de keuze van de representant van v + U).

(i) Laat zien dat Im f = Im f en bewijs dat dimKer f = dim Ker f − dimU .

(ii) Wat is de kern van f?

Opgave XII

Laten U,W eindig-dimensionale deelruimten van een vectorruimte V zijn. Geef
een bewijs van de dimensiestelling dim(U +W )+dim(U ∩W ) = dimU +dim W
met behulp van de homomorfiestelling.
(Hint: Laat zien dat de verzameling U × W := {(u,w) | u ∈ U,w ∈ W} met
componentsgewijs optellen en scalair vermenigvuldigen een vectorruimte is en
bekijk de afbeelding f : U × W → U + W, (u,w) 7→ u + w.)



Opgave XIII

Bepaal de matrices van de volgende lineaire afbeeldingen R
n → R

m:

(i) f : R
3 → R

3 : (x, y, z) 7→ (2y + z,−x + 4y + 5z, x + z);

(ii) f : R
2 → R

2 : (x, y) 7→ (x + 2y, x + 2y);

(iii) f : R
n → R

n : (x1, x2, . . . , xn−1, xn) 7→ (x2, x3, . . . , xn, x1);

(iv) f : R
n → R

n : (x1, x2, . . . , xn) 7→ (x1, x1, . . . , x1).

Opgave XIV

Bepaal voor de aangegeven matrices A ∈ R
m×n de kern van de bijhorende

lineaire afbeelding fA : R
n → R

m:

(i) A =

(

1 1
1 1

)

∈ R
2×2;

(ii) A =

(

1 0 1
0 1 −1

)

∈ R
2×3;

(iii) A =





1 2 3
0 1 2
0 0 1



 ∈ R
3×3.

Opgave XV

Zij Dben := {A ∈ F
n×n | Aij = 0 voor i < j} de verzameling van benedendrie-

hoeksmatrices en Dbov := {A ∈ F
n×n | Aij = 0 voor i > j} de verzameling van

bovendriehoeksmatrices.

(i) Laat zien dat Dben en Dbov lineaire deelruimten van F
n×n zijn.

(ii) Bepaal de dimensies van Dben, Dbov en Dben ∩ Dbov .
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