
Problem Solving 22 mei 2006

De Fibonacci rij
De Fibonacci rij (Fn)n∈N is gedefinieerd door: F0 := 0, F1 := 1, Fn+1 := Fn−1 + Fn voor n ≥ 1.

Opgave 91.
Toon aan dat

(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)

=

(

1 1
1 0

)n

.

Opgave 92.
Zij α := 1

2 (1 +
√

5) en β := 1 − α = 1
2 (1 −

√
5). Bewijs Binet’s formule:

Fn =
αn − βn

√
5

en concludeer dat limn→∞

Fn+1

Fn

= α.
(Hint: Er geldt α + β = 1 en α · β = −1.)

Opgave 93.
Bewijs de volgende identiteiten voor de Fibonacci rij (Fn)n∈N:

(i)
n

∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1, (ii)
n

∑

i=0

F2i+1 = F2n+2, (iii)
n

∑

i=1

F2i = F2n+1 − 1,

(iv)
n

∑

i=1

F 2
i = FnFn+1, (v)

2n−1
∑

i=1

FiFi+1 = F 2
2n.

Opgave 94. Uitdaging
Toon aan dat m | n ⇒ Fm | Fn en bewijs dat ggd(Fm, Fn) = Fggd(m,n).

Huiswerk (in te leveren tot 29 mei 2006)

Opgave 95.
Bewijs de volgende identiteiten voor de Fibonacci rij (Fn)n∈N:

(i) Fn−1Fn+1 = F 2
n + (−1)n, (ii) F 2

n−1 + F 2
n = F2n−1,

(iii) Fn−1Fn + FnFn+1 = F2n, (iv) F 2
n + 2Fn−1Fn = F2n,

(v) FnFn+1 − Fn−2Fn−1 = F2n−1, (vi) Fn−1Fn − Fn−2Fn+1 = (−1)n.

(Hint: Soms zal opgave 91 nuttig blijken.)

Opgave 96.
Laat zien dat F 3

n + F 3
n+1 − F 3

n−1 = F3n.

Opgave 97.
Toon aan dat

Fn =
n−1
∑

i=0

(

n − 1 − i

i

)

=

(

n − 1

0

)

+

(

n − 2

1

)

+

(

n − 3

2

)

+ . . . .
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