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Les 7 Discrete Fourier transformatie

In het algemeen hebben we het in de praktijk bijna nooit met signalen te maken
die we door eenvoudige combinaties van simpele continue functies zo als cos(z)
of sin(x) kunnen beschrijven. Meestal kunnen we de functiewaarden van een
functie f(t) zelfs alleen maar door een meting bepalen. Dit maakt het natuur-
lijk onmogelijk, de Fourier getransformeerde van f(t) volgens de (theoretische)
formule

F(u) = /OO f(t)e ™t gt

uit te rekenen, waarbij we het nog niet eens over de oneindige grenzen hebben.

Het idee om uit dit dilemma te ontsnappen is de functie door voldoende
metingen zo goed te beschrijven, dat we niettemin belangrijke informatie over
de functie in het tijds en frequentie domein krijgen.

7.1 Discretisering

Het beschrijven van een functie door in zeker afstanden de functiewaarde te
meten noemt men sampling, het resultaat van een sampling is een discretisering
van de functie.

Als men een tijdsinterval At en het aantal N van metingen kiest, beschrijft
men een functie f(t) op de tijdstippen ¢ := k- At door de N discrete waarden

foi= FO- D), fri= f(1- D), fo 1= f(2- D)., fyo = F(N = 1) - Ab).

Het feit dat we hierbij steeds met ¢ty = 0 beginnen is geen echte beperking, want
we kunnen door een verschuiving in het tijds domein steeds ervoor zorgen dat
de eerste meting op ¢ = 0 plaats vindt.

Met betrekking tot de Fourier transformatie kijkt men nu ook naar een
discrete versie van de Fourier getransformeerde in het frequentie domein. We
hebben N metingen met een afstand van At, dus metingen over een tijdsinterval
van T'= N - At. Het beste dat we zouden kunnen verwachten is dat de functie
f(t) periode T heeft, want dan kunnen we elke functiewaarde f(t) identificeren
met een functiewaarde met t € [0,7] en vervolgens deze functiewaarde door de
dichtstbij liggende meting benaderen.

Als we nu eens veronderstellen, dat f(t) periodiek met periode T is, dan
kunnen we f(t) in een Fourier reeks Y oo ce?*! ontwikkelen met w = QT” De
frequenties die een rol in de Fourier getransformeerde van f(¢) spelen, hebben
dus een afstand van Aw := ZT” Dit veralgemenen we nu ook naar functies f(t)
die niet periodiek zijn en definiéren de discrete frequenties w; door w; := j-Aw.
Verder beslissen we nog dat het aantal discrete waarden in het frequentie domein
even groot moet zijn als het aantal in het tijds domein, dus N. Het interval
in het frequentie domein dat we zo overdekken is N - Aw = 2—7;. Samengevat
hebben we dus:

2T

wj=j - Aw=7— = voor j =0,1,...,N — 1.

Jo 1
T N At
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Door deze definities krijgen we in het bijzonder de relatie
N-At-Aw =27

die zegt dat we bij een constant aantal N van metingen voor een kleinere tij-
delijke afstand At van de metingen moeten betalen met een grotere afstand in
het frequentie domein.

7.2 De discrete Fourier transformatie

In analogie met de Fourier reeks en de Fourier transformatie proberen we nu
de waarden f(t;) op de discrete tijdstippen tr = k - At te beschrijven door
informatie voor de frequenties w; = j - Aw in het frequentie domein. Als f(¢)
een periodieke functie met periode T en Aw = 2% was, zouden we f(t) schrijven

als
o

Fti) = Y cjedBm,

j=—o0

Aan de andere kant geldt voor de Fourier transformatie dat
1 [ -
ftr) = 7 /Oo F(u)e™* du.

Maar we beperken ons nu tot informatie op de discrete frequenties w; = j - Aw
voor 7 =0,1,..., N —1, daarom kan in de Fourier reeks j alleen maar van 0 tot
N — 1 lopen en moeten we de integraal van de Fourier transformatie naar een
som over de termen e met u = wy, vertalen. Uit beide invalshoeken komt het
erop neer, f(t;) te schrijven als lineaire combinatie van e« met geschikte
coéfficiénten F; voor j = 0,1,..., N — 1. Dit geeft al de eerste formule voor
de discrete Fourier transformatie, preciezer gezegd de formule voor de inverse
discrete Fourier transformatie, namelijk

1=
fte) = f(k- At = - S Fyeiiat
j=0

waarbij de factor % net als bij de Fourier reeks en de Fourier transformatie een

normeringsfactor is die enigszins willekeurig op de Fourier transformatie en de
inverse Fourier transformatie opgedeeld wordt.

De vraag is nu hoe we de coéfficienten F; moeten bepalen. Het idee bij de
Fourier reeks en bij de Fourier transformatie was in principe, een orthogonaal
stelsel van functies (met betrekking tot een geschikt inproduct) te kiezen en de
orthogonale projecties van de functie f(t) op deze functies te berekenen. Iets
soortgelijks gebeurt in principe ook bij de discrete Fourier transformatie. Als
de tijdstippen tg,t1,...,tny—1 vast gekozen zijn, kunnen we een inproduct voor
complexe functies definiéren door
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We laten nu zien dat de functies e/2“* voor j = 0,1,..., N —1 een orthogonaal

stelsel met betrekking tot dit inproduct vormen.
Door uitschrijven van het product ziet men algemeen dat

1-a)l4+a+a®+...+ad" H=1-0a"

en hieruit volgt dus dat

= 1—aV
Yodb=14at+a®+.. +aV T ={ Ta als a#1
k=0 N als a=1

Dit passen we nu op het inproduct van de functies e2«t en 2%t toe, er geldt:

N-1 N-1 N-1
(I)(ez]Awt’ezlAwt) _ Z ez]Awtk . efllAwtk — Z 6z(jfl)Acut,C _ Z(ez(]fl)AwAt)k‘

Merk op dat we Aw zo hebben gekozen dat AwAt - N = 27, dus AwAt = QW”
Hieruit volgt dat

(ei(jfl)AwAt)N _ 6i(jfl)AwAiEN _ (e2m')jfl - 1.

Aan de andere kant is

ei(jfl)AwAt Z(_] N _ 27er #1 als j#I
=1 als j=1I

omdat j en [ van 0 tot NV — 1 lopen en dus j — [ nooit een veelvoud van N kan

zijn. Bij elkaar genomen volgt hieruit dat

= 0 als j#I
ijAwt ilAwty i(j—DAwANE _
S E I r={ v a7

Net als bij de Fourier reeks vinden we nu de coéfficiént F; van iAWt in
fte) =« Zjv 01 Fjet 72t als inproduct ®(f(t), e¥2¢!), dus

N-1
Fy = 01 (0,67) = 3 S92t
k=0

Als controle vullen we dit eens in:

N—-1
ijeijAwtk Z (Z f tl szwtl> eijAwtk
j=0 7=0
N—-1 /N-1
— (Zf tl —ZJAwlAt> 1] AwkAt
=0 \1
N-1 N-1 N-1 N-1
_ f(tl) Z eijAw(k—l)At _ f(tl) Z i(k— lAwAt
1=0 =0 1=0 =0
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Maar de som Z;V;Ol(ei(k_lmwm)j is alleen maar voor | = k ongelijk aan 0 en
in dit geval is de waarde N. Van de som over [ blijft dus alleen maar de term
voor [ = k over en we hebben Z;y;ol Fje 8@t = f(t,) - N.

Wat we zojuist hebben gevonden is de discrete versie van de Fourier integraal
formule, namelijk

1 N—-1
Z f szwtl eijAwtk

J=0

Deze impliceert dat de discrete Fourier transformatie gegeven is door

N—
1 z j A —ij
_ JAwt z~jAw~lAt
=N Z Fomet Iy = Z ft .
j=0

Motivatie middels trigonometrische interpolatie

Een alternatieve formulering van deze toegang tot de discrete Fourier transfor-
matie zit in de trigonometrische interpolatie. We weten dat er voor N verschil-
lende z-waarden xg, T1, ..., Txy_1 met bijhorende y-waarden yg, y1,...,yn_1 een
eenduidige veelterm p(z) = ap + a1z + ... + an_1zV ! van graad N — 1 is, zo
dat p(xg) = yg voor alle k = 0,1,...,N — 1. Met noemt p(x) de interpolatie
van de gegeven punten, omdat de grafiek van p(z) de punten (zg,yx) verbindt.
Het idee achter het bewijs is simpel: De N paren van x — y-waarden geven N
lineaire vergelijkingen voor de N coéfficiénten van p(z), en omdat de functies
27 lineair onafhankelijk zijn, heeft het bijhorende stelsel lineaire vergelijkingen
een eenduidige oplossing.

Als men nu de functies 2°,...,27, ... door de functies (e
vervangt die ook lineair onafhankelijk zijn, krijgt men een analoge uitspraak
voor de interpolatie met behulp van deze functies. Wegens de relatie e™?® =
cos(wz) + isin(wz) spreekt men hierbij van trigonometrische interpolatie.

We noemen nu de variabel x weer ¢ en vervangen w door Aw, dan luidt het
idee, de functie f(t) te benaderen door de trigonometrische interpolatie f(t) =
Z;V:_Ol cjeijAWt die gedefinieerd is door de eigenschappen dat f(t,) = f(t) voor
k=0,...N — 1. Als men hierop de orthogonaliteitsrelaties voor de functies
€A%t toepast, vindt men weer dat de coéfficiénten c; voldoen aan

iwm)O’ e (eiwm)j’ o

N-1

¢j = Z f(tk)e_ijAWkAt.

k=0

Motivatie middels Dirac J-functie

Omdat we bij de Fourier transformatie naar de eigenschappen van de Di-
rac d-functie hebben gekeken, kunnen we ook een andere motivatie voor de
coéfficiénten van de discrete Fourier transformatie geven.

We weten over de functie f(¢) alleen maar de waarden die we hebben geme-
ten, dus de functiewaarden f(tj) voor t = k- At. We vervangen de functie f(t)
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nu door de gesamplede functie

N—

Js() == ) f(te)-o(t —tg)

k=0

—

die uit (oneindige) spitsen op de tijdstippen ¢; bestaat die de gemeten waarden
f(t) als gewichten hebben. De gesamplede functie heeft de belangrijke eigen-
schap dat [ fs(t) dt = [*_f(t) dt en dat de relatieve intensiteiten van de
spitsen evenredig zijn met de gemeten functiewaarden.

Maar voor de functie f,(t) kunnen we de Fourier getransformeerde makkelijk

berekenen, dit is
N—

Fy(u) = FIfs()] = Y f(tu)e ™.

k=0

—

Als we de functiewaarden van F(u) nu op de discrete frequenties u = w; = j-Aw
bekijken, hebben we -
Fy(wj) = f(ty)e V2% =

dus de functiewaarden van de Fourier getransformeerde van de gesamplede func-
tie op de discrete frequenties w; zijn precies de coéfficiénten van de discrete Fou-
rier transformatie. We hebben boven al gezien dat we de discrete functiewaar-
den f(t;) uit de discrete waarden Fy(wj) = F; van de Fourier getransformeerde
kunnen reproduceren.

7.3 Voorbeeld van een discrete Fourier transformatie
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Figuur 1.32: Exponentiéle afname f(t) = e~* met Fourier getransformeerde.

We gaan nu eens een voorbeeld van een discrete Fourier transformatie be-
kijken. Hiervoor kiezen we de functie

et als t>0
0 als t<0
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die een exponentiéle afname beschrijft. De Fourier getransformeerde van f(t)
hebben we al eerder bepaald, er geldt

1 1
F(u) =F[f(t)] = t R(F = .
() = FIFO) = 1 met ROFW) = 1
< :O
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Figuur 1.33: Discretisering van een exponentiéle afname met 16 (links) en 64
punten (rechts).

We samplen de functie f(t) op twee manieren: Een keer met N = 16 punten
op een afstand van At = 0.4 en een keer met N = 64 punten op een afstand van
At = 0.1. Dit is in Figuur 1.33 te zien. Merk op dat de t-as net zo geschald is
als bij de continue versie, dus met k- At. In beide gevallen is Aw = 62%17 maar in
het eerste geval is IV -w = 5, in het tweede geval is N -w = 20w, we overdekken
dus bij een sampling met vier keer zo veel punten over hetzelfde tijdsinterval

een vier keer zo groot interval in het frequentie domein.
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Figuur 1.34: Discrete Fourier transformatie van een exponentiéle afname ge-
sampled met 16 (links) en 64 punten (rechts).

Als we het linker en het rechter plaatje in Figuur 1.34 met de continue Fourier
getransformeerde vergelijken, zien we dat we de discrete Fourier transformatie

87



Wiskunde 2 voor kunstmatige intelligentie, 2004 Deel I. Voortgezette Analyse

iets anders moeten interpreteren. Eigenlijk hoort namelijk (zo als bij de Fourier
reeks) bij elke coéfficiént F; met j > 0 ook een coéfficiént met j < 0. Deze
vinden we als volgt: We kunnen de definitie

N-1
F; = Z f(tk)e—ijAkat
k=0

o0k lezen voor j buiten het interval [0... N — 1], en omdat AwAt- N = 27 en
dus e "NAWAL — 1 ig. geldt

N-1 N—-1
P}'+N _ Z f(tk)efi(j+N)Akat _ Z f(tk)efijAkat _ Fj-
k=0 k=0

In het bijzonder betekent dit dat F_; = Fyy_; en we moeten de coéfficiénten
Fn, ..., Fy_1 dus eigenlijk lezen als de coéfficiénten F' n,..., F 1.

’ Voor het gemak laten we in de plaatjes niettemin j vail 0 tot N —1 lopen en
denken ons bij het vergelijken met de continue Fourier transformatie de rechter
helft van het plaatje links aan de linker helft geplakt. De zo veranderde versie
van de discrete Fourier transformatie met 16 punten is in het middelste plaatje
van Figuur 1.34 te zien.
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Figuur 1.35: Vergelijk van continue en discrete Fourier transformatie.

Ten slotte vergelijken we de discrete Fourier transformatie met de continue.
In Figuur 1.35 zijn de waarden van de coéfficienten F); als punten naast de
grafiek van de continue Fourier getransformeerde F'(u) te zien. Ook in dit geval
is de u-as zo geschald, dat de coéfficiént F); op de frequentie v = j - Aw terecht
komt. Het is duidelijk dat bij een sampling met te grote tijdsintervallen de
discrete Fourier getransformeerde al snel behoorlijk van de continue Fourier
getransformeerde afwijkt. Een verhoging van het aantal metingen op hetzelfde
tijdsinterval lijdt echter tot een duidelijk verbeterde benadering. Merk op dat
in het rechter plaatje niet eens de helft van de 64 discrete frequentie waarden
afgebeeld zijn.
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7.4 Eigenschappen van de discrete Fourier transformatie

In principe heeft de discrete Fourier transformatie dezelfde eigenschappen als
de gewone Fourier transformatie:

Zij f(t) een functie, die we op N punten t; = k-At met een tijdelijke afstand
van At aftasten. We definiéren f;, := f(tx), dan geldt voor de coéfficiénten F)
van de discrete Fourier transformatie dat F; = Zév:_ol fre TAYEAL met Aw =
5. Net zo veronderstellen we dat de functies g(t) en h(t) met dezelfde N en
At gediscretiseerd zijn als g, en hj, en discrete Fourier getransformeerde G; en
H; hebben.

Lineariteit

Omdat we functies puntsgewijs optellen, is de discrete Fourier getransformeerde
van fi, + g gelijk aan F; + Gj.

Analoog geldt voor de vermenigvuldiging met een factor, dat a- f3 de discrete
Fourier getransformeerde a - F; heeft.

Verschuiving
Als gk, = fr—i danis G; = Fje_i%ﬂjl want

N-1 I+N-1 N-1
Gj — Z fk_le—UAkat — Z fk_le—UAkat — Z fke—ZJAw(k+l)At
k=0 k=l k=0

N—-1
_ <Z fkeijAkat> efijAwlAt _ FjefijAwlAt.
k=0

Convolutie

Het convolutie product hyr = fi * gr van twee gediscretiseerde functies fir en
gy is in principe zo gedefinieerd als of fi en g; de coéfficiénten van de term z*
in twee veeltermen zijn en hy, de coéfficiént van de term z* in het product van
deze veeltermen is. Dit betekent dat

N-1

hi =Y figh—1 =t fr* gk
1=0

De belangrijke eigenschap van het convolutie product is, dat de discrete Fourier
getransformeerde H; van hy, = fj * gi gelijk is aan het product van de discrete
Fourier getransformeerden van f; en gy, dus H; = Fj - G;.

7.5 Snelle (discrete) Fourier transformatie (FFT)

Om bij een gesamplede functie (fo, ..., fzv—1) de coéfficiénten F; van de discrete
Fourier transformatie te berekenen, zijn er voor elke coéfficiént N vermenigvul-
digingen nodig, voor alle coéfficiénten dus N? vermenigvuldigingen. Bij een
typische waarden van N = 1024 is dit al behoorlijk veel rekenwerk, omdat bij
veranderlijke signalen vaak opnieuw gesampled moet worden.
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Een nauwkeurige analyse van het rekenwerk laat immers zien, dat men door
een slimme manier van rekenen het rekenwerk behoorlijk kan reduceren, name-
lijk tot N -2log(N) in plaats van N? vermenigvuldigingen. Deze manier om de
discrete Fourier transformatie uit te rekenen noemt men snelle Fourier trans-
formatie, afgekort met FF'T voor fast Fourier transformation. Bij N = 1024
scheelt de FFT bijvoorbeeld een factor van % = % ~ 100 in het reken-
werk.

We gaan vanaf nu ervan uit dat N even is (meestal is N zelfs van de vorm

i _j2m
2™) en definiéren z := e *A“At — ¢~%  We merken nog op dat wegens zV =

e~2m = 1 geldt dat z7% = zI(k+N),
Met deze notatie ziet de discrete Fourier transformatie er zo uit:

N-1

ik

F=Y 5
k=0

en dit laat zich ook met een matrix schrijven, namelijk als

Fy 1 1 1 Jo
I 1 z 22 oo 2N f1
Fn_q 1 ZN-1 2(N-1) o L (N-1? fv-1

Een coéfficiént F5; met even index schrijven we nu iets anders, want voor
J ] )
k' > & kunnen we k' schrijven als k' =k + &, dan is

25k’ 2j(k+XY) _ 2jk JjN _ 2jk
Joz®" = fi vz 2= Jpp 2T = a2

Hieruit volgt voor coéfficiénten met even index:

Fy = Z fr2?k = Z (fx + kar%)szk.
k=0 k=0

Op een soortgelijke manier behandelen we ook de coéfficiénten F5;1 met oneven
index. Voor k' > & schrijven we weer k' = k + &, dan is

2j+1)k" _ 2j+1)(k+3) _ 2k k N J _ k 2k
frr2(2HD) _kar%Z(J ) 2)—fk+%zjzz] ZQ__kar%ZZJ,
N y . . . e .

want z2 = e ™ = —1. Hieruit volgt voor coéfficiénten met oneven index:

N-1 51
2j+1)k k .25k
Py =Y frz®F0F = Z(fk:_fk+%)z z%

k=0 k=0

Met behulp van deze formules kunnen we de coéfficiénten met even en oneven
indices apart door matrices beschrijven, het aardige daarbij is dat de matrices
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nu alleen maar nog half zo groot zijn, dus & x % in plaats van N x N:

2

F 11 1 1 o+ [x
0 N 2
Fy B 1 22 24 (22)771 fl +f1+g
Fn_o 1 2N-2 2= (p2y(3-D? fy g+ fna
en

F 11 1 1 Jo—fx

F3 B 22 24 (22)%_1 z(f1 _f1+g)
Fn_ 1 N2 202 T\ T (L )
2

Om deze reductie herhaald toe te kunnen passen is het wenselijk dat N een
macht van 2 is, dus van de vorm N = 2. Dit bereikt men meestal door N
gewoon zo te kiezen, maar soms ook door aanvullen van de waarden met nullen.
Er zijn ook versies van de FFT ontwikkeld, waarbij dit niet nodig is.

Om de methode beter toe te lichen gaan we eens een voorbeeld met N = 8
expliciet uitwerken. De berekening die we eigenlijk moeten uitvoeren is

Fy 1 1 1 1 1 1 1 1 fo
Fi 1 2z 22 28 24 5 8 L7 fi
P 1 22 4 6 8 L0 12 4 o
Bl |1 23 6 L9 12 15 18 21 s
El 711 24 28 12 56 20 240 38 £
F5 1 25 ZlO 215 220 225 230 235 f5
Fs 1 26 12 18 .24 .30 .36 42 fo
F 1 o7 14 .21 28 .35 42 49 fr

In de eerste reductiestap gaat dit over in de twee vergelijkingen

R\ (11 1 1\ [fot+h

Fy . 1 22 A4 28 f1 + f5

Fy| |1 2 28 22 | fat fo

Fy 1 28 212 ;18 f3 + f7

Fy 11 1 1 Jo—Ja
sl [1 22 24 26 z2(f1— f5)
Fs| |1 4 28 22 22(fa — fo)
Fy 1 20 212 218 2(f3— fr)

en in de tweede stap krijgen we de vier vergelijkingen
(F()) _ <1 1> . <(f0 + fa) + (f2+ f6)>
Fy 12t (fr+[fs5)+ (fs+ fr)
<F2>: (1 1)( (fo+ fa) = (f2+ fe) >
Fs 1 2] N2+ fs) = (fs+ fr)
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<F1> _ (1 1) , ( (fo = fa) +22(f2 = fo) )
Fs 124 \z(fi = f5) +23(f3 — fr)

(2)=G 5) (el 2020 00)

De grap is nu dat we dit iets anders uitrekenen, namelijk beginnend met
de vector (fo,..., fr) de stappen op één vector toepassen, die uiteindelijk (tot
op volgorde na) de vector (Fy,...,F7) wordt. We vermijden zo, dat we uit-
drukkingen zo als (fo+ f1) of z(f1 — f5) die herhaald vorkomen meerdere keren
berekenen. Dit gebeurt volgens het volgende schema:

fo+ fa % go+9ga | _| ho Ao thi|= R
A Ron || i T e e
f; Fat I 94 go—gs |_|ho :F2
13 f3+ fr ge 22(92—96) he AN hy — hg | = Fp
;4 fo— I 7 g1+95|_| M :Fl
fz 2(fi—f5) | |93 93 + g7 hs =~ hi— hs | = F5
5 =
I Zg(fQ_fG) gs g1—95 |_|hs :F3
2°(fs = fr) g7 (g3 — g7) h STy by | = Fr
Figuur 1.36: Schema van FFT voor N = 8 punten
n de laatste stap hebben we gebruik ervan gemaakt dat z% =24 = 1.
In de 1 hebb bruik kt d

Merk op dat we de indices van de g; en h; zo hebben aangepast dat deze met
de goede index van F; corresponderen. Dit is in de praktijk niet nodig, want de
volgorde van de F; kunnen we makkelijk achterhalen, als we de indices binair
schrijven. De goede volgorde van de Fj; krijgen we, door de binaire schrijfwijzen
voor de getallen 0, ..., N —1 te spiegelen (d.w.z. van rechts naar links te lezen).
Hierbij schrijven we een getal n binair als een keten n = ayam—1 ... a1a9 met
a; € {0,1} zo dat n = ap, - 2™ + a1 om=l 4+ .4 a; -2+ ag. Bijvoorbeeld
schrijven we het getal 42 binair als 101010. Om duidelijk te maken dat een
getal een binaire schrijfwijze is, voegt men soms een index 2 aan het getal toe,
bijvoorbeeld 42 = 1010105.

In het voorbeeld met N = 8 krijgen we op deze manier de volgorde van de
F; als volgt:

0 = 0004 0002 =0
1 =001, 1002 =
2 = 0109 0102 =
indices i ; (1)(1)(1)2 van f; worden gespiegeld (1)(1)(1)2 ; 0 de indices van F;
5 = 1019 101 =5
6 = 1104 011, =
7=1119 111, =7

In de praktijk zijn er verschillende manieren om de FFT te imple-
menteren, de meest bekende zijn de Cooley-Tukey en de Sande-Tukey
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methode.

In principe heeft pas de ontwikkeling van de FFT de doorbraak van de
Fourier transformatie in de signaalverwerking veroorzaakt, want eerder
was het berekenen van de Fourier getransformeerde voor interessante
toepassingen gewoon ondoenlijk. Inmiddels heeft men overigens ach-
terhaald dat het idee van de FFT al door Gauss werdt toegepast.

7.6 Shannon’s aftast-theorema

Een belangrijke vraag die we ons bij het samplen van een signaal moeten stellen,
is, hoe veel informatie we door het samplen eigenlijk verliezen. In de signaalver-
werking komen we dit probleem bijvoorbeeld bij de digitalisering van analoge
signalen tegen, zo als bij een CD-opname van een concert. De vraag is of we
het oorspronkelijke signaal uit de digitale informatie, die in de discrete samples
zit, kunnen reconstrueren.

In het algemeen is dit natuurlijk onmogelijk, als we maar een keer per se-
conde een sample hebben kunnen we bijna niets erover zeggen, wat tussendoor
gebeurd is. Maar als we met een hogere frequentie samplen, kunnen we wel
verwachten dat we meer informatie terug kunnen vinden.

Intuitief kunnen we verwachten dat het resultaat ermee te maken heeft,
welke frequenties in het signaal voorkomen. Om hoge frequenties te kunnen
reconstrueren, moeten we zeker ook met een hogere frequentie samplen. Hoe het
hiermee precies zit, zegt het aftast-theorema dat door Claude E. Shannon 1949
werdt bewezen. Hierbij gaat het om signalen met een begrensde bandbreedte,
d.w.z. om signalen waarin alleen frequenties uit een begrensd interval een rol
spelen. In de taal van de Fourier transformatie kunnen we dit zo uitdrukken,
dat de Fourier getransformeerde van het signaal alleen maar op een begrensd
interval ongelijk aan O is.

Het concept van begrensde bandbreedte is iets redelijk gewoons, het meest
belangrijke voorbeeld is het menselijke oor, dat bij kinderen frequenties tot
hooguit 25000 Hz kan verwerken en bij oudere mensen al bij frequenties van
12000 - 15000 Hz ophoudt. Om deze reden zijn ook de meeste HiFi-toestellen
zo gebouwd, dat ze alleen maar frequenties tussen 20 Hz en 25 kHz verwerken.
Nog beperkter is de bandbreedte van de telefoon, hier worden alleen maar
frequenties tussen 300 Hz en 3500 Hz over gebracht.

Het aftast-theorema zegt nu dat we een signaal minstens met de dubbele
frequentie moeten samplen die in het signaal een rol speelt, preciezer:

Shannon’s aftast-theorema (sampling/scanning theorem):
Zij f(t) een signaal met Fourier getransformeerde F(u) = F|[f(t)] waarvoor
geldt dat F'(u) = 0 voor alle w met |u| > wuy, = 27f,,. Als voor het aftast-
interval At en de aftast-frequentie w = % geldt dat w > 2u,,, dus At < ﬁ,
dan laat zich het signaal f(t) uit de discrete samples fr := f(k - At) met
k=0,+1,42,... reconstrueren.

De minimale frequentie 2f,, heet ook de Nyquist-frequentie, het inter-
val At = # het Nyquist-interval. Let op dat er in de literatuur ver-
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schillende definities voor de Nyquist-frequentie en het Nyquist-interval
gegeven worden, soms zit er een factor 2 tussen.

Voor een CD-opname met een bandbreedte van 22 kHz hebben we dus
een sampling frequentie van minstens 44 kHz nodig, terwijl voor een telefoon
gesprek een sampling frequentie van 8 kHz voldoende is.

De vraag is nu, hoe we het signaal uit de discrete waarden f; kunnen re-
construeren. Dit gebeurt door een interpolatie van functies van de vorm Smmﬂ,
die we als Fourier getransformeerde van een rechthoek impuls al eerder zijn
tegengekomen. Men vindt het signaal terug uit de formule

Z kA sm(At — k)

W Atﬂ' — km

We gaan het proces van sampling en interpolatie aan een voorbeeld bekijken.
Als functie nemen we

2sin(mt) — 27t cos(mt)
33

ft) =

dan heeft f(t) de Fourier getransformeerde

— (%2 als |ul <7
F(u)zf[f(t)]:{l éW) ais lu;iﬂ

De functie f(¢) is natuurlijk verkregen als inverse Fourier transformatie van een
functie die alleen maar op een eindig interval ongelijk aan 0 is.

Figuur 1.37: Functie met Fourier getransformeerde van begrensde bandbreedte.

Als we f(t) met tijdelijke afstanden van At samplen, krijgen we de discrete
waarden fr = f(k- At) = f(tx). De discrete functiewaarden fj beschrijven we
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nu door de sampling functie van f(t), namelijk

fs(@) = D fltn)o(t —ty)

k=—o00
die op de tijdstippen t; Dirac d-functies met intensiteit f(¢y) heeft.
We berekenen nu eerst de Fourier getransformeerde van de speciale functie
HOI(t) := Y 52 0(t — tg): De functie II(t) is periodiek met periode At en
heeft dus een Fourier reeks

o
Ii(t) = Z cpe™t waarbij w =

k=—o00

27
At
Voor de coéfficiénten ¢ geldt dat

At At

_ 1 2 —ikwt _ 1 2 —ikwt _ 1

Hieruit volgt dat

[e.e]

1 ikw
() = & > e
k

=—00

Aan de andere kant weten we dat de functie e”** de Fourier getransformeerde
276 (u — kw) heeft, bij elkaar genomen volgt hieruit dat

FII(t)] = Ait Z 2o (u — kw) = w - Z 0(u — kw).
k=—00

k=—00

Omdat fs(t) = II(¢)- f(¢) is, kunnen we de Fourier getransformeerde Fs(u)
van de gesamplede functie f4(¢) nu met behulp van een convolutie product
berekenen, er geldt:

Fw) == FUA ()] = 5 FI()]  FIS ()] = (% DINIE kw)) ()

k=—0c0
_ 1 - 6 k F(u) = Ly F k
=5 X s k)P =5 3 Flu—k

omdat 0(u — kw) * F(u) = F(u — kw).

Dit betekent dat zich bij Fs(u) de functie F'(u) (geschaald met een factor
+;) periodiek met periode w herhaald. Als we nu F'(u) uit Fy(u) zouden kunnen
reconstrueren, dan kunnen we met behulp van de inverse Fourier transformatie
ook f(t) weer reconstrueren. Hier is het punt waar de Nyquist-frequentie in
het spel komt: Als de periodieke herhalingen van F'(u) niet overlappen, dan
kunnen we F'(u) door vermenigvuldiging met een rechthoek-filter functie terug
vinden. Hiervoor hebben we nodig, dat w > 2u,,,, want dit is de lengte van het
interval waarop F(u) # 0 is, en dit geeft precies de voorwaarde in Shannon’s
aftast-theorema.
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Figuur 1.38: Effect van aftasten met Nyquist-frequentie, undersampling en
oversampling.

De plaatjes in Figuur 1.38 laten de effecten van verschillende aftast fre-
quenties zien. In het linker plaatje wordt precies met de Nyquist-frequentie
gesampled, hier laat zich de oorspronkelijke Fourier getransformeerde terug vin-
den, door met een rechthoek functie te vermenigvuldigen. Hetzelfde geldt voor
het rechter plaatje, waar met een frequentie hoger dan de Nyquist-frequentie
gesampled wordt, dit noemt men oversampling. In het middelste plaatje is
daarentegen het geval van undersampling te zien, de verschillende kopieén van
F(u) overlappen en worden gedeeltelijk bij elkaar opgeteld. De oorspronkelijke
Fourier getransformeerde F'(u) is uit deze functie niet meer terug te vinden.

In het geval dat met een voldoende hoge frequentie gesampled is, dus w >
2uy,, vermenigvuldigen we Fs(u) met de rechthoek-filter functie

(1) = 1 als |ul <
10 als |ul >

SIS

Dan is F(u) = At - Fs(u) - r(u) en dus
ft) = FHF(u)] = F AL Fo(u)] = F ' r(u)).

We hebben Fj(u) zo gedefinieerd dat F~[Fy(u)] = > 5o f(tk)d(t—t). Maar
met de relatie 71 [f(u)] = 5= F[f(—u)] tussen inverse Fourier transformatie en
Fourier transformatie kunnen we ook de inverse Fourier transformatie van r(u)

makkelijk berekenen, er geldt:

_ _ 2 Sm(ﬂt) _ @ sin(2t) 1 sm(ﬂt)
A R T
en hieruit volgt:
ft) = i (ot — 1)+ S0EY i o B =)
h=—oo 21 k——oo st —tr)

sin(%(tftk))
5 (t—ty)
—3,...,3 te zien, waarbij de functies voor k£ en —k bij elkaar opgeteld zijn

In Figuur 1.39 zijn de interpolerende functies f(t) voor k =
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Figuur 1.39: Interpolerende functies en reconstructie door som van interpole-
rende functies.

om symmetrische functies te krijgen. Het rechter plaatje laat de reconstructie
van de originele functie f(t) door de som van de interpolerende functies voor
k= —2,...,2zien. Het is duidelijk dat dit al een erg goede benadering oplevert.

Wat gebeurt er nu als we een signaal met een te lage aftast-frequentie sam-
plen, dus bij undersampling? De bijdragen van de frequenties boven § = X3
worden afgebeeld op lagere frequenties en dit resulteert in een verandering van
de functie Fg(u) en dus ook van het gereconstrueerde signaal. Dit effect noemt
men aliasing. Om zo'n effect te vermijden, wordt een signaal voor het aftasten

meestal door een low pass filter gestuurd die de te hoge frequenties wegsnijdt.

Lo e ™oy R PN

o
L e e " e e | J

-15 -10 -5 0 5 10 15
u

Figuur 1.40: Aliasing in het frequentie domein en reconstructie bij undersam-
pling.

In Figuur 1.40 is de functie f(¢) uit het voorbeeld met de te lage frequentie

97



Wiskunde 2 voor kunstmatige intelligentie, 2004 Deel I. Voortgezette Analyse

%um in plaats van de Nyquist frequentie 2u,, gesampled. Dit heeft tot gevolg
dat de functie Fs(u) zo als in het middelste plaatje van Figuur 1.38 verander, en
het vermenigvuldigen met de rechthoek-filter lijdt tot een functie AtF(u)r(u)
met te hoge waarden voor de lage frequenties, omdat hogere frequenties op deze
lage frequenties afgebeeldt worden. Als effect hiervan levert de reconstructie van
de oorspronkelijke functie middels inverse Fourier transformatie een functie die
niet snel genoeg afneemt, wat we duidelijk aan het te grote tweede maximum
van de gereconstrueerde functie in het rechter plaatje van Figuur 1.40 kunnen

zien.

BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES
e sampling, discretisering

discrete Fourier transformatie

trigonometrische interpolatie

FFT: snelle Fourier transformatie

e Shannon’s aftast-theorema
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