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Les 7 Fourier analyse

Veel gewone fenomenen hebben iets met golven te maken, zo is bijvoorbeeld
geluid een golvende verandering van de luchtdruk en is licht een elektromagne-
tische golf.

Als we nu eens kijken hoe bij een viool (of elk ander snaarinstrument) het
geluid wordt geproduceerd, dan is het duidelijk dat de snaar aan de eindpunten
vast zit, maar daartussen een golvende beweging uitvoert. De eenvoudigste
mogelijkheid hiervoor is natuurlijk dat in het midden een buik is, waar de
snaar de grootste amplitude heeft. Maar we kunnen ook precies in het midden
een vinger op de snaar zetten, dan krijgen we twee half zo lange golven en de
toon klinkt een octaaf hoger. Net zo kunnen we de vinger op een derde van
de snaar plaatsen, de toon klinkt dan nog een kwint hoger, ook al heeft de
intensiteit behoorlijk afgenomen. De tonen die we op deze manier produceren
heten boventonen en klinken harmonisch met de grondtoon samen.

Dit was al aan Pythagoras bekend en ons gewoon systeem van twaalf
halftonen in een octaaf berust op het delen van een snaar in twee stuk-
ken met een eenvoudige verhouding: 2 : 1 octaaf, 3 : 2 kwint, 4 : 3
kwart, 5 : 4 grote terts, 6 : 5 kleine terts, 9 : 8 grote seconde, 16 : 15
kleine seconde (halftoon). Uiteindelijk moet men met sommige interval-
len iets schuiven, omdat bij deze verhoudingen twaalf kwinten een iets
groter interval geven dan acht octaven: 1.5'2 ~ 129.75, 2% = 128. De
verhouding 1'25812 ~ 1.01364 noemt men ook het Pythagoraeisch komma.
Om dit probleem te ontsnappen zijn er verschillende stemmingen uit-
gevonden, bekende stemmingen zijn de gelijkzwevende en verschillende
soorten van Wohltemperierung.

Als we naar verschillende instrumenten luisteren die dezelfde toon spelen,
zullen we nog steeds makkelijk het verschil tussen een trompet, een viool en een
piano kunnen horen (maar let wel: als je van een toon het begingeruis afplakt
wordt dit veel moeilijker). De reden hiervoor ligt in de intensiteiten die de
boventonen hebben, bij een trompet zijn het er veel meer en ook bij een viool
zijn de boventonen nog relatief sterk.

Het idee is nu, de klank van een toon te beschrijven door naar de intensitei-
ten van de verschillende boventonen te kijken. De verdeling van de intensiteiten
(waarbij we de grondtoon bijvoorbeeld op 1 normeren) geeft dan een karakte-
risering van de klank. Als we de hoogte van een toon door een grondfrequentie
wo beschrijven zo dat de frequenties van alle boventonen een veelvoud van wg
zijn, kunnen we de toon door de intensiteiten ai, as, ..., a, beschrijven, waarbij
ay, de intensiteit van de boventoon met frequentie kwy aangeeft (dit noemen we
ook de boventoon van orde k). Bij de meeste instrumenten zijn de intensiteiten
van de boventonen van orde 10 of meer erg klein, maar het menselijk oor is
verbazingwekkend gevoelig voor heel kleine verschillen. Soms is het ook zo dat
de grondfrequentie niet te hoogste intensiteit heeft, bij sommige instrumenten
kan de speler dit zelfs bewust veranderen, bijvoorbeeld met de flageolet tonen
bij een viool of fluit.
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Het doel van de Fourier analyse is in principe, voor een gegeven ’'klank’ de
intensiteiten ag, ..., a, te bepalen, die een karakteristiek patroon voor de klank
moeten geven. Dit past men bijvoorbeeld in de spraakherkenning toe, waar
verschillende klinkers duidelijk verschillende patronen van intensiteiten voor
het frequentie spectrum hebben. De frequenties met de hoogste intensiteiten
heten formanten en bijvoorbeeld de afstand tussen de twee laagste formanten
is een belangrijk kenmerk om klinkers te onderscheiden. Bij tweeklanken laat
zich goed zien hoe de formanten over de tijd veranderen.
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Figuur I1.1: Formant spectra voor de klinkers /a/ en /oe/
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Figuur I1.2: Formant spectra voor de klinker /i/ en de tweeklank /o-i/

7.1 Periodieke functies

Om ’golvende fenomenen’ (zo als trillingen) door een model te kunnen beschrij-
ven, hebben we ’golvende functies’ nodig, en daarbij denken we natuurlijk aan
zo iets als de cosinus of sinus functies. Maar bij de sinus en cosinus heeft de
golf een bepaalde vorm, om ook naar anders gevormde golven te kunnen kijken,
spreken we algemeen van periodieke functies. Hiermee bedoelen we dat een
functie zich naar een zeker interval weer herhaald.

Definitie: Een functie f(t) heet periodiek met periode L als f(t+ L) = f(t)
voor alle .
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Bij periodieke functies heet de variabel meestal ¢ omdat we hierbij aan
de tijd denken.

Bijvoorbeeld zijn cos(t) en sin(t) functies met periode 27. Maar ook sin(2t)
heeft periode 27, de golven zijn bij deze functie half zo lang en de eigenlijke
periode is 7w, maar dan is de functie natuurlijk ook periodiek met periode 2.
Algemener zijn alle functies cos(kt), sin(kt) met k = 0,1,2... periodiek met
periode 2m. Deze functies kunnen we natuurlijk ook nog met factoren (de
amplitude) vermenigvuldigen en bij elkaar optellen, dit geeft dan periodieke
functies zo als

f(t) = 5sin(t) + 3cos(t) — 2sin(3t) + sin(4t).

Nu komt er een roekeloze gedachte aan: Bij gewone functies hebben we ge-
zien dat we deze goed door veeltermen kunnen benaderen, bijvoorbeeld door de
Taylor veelterm van zekere orde of door interpolatie. We hebben dus ingewik-
kelde functies beschreven door een lineaire combinatie van de heel eenvoudige
functies 1, x, 2, 2> enzovoorts. Het idee is nu of we niet periodieke functies
goed kunnen benaderen door een lineaire combinatie van cos(kt) en sin(kt). Het
antwoord hierop is een duidelijk ’ja’ en we zullen nu toelichten dat dit eigenlijk

een vraagstelling uit de Lineaire Algebra is.

7.2 'Trigonometrische benadering

In Wiskunde 1 hebben we naar orthogonale projecties gekeken om de beste
benadering van een punt in een deelruimte te vinden. Bijvoorbeeld wilden we
een punt P in het 2-dimensionale vlak benaderen door een punt op een gegeven
lijn, en het was bijna vanzelfsprekend dat de beste benadering (het punt op
de lijn het dichtst bij P) de orthogonale projectie van P op de lijn was. Dit
concept gaan we nu op de periodieke functies toepassen en het pakt nu goed
uit dat we toen ook naar algemenere vectorruimten dan 2- en 3-dimensionale

hebben gekeken.

Merk op: In deze les gaan we alleen maar periodieke functies met periode
27 bekijken. De uitbreiding van de theorie tot functies met een willekeurige
periode L is echter geen probleem en leidt uiteindelijk tot de Fourier transfor-
matie. Dit gaan we in de volgende les behandelen.

De periodieke functies met periode 27 vormen een vectorruimte V' met optel-
ling (f+g)(t) = f(t)+g(t) en vermenigvuldiging met factoren (cf)(t) = c- f(?).
De periodieke functies zijn dus de wvectoren in V. We hebben boven al een
paar vectoren in deze vectorruimte opgenoemd, namelijk cos(kt) en sin(kt) voor
k € N. De nulvector is de O-functie sin(0-¢) en men vindt alle constante functies
als ¢ - cos(0 - t).

Een belangrijk feit is nu dat de genoemde ’'vectoren’ lineair onafhankelijk
zijn, d.w.z.:

n
ap + Z(ak cos(kt) + by sin(kt)) = 0 voor alle t = aj = by = 0 voor alle k.
k=1
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Het bewijs hiervan is niet erg moeilijk, maar we slaan het even over. Later
zullen we namelijk aantonen dat deze vectoren loodrecht op elkaar staan en
hieruit volgt in het bijzonder dat ze lineair onafhankelijk zijn.

Omdat de functies cos(kt) en sin(kt) voor k > 0 lineaire onafhankelijk
zijn, hebben we het bij de vectorruimte V' met een vectorruimte van

oneindige dimensie te maken, maar daar hoeven we niet van te schrik-

ken. Ook de veeltermfuncties 1, x, 22, 23,... vormen de basis van een

oneindig-dimensionale vectorruimte, en die lijkt heel gewoon.

Het plan is nu, de vectoren uit V te benaderen door lineaire combinaties
van cos(kt) en sin(kt), dus door vectoren in de deelruimte

U := (cos(kt),sin(lt) | k,l € N,1 > 0).

Omdat cos(kt) en sin(kt) trigonometrische functies zijn, noemt men dit ook een
trigonometrische benadering.

We weten uit Wiskunde 1 dat we de beste benadering van een vector in een
deelruimte vinden door een orthogonale projectie, maar hiervoor moeten we wel
kunnen zeggen, wanneer twee periodieke functies loodrecht op elkaar staan. Dit
hadden we altijd met behulp van een inproduct uitgedrukt en voor de periodieke
functies definiéren we een inproduct als volgt:

B(7(1).9(0) = [ ) (t) d.

We moeten natuurlijk na gaan dat dit inderdaad een inproduct is, maar gelukkig
volgt de bilineariteit rechtstreeks uit de eigenschappen van de integraal:

(i) (f(t),g(t)) = (g(t), f(t)) (symmetrie)
(i) @(f(£) +g(t), h(t)) = (f(t), h(t)) + D(g(t), h(t)) (optellen)
(iii) ®(cf(t),9(t)) = c- ®(f(t),g(t)) (vermenigvuldigen met een factor).
Verder moet het inproduct positief definiet zijn, d.w.z. er moet gelden:
(i) ®(f(t), f(t)) > 0 voor alle periodieke functies f(t);

(ii) ®(f(¢), f(t)) = 0 alleen maar voor de O-functie f(t) met f(¢) = 0 voor
alle t.

Het cerste punt zien we makkelijk in: ®(f(t), f(¢)) := ["_f(t)* dt > 0, want
f(t)? > 0 voor alle ¢t en de integraal over een niet-negatieve functie is niet
negatief.

Om echter te kunnen concluderen dat alleen maar voor de O-functie geldt
dat ®(f(t), f(t)) = 0, moeten we nog iets over de periodieke functies veron-
derstellen. We hebben bijvoorbeeld problemen met functies f(¢) die overal 0
zijn behalve in een paar geisoleerde punten. Voor dit soort functies is de in-
tegraal over f(t)? namelijk wel 0, terwijl het niet de O-functies zijn. Om dit
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soort pathologische gevallen uit te sluiten, veronderstellen we dat onze functie
stuksgewijs continu zijn:

Definitie: Een functie f(t) heet stuksgewijs continu op het interval [a, b
als het interval zich in eindig veel stukken laat opsplitsen waarop de functie
continu is, d.w.z. als er punten a = o < 21 < ... < 1 < T, = b zijn, zo dat
f(t) continu op elk van de intervallen [z;_1,z;] is.

Een stuksgewijs continue periodieke functie is dus (op een eindig interval)
continu tot op een eindig aantal sprongen na.

Als men de voorwaarde dat de periodieke functies stuksgewijs continu
moeten zijn te sterk vindt, moet men een alternatieve aanpak kiezen.
De functies f(t) waarvoor de integraal over f(t)? gelijk aan 0 is, wor-
den dan tot de O-functie verklaart. Dit geeft de theorie van Lebesgue
integralen waarbij men functies met elkaar identificeert die bijna overal
gelijk zijn. De term ’bijna overal’” heeft hierbij een precies gedefinieerde
betekenis, namelijk dat de uitzonderingen een verzameling van maat 0
zijn. Voor een verzameling (bijvoorbeeld een interval) met een gelijk-
verdeelde kansverdeling heeft een deelverzameling maat 0 als de kans
voor deze deelverzameling 0 is. Op het interval [—m, 7] geldt dit bij-
voorbeeld voor alle eindige verzamelingen van punten, maar ook voor
de verzameling van rationale getallen die in dit interval liggen.

Om goed naar orthogonale projecties te kunnen kijken, hebben we een ortho-
gonale, of beter nog een orthonormale basis nodig. Een basis heet orthogonaal
als ®(v,w) = 0 voor elk paar v # w van basis vectoren. Als verder ook nog
®(v,v) =1 voor alle basis vectoren, heet de basis orthonormaal. Algemeen de-
finiéren we de lengte van een vector als \/®(v,v). Voor een periodieke functie
f(t) is de lengte dus gedefinieerd als

1O = VT @) = ( " fay dt)2 |

We hebben inmiddels gezien hoe handig de complexe exponentiéle functie
is om uitspraken over de cosinus en sinus functies te bewijzen. Dit geldt ook
voor het berekenen van de inproducten ®(cos(kt),sin(it)). We zullen zien dat
het stelsel (cos(kt),sin(lt)) al een orthogonaal stelsel is en dat de inproducten
er als volgt uit zien:

/ cos(kt)sin(lt) dt =0 voor alle k,l € N

—Tr

™ 0 als k # 1
/ cos(kt)cos(lt)dt =< m alsk=101>0
- 2r alsk=10=0
o . [0 alsk#I
/_ sin(kt)sin(ie) dt = { AT

Bewijs: Uit het feit dat de complexe exponentiéle functie een periode van
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271 heeft, volgt dat

"okt it [ ikene g, [0 alsk#l
/_ﬂe e "t dt /_We dt {27r als o — 1

want voor k # [ is mei(k_l)t een primitieve van ei(k—0?

ffﬂ- ez’(k—l)t dt = z’(kl—l)ei(k_l)t|7i7r — Z’(kl—l)ei(k_l)ﬂ— _ mei(k—l)(—w) =0 (W&Ht

'™ = e!=™). Voor k = lis ek Dt =1 en [T 1dt=2m.
Aan de andere kant is

en er geldt dus

/7r ethte=ilt qp — /7r (cos(kt) + isin(kt))(cos(—It) + isin(—It)) dt

—Tr

= /_7r (cos(kt) + isin(kt))(cos(lt) — isin(lt)) dt

= /Wcos(kt) cos(lt) + sin(kt) sin(lt) dt + i /Wcos(lt) sin(kt) — cos(kt) sin(it) dt.

—Tr

We kijken eerst naar het reéle deel [™_cos(kt) cos(lt) + [ _sin(kt) sin(it) d¢
hiervan:

Er geldt cos(kt) = sin(kt + %), dus

/ cos(kt) cos(lt) dt = / sin(kt + g) sin(lt + g) dt

—Tr
3T

= /T sin(kt) sin(lt) dt = /7r sin(kt) sin(lt) dt

—Tr

SIE]

omdat we over een volle periode integreren. Hieruit volgt

/7r cos(kt) cos(lt) + /7r sin(kt) sin(lt) dt = 2 /7r sin(kt) sin(lt) dt

—Tr —T

= 2/7r cos(kt) cos(lt) dt.

—T

(1) Voor k # 1is R([™_e*e~i!t dt) =0, dus

0= /7T sin(kt) sin(lt) dt = /7r cos(kt) cos(lt) dt.

—Tr —Tr
s
™

(2) Voor k =1+ 0 volgt uit R(|"_e*te~ dt) = 2 dat

/7r sin(kt) sin(lt) dt = /7r cos(kt) cos(lt) dt = .

—Tr —Tr

(3) Voor k =1 = 0 berekenen we heel eenvoudig dat [™_cos(0-t) cos(0-t) dt =
fjﬂ 1dt = 2.
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Hetzelfde trucje passen we nu op het imaginaire deel van f Lr ekte=ilt gt toe,
dus op ["_cos(lt)sin(kt) — ["_cos(kt)sin(lt) di:
Met cos(kt) = sin(kt + §) en sin(lt) = — cos(lt + §) volgt

Ty at

/ cos(kt) sin(lt) dt = —/ sin(kt + g) cos(It + 5

—Tr
37

= —/ i sin(kt) cos(lt) dt = — /7T sin(kt) cos(lt) dt

—Tr

ISE]

omdat we weer over een volle periode integreren. We hebben dus

™

/7r cos(lt) sin(kt) dt — /7r cos(kt) sin(lt) dt = 2/ cos(It) sin(kt) dt

—Tr —Tr —Tr

= —2/7r cos(kt) sin(lt) dt.

—T

Maar (™ _e™*e~ " dt) = 0, dus hebben we

0= / cos(lt) sin(kt) dt voor alle k, .

—Tr

We hebben dus bewezen dat de verzameling
B :={1(=cos(0 - t)), cos(kt),sin(lt) | k,I > 1}
een orthogonaal stelsel is met

®(1,1) =2m, P(cos(kt),cos(kt)) =m, P(sin(kt),sin(kt)) =

We kunnen ook met behulp van een paar handige opteltheorema’s zien
dat de functies een orthogonaal stelsel vormen. Deze bewijzen we we-
derom het makkelijkst met behulp van de complexe exponentiéle func-

. .o . Ik —ik 2l —al .
tie. Bijvoorbeeld is cos(kt) cos(lt) = t*; Lol i(e::k:l)t +
—i(k—1)t
) =

2
. i(— i(—k— Gkt —i(kDt T ilk=Ut_
eik=0t 4 i(=k+Dt | oi(—k l)t) %( + te +2
3 (cos((k+1)t)+cos(k —1)t). Maar de mtegraal J7_cos((k+1)t) dt kun-
nen we natuurlijk heel eenvoudig uitrekenen. Op dezelfde manier vindt
men de opteltheorema s sin(kt) sin(it) = L (cos((k — 1)t) + cos(k + 1)t)

en sin(kt) cos(It) = & (sin((k + 1)t) + sin(kQ— 0t).

De Fourier reeks

Nu dat we weten dat de elementen van de basis B een orthogonaal stelsel
vormen (dus dat ze alle loodrecht op elkaar staan) kunnen we ook projecties in
de deelruimte U opgespannen door cos(kt) en sin(lt) berekenen. In Wiskunde
1 hadden we gezien, dat de projectie van een vector v in een deelruimte met
orthogonale basis (v1,...,v,) gegeven is door

U =101 + ...+ cpu, = E Cr Uk,
k=1
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waarbij de coéfficiénten ¢ gegeven zijn door

q)(U,’Uk)
logl[?

C —

Voor een orthonormaal stelsel zou ||vg]|?> = 1 en dus ¢ = ®(v, vx) gelden, maar
onze basis vectoren hebben lengte /7 of v/27.

Dat onze basis oneindig veel elementen bevat, heeft tot gevolg dat we de
projectie als een oneindige reeks moeten schrijven. Dit is verder geen probleem,
we zien deze reeks (net zo als de Taylor reeks) als de limiet n — oo van de som
over de eerste n termen. We moeten dan (in principe) wel na gaan of de reeks
inderdaad convergeert.

De conclusie is nu dat we een periodieke functie f(¢) met periode 27 kunnen
benaderen door de projectie

fit) = % + Z ay, cos(kt) + by sin(kt)
k=1

met

O(f(t),cos(kt

1 K
) = —/ f(t) cos(kt) dt voor k =0,1,2,3,...
™ K

W= || cos(kt)]2
_ D(f(t),sin(kt)) 1 ™ . B
b = [smF)2 7T/7r f(t)sin(kt) dt voor k =1,2,3,...

De conventie de eerste coéfficiént als % te schrijven, zorgt ervoor dat de alge-
mene formule voor de a; ook voor ag geldt.

Definitie: De reeks f(t) heet de Fourier reeks van f(t) en de coéfficiénten
ak, by, heten de Fourier coéfficiénten van f(t). De naam wijst op Jean Baptiste
Joseph Fourier (1768-1830), die (in het kader van de zogeheten hittevergelijking
als eerste de wiskundige theorie van trigonometrische reeksen voor periodieke
functies heeft ontwikkeld.

7.3 Eigenschappen van de Fourier reeks

We moeten nu twee belangrijke vragen over de Fourier reeks van een functie
beantwoorden:

(1) Wanneer is de Fourier reeks een convergente reeks?

(2) Als de Fourier reeks convergeert, is de limiet dan ook de goede functie

f(@)?
Het antwoord op beide vragen geeft de volgende beroemde stelling:

Stelling van Dirichlet: Voor een periodieke functie f(¢) met periode 27
convergeert de Fourier reeks, als f(t) aan de volgende voorwaarden voldoet:

(a) Het interval [—m, 7| laat zich in eindig veel deelintervallen splitsen waarop
f(t) continu en monotoon (stijgend of dalend) is.
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(b) In een punt to waar f(t) niet continu is, bestaan de rechtszijdige limiet
fe(to) = limt_n%r f(t) en de linkszijdige limiet f_(tg) := hmt—>tg f(t)
(maar ze zijn niet gelijk).

In de punten waar f(¢) continu is, convergeert onder deze voorwaarden de
Fourier reeks inderdaad tegen de goede waarde f(¢) en in een punt o waar f(t)
niet continu is (dus een sprong heeft) convergeert de Fourier reeks tegen het
gemiddelde van de rechts- en de linkszijdige limiet, dus tegen 3 (f+(to)+f—(to)).

Deze opmerkelijke stelling zegt in het bijzonder dat de projectie van een
periodieke functie in de deelruimte U opgespannen van de cosinus en sinus
functies in de limiet weer de functie geeft. We zeggen daarom, dat de deelruimte
dicht ligt in de hele vectorruimte van periodieke functies. Dit is analoog met het
feit, dat je elk reéel getal willekeurig goed kunt benaderen met rationale getallen
(breuken), men zegt ook hier dat de rationale getallen dicht in de reéle getallen
liggen. Dit betekent echter niet dat alle periodieke functies in de deelruimte U
liggen, want hiervoor zijn alleen maar eindige lineaire combinaties toegestaan
en geen oneindige reeksen of limieten.

We kunnen zelfs de fout afschatten, die we maken als we de Fourier reeks
naar een aantal termen afbreken (net zo als we de Taylor reeks naar een paar
termen afbreken en een functie door een Taylor veelterm benaderen). Er geldt
namelijk de Parseval identiteit die in principe uit het feit volgt dat we het
kwadraat van de lengte van een lineaire combinatie van een orthogonaal stelsel
berekenen als

lcivg + ... + cnvnH2 = ®(cr1v1 + ...+ Crup, 1V F ..+ CrUp)
2 2 2 2
=cilvil|* + ...+ ¢ llvall*

Als we dit toepassen op een periodieke functie f() met Fourier reeks % +
Y peq ak cos(kt) 4 by sin(kt) krijgen we

+) (af +b7) = L f(t)? at.

™
k=1

)
%
2

Als we de reeks na n termen afbreken, kunnen we dus de kwadratische fout
afschatten door Y37 . (af + b7).

We merken nog op dat de voorwaarden in de stelling van Dirichlet
geen noodzakelijke voorwaarden zijn, d.w.z. er zijn ook functies die
niet aan deze voorwaarden voldoen, maar waarvoor de Fourier reeks
wel tegen de goede functie convergeert. Aan de andere kant zijn er
zelfs continue functies waarvoor de Fourier reeks niet tegen de juiste
functie convergeert. Het probleem om een precieze karakterisatie van
de functies te geven, waarvoor de Fourier reeks tegen de goede functie
convergeert, is nog steeds open!

Uit de symmetrie eigenschappen van cosinus en sinus kunnen we heel een-
voudig een aantal belangrijke conclusies trekken. We weten dat cos(t) een even
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functie is, dus cos(—t) = cos(t). Evenzo is sin(t) een oneven functie, want
sin(—t) = —sin(¢). De integraal [*_ f(t)cos(kt) d¢t kunnen we daarom makke-
lijk iets anders schrijven, namelijk als

_W f(t) cos(kt) dt = /07r f(t) cos(kt) dt + /07r f(—t) cos(—kt) dt

_ / " () cos(kt) di + / " (=) cos(kt) dt.
0 0
Net zo is

f()sm (kt) dt = / f(t) sin(kt) dt—i—/ f(=t)sin(—kt) dt

/ f(t)sin(kt) dt — / f(—t)sin(kt)

Als nu f(t) een even functie is, dan is f(—t) = f(¢) en dus

f()smk‘t ) dt = /f t)sin(kt) dt — /f )sin(kt) dt =

—T

Hieruit volgt dat in de Fourier reeks van f(t) alle coéfficiénten by gelijk aan 0
zijn en f(t) dus een lineaire combinatie van alleen maar cosinus functies is (die
precies de even functies in de basis van de deelruimte U zijn). Dit is analoog
met het feit dat de Taylor reeks van een even functie alleen maar even machten
22" bevat.

Omgekeerd geldt voor een oneven functie f(t) dat f(—t) = —f(¢). In dit
geval is

f()coskt ) dt = /f t) cos(kt) dt—/f ) cos(kt) dt =

—Tr

en zijn dus alle coéfficiénten aj in de Fourier reeks gelijk aan 0. Ook dit is een
analogie met de Taylor reeksen voor oneven functies, want deze bevatten alleen
maar oneven termen z2"t1,

We hebben dus de volgende belangrijke stelling ingezien:

(i) Een even functie f(t) met f(—t) = f(t) heeft een Fourier reeks van de

vorm -
% + Z ay, cos(kt).
k=1
(ii) Een oneven functie f(t) met f(—t) = —f(t) heeft een Fourier reeks van
de vorm

Z by sin(kt).
k=1
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7.4 Fase verschuivingen

We kunnen ons afvragen hoe het komt, dat we alleen maar functies cos(kt) die
in het nulpunt een maximum hebben, en functies sin(kt) die in het nulpunt
een nulpunt hebben, nodig hebben om algemene periodieke functies te kunnen
beschrijven. Hoe zit het bijvoorbeeld met een zuivere sinus functie die langs
de z-as verschoven is, dus met f(t) = sin(kt + ¢)? Dit is een belangrijk punt,
want we kunnen niet ervan uitgaan dat iedere golvende beweging op het tijdstip
t = 0 of een nuldoorgang of een maximum heeft. De verschuiving ¢ noemt men
ook de fase van de functie. De (misschien verrassende) oplossing is dat we de
functie f(t) = sin(kt + ¢) kunnen schrijven als lineaire combinatie van sin(kt)
en cos(kt).

Uit het vergelijken van de imaginaire delen van e!**+¢) en ¢ . ¢¥¢ hadden
we al eerder het opteltheorema sin(kt + ¢) = sin(¢) cos(kt) + cos(p) sin(kt) ge-
vonden. Maar dit zegt precies dat we een functie A sin(kt+ @) kunnen schrijven
als lineaire combinatie van cos(kt) en sin(kt), namelijk als:

Asin(kt + ¢) = acos(kt) + bsin(kt) met a = Asin(p) en b = Acos(yp).

Met behulp van de relaties A = v/a? +b? en tan(y) = ¢ kunnen we makkelijk
tussen de twee schrijfwijzen hen en weer gaan.

We hebben dus gezien dat het equivalent is een functie als lineaire combina-
tie a cos(kt) + bsin(kt) te schrijven of als Asin(kt + ¢), in beide gevallen zijn er
drie parameters nodig: de amplituden a en b en de frequentie k 6f de amplitude
A, de fase ¢ en de frequentie k.

Dit betekent, dat we ook de Fourier reeks van een periodieke functie f(¢)
met Fourier coéfficiénten ag, by, op een andere manier kunnen schrijven, namelijk
als

Qo - . o 2 2 Gk
flt) = 0 + ZAk sin(kt 4 o) met Ap = \/a; + by en tan(pp) = b

k=1

Dit noemt men ook de spectrale schrijfwijze van de Fourier reeks van f(t). De
rij Ay, As,... heet dan het amplitude spectrum en de rij 1,2, ... het fase
spectrum van f(t).

7.5 Complexe schrijfwijze

We hebben nu al een paar keer gezien dat het soms handig is de cosinus en sinus
functies gezamenlijk door de complexe exponentiéle functie te beschrijven. Dit
geldt ook voor de Fourier reeks!

We weten dat

ikt | —ikt , ‘
a, cos(kt) = ak% _ %el’“ + %e—zkt on
et — e by ’ b .
bosin(kt) = bp——— — ZE(_p\eikt 4 7k =ikt
k sin(kt) = by 5 S (=) e
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Hieruit volgt
. 1 ikt L bkt
ay, cos(kt) + by sin(kt) = §(ak —ibg)e"™" + §(ak + ibg)e """,

We definiéren nu ¢y := % en voor k > 1 definiéren we

1 , 1 ,
Ck = 5(% —ibg) en cpi=0p = 5(% + iby).

Dan kunnen we de Fourier reeks van f(¢) herschrijven als

(e} (e}
f(t) = —20 + E cxe™ 4 c_jpem M = g cpe™.
k=1 k=—o00

Voor de coéfficiénten ¢, met k > 1 geldt:

ck = %(ak —ibg) = % /_7; f(t)(cos(kt) — isin(kt)) dt

— % _7; f(t)(cos(—kt) + isin(—kt)) dt = % _7; F(t)e ™ dt.

Maar de relatie ¢ = % ffﬁ f(t)e~ ™t dt geldt ook voor k < 0, want

ok = g (ax + iby) = % _ﬂ F(#)(cos(kt) + i sin(kt)) dt

1 1

S " ikt - " —i(—k)t
5 _Wf(t)e dt 5 _ﬂf(t)e dt.

We definiéren dus algemeen voor k € Z:

1 [" 4
ck = — (t)e ™t dt
2 J_,
en noemen dit de k-de compleze Fourier coéfficiént van f(t). Merk op dat
deze formule ook voor & = 0 geldt, want cg = %L en ag was gedefinieerd door

ap =< [T f(t) dt. i

De complexe schrijfwijze van de Fourier reeks van een periodieke functie
f(t) is dus:

Voor reéle functies f(t) hebben we gezien dat c_; = T, maar we kunnen
de complexe vorm van de Fourier reeks net zo goed op complexe functies f(z)
toepassen die langs de reéle as periodiek zijn. De reéle functies zijn echter de
meest belangrijke toepassingen van de Fourier reeksen.
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We hadden de complexe schrijfwijze van de Fourier reeks ook recht-
streeks middels het concept van de projectie op een deelruimte kunnen
afleiden: De functies e*** met k € Z zijn orthogonaal ten opzichte van
het inproduct W(f(z),g(z)) == ["_f(2)g(z) dz. Merk op dat de com-
plexe conjugatie bij de tweede factor nodig is om het inproduct positief
definiet te hebben, want dan wordt W(f(2), f(2)) = [™_|f(2)|* dz. Met

betrekking tot dit inproduct geldt W(ei*t, ikt) = 27, dus vinden we de
coéfficiént ¢y, van e als ¢, = 5= [T f(t)etkt dt = = [T f(t)e”* at.

7.6 Belangrijke voorbeelden

We zullen de theorie van Fourier reeksen nu op een aantal belangrijke periodieke
functies toepassen. Hierbij berekenen we voor een gegeven functie de Fourier
coéfficiénten en vergelijken de functie met de benadering door de eerste termen
van de Fourier reeks. Het produceren van een zekere golfvorm middels lineaire
combinaties van cosinus en sinus functies noemt men ook Fourier synthese. Dit
principe wordt bijvoorbeeld in synthesizers toegepast, waar zuivere sinus-golven
elektronisch geproduceerd en vervolgens tot periodieke functies met ingewikkel-
dere golfvormen gecombineerd worden.

Omdat we het over functies met periode 27 hebben, hoeven we de functies
alleen maar voor het interval [—m, 7| te definiéren, door verschuiving van dit
interval om veelvouden van 27w overdekken we de hele reéle as.

De stapfunctie

De stapfunctie is gegeven door

-1 als —7<t<0
f@) =
1 als 0<t<m.
1' =
1 11 /\/\/\n
| i V\/VV
0.9 ]
4 0. 5
1 5 34 5 no '-'6 """ 4' "'2"'9f""2'" 'All""é
| o1
-0.§
V/\V/\v/\vl\\} f\V/\V/\V/\U

Figuur I1.3: Stapfunctie en benadering door Fourier reeks
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Omdat f(t) een oneven functie is, zijn de coéfficiénten aj van cos(kt) alle
gelijk aan 0 en voor de coéfficiénten by, van sin(kt) geldt by, = 2 [ f(t) sin(kt) dt.
Hieruit volgt:

by, = %/0 1-sin(kt) dt = %%(— cos(kt)|] = %%(— cos(km) + 1)

41
~% als k oneven
0 als k even

De ontwikkeling van f(¢) in een Fourier reeks is dus

) = %Z sin((2k +1)t) _ 4 (sin(t) n sin(3t) N sin(5t) N sin(7¢) L )

2k + 1 o 3 5 7

k=0

De zaagfunctie

De zaagfunctie is gedefinieerd door

f(t) = —t.

™

T T
5 [Lo -6 -4 -2 2

Figuur I1.4: Zaagfunctie en benadering door Fourier reeks

Ook de zaagfunctie is een oneven functie, zus zijn ook hier de coéfficiénten
van cos(kt) gelijk aan 0. We moeten de integraal by = 2 o Lt - sin(kt) dt
berekenen, en hiervoor bepalen we eerst met behulp van partiéle integratie een
primitieve van ¢ - sin(kt). Er geldt

. 1 1 1 1 .
/tsm(k:t) dt = tE(_ cos(kt)) + / % cos(kt) dt = _tE cos(kt) + e sin(kt).

Hieruit volgt:

2 (M1, 2, 1 ™ L
by = ;/0 ;t -sin(kt) dt = ﬁ(—tz cos(kt)|0 + ﬁsm(kt)‘o)
21 _2(-DF
= PE(—Wcos(knr)) =
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De ontwikkeling van f(¢) in een Fourier reeks is dus

o k . . .
£(8) = %Z ( ;) sin(kt) = % <sin(t) - Smft) + Sm;?’t) - Smft) . >
Voor de zaagfunctie laten we in de volgende drie plaatjes zien hoe de be-
nadering verbeterd door meer termen van de Fourier reeks erbij te pakken. De
drie benaderingen breken de Fourier reeks naar 2, 4 en 8 termen af. Het is
duidelijk dat vooral het punt waar de functie niet continu is problemen bij de
benadering veroorzaakt.

0.5 0.5

Figuur I1.5: Afbreken van de Fourier reeks naar 2, 4 en 8 termen

Als we de Fourier reeks van de zaagfunctie voor t = 7 toepassen, krijgen

.
we s =250 (_]1) sin(kZ) = 2(1—4+1-1+4...), want voor even k
T

is sin(k%) = 0 en voor oneven k is sin(k %) afwisselend 1 en —1. Hieruit
volgt de opmerkelijke formule

71'_1 1+1 1+
4 3 5 7 7

De zigzagfunctie

De zigzagfunctie krijgen we als we de absolute waarde van de zaagfunctie nemen.
We hebben dus

1
f(t) = —ltl.
T
De zigzagfunctie is een even functie, daarom zijn de coéfficiénten by van
sin(kt) gelijk aan 0. Ook hier gebruiken we de symmetrie om de integraal te

vereenvoudigen, we krijgen dan aj = % f07r %t - cos(kt) dt. We moeten dus een
primitieve van ¢ - cos(kt) bepalen:

1. 1. 1. 1
/tcos(kt) dt = tE sin(kt) — / Z sin(kt) dt = tE sin(kt) + yE cos(kt).
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Figuur 11.6: Zigzagfunctie en benadering door Fourier reeks

Hieruit volgt:

92 1 2 1 . T 1 T
2 1 —%i als k oneven
—_ — = 2 k2
372 (cos(km) — 1) { 0 als k even

cos(3t)  cos(5t) >
+ +...

Merk op dat men hier veel sneller een goede benadering van f(t) krijgt,
omdat de noemers in de Fourier reeks met k2 groeien.

Als we de Fourier reeks van de zigzagfunctie voor t = 0 toepassen,
krijgen we 0 = 3 — 25 Y77 grrqyr cos((2k —1)-0) = 5 — (1 4+ 55 +

2 4 ...) en hieruit volgt de formule

ﬁ——1+i+i+i+
8 32 ' 52 72
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De impulsfunctie

De impulsfunctie f(t) heeft op het tijdstip 0 een impuls van lengte a en is verder
0 op het interval [—m, 7]. De functie is dus gegeven door

1 als 0<t<a
1(#) ::{0 als t¢[0,al.

—_ — 13— —
] 1
0. 8]
] 0.
0. 6]
] 0.
0.4 0.
0.2 0
AN A AR
SIS R EENED', S ) E—— o Va7 g T Ve
-10 -5 0 5 10 M

Figuur ILI.7: Impulsfunctie en benadering door Fourier reeks

Omdat de functie buiten het interval [0, a] gelijk aan 0 is, hoeven we ook
alleen maar over dit deelinterval te integreren. Er geldt:

1 a
CLQZ—/ 1dt=—
™ Jo

1 [ 11 a 1sin(ka)
ak:;/o cos(kt) dt:;Em t)|0:; .

1 [, 11 11— cos(ka)
bk:;/o sin(kt) dt:;k‘( cos(kt)) ‘0_;T

De ontwikkeling van f(¢) in een Fourier reeks is dus

f@) Zi + % Z <sm cos(kt) + 1 = cos(ka) czs(k:a) sin(kt)>
k=1
= % + %(sm a) cos(t) + (1 — cos(a)) sin(?)
sin(2a) cos(2t) + 1= cos(2a) sin(2t) + .. >

Bij de impulsfunctie geven we nog drie benaderingen van hogere graden aan,
om te laten zien dat ook een korte impuls goed benaderd wordt.
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p f 1
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0.4 0. 4) 0.

N A e
6 V-4 2 g V2 4 -6 -4 -2 2

r
-6

~]
o= =

N " o
T T
-4 -2 ﬂ 4

Figuur I1.8: Benaderingen van hogere orde voor de impulsfunctie

BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES

e periodieke functies

e trigonometrische benadering

Fourier reeks, Fourier coéfficiénten

spectrale schrijfwijze, complexe schrijfwijze

stapfunctie, zaagfunctie, impulsfunctie

OPGAVEN

63. We bekijken de functie

64.

65.

0 als —7<t<0
f@) = 1 als 0<t<?Z
-1 als $<t<m

die we door verschuiven om veelvouden van 27 tot een 2m-periodieke functie op R
voortzetten.

(i) Maak een schets van de functie.
(ii) Bepaal de Fourier reeks van de functie

(iii) Maak een schets van de eerste twee benaderingen van f(t) door afbreken van
de Fourier reeks.

Bereken de Fourier reeks van f(t) := |sin(t)].

Hint: Met partiéle integratie vindt men een primitieve van sin(t) cos(kt) als volgt:
[ sin(t) cos(kt) dt = — cos(t) cos(kt) — J(—cos(t))(—ksin(kt)) dt

= —cos(t) cos(kt) — k;fcos )sin(kt) dt

— cos(t) cos(kt) k(sin(t) sin(kt) — [ sin(t)k cos(kt) dt)

— cos(t) cos(kt) — ksin(t) sin(kt) + k2 [ sin(t) cos(kt) dt

77— (cos(t) cos(kt) + ksin(t) sin(kt)).

Bereken de Fourier reeks van de functie f(t) := t? die we van het interval [—, 7]
door verschuiven om veelvouden van 27 op de hele reéle as voortzetten.
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66. We bekijken de functie

0 als —7<t<0
f(t)'_{sin(t) als 0<t<m

die we door verschuiven om veelvouden van 27 tot een 2m-periodieke functie op R
voortzetten.

(i) Maak een schets van de functie.
(ii) Laat zien dat f(t) de Fourier reeks

1 1 . 2 [ <= cos(2kt)
FAE R <Z @1 1>

k=1
11, 2 (cos(2t) cos(4t) cos(6t)  cos(8t)
_}J’ESm(t)_%( 1-3 35 5.7 T
heeft.
(iii) Concludeer dat
T 1 1 1 1 1 I & (—1)F
z—§+m‘ﬁ+ﬁ‘m+---—§+;m-
(Hint: Vul ¢t = 7 in de Fourier reeks in.)

67. Bereken de Fourier reeks van de functie
f(t) .= cos(at) met o # 0,+1,£2,. ..

die van het interval [—m, ] door verschuiven tot een periodieke functie met periode
27 voortgezet wordt.

Hint: Er geldt 2 cos(x) cos(y) = cos(z — y) + cos(x + y).
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Les 8 Fourier transformatie

8.1 Periodieke functies met perioden verschillend van 27

In de vorige les hebben we naar de Fourier reeksen voor periodieke functies met
periode 27 gekeken. De reden hiervoor was, dat we voor deze periode met de
cosinus en sinus functies goed bekende voorbeelden hadden. Maar de beperking
tot functies met periode 27 is natuurlijk erg kunstmatig, en we zullen de theorie
van Fourier reeksen nu uitbreiden op functies met een willekeurige periode L.

Het idee dat hier achter zit is heel eenvoudig: Door een schaling (van de z-
as) maken we uit een interval van lengte L een interval van lengte 27, hiervoor
moeten we L met de factor 2% vermenigvuldigen. Als f(t) een periodieke functie
met periode L is, dan definiéren we

2
w:=— en x:=wt.

L

Loopt nu ¢ over een volledige periode, d.w.z. over een interval van lengte L,
dan loopt x over een interval van lengte wlL = 2w. We definiéren nu een nieuwe
functie g(t) door

o) = F(1), dus (1) = g(ut) = o)

en voor de nieuwe variabel x is g(x) een functie met periode 27.

Op de functie g(z) kunnen we nu de theorie van Fourier reeksen voor functies
met periode 27 toepassen, we krijgen dus

1 ™

= o » g(z)e " dg,

[e.e]
g(z) = Z cre®T met ¢

k=—00
Maar omdat f(t) = g(z) en z = wt, kunnen we dit ook schrijven als
o0
ft) = Z cpetrt,
k=—o00

Let op: In de coéfficiénten ¢; mogen we z niet zo maar door wt vervangen,
omdat x hier een integratie variabel is. Dit is dus een echte substitutie:

r=wt, dr=wdt,

De integratie over x loopt van —m tot m, dus loopt de integratie voor ¢ van

L(—m)=—L tot 17 = L. We krijgen dus

1 ™ i 1 é okt w % okt

— —1RT — —ww — —ww

Ch = oo - g(x)e dx o /_%g(wt)e w dt o /_% ft)e dt
1 s
2 .

== t)e Wkt gt

LT fie

Nl
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De Fourier reeks van een functie f(¢) met periode L is dus:

e L
E : i 1 )
f(t) = ckewm met cp = Z ? f(t)e—uukt dt.

Nl

k=—o00

Op een soortgelijke manier wordt ook de reéle versie van de Fourier reeks
aangepast, want we schrijven

a > .
ft) =g(z) = 70 + g_l ay, cos(kx) + by sin(kz)
a > ‘
= 30 + ,}_1 a, cos(wkt) + by sin(wkt)

en weer met de substitutie x = wt, dr = w dt vinden we:

- L
ap = %/ g(;p) COS(kCL‘) dr = %/QL f(t) COS({.Uk‘t) dt voor k > 0
—r -L

” L
b, l/ g(z) sin(kx) de = % ’ f(t) sin(wkt) dt voor k > 1.
o - _

vl

Hieruit volgt de reéle versie van de Fourier reeks voor een functie f(t) met
periode L:

a = .
ft) = 50 + Z ay, cos(wkt) + by sin(wkt) met

k=1
L L
2 [2 2 [z .
aw=7 [, f(t) cos(wkt) dt, by = /. f(t) sin(wkt) dt.
2 2

De Fourier reeksen voor periodieke functies met periode L kan men
ook direct afleiden door de methode van orthogonale projecties aan de
periode L aan te passen:

f(t)g(t) dt, het orthogonale stel-
sel is {cos(wkt),sin(wlt) | k > 0,1 > 0} met w = 2T en er geldt
®(cos(0),cos(0)) = L, P(cos(wkt), cos(wkt)) = @ (sin(wkt), sin(wkt)) =

%voorkzl.

8.2 Van Fourier reeks naar Fourier integraal

Bij de ontwikkeling van een periodieke functie f(¢) met periode L in zijn Fourier
reeks isw = 2% de basis frequentie en de coéfficiént ¢ geeft de intensiteit van de
trilling met frequentie kw in de functie f(¢) aan. In het bijzonder geven naburige
coéfficiénten ¢ en cx4q de intensiteiten voor frequenties met een verschil van
w aan. Als we nu naar periodieke functies met verschillende periodes kijken,
hangen de afstanden tussen de frequenties die aan de functies bijdragen van de
periode af. Als we de periode verdubbelen, moeten we naar frequenties met een
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half zo grote afstand kijken. Hoe langer de periode van een functie, hoe meer
frequenties in een bepaald interval spelen dus een rol.

Voorbeeld: We kijken naar een impuls van lengte 2a en intensiteit 1 tussen
t = —a en t = a, die met een periode van L herhaald. Omdat de functie even
is, hoeven we alleen maar de coéfficiénten ay te bepalen, en er geldt:

_2 %y (kt)dt—Z/a (wht) dt = 2 sin(wkt)|*
ak = i cos(w =7 _acos w = 7 opsin(wk)|_,

_ 4sin(wka) _ 4asin(wka)

L wk L wka

Als we nu de afstand tussen de impulsen verdubbelen, dus de periode van
L naar L' = 2L verdubbelen, krijgen we nieuwe Fourier coéfficiénten a) voor

veelvouden van de nieuwe grondfrequentie w’ = %w, namelijk

a).

4a sin(w'ka)  2asin(w
L' wka L w%

ISENINTES

aj, =

De coéfficiént ay geeft de intensiteit van de trilling met frequentie wk = 2w’k =
w'-2k aan, dus hoort bij de frequentie wk in de nieuwe Fourier reeks de coéfficiént
aby.. Er geldt ab, = %% = 1 ay, dus zijn de intensiteiten voor dezelfde
frequentie tot op een factor % na hetzelfde. Maar tussen twee naburige frequen-
ties wk en w(k + 1) voor de impuls met periode L ligt er nu nog de frequentie

ww = W'(2k + 1) omdat de afstanden tussen de frequenties gehalveerd
zijn.
N 0.2
0.8'_
] 0.
O.G'_
] 0.1
0.4
] 0
0.2
T 0. 0!
] ‘ ‘ | | || ‘
CI EE R ° ll‘”HT ! 15 20
-0.4 0.0

Figuur I1.9: Fourier coéfficiénten voor rechthoek impuls met periode L en 4L.

In Figuur I1.9 is het effect van het vergrootten van de periode te zien. De
z-as geeft de frequenties aan, en voor de frequenties die aan de Fourier reeks
bijdragen is de waarde van de bijhorende coéfficiént aj door een verticale lijn
aangegeven. Het is duidelijk te zien dat bij de overgang van een periode L naar
4L de bijdragende frequenties 4 keer dichter bij elkaar liggen.
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Als we de lengte van de periode steeds verder laten groeien, verliest de
functie uiteindelijk zijn periodieke karakter en in de limiet kunnen we iedere
functie als periodieke functie met periode L = oo opvatten. Maar de limiet
L — oo correspondeert met de limiet w — 0, dus moeten we voor dit geval
frequenties met oneindig kleine afstand bekijken en een intensiteit voor elke
frequentie op een continue lijn bepalen. In het rechter plaatje van Figuur I1.9
kan men zich dit al goed voorstellen, de verticale lijnen geven al bijna de contour
van een continue functie aan.

We gaan nu de overgang van discrete frequenties voor een periodieke func-
tie naar een continu spectrum van frequenties voor een niet-periodieke functie
nader bekijken.

Hiervoor schrijven we een functie f(¢) met periode L als Fourier reeks:

[ee] L
) 1 [2 . 2
ft) = E crert met ¢, = T ’ f(t)e “kt dt waarbij w = %

i)

k=—o00

Eerst vullen we de coéfficiénten ¢ in de Fourier reeks in, dit geeft:

f(t) _ Z <% _i f(T)e—iwkT d’7’> eiwkt

k=—o00
o0 L
= Z <i/§ f(T)e—iwk’T d’T) eiwktw'
k=—00 2m _%

Als we nu de limiet L — oo bekijken, gaat w — 0, dus loopt wk in steeds kleinere
stappen w van —oo naar co. Uiteindelijk wordt wk een continue variabel die we
u noemen en die in stappen van Au = w van —oo naar oo loopt. Elke term in
de som wordt dan een term van de vorm

1 % —uT d iutA
%/—é f(re T]e U

en uiteindelijk gaat de som over deze termen over in een integraal en we krijgen
een van de centrale stellingen van de Fourier theorie:

Fourier integraal identiteit

ft) = % /_ Z ( /_ Z f(r)e wr d7> e du.

Merk op dat in de binnenste integraal 7 de integratie variabel is, terwijl u
hier als constante behandeld wordt.

Om de Fourier integraal identiteit iets overzichtelijker te schrijven definiéren
we de binnenste integraal als een aparte functie van u:

F(u) := /_OO f(e ™ dt danis f(t) ! /OO F(u)e™ du.

:% .
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Als we de formule f(t) = 5= [*° F(u)e™ du met de Fourier reeks f(t) =

3% cke™* van een periodieke functie vergelijken, zien we dat we de functie
F(u) kunnen opvatten als de continue versie van de Fourier coéfficiénten cy.

Definitie:

(i) De functie
F(u) := / ft)e ™ dt

heet de Fourier getransformeerde of Fourier trqnsformatie van f(t) en
wordt genoteerd met F'(u) = F[f(t)] of F(u) = f.

(ii) De afbeelding F : f(t) — F[f(t)] die een functie f(¢) op zijn Fourier
getransformeerde F'(u) afbeeldt, wordt zelf ook Fourier transformatie ge-
noemd.

(iii) Omgekeerd komen we van de functie F'(u) terug naar f(¢) door

(1) = % /_ " Fu)e™ du

en we noemen dit de inverse Fourier transformatie van F'(u), genoteerd
met F1[F(u)].

De Fourier transformatie levert een 'tweede taal’ om over functies te praten:
De Fourier transformatie vertaald een functie vanuit het tijdsdomein naar het
frequentiedomein, de inverse Fourier transformatie is de vertaling de andere kant
op. Omdat sommige eigenschappen van een functie beter in het tijdsdomein,
andere beter in het frequentiedomein beschreven worden, is het heen en weer
schakelen tussen de twee talen een fundamenteel hulpmiddel in vele gebieden
van signaalverwerking en patroonherkenning.

De factor % in de Fourier integraal identiteit geeft aanleiding tot ver-

schillende formuleringen van de Fourier transformatie. Bij de Fourier
transformatie en de inverse Fourier transformatie moeten er namelijk
factoren voor de integraal staan, die met elkaar vermenigvuldigd %
opleveren. Drie voor de hand liggende mogelijkheden zijn:

(i) 1 bij de Fourier transformatie en 5= bij de inverse Fourier trans-
formatie (zo als aangegeven),

(i) % bij de Fourier transformatie en 1 bij de inverse Fourier trans-
formatie,

(iii) \/% bij de Fourier transformatie en ook bij de inverse Fourier
transformatie.

De laatste versie benadrukt de symmetrie tussen Fourier transformatie
en inverse Fourier transformatie, maar wij zullen bij de eerste optie
blijven.
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8.3 Schrijfwijzen van de Fourier transformatie

Net als voor de Fourier reeks zijn er ook voor de Fourier transformatie verschil-
lende schrijfwijzen.

Amplitude en fase spectrum

Met behulp van absolute waarde en argument kunnen we F'(u) schrijven als

dan heet |F(u)| het amplitude spectrum en ®(u) het fase spectrum van f(t).

Uit e~ H Wt = it — e—iut yolgt voor reéle functies f(t):

_ / T et g = / T e gt = / T e dt = Flu),

Hieruit volgt in het bijzonder dat het amplitude spectrum |F(u)| een even
functie en het fase spectrum ®(u) een oneven functie is.

Reéle schrijfwijze

In analogie met de reéle schrijfwijze van Fourier reeksen is er ook een reéle
schrijfwijze voor de Fourier transformatie van een reéle functie f(¢). We schrij-
ven

= /_OO f(t)e ™t dt = /_OO f(t)(cos(ut) — isin(ut)) dt

= /_OO f(t)cos(ut) dt —i - /_oo f(t)sin(ut) dt
= /_OO f(t) cos(ut) dt, b(u) = /_OO f(t)sin(ut) dt

dan is F'(u) = a(u) — ib(u). Er geldt a(—u) = a(u) omdat cos(—ut) = cos(ut)
en b(—u) = —b(u) omdat sin(—ut) = —sin(ut), dus:

en definiéren

a(u) is een even functie, b(u) is een oneven functie.

Als we de Fourier integraal identiteit met behulp van reéle functies uitschrij-
ven, krijgen we:

£lt) = % /_OO F(u)e™ du = % /_OO F(u)(cos(ut) + isin(ut)) du

1 o0
T2

1 o0
T o

(a(u) — ib(u))(cos(ut) + isin(ut)) du

(a(u) cos(ut) + b(u) sin(ut)) du

+i- % Z(a(u) sin(ut) — b(u) cos(ut)) du.
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Maar f(t) is een reéle functie, daarom verdwijnt het imaginaire deel en we

hebben
1

il /_oo (a(u) cos(ut) 4+ b(u) sin(ut)) du.

1) = 5

Nu weten we dat a(u) even en b(u) oneven is, hieruit volgt a(—u)cos(—ut) =
a(u) cos(ut) en b(—u)sin(—ut) = —b(u)(—sin(ut)) = b(u)sin(ut) en daarom
levert de integratie van —oo tot 0 hetzelfde op als de integratie van 0 tot oo.
We hebben dus uiteindelijk gevonden:

f@t) = 1 /Ooo(a(u) cos(ut) + b(u) sin(ut)) du met

™

/ f(t)cos(ut) dt en b(u / f(t) sin(ut)

Als f (t) een even functie is, is f(¢)sin(ut) een oneven functie, maar dan is
= [ f(t)sin(ut) dt = 0. Voor een oneven functie f(t) is f(t) cos(ut) een
oneven functle dus volgt in dit geval met hetzelfde argument dat a(u) = 0 is.

Fourier cosinus en Fourier sinus transformatie

Voor reéle functies f(¢) die alleen maar voor 0 < t < oo gedefinieerd zijn, worden
vaak ook de Fourier cosinus transformatie en de Fourier sinus transformatie
toegepast. Het idee hierbij is, de functie door f(—t) := f(t) tot een even of
door f(—t) := — f(—t) tot een oneven functie op de hele reéle as voort te zetten.
Voor de voortgezette functie is dan bij de Fourier transformatie of de functie
b(u) de 0-functie (even geval) of de functie a(u) is de O-functie (oneven geval).

Voor de Fourier cosinus transformatie stellen we ons voor dat f(t) door
f(=t) := f(t) tot een even functie f.(t) op de hele reéle as voortgezet wordt en
berekenen hiervoor de reéle versie van de Fourier transformatie.

Voor de voortgezette functie f.(t) krijgen we

= /_OO fe(t) cos(ut) dt =2 /000 f(t) cos(ut) dt

omdat f(t)cos(ut) een even functie is.

= /00 f(t) cos(ut) dt
0

heet de Fourier cosinus transformatie van f(t). Er geldt:

Definitie: De integraal

flit) = 2 /00 F.(u)cos(ut) dt met Fg( / f(t) cos(ut)
0

™

Net zo kunnen we f(t) door f(—t) := —f(t) tot een oneven functie f,(t) op
de hele reéle as voortzetten. Voor de voortgezette functie f,(t) krijgen we

_ /_ T p(t) sin(ut) dt =2 /0 () sin(ut) dt
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omdat nu f(¢)sin(ut) een even functie is.

Definitie: De integraal

Fu(u) = /0 " F(t) sin(ut) dt

heet de Fourier sinus transformatie van f(t). Hiervoor geldt:

F) =2 /0 T F(u)sin(ut) dt met  Fy(u) = /0 " F(t) sin(ut) dt.

™

8.4 Eigenschappen van de Fourier transformatie

De meeste eigenschappen van de Fourier transformatie volgen uit eigenschappen
van de integraal. Het probleem is dat we het hier met oneindige integralen te
maken hebben, waar soms dingen mis kunnen gaan. Omdat we ons hier niet
met wiskundige details willen bemoeien, veronderstellen we nu dat het voor de
functies waarin wij geinteresseerd zijn nooit mis gaat en onderdrukken twijfels
die bij sommige stappen misschien op komen dagen.

Bestaan

Omdat de Fourier getransformeerde middels een integratie over de hele reéle
as gedefinieerd is, moeten we wel een opmerking kwijt, wanneer de integraal
iiberhaupt bestaat. Een integraal f_oooo f(x) dz is namelijk gedefinieerd als de

limiet L — oo van f_LL f(x) dz en die limiet hoeft helemaal niet te bestaan.
Voldoende voorwaarden waaronder de Fourier getransformeerde van f(t) wel
bestaat, zijn:

(i) f(t) en f'(t) zijn stuksgewijs continu op eindige intervallen;

(i) [, (0] di < oo,

Net als bij de stelling van Dirichlet over de Fourier reeksen is in het bijzonder
(ii) geen noodzakelijke voorwaarde. Sommige functies waarvoor (ii) niet geldt
zullen we zelfs in de volgende les bekijken, omdat ze bijzonder belangrijk zijn.

Fourier transformatie < inverse Fourier transformatie

Als F(u) = F[f(t)] de Fourier getransformeerde van f(t) is, geldt f(t) =
= [0 F(u)e™ du en dus f(—t) = 5= [*° F(u)e™™ du. Maar het laatste
is tot op de factor % na de Fourier getransformeerde van F'(u), dus is

F(1) = - FIF(@)) = 5 FIFIS )]
Er geldt dus
FIFIF@]) = 2nf (1)

en als we dit vergelijken met de toepassing
FHFION = f)
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van de inverse Fourier transformatie zien we, dat de inverse Fourier transforma-
tie tot op een vermenigvuldiging met de factor 27 na hetzelfde is als de Fourier
transformatie gecombineerd met tijdsomkeer. In het bijzonder zijn voor even
functies f(t) Fourier transformatie en inverse Fourier transformatie tot op de
factor 27 na hetzelfde.

Lineariteit

Uit de lineariteit van de integraal volgt meteen de lineariteit van de Fourier
transformatie, want voor twee functies f(t) en g(t) is [*_(f(t)+g(t))e ™" dt =

| _OOOO f(t)e ™ dt+ f_oooo g(t)e_“ft dt. Net zo geldt voor de vermenigvuldiging met
een factor ¢ dat ffooo c-fit)e ™ dt =c- ffooo f(t)e "t dt. Dit geeft

FU®) +9@)] =FIf O]+ Flg®)] en Fle- f(t)] = c- FIf ()]

dat wil zeggen de Fourier transformatie is een lineaire afbeelding van functies.

Verschuiving

Als we de Fourier transformatie van een functie f(t) hebben berekend is het
handig als we hieruit de Fourier transformatie van een verschuiving van f(t)
langs de reéle as af kunnen leiden. Als we bijvoorbeeld de Fourier transformatie
van een rechthoek impuls rond ¢ = 0 kennen, willen we hieruit graag de Fourier
transformatie van een rechthoek impuls rond een tijdstip ¢ kunnen berekenen.
Hiervoor moeten we de Fourier transformatie van de functie

g(t) == f(t —to)

berekenen. Als we de Fourier getransformeerden van ¢(¢) en f(t) met G(u) :=
Flg(t)] = F[f(t —to)] en F(u) := F[f(t)] noteren, vinden we:

G(u) :/ f(t—to)e™™ dt:/ f(t — to)e™tto) g —iuto gy
— e—iutg/ f(T)e—iuT dr = e—iutoF(u)

waarbij we in de stap van de eerste naar de tweede rij de substitutie 7 := ¢ — ¢y,
dt = dt hebben toegepast. Voor een om tg langs de reéle as verschoven functie
geldt dus

FLUf(t —to)] = e O F[f(1)].

Dit betekent dat we alleen maar de fase van de Fourier getransformeerde ver-
anderen, maar niet de amplitude |F[f(t — to)]|, omdat e~®% een getal op de
eenheidscirkel is. Een verschuiving in het tijdsdomein resulteert dus in een
fase-verschuiving in het frequentiedomein.
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Schaling

Naast een verschuiving in het tijdsdomein is ook een schaling van de tijd een
eenvoudige maar belangrijke transformatie die we vaak tegen komen. Zij g(t) :=
f(at) en noteer de Fourier getransformeerden met G(u) := Flg(t)] = F[f(at)]
en F(u) := F[f(t)]. We veronderstellen eerst dat a > 0, dan krijgen we met de
substitutie 7 = at, dr = a dt (dus dt = 1 dr):

- /_Oo Flat)e™t dt = /_OO f(T)e—i%Té dr = %F(g).

Als a < 0 werkt de substitutie hetzelfde, maar als ¢ van —oo naar oo loopt,
loopt in dit geval 7 = at van oo naar —oo. We moeten dus de grenzen van de
integratie omdraaien en daarom het resultaat met —1 vermenigvuldigen, dus
krijgen we in dit geval G(u) = —2F(%). Als we de twee gevallen combineren,

volgt hieruit

ﬁng»

Flf®l =Fw) = Flf(at)] =

Dit betekent dat een schaling in het tijdsdomein correspondeert met de inverse
schaling in het frequentiedomein, dus een rekking wordt een comprimering en
andersom.

Afgeleiden

We kunnen ons afvragen, of er een eenvoudige manier is om van de Fourier
getransformeerde van een functie f(¢) naar de Fourier getransformeerde van de
afgeleide f’(t) te komen. Laten F(u) := F[f(t)] en G(u) := F[f'(t)], dan geldt
met partiéle integratie

/ f —tut dt = f( —tut |o° / f —ZU —tut dt
_Z“t|oo + iuF(u).

Als we nu veronderstellen dat f(t) — 0 voor t — +o00, valt de eerste term weg
en er geldt
FIf'(#)] = iuF[f(2)].

Ook over de afgeleide van de Fourier getransformeerde Fu) = F [ f(t)] in
het frequentiedomein kunnen we iets zeggen. Er geldt F'(u f f(t)e tut dt
en als we dit naar u gaan afleiden, mogen we de dlfferentlatle onder zekere voor-
waarden (die we hier als gegeven veronderstellen) met de integratie verruilen.

Denk hierbij aan de integraal als een oneindige som: Ook voor functies
die door een oneindige reeks gegeven zijn, hadden we gezien dat we de
afgeleide krijgen door de reeks termsgewijs af te leiden.

We hebben dus

/ f&) (e ™Y dt = / f(t) et gt = /_th(t)e—mt dt
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en de laatste integraal is de Fourier getransformeerde van ¢f(t). Er geldt dus

FIF®) = Fl(u) = —iF[tf ()],

waarbij we veronderstellen dat de functie ¢f(¢) een Fourier getransformeerde
heeft, dus dat in het bijzonder de integraal ffooo tf(t) dt bestaat.

8.5 Het convolutieproduct

De meest belangrijke operatie bij Fourier transformaties is de vermenigvuldiging
van de getransformeerde functies in het frequentiedomein. Het idee hierbij is,
bepaalde frequentie intervallen te versterken of af te zwakken door de Fourier
getransformeerde met een functie te vermenigvuldigen die voor deze frequenties
een grote of kleine waarde heeft. We zullen hier in de volgende les concrete
voorbeelden van zien.

Laten f(t) en g(t) twee functies in het tijdsdomein zijn met Fourier getrans-
formeerden F[f(t)] = F(u) en Flg(t)] = G(u). Dan is

F(u) - Glu) = ( / T e dn) - / " gy dr)

—00

= / h ( / h Flr)e T d7> g(r)e " dr!
/ / f(r e~ ) drdr’

Als de lezer twijfels heeft over de manier hoe de integralen gemanipu-
leerd worden, is het verstandig om de integralen als oneindige sommen
te interpreteren. Hiervoor zijn de omvormingen redelijk voor de hand
liggend.

We substitueren nu t = 7+ 7/, dan is 7/ =t — 7 en d7’ = dt. Dit geeft

F(u)-G / (/ f(r)g(t —7)e dT> dt
/ (/ f(r)gt—71)d > e~ "utdt,

We zien dat het resultaat ook weer de Fourier getransformeerde van een functie
is, namelijk van de functie
0= [ gt dr

die door de binnenste integraal gegeven is.

Definitie: De functie
W) = f / F(r)glt — 1) dr
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heet het convolutieproduct, de convolutie of de vouwing van f(t) en g(t) en wordt
genoteerd met een sterretje voor het product.

De cruciale eigenschap van het convolutieproduct f(¢)xg(t) is dat F'(u)-G(u)
de Fourier getransformeerde van deze functie is, dus dat

FIF@1- Flg®)] = FI () * g(@)]-

Merk op: Het puntsgewijs product F(u) - G(u) van twee functies in het
frequentiedomein correspondeert via de Fourier transformatie met het convolu-
tieproduct F~[F(u)] * F~1[G(u)] van de inverse Fourier getransformeerden in
het tijdsdomein. Deze samenhang is in feite de hoofdreden om iiberhaupt naar
een zo rare constructie als als het convolutieproduct te kijken.

BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES
e Fourier reeksen voor periodieke functies met willekeurige periode
e Fourier integraal identiteit
e Fourier transformatie, inverse Fourier transformatie
e amplitude spectrum, fase spectrum
e Fourier cosinus transformatie, Fourier sinus transformatie
e eigenschappen van de Fourier transformatie

e convolutieproduct

OPGAVEN
68. Zij f(t) een functie met Fourier getransformeerde F'(u) = F[f(t)].

(i) Toon aan dat F[f(—t)] = F(—u). Dit betekent dat een spiegeling in het
tijdsdomein ook een spiegeling in het frequentiedomein tot gevolg heeft.

(ii) Neem nu aan dat f(¢) een reéle functie is. Laat zien dat F(—u) = F(u).

69. Toon aan dat voor F'(u) = F[f(t)] een verschuiving in het frequentiedomein gegeven
is door de formule F(u — ug) = F[f(t)ei*0?].

70. Zij F(u) = F[f(t)] de Fourier getransformeerde van f(t). Bepaal de Fourier getrans-
formeerde van f(t) cos(wt). (De functie f(t)cos(wt) noemt men een modulatie.)

71. Ga na dat het convolutieproduct commutatief is, d.w.z. dat f(t) * g(t) = g(t) * f(¢).

72. We hebben gezien dat voor de Fourier getransformeerden F(u) = F[f(¢)] en G(u) =
Flg(t)] geldt, dat F(u) - G(u) = FLf(#) * g(t)]-

(i) Laat zien dat omgekeerd geldt dat

FUF(u) * G(u)] = 2m f(t) - g(t) en dus F[f(t) - g(t)] = %F(u) * G(u).
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(ii) Bewijs hiermee dat

1 oo

/_OO f@t)-g(t) dt F(u) - G(—u) du.

:% .

(iii) Concludeer dat voor een reéle functie f(¢) geldt dat

/OO |f()? dt = %/w |F(uw)]? du.

— 00 — 00

Deze relatie heet de Parseval identiteit.
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Les 9 Voorbeelden en toepassingen van de Fourier
transformatie

We hebben in de vorige les de theorie van de Fourier transformatie behandeld
en een aantal eigenschappen van de Fourier transformatie bekeken. Tot nog toe
is de Fourier transformatie echter een abstracte procedure die aan een functie
in het tijdsdomein een functie in het frequentiedomein toewijst. Om enigszins
begrip van de Fourier transformatie te krijgen, zullen we in deze les de Fourier
getransformeerden van een aantal belangrijke functies expliciet berekenen.

Verder leren we een nieuwe functie kennen, die geen functie van de gebrui-
kelijke soort is, namelijk de Dirac §-functie. Deze functie is overal nul, behalve
in een enkele punt, waar ze zo groot is (oneindig) dat de integraal over de hele
reéle as niet de waarde 0 maar 1 geeft. We zullen zien dat deze rare functie in
het kader van de Fourier transformatie heel nuttig is.

Ten slotte gaan we in deze les als toepassing van de Fourier transformatie
bekijken, hoe high-pass en low-pass filters werken, die de contrasten van een
plaatje of geluid aanscherpen of verzachten.

9.1 Belangrijke voorbeelden

We zullen voor een aantal elementaire functies de Fourier transformaties bepa-
len. Met behulp van verschuiven, schalen en het optellen van functies laten zich
uit deze functies natuurlijk ingewikkeldere functies opbouwen.

Rechthoek impuls

Zij f(t) een rechthoek impuls van sterkte 1 tussen de tijden —a en a, dus

g} e

als [t| > a

dan berekenen we de Fourier getransformeerde F'(u) := F[f(t)] als volgt:

o0 . a . 1 . 1 . .
F(u) — / f(t)e—zut dt = / e—zut dt = — e—zut“ia — — (e—zua _ ezua)
—00 —a
2 wa __ ,—iua 2 :
_ 2 e 2 () = 2 S0
U 21 U U

Om de Fourier getransformeerden voor verschillende breedten van de impuls
goed te kunnen vergelijken, is het handig de integraal f_oooo f(t) dt op 1 te
normeren. Hiervoor moeten we naar een impuls van sterkte % in plaats van 1
kijken.

Omdat de Fourier transformatie een lineaire afbeelding is, hoeven we nu
niet opnieuw te rekenen, we moeten het resultaat alleen maar met % verme-

nigvuldigen. De functie g(¢) met

1
Is |t| <a

— 2a a —
9(t) : { 0 als|t/>a
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heeft dus de Fourier getransformeerde

1 2sin(au) _ sin(au)

G(u) = Flg@)]

T 2 v au

We zien dat de parameter a van de rechthoek impuls bij de Fourier getrans-
formeerde de rol van een schaling van de u-as speelt: Als we a verdubbelen,
moeten we de u-as met een factor 2 samen schuiven. Dit betekent in het bij-
zonder dat voor een grotere waarde van a, dus een langere impuls, de Fourier
getransformeerde met stijgende frequenties sneller afneemt als voor en kleinere
waarde van a. Dit zouden we ook zo verwachten, want een korte impuls geeft
een snelle verandering en heeft dus met hogere frequenties te maken.

In Figuur I1.10 zijn de Fourier getransformeerden van een rechthoek impuls
voor a = 1 en a = 4 te zien. Zo als verwacht neemt de getransformeerde van de
langere impuls met a = 4 duidelijk sneller af dan de getransformeerde van de
kortere impuls met a = 1.

0.4
0.4
0. H
P VAV"V.AVAV'\/\“. ' {.\/\'\AVA\/.\VAVAV AP
20 -10 VVU! Vvv 10 20
k
-0¥4

Figuur I1.10: Fourier getransformeerden van rechthoek impulsen met a = 1
(links) en a = 4 (rechts).

Driehoek impuls

Zij f(t) een driehoek impuls die tussen de tijden —a en 0 lineair van 0 tot 1
groeit en tussen 0 en a weer lineair naar 0 daalt, dus

1- 4 a5 It <a
t) = a -
®) { 0 als [t| > a

De Fourier getransformeerde F'(u) van f(t) is
0
—a

F(u) = /_OO f(t)e dt:/ (14 2)6—iut dt+/0a(1_ é)e—iut dt.
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Dit lossen we met partiéle integratie op, de primitieve van e "¢ is }me_m en

de afgeleide van 1 + é is :l:é. Voor de eerste integraal volgt hieruit

0 0
t - t. 1 - 1 1 4
/ (1 4 _)e—zut dt = (1 4 _)_.e—zutvia _/ . _.e—zut dt
a

—-a a —u —a @ —lu
:_.i_o li Oe—i“tdt:_.i_l. .1 e—iut‘o
i a iu J_, v a  (iu)? —a

w o a u? a u?

¢ by i t, 1 —iut|a ‘1 1 —tu
/0(1——)e tat=(1— e t|0—/0 SIS et gy

a a’ —iu a —iu
1 1 1 [ _ 1 1 1 4
=04+ ——-=.= G_ZUtdt:,—+—' : 2e—zut‘g
v a du f v a (iu)
_ 1 1 1 —iua 1 1
Ciu a u? a u?

Als we de twee integralen bij elkaar optellen, krijgen we dus

1 1 1 1 1 . 1 1 1 . 1 1
Flu)=——4-. - 2. _gluap =~ _-luay —
(u) w o oa w2 a u? v a u? a u?
1 . ,
_ 9 _ piua _ —iuay
au2( e e )

Met een klein trucje kunnen we dit nog iets eenvoudiger schrijven, er geldt
namelijk

a

(ez’u% o e—iu§)2 — ez’ua —24 e—iua — _(2 o 6iua o e—iua)
Hieruit volgt
1 1

sin2(gu) _ ( )2 — _Z(eiu% _ e—iu%)2 — Z(2 _ plua _ e—iua)

en als we dit in de gevonden formule van F'(u) invullen, krijgen we uiteindelijk:

Csin(Zuy = 2 .sin2(gu) —a. (Sm(%“)>2.

2 (§u)? Su

Als we ook bij deze functie de integraal f_oooo f(t) dt op 1 normeren, moeten

Fu)=—

we f(t) met L vermenigvuldigen, dit geeft de functie
1 [t

gty =4 i " @ als [t| < a

0 als |t| > a

Deze functie g(t) heeft als Fourier getransformeerde

Flg(t)] = (sin(gu)>2

su
dus speelt ook hier de parameter a de rol van een schaling van de u-as.

Ook de plaatjes van de Fourier getransformeerden van de driehoek impuls in
Figuur I1.11 laten duidelijk zien dat bij de kortere impuls voor a = 1 de hogere
frequenties een grotere rol spelen dan bij de impuls voor a = 4.
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Figuur II1.11: Fourier getransformeerden van driehoek impulsen met a = 1
(links) en a = 4 (rechts).

Gauss functie

Een belangrijke rol bij de Fourier transformaties speelt de Gauss functie f(t) :=
e_“tz, die we in verband met de normale verdeling ook in de kansrekening
en statistiek tegen komen. De opmerkelijke eigenschap van deze functie ten
opzichte van de Fourier transformatie is, dat de Fourier getransformeerde weer
een functie van dezelfde soort is. Om dit na te gaan, hebben we de integraal
van —oo tot oo van de Gauss functie nodig, die we in het kader van de integratie

van functies van meerdere veranderlijken hebben bepaald:

/ e dy = V7 en dus / e~ dt = \/g

waarbij de tweede integraal met de substitutie \/a -t = z, \/a dt = dz uit de
eerste volgt.

Voor de Gauss functie f(t) := e met a > 0 geldt voor de Fourier ge-
transformeerde F'(u) := F[f(¢)]:

[o¢] 00 00
) :/ et = / eI gt = / (o) | alig)? gy
. N

_u? > —a(t+i2)? _u? > —ar? T W
=€ 4a - e 2a dt:e 4a - é dT: — - € 4a
oo oo a

waarbij we in de voorlaatste stap de substitutie 7 =t +i5-, d7 = dt toepassen.
We hebben dus ingezien:

Stelling: De Fourier getransformeerde van een Gauss functie is ook weer
een Gauss functie, er geldt:

u2
]:[e_“tz] = \/E-e_ﬂ.
a
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De dichtheidsfunctie van een normale verdeling met verwachtingswaarde 0
en standaardafwijking o is de Gauss functie

+2

f(t) =e 27,
d;lS Ino2et2en We2a = ﬁ in ons resultaat invullen. Dit geeft \/g = /270 en
= 79— = 5.=3, dus geldt:

2 2

f)=e22 = F(u)=Flf(t)]=V2n0- ¢ 2-2.

De Fourier getransformeerde van een normale verdeling met standaardafwijking
o is dus een normale verdeling met standaardafwijking o~ = % In het bijzon-
der is de Fourier getransformeerde van een standaard-normale verdeling (met

standaardafwijking 1) zelf ook een standaard-normale verdeling.

Eindige cosinus golf

We kijken naar een cosinus functie op het eindige interval [—a,al, dus

ﬂw:{“ﬂm>abm§a

0 als [t| > a

De Fourier getransformeerde is

o0 . a , aq . .
F(u) = / ft)e ™ dt = / cos(wt)e ™ dt = / §(ew’t + e et gt

—a

1/ _. 1 /¢ _.
— 5/ e—z(u—w)t dt + 5/ e—z(u—l—w)t dt

_ 1 Silume @ 1 ettt e
—2i(u — w) —¢ —2i(u+w) —a
1 1 . . 1 1 . .
— = | mi(u—w)a _ ji(u—w)a | _ = | mi(utw)a _ i(utw)a
u—w 2 (e © ) u+tw 2 (e © )
_ sin(a(u —w)) N sin(a(u 4+ w))
N U —w U+ w

Als we dit resultaat met de Fourier getransformeerde van een rechthoek impuls
vergelijken, zien we dat de Fourier getransformeerde van een eindige cosinus golf
de som van twee Fourier getransformeerden van rechthoek impulsen is, waarvan
één om w naar rechts en de andere om w naar links verschoven is. Dit is in feite
niet erg moeilijk om in te zien:

Net zo als een verschuiving om tg in het tijdsdomein met een vermenigvul-
diging van de Fourier getransformeerde met e?% in het frequentiedomein cor-
respondeert, correspondeert een verschuiving van een Fourier getransformeerde
om w in het frequentiedomein met een vermenigvuldiging met e™? in het tijds-
domein. Maar als we een rechthoek impuls met e™? vermenigvuldigen, krijgen
we de functie e™? op een eindig interval, en door één keer om w en één keer om
—w te verschuiven, krijgen we e™! + e~ = 2 cos(wt) op een eindig interval, en
dit is (tot op de factor 2 na) precies waarmee we zijn begonnen.
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Figuur I1.12: Fourier getransformeerden van eindige cosinus golven met fre-
quentie w = 27 op het interval [—a, a] voor a =1 (links) en a = 4 (rechts).

Exponentiéle afname

Een exponentiéle afname wordt door de functie

ft) = met a > 0

e”® alst>0
0 alst <0

beschreven. Hierbij is de afname om zo sneller hoe groter de parameter « is.

De Fourier getransformeerde van deze functie f(t) berekenen we als volgt:

F(u) = / f(t)e ™ dt = / e em Ml gt = / e~ (uta)t gy
0

1 a— a )

_ —(zu—i—a — — —3
w+a  u24a?  u?+a? u? + a?

2u+a

lo =

want voor ¢ — oo gaat e~ — (0 en dus ook e~ (iuta)t — g—iutg—at _, ()

Om ook in dit geval verschillende parameters a goed te kunnen vergelijken,

normeren we fooo t) dt weer op 1, hiervoor moeten we e~ met a vermenig-
vuldigen, want fo e % dt = _1 _at‘o = 2. De functie
ae”® alst >0
t) = -
9(t) { 0 alst <0
heeft de Fourier getransformeerde
a® —iau a?

G(u) == Flg(t)] = met regel deel R(G(u)) =

a? + u2 a? +u?

Ook hier is in de plaatjes van Figuur I1.13 duidelijk te zien dat de snellere
afname voor a = 4 een grotere bijdrage van hoge frequenties tot gevolg heeft.
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e odii i N R @ @ T

Figuur I1.13: Fourier getransformeerden van exponentiéle afname met a = 1
(links) en a = 4 (rechts).

Omdat we het hier eigenlijk met een functie te maken hebben, die alleen
maar voor positieve tijden gedefinieerd is, is dit een typisch geval om de Fourier

cosinus transformatie
o0
= / f(t) cos(ut) dt
0

toe te passen. Hiervoor hebben we weer een partiéle integratie nodig:

1 1
/6_ Pcos(ut) dt = e %= sm(ut) /(—a)e_at— sin(ut) dt

u

u

1 a
= e sm (ut)+ — [ e sm (ut) dt
u

a
= —e sm ut + —
U

e u( cos(ut) /(—a)e_at(—%) cos(ut) dt)
2

I ot a _at a/—t
= —e “sin(ut) — —e “cos(ut) — —= [ e ¥ cos(ut) dt
Lot sin(ut) — e cosur) — (ut)

Met 1+ 2 u2 = “27;“2 volgt hieruit

* —at u2 1 —at _: a _at oo
F.(u) = ; e cos(ut) dt = 212\ sin(ut) — 3¢ cos(ut) |0
1 —at . at 0o a
= m (ue @ Sll’l(ut) — ae @ COS(Ut)) |0 = m

at at

want voor t — oo gaat ue”* sin(ut) — ae”* cos(ut) — 0.
De Fourier cosinus transformatie levert dus inderdaad het reéle deel van de
complexe Fourier transformatie op (maar eist wel behoorlijk meer rekenwerk).
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9.2 De Dirac §-functie

Een kunstmatige maar uiterst belangrijke en nuttige functie is de Dirac J-

functie of d-impuls. Deze functie is overal 0, behalve van een oneindige spits in

het nulpunt en is gedefinieerd door de eigenschap dat de integraal van —oo tot

oo de waarde 1 heeft. We kunnen dit zien als limiet van een rechthoek impuls op
1

het interval [—a, a] van sterkte 5-, waarbij men a — 0 laat gaan. Deze functie

wordt aangegeven met 6(x). De wezenlijke eigenschappen van de 6-impuls zijn:

/_Z 0(x)dr =1 en /_O; F(2)8(z — z0) dz = f(x0).

De tweede eigenschap gaat men na door de §-functie door een rechthoek impuls
van breedte 2a te benaderen en hiervan de limiet @ — 0 te bekijken: Een
rechthoek impuls van breedte 2a rond een punt xq is gegeven door de functie

L —
ra(z) = { 5. als x € [zg —a,z0 + a

0 alsxz¢[zg—a,zo+d]

We veronderstellen nu dat we een primitieve van f(x) kennen, dus een functie
F(z) met F'(x) = f(z). Er geldt nu

zote ] 1

| @y o= [ ey do = o oF@) =

o—a 2a 2a

F(zo+a) — F(zo—a)
2a

Maar de laatste quotiént is juist de differentiaalquotiént waardoor de afgeleide
van F'(x) in het punt xg — a gedefinieerd is, dus gaat deze quotiént voor a — 0
naar F'(zg — a) = F'(x0) = f(x0).

Wat de eigenschap [* f(x)d(x — ) dz = f(zo) in feite betekent is dat
het convolutieproduct van een functie f(x) met de d-functie §(x) in het punt
xo juist de waarde f(xg) oplevert: De d-functie is een even functie, dus geldt
d(x —x9) = 6(xg — x) en dus is

£ (o) * 8(x0) = / 7 f@)(a0 — @) do = / ¥ @) — 20) de = flao).

Merk op: Het convolutieproduct van een functie f(z) met de J-functie
d(z) levert juist de waarde f(zg) op.

Uit de eigenschappen van de §-functie volgt meteen wat de Fourier getrans-
formeerde F[d(t)] is, namelijk:

F(u) = F[5(t)] = /_ T S(t)et dt — =0 — 1.

Dit zegt dat de Fourier getransformeerde de constante functie 1 met waarde 1
voor alle u is (deze functie noteren we met een vet gedrukte 1).

De inverse Fourier transformatie geeft nu een alternatieve schrijfwijze voor
de J-functie, namelijk

5(t) = F 1) —/ 1-e™ du = %/ e du.

—00
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Voor de é-functie §(t — tg) met spits in ¢o vinden we met de formule voor een
verschoven functie (of direct) dat

FI5(t — tg)] = e~ ulo,

De samenhang F[F[f(t)]] = 2m f(—t) tussen Fourier transformatie en inverse
Fourier transformatie geeft nu ook de mogelijkheid om de Fourier transformatie
van constante functies te berekenen. We hadden gezien dat F[0(t)] = 1, en als
we de variabel t tot u hernoemen, volgt hieruit:

F] = F[F[0(u)]] =27 6(—u) = 2w 6(u)

omdat de d-functie met spits in v = 0 een even functie is.

Als we in de relatie F[6(t — to)] = e~™% voor de verschoven d-functie de
variabelen hernoemen tot t — u, tg — —w, u — t luidt deze F[6(u + w)] = ™!
en met hetzelfde argument als boven volgt:

Fle™! = FIF[6(u +w)]] = 21 6(—u + w) = 2w 6(u — w),

waarbij we weer uit symmetrie redenen weten dat 6(—u + w) = (u — w).

Samenvattend geeft dit de twee paren van relaties:

Fo®)] =1 Flo(t — to)] = e~ b0
F]=2m6(u)  Fle™] =276(u—w).

Met de gewone theorie van integralen is het eigenlijk onzin naar een in-
tegraal als [ e™* du te kijken, want de limiet L — oo van ffL et dy
bestaat niet. Om hier wel na te kunnen kijken, moeten we noodzakelijk
een nieuwe functie met de eigenschappen van de d-functie definiéren.
Dit is een verder voorbeeld van een definitie die door de wiskundigen
(en natuurkundigen) is verzonnen, om uit een doodlopende straat te

ontsnappen.

We hadden gezegd dat we de d-functie als limiet van een rechthoek impuls
met oppervlakte 1 kunnen zien. Daarom zouden we kunnen verwachten, dat
ook de net gevonden Fourier getransformeerde van de §-functie interpreteerbaar
is als limiet van de Fourier getransformeerden van de rechthoek impulsen.

De Fourier getransformeerde van een rechthoek impuls van breedte 2a rond
0 was F(u) = sin@w) " Dege functie heeft voor u = 0 de waarde 1 (want

au
sin(x)
x

lim, g = 1) en de nulpunten zijn gegeven door au = k7 met k € Z,

dus door u = %” In het bijzonder ligt het kleinste positieve nulpunt bij u = 7.
Als we nu de limiet ¢ — 0 bekijken, betekent dit dat de eerste nulpunt naar
oneindig gaat, dus de heuvel rond v = 0 wordt steeds breder en in de limiet
wordt de heuvel helemaal plat en wordt de functie F'(u) de constante functie 1.

Omgekeerd laten we nu eens voor een rechthoek impuls van sterkte 1 en

breedte 2a de parameter a — oo lopen. Deze rechthoek impuls heeft de Fourier
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sin(au)

o, en voor a — o0 wordt de functie

getransformeerde F(u) = 2% = 2a
—Sma(zu) en spits van hoogte 1 in het nulpunt, dus wordt F'(u) inderdaad een
d-functie. (Dat de constanten hierbij kloppen moet men met een integratie

nagaan.)

We zien dus dat de definitie van de d-functie als limiet van rechthoek im-
pulsen ten opzichte van de Fourier transformatie de gewenste eigenschappen
heeft.

Periodieke functies

Met behulp van de d-functie kunnen we nu ook de Fourier transformaties van pe-
riodieke functies bepalen. Een periodieke functie f(¢) met periode L en grond-
frequentie w = 2% kunnen we schrijven als Fourier reeks

f(t) — cheiwkt.

Uit de lineariteit van de Fourier transformatie en de resultaten voor de d-functie
volgt

F(u) =F[f(t)] = Z cp Flekt] = Z ck0(u — wk)

(waarbij we ons geen zorgen over de oneindige som maken). Dit betekent dat we
een periodieke functie beschrijven door een som van §-functies met spitsen op de
veelvouden van de grondfrequentie en geschaald volgens de Fourier coéfficiénten.
In feite is deze beschrijving van een periodieke functie niets anders dan de
beschrijving door de Fourier reeks.

Als we nu nog eens terug kijken naar de Fourier transformaties van eindige
cosinus golven in Figuur II.12, zien we dat de functie voor a = 4 al twee
duidelijke spitsen heeft. Als we het interval [—a, a] van de cosinus golf nu laten
groeien, worden deze spitsen steeds geprononceerder en voor a — oo krijgen we
uiteindelijk de som van twee J-functies met spitsen in w en —w.

Sprongfunctie

Nu dat we de d-functie kennen en de Fourier getransformeerde hiervan hebben
bepaald, kunnen we ook naar functies met een sprong kijken. Het eenvoudigste
voorbeeld hiervan is de Heaviside functie H(t), gegeven door

0 alst<O
H(t)‘_{ 1 alst>0

Omdat voor de Dirac d-functie geldt dat ffoo 0(x) de = 0 als t < 0 en
ffoo d(z) de = 1 als t > 0, is H(t) een primitieve van de é-functie. Omge-
keerd betekent dit dat H'(t) = §(t). Dit is een verdere motivatie om een functie
zo als de d-functie te definiéren.
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We hadden in de vorige les gezien dat F[f’(t)] = iuF[f(t)], maar hierbij
hadden we verondersteld dat lim f(¢) = 0 voor ¢ — 400 en dit is voor de
Heaviside functie H(t) zeker niet het geval. Als we de formule niettemin op
H(t) toepassen, krijgen we F[H(t)] = LF[5(t)] = L. Maar we zien hier
ook waar het probleem zit: Als we op de Heaviside functie een constante C'
optellen, is de afgeleide nog steeds (H (t)+C)’" = §(t), maar nu is F[H(t)+C] =
F[H(t)|+F[C) = F[H(t)]+Co(u). Het optellen van een constante leidt dus tot
een verschil om een veelvoud van de -functie bij de Fourier getransformeerde.

Uit deze discussie volgt dat we hooguit kunnen verwachten dat F[H (t)] van
de vorm F[H (t)] = & + cd(u) is.

Dat dit inderdaad het geval is, kunnen we op een andere manier onderbou-
wen: We hebben eerder in deze les aangetoond dat de functie

—at

e alst >0
f(t).—{o als £ < 0 met a > 0

de Fourier getransformeerde F[f(t)] = ;2% — iz > heeft. Maar in de limiet
a — 0 geeft f(t) juist de Heaviside functie weer, want hoe kleiner a is, hoe
langzamer neemt de functie af, en in de limiet a — 0 neemt de functie helemaal
niet meer af.

Als we nu voor u # 0 de limiet a — 0 van F[f(t)] bepalen, krijgen we
limg—o F[f(t)] = % —i% = L en dit klopt inderdaad met onze gok dat
FIH()] = L + co(uw).

We moeten dus alleen maar nog de waarde van F[H (t)] voor v = 0 bepalen.
Dit doen we als volgt: Er geldt H(t)+ H(—t) = 1 (behalve voor ¢t = 0). Hieruit
volgt dat

F[H(t)] + F[H(-t)] = F[1] = 276 (u).

Maar voor F(u) = F[H(t)] geldt dat F[H(—t)] = F(—u), dus hebben we
F(u) + F(—u) = 27(u) en dus F(0) = 7 (u).
Bij elkaar genomen hebben we dus voor de sprong functie H(t) aangetoond

dat 1
FIH(t)] =mo(u) + —

i
9.3 Toepassing: Filters

Het idee bij een filter is dat we zekere frequentieaandelen in een signaal willen
versterken en andere onderdrukken. Dit gebeurt typisch door de Fourier ge-
transformeerde met een geschikte functie te vermenigvuldigen en het resultaat
met de inverse Fourier transformatie terug naar het tijdsdomein te transforme-
ren:

Principe van een filter: Een functie f(t) met F[f(t)] = F(u) wordt in het
frequentiedomein met behulp van de filter functie H(u) tot de nieuwe functie
G(u) = F(u)-H(u) veranderd. Hieruit wordt met behulp van de inverse Fourier
transformatie het gefilterde signaal g(t) = F 1[G (u)] = f(t) * h(t) verkregen,
waarbij h(t) = F1[H(u)] de inverse Fourier getransformeerde van H (u) is.
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Figuur I1.14: Origineel, low-pass en high-pass gefilterd versie van een satelliet
foto.

In Figuur I1.14 is een voorbeeld van de toepassing van een low-pass en een
high-pass filter op een satelliet opname te zien. Bij een low-pass filter worden de
lage frequenties doorgelaten en de hoge onderdrukt en bij een high-pass filter is
het omgekeerd, de lage frequenties worden onderdrukt en de hoge doorgelaten.
Het effect is, dat met een low-pass filter het grove patroon van een signaal
hetzelfde blijft, maar de scherpe contrasten tot een meer geleidelijke overgang
verzacht worden. Omgekeerd benadrukt een high-pass filter alleen maar de
scherpe contrasten, terwijl bijvoorbeeld de informatie over de intensiteit van
het signaal verloren gaat. Zo is in het rechterplaatje niet meer te achterhalen of
een gebied in het origineel licht of donker grijs is, maar wel heel duidelijk waar
de grijstonen sterk veranderen.

Belangrijke typen en voorbeelden van filters zijn:

(1) Low pass filter: De lage frequenties corresponderen met de grove kenmer-
ken over grotere gebieden. Een filter die deze frequenties benadrukt en
hogere frequenties onderdrukt heet een low-pass filter. In de beeldverwer-
king zal zo'n filter een zachter beeld tot gevolg hebben, waarbij de scherpe
contrasten afgezwakt zijn.

(2) High pass filter: De hoge frequenties corresponderen met snelle veran-
deringen. Een filter die lage frequenties onderdrukt en hoge frequenties
benadrukt heet high-pass filter. Bij de beeldverwerking worden hierdoor
scherpe contrasten, zo als knikken benadrukt en hierdoor kan een beeld
scherper lijken.

(3) Gauss filter: We hebben gezien dat een Gauss functie de mooie eigen-
schap heeft dat ook zijn Fourier getransformeerde weer een Gauss functie
is. Dit maakt het omschakelen tussen tijd en frequentiedomein bijzonder
eenvoudig.

2
Met H(u) = A- e 207 krijgt men een low-pass filter waarbij de parameter
o (de standaardafwijking) aangeeft, hoe breed de filter is, d.w.z. voor een
grotere o worden meer frequenties doorgelaten, terwijl een kleine o bijna
alle frequenties wegdraait.
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Figuur I1.15: Origineel, low-pass en high-pass gefilterd versie van een eenvoudig

plaatje.

Een Gauss high-pass filter krijgt men in het eenvoudigste geval als ver-

schil van een constante functie en een Gauss low-pass filter, namelijk als
w2

H(u) = A(1 — e 202). Algemener neemt men vaak het verschil van twee

2 2
) —u
Gauss functies met parameters o en p: H(u) = A-e 22 — B-e 27,

(4) Notch filter: In het punt u = 0 geeft de Fourier getransformeerde het ge-

middelde F(0) = [ f(t) dt van de functie f(t) aan. Door dit op 0 te zet-
ten, wordt bijvoorbeeld de helderheid van plaatjes genormeerd. De hier-
voor benodigde filter heeft in het frequentiedomein de functie H(0) = 0
en H(u) =1 voor u # 0, maar deze functie is natuurlijk niet continu. Om
wel met een continue functie te kunnen werken moeten we rond v = 0 een
scherpe dip hebben. In principe kunnen we hiervoor een high-pass filter
nemen, die alleen maar de frequenties heel dicht bij v = 0 onderdruk‘zu.
Een mogelijkheid hiervoor is een Gauss high-pass filter H(u) =1 — e 207

(au)?

met een kleine waarde van o. Maar ook een functie zo als H(u) = T (au)?

met een grote waarde van a is geschikt.

0.4l 0. 6
0. 4 4
2| ol

Figuur I1.16: Notch filters: links Gauss high-pass filter, rechts high-pass filter

met functie

(au)?
1+(au)? "
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Voorbeeld: Rechthoek impuls

0.8

0. 6]

Figuur II1.17: Rechthoek impuls, Fourier getransformeerde en Gauss low-pass
en high-pass filters

We kijken naar een rechthoek impuls f(t) van breedte 1 en sterkte 1. Voor
deze functie hebben we in het begin van deze les al de Fourier getransformeerde
bepaald, namelijk

sin(3u)
F (u) = 1 =
§U

De kleinste positieve nulpunt van F'(u) is 27, zo als ook in het middelste plaatje
van Figuur I1.17 te zien is.

We gaan nu een Gauss low-pass en high-pass filter op dit signaal toepassen
en kiezen hiervoor (enigszins willekeurig) de filter functie

w2

Hi(u) = e 207,

De breedte van de Gauss functie H;(u) is zo gekozen, dat bij het minimum van
F(u) op u = 3w de filter functie ongeveer bij 0.5 zit.

-20 20

Figuur II.18: Product van Fourier getransformeerde met Gauss low-pass en
high-pass filters
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Als high-pass filter kiezen we
u2
Hp(u) =1—Hj(u) =1—¢ 20,

De twee filter functies zijn in het rechterplaatje van Figuur 11.17 te zien.

Zo als gezegd is het idee bij een filter dat we zekere frequenties onder-
drukken en andere gewoon doorlaten, hiervoor vermenigvuldigen we de Fourier
getransformeerde van het signaal met de filter functie. Voor de low-pass fil-
ter krijgen we zo de functie G;(u) = F(u) - H;(u) en voor de high-pass filter
Gp(u) = F(u)-Hp(u). De functies Gj(u) en Gp(u) zijn in Figuur I1.18 te zien en
het is duidelijk hoe de low-pass filter de heuvels in de Fourier getransformeerde
F(u) onderdrukt, behalve van de hoofdspits in © = 0. Omgekeerd verdwijnt
bij de high-pass filter deze hoofdspits helemaal, terwijl de andere maxima en
minima voor hogere frequenties duidelijk zichtbaar blijven.

Figuur I1.19: Inverse Fourier transformatie van het product met de filter func-
ties geeft de gefilterde signalen

Het gefilterde signaal krijgen we nu door de inverse Fourier transformatie
op het product van de Fourier getransformeerde en de filter functie in het fre-
quentiedomein toe te passen, het low-pass gefilterde signaal is dus

ft) = FHF(u) - Hy(u)]
en het high-pass gefilterde signaal is
fu(t) = FHF (u) - Hp(u)).

Deze signalen zijn in Figuur II1.19 te zien. Het is duidelijk dat de low-pass
filter het signaal grofweg bewaart, maar de scherpe knikken tot ronde bochten
verzacht. In tegenstelling hiermee geeft het high-pass gefilterde signaal aan,
waar het signaal sterk verandert, namelijk in de punten ¢ = £0.5 van de knikken.
In het punt ¢t = 0 waar het signaal de grootste intensiteit heeft, geeft de high-
pass filter zelf de waarde 0, want hier veranderd het signaal niet. Dit is in
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overeenstemming met de waarnemingen bij Figuur I1.14: Als de grijs-intensiteit
op een gebied nauwelijks veranderd, geeft de high-pass filter steeds eenzelfde
grijs-kleuring, onafhankelijk of het origineel in dit gebied licht of donker grijs
is.

Het feit dat in dit voorbeeld H;(u)+ Hp(u) = 1 heeft tot gevolg dat F(u) =
F(u)- Hy(u) + F(u) - Hy(u) en hieruit volgt dat f(t) = FF(u)] = FF(u)-
Hy(u)] + F~YF(u) - Hy(u)]. Dit betekent dat in dit voorbeeld het originele
signaal de som van het low-pass gefilterde signaal en het high-pass gefilterde
signaal is.

Voorbeeld: Driehoek impuls

Figuur I1.20: Driehoek impuls, Fourier getransformeerde en Gauss low-pass en
high-pass filters

We kijken op een soortgelijke manier naar het voorbeeld van een driehoek
impuls f(¢) tussen —1 en 1 die in ¢ = 0 de sterkte 1 heeft. Zo als eerder in deze
les gevonden, heeft f(t) de Fourier getransformeerde

sin(%u 2
f[f(t)]=F(U)=< S )> |

1
§U

In dit geval passen we een scherpere low-pass filter toe, die al op de frequentie
u = 27 waar F'(u) het kleinste positieve nulpunt heeft een waarde van ongeveer
0.5 heeft. De high-pass filter definiéren we weer als verschil Hy,(u) := 1 — H;(u):

Hi(u)=e10r, Hp(u)=1—-Hj(u)=1—¢ 107.

Als we in dit geval naar de producten van de Fourier getransformeerde F'(u)
met de filter functies kijken, zien we duidelijk dat de low-pass filter alleen maar
de hoofdspits doorlaat en de rest van de Fourier getransformeerde onderdrukt.
Interessant is hier het product met de high-pass filter. De functie F'(u) heeft
het eerste positieve maximum bij v = 37, maar in het rechterplaatje van Figuur
I1.21 is duidelijk te zien dat het product F'(u)- Hp(u) in u = 7 al een maximum
heeft. Met het blote oog is dit verschil tussen de hoofdspitsen van F'(u) en
F(u)-H;(u) nauwelijks te zien omdat de absolute hoogte van de spits overweegt.
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0.8

-20 -10 0 10 20

Figuur II.21: Product van Fourier getransformeerde met Gauss low-pass en
high-pass filters

Maar de inverse Fourier transformatie van de producten in het frequentiedomein

maakt duidelijk dat de subtiele verschillen een belangrijke effect op het signaal
hebben.

Figuur I1.22: Inverse Fourier transformatie van het product met de filter func-
ties geeft de gefilterde signalen

Bij de gefilterde signalen in Figuur I1.22 zien we in het linkerplaatje dat de
low-pass filter de vorm van de driehoek impuls ongeveer bewaart, maar wel de
knikken behoorlijk verzacht. Dit is het gevolg van onze keuze van een relatief
scherpe low-pass filter. Het high-pass gefilterde signaal in het rechterplaatje
laat duidelijk de drie knikken van de driehoek impuls bijt = -1, t=0ent =1
zien.

BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES

e Fourier getransformeerde van rechthoek impuls
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e Fourier getransformeerde van Gauss functies zijn Gauss functies
e Dirac §-functie

e low-pass en high-pass filters

OPGAVEN
73. Zij f(t) de functie gegeven door

1 als |t <1
1) = { 0 als |t] > 1.

(i) Maak een schets van de functie.
(ii) Bepaal de Fourier getransformeerde F'(u) = F[f(¢)] van f(t).

(ili) Maak een schets van de Fourier getransformeerde F'(u).

74. Bepaal de Fourier getransformeerde van de functie
f@t) :=e " met a>0.

75. Bepaal de Fourier getransformeerden van
(i) f(t) := cos(wt);
(i) f(t) := sin(wt).
76. Bepaal de Fourier getransformeerden van
(i) f(t) = eier’;
(i) F(t) := cos(at?);
(iii) f(t) := sin(at?).
(Hint: Zonder afleiding mag je de oneindige integralen [ sin(2?) do = V5 en
S5 cos(2?) du = /T gebruiken.)
77. Laat zien dat voor de signum functie, gegeven door

-1 als t<0
f(t)'_{ 1 als t>0

geldt, dat F[f(¢)] = %
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Les 10 Discrete Fourier transformatie

We hebben in de vorige lessen gezien hoe we met behulp van de Fourier trans-
formatie een alternatieve beschrijving van een signaal in het frequentiedomein
kunnen berekenen. Helaas hebben we het in de praktijk bijna nooit met signalen
te maken die zich door eenvoudige combinaties van simpele continue functies
zo als cos(z) of sin(x) of door rechthoek of driehoek impulsen laten beschrij-
ven. Meestal kunnen we zelfs de functiewaarden f(¢) van een signaal alleen
maar door een meting bepalen omdat het signaal a priori onbekend is. Dit
maakt het natuurlijk onmogelijk, de Fourier getransformeerde van f(t) volgens
de (theoretische) formule

Flu) = /_ T et at

uit te rekenen, waarbij we het nog niet eens over de oneindige grenzen hebben.

Het idee om uit dit dilemma te ontsnappen is, de functie door voldoende
metingen zo goed te beschrijven, dat we niettemin belangrijke informatie over
de functie in het tijds- en frequentiedomein krijgen.

10.1 Discretisering

Het beschrijven van een functie door in zeker afstanden de functiewaarde te
meten noemt men sampling, het resultaat van een sampling is een discretisering
van de functie.

Als men een tijdsinterval At en het aantal N van metingen kiest, beschrijft
men een functie f(t) op de tijdstippen tj := k- At voor k =0,1,...,N —1 door
de N discrete waarden fo, f1,..., fn_1 gegeven door

Jor=f0-Ab),..., fi=fk-At),..., fy-1:= F(N 1) Ab).

Merk op: Het feit dat we steeds met tg = 0 beginnen is geen echte
beperking, want we kunnen door een verschuiving in het tijdsdomein
steeds ervoor zorgen dat de eerste meting op het tijdstip ¢ = 0 plaats
vindt.

Met betrekking tot de Fourier transformatie kijkt men nu ook naar een
discrete versie van de Fourier getransformeerde in het frequentiedomein. We
hebben N metingen met een afstand van At, dus metingen over een tijdsinterval
van T'= N - At. Het beste dat we zouden kunnen verwachten is dat de functie
f(t) periode T heeft, want dan kunnen we elke functiewaarde f(¢) identificeren
met een functiewaarde in het interval [0, 7] en vervolgens deze functiewaarde
door de dichtstbij liggende meting benaderen.

Als we nu eens veronderstellen, dat f(¢) inderdaad periodiek met periode T
is, dan kunnen we f(t) in een Fourier reeks f(t) = > ro __ cpe?™? ontwikkelen
waarbij w = 2% de grondfrequentie is.
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De naburige frequenties die een rol in de Fourier reeks van f(t) spelen,
hebben dus een verschil van 2% en dit interpreteren we als afstand Aw van de

frequenties waarover we informatie uit f(¢) kunnen halen.

Dit idee veralgemenen we nu naar functies f(¢) die niet periodiek zijn en
definiéren de discrete frequenties w; door w; = j-Aw = j - QT’T Tenslotte
beslissen we nog dat het aantal discrete waarden in het frequentiedomein even
groot moet zijn als het aantal tijdstippen in het tijdsdomein, dus juist N. Het

interval in het frequentiedomein dat we zo overdekken is IV - Aw = @ = %.
Definitie: Een discretisering van een functie f(t) op N tijdstippen t; met
afstand At is gegeven door de functiewaarden

fr:= f(tx) = f(k- At) met t := k- At voor k=0,1,...,N — 1.

Voor de discretisering in het frequentiedomein zij

27 1 27
T:=N-Aten Aw 1= — = — - —
MET T TN A
dan zijn de discrete frequenties w; gegeven door

2 1
wj ::j-Aw:j'%:%-EVoorj:O,l,...,N—l.
Door deze definities krijgen we in het bijzonder de relatie
N-At-Aw =27

die zegt dat we bij een constant aantal N van metingen een kleinere tijdelijke
afstand At in het tijdsdomein moeten compenseren door een grotere afstand
Aw in het frequentiedomein, en andersom.

10.2 De discrete Fourier transformatie

In analogie met de Fourier reeks en de Fourier transformatie proberen we nu
de waarden f(t;) op de discrete tijdstippen t; = k - At te beschrijven door
informatie voor de frequenties w; = j - Aw in het frequentie domein. Als f(?)
een periodieke functie met periode T en Aw = QT’T was, konden we fr = f(tx)

schrijven als

fe=f(tr) = Z cjeldtetn,

j=—o0

Aan de andere kant geldt voor de Fourier transformatie dat
1 [ ;
fo= 1) =5 [ Pl du
2 J_ o

Bij de discretisering moeten we ons beperken tot informatie over de discrete
frequenties w; = j-Aw voor j = 0,1,..., N —1, dus moeten we de Fourier reeks
en de Fourier transformatie als volgt veranderen:

e In de Fourier reeks kan j alleen maar van 0 tot N — 1 lopen.
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e De integraal in de Fourier transformatie moet vertaald worden naar een
som over de termen e"* met u = w; = jAw voor j =0,1,...,N — 1.

Uit beide invalshoeken komen we tot de conclusie dat we f = f(tx) moeten
schrijven als lineaire combinatie van de termen

ei(jAw)tk _ ei(jAw)(kAt) _ eijkAwAt

met geschikte coéfficiénten F; voor j =0,1,..., N — 1. Dit geeft al de formele
opzet voor de discrete Fourier transformatie, preciezer gezegd voor de inverse
discrete Fourier transformatie, namelijk

N-1

1 .
fr= f(tk) f(k At Z F ijAwty _ N Z Fj ezgkAwAt.

J=0

Hierbij is de factor % net als bij de Fourier reeks en de Fourier transformatie
een normeringsfactor die enigszins willekeurig op de Fourier transformatie en
de inverse Fourier transformatie opgedeeld zal moeten worden.

De vraag is nu hoe we de coéfficienten F; kunnen bepalen. Hiervoor zijn
er verschillende mogelijkheden, die gelukkig alle tot hetzelfde resultaat lijden

namelijk:
N—

[y

f(tl) e—ijAwlAt
1=0
Als we dit in de boven aangegeven formule voor de inverse discrete Fourier
transformatie invullen, krijgen we de discrete versie van de Fourier integraal

formule en dit geeft aanleiding tot het volgende resultaat over de discrete Fourier
transformatie:

Discrete Fourier transformatie

De discrete Fourier integraal formule luidt

N-1
fr = f( = Z (Z f —ZjAth> eijAwtk'

7=0

De discrete Fourier transformatie is gegeven door
N-1 N-1
Fj _ Z f(tl) e—ijAwtl — Z fl e—ilewAt
1=0 1=0
en de discrete inverse Fourier transformatie door

1 N—1 N
fo=f(ty) = Z Fjeiibote — — Z ik Aw AL
N
J =0 j=0

Merk op: Vaak wordt een gesampelde functie en zijn discrete Fourier trans-
formatie gewoon als rij van waarden aangegeven, bijvoorbeeld in de vorm

{wa“vka"wa-l} €n {F07”‘7Fj7"'7FN—1}‘
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Voor de geinteresseerde lezer geven we nu drie manieren aan, hoe dit resul-
taat afgeleid kan worden:

(1) middels projecties op een orthogonaal stelsel van functies;
(2) middels trigonometrische interpolatie;

(3) middels de Dirac ¢-functie.

Afleiding middels een orthogonaal stelsel van functies

Het idee bij de Fourier reeks en bij de Fourier transformatie was in principe,
een orthogonaal stelsel van functies (met betrekking tot een geschikt inproduct)
te kiezen en de orthogonale projecties van de functie f(t) op deze functies te
berekenen. Iets soortgelijks gebeurt in principe ook bij de discrete Fourier
transformatie. Als de tijdstippen tg,t1,...,tn_1 vast gekozen zijn, kunnen we
een inproduct voor complexe functies definiéren door

N-1
(f(t),9(t) == f(tr) - 9(tk)
k=0
We laten nu zien dat de functies /2%t voor j = 0,1,..., N —1 een orthogonaal

stelsel met betrekking tot dit inproduct vormen.

Hulpstelling: Door uitschrijven van het product ziet men algemeen dat
1-a)(l4+a+ad®+...+d" H=1-0d"

en hieruit volgt dat

N-1 v
Zak=1+a+a2+...+aN_1: =g als a#1
k=0 N als a=1

Deze hulpstelling passen we nu op het inproduct van de functies et en
At toe, er geldt:

N-1 N-1 N-1
<62]Awt7ezlAwt> — eZ]AWtk . e—zlAwtk — § : ez(]—l)Awtk — Z(ez(]—Z)AwAt)k.
k=0 k=0 k=0

Merk op dat we Aw zo hebben gekozen dat AwAt - N = 27, dus AwAt = %r
Hieruit volgt dat

(ei(j—l)AwAt)N — ei(j—l)AwAtN — (627rz')j—l - 1.
Aan de andere kant is

Gil-DAwAL _ i(i-)% 27rij;,l{ #1 als j#I

r=e =1 als j=I
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omdat j en [ van 0 tot N — 1 lopen en dus j — [ nooit een veelvoud van N kan
zijn. Bij elkaar genomen volgt hieruit met de hulpstelling dat

= 0 als j#I
ijAwt ilAwty i(j—DAwAtNE _
(U3, = B (e ) {Nakj:L
k=0
Net als bij de Fourier reeks vinden we nu coéfficiénten c¢; met f(t) =
Z;V:_Ol cpe 24t door

(f(1), 72 1

B s
%—@ﬁzgmg—ﬁﬁﬁﬂjﬂ

dus is de coéfficiéent F; van TRV in f(ty,) = % Z;V: _01 FjeijA“tk gegeven door

=2

N—-1
F; = <f(t)7eijAwt> — f(tk)e—ijAwtk — Z i ok Aw At
k=0 k=0

N—-1 N—-1 /N-1
Z ijez'jAwtk — Z (Z f(tl)e—ijAwtl> i Awty
J=0 j

N-1
_ ( f(tl)e—ZJAwlAt> engkat

— f(tl) eijAw(k—l)At

=
L
2

2T
A )
2 <.

I
LS

_ f(tl) (ei(k—l)AwAt)j

N
Il
=)
.
Il
o

In de laatste stap hebben we weer de hulpstelling toegepast die zegt dat de som
Z;y:_()l(ei(k_l)A“At)j alleen maar voor [ = k ongelijk aan 0 is en in dit geval de
waarde N heeft. Van de som over [ blijft dus alleen maar de term voor [ = k

over en hiervoor krijgen we juist de waarde f(t) - N.

Motivatie middels trigonometrische interpolatie

Een alternatieve formulering van deze toegang tot de discrete Fourier transfor-
matie zit in de trigonometrische interpolatie. We weten dat er voor NN verschil-
lende z-waarden xq, z1, ..., xxy—_1 met bijhorende y-waarden yg, y1,...,yn—_1 een
eenduidige veelterm p(z) = agp+ajz+.. Aan_12V "1 van graad N —1 bestaat,
zo dat p(xg) = yg voor alle k = 0,1,..., N — 1. Met noemt p(x) de interpolatie
van de gegeven punten, omdat de grafiek van p(z) de punten (zg,yx) verbindt.
Het idee achter het bewijs is simpel: De N paren van x — y-waarden geven N
lineaire vergelijkingen voor de N coéfficiénten van p(z), en omdat de functies
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27 lineair onafhankelijk zijn, heeft het bijhorende stelsel lineaire vergelijkingen
een eenduidige oplossing.

Als men nu de functies 2°, ..., 27, ... door de functies (%), ... (e®)7 ...
vervangt die ook lineair onafhankelijk zijn, krijgt men een analoge uitspraak
voor de interpolatie met behulp van deze functies. Wegens de relatie e™?® =
cos(wz) + isin(wz) spreekt men hierbij van trigonometrische interpolatie.

We noemen nu de variabel x weer ¢ en vervangen w door Aw, dan luidt het
idee, de functie f(t) te benaderen door de trigonometrische interpolatie f(t) =
Z;V:_Ol c;e'12t die gedefinieerd is door de eigenschappen dat f(t) = f(t) voor
k =0,...N — 1. Als men hierop de orthogonaliteitsrelaties voor de functies
€A%t toepast, vindt men weer dat de coéfficiénten c¢; voldoen aan

N-1
;= Z f(tk)e_ijkAwAt.
k=0

Motivatie middels Dirac /-functie

Omdat we bij de Fourier transformatie de Dirac J-functie behandeld hebben,
kunnen we nog een andere motivatie voor de coéfficiénten van de discrete Fourier
transformatie geven die hierop gebaseerd is.

We weten van de functie f(t) alleen maar de waarden die we op de tijdstip-
pen tp = k- At voor k=0,1,..., N —1 gemeten hebben, dus de functiewaarden
fr = f(tr). We vervangen de functie f(¢) nu door de gesampelde functie

=2

Is(t) = f(tr) -6t —t)

0

e
Il

die uit (oneindige) spitsen op de tijdstippen tj bestaat die de gemeten waarden
f(tg) als gewichten hebben. De gesampelde functie heeft de eigenschap dat
25 fs(t) dt = Z,i\;_ol f(tr) en dat de relatieve intensiteiten van de spitsen
evenredig zijn met de gemeten functiewaarden.

Voor de functie f,(t) kunnen we de Fourier getransformeerde makkelijk be-
rekenen, dit is

i

Fy(u) = FIfs()] = Y f(tw)e ™.
0

B
Il

Als we de functiewaarden van F(u) nu voor de discrete frequenties u = w; =
j - Aw bepalen, krijgen we

Fy(wj) = f(tp)e™ 8% = 1y

dus de functiewaarden van de Fourier getransformeerde van de gesampelde func-
tie op de discrete frequenties w; zijn precies de coéfficiénten van de discrete
Fourier transformatie. Boven hebben we al gezien hoe we de discrete functie-
waarden f(t;) uit de discrete waarden Fg(w;) = F; van de Fourier getrans-
formeerde kunnen reproduceren, namelijk juist met de discrete inverse Fourier
transformatie.
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10.3 Voorbeeld van een discrete Fourier transformatie

(0 e e e |

Figuur I1.23: Exponentiéle afname f(t) = e~ met Fourier getransformeerde.

We gaan nu eens een voorbeeld van een discrete Fourier transformatie be-
kijken. Hiervoor kiezen we de functie

et oals t>0
f(t)’_{ 0 als t<0

die een exponentiéle afname beschrijft. De Fourier getransformeerde van f(t)
hebben we al eerder bepaald, er geldt

1

F(u) = F[f ()] 11

=TT+ met R(F(u))

We sampeln de functie f(t) op twee manieren: Een keer met N = 16 punten
op een afstand van At = 0.4 en een keer met N = 64 punten op een afstand van
At = 0.1. Dit is in Figuur I1.24 te zien. Merk op dat de t-as net zo geschald is
als bij de continue versie, dus met k- At. In beide gevallen is N - At = 6.4 en
dus Aw = 62%2. In het eerste geval is T = N - Aw = 57, in het tweede geval is
N - Aw = 207, we overdekken dus bij een sampling met vier keer zo veel punten
over hetzelfde tijdsinterval [0, 7] een vier keer zo groot interval in het frequentie
domein.

Als we het linker en het rechter plaatje in Figuur I1.25 met de continue
Fourier getransformeerde vergelijken, zien we dat we de discrete Fourier trans-
formatie iets anders moeten interpreteren. Eigenlijk hoort namelijk (net zo als
bij de Fourier reeks) bij elke coéfficiént F; met j > 0 ook een coéfficiént met
7 < 0. Deze vinden we als volgt: We kunnen de definitie

ij — f(tk)e—ijAkat
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Figuur 11.24: Discretisering van een exponentiéle afname met 16 (links) en 64
punten (rechts).
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Figuur I1.25: Discrete Fourier transformatie van een exponentiéle afname ge-
sampeld met 16 (links en midden) en 64 punten (rechts).

ook lezen voor j buiten het interval [0... N — 1], en omdat AwAt- N = 27 en
dus e VAWAL — 1 ig geldt

N-1 N-1
Fj—f—N _ Z f(tk)e—i(j-i-N)Akat _ Z f(tk)e—ijAkat _ F]
k=0 k=0

In het bijzonder betekent dit dat F_; = Fy_; en we moeten de coéfficiénten
Fy, ..., Fy_1 dus eigenlijk lezen als de coéfficiénten F' n,..., F_1.
2 2

Voor het gemak laten we in de plaatjes niettemin j van 0 tot N—1 lopen
en denken ons bij het vergelijken met de continue Fourier transformatie
het plaatje van de discrete Fourier getransformeerde in het midden door
geknipt en de rechter helft van het plaatje links aan de linker helft
geplakt. De zo veranderde versie van de discrete Fourier transformatie
met 16 punten is in het middelste plaatje van Figuur I1.25 te zien.
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Ten slotte vergelijken we de discrete Fourier transformatie met de continue.
In Figuur II1.26 zijn de waarden van de coéfficiénten F} als punten naast de
grafiek van de continue Fourier getransformeerde F'(u) te zien. Ook in dit
geval is de u-as zo geschald, dat de coéfficient F; op de frequentie u = j - Aw
terecht komt. Het is duidelijk dat bij een sampling met te grote tijdsintervallen
de discrete Fourier getransformeerde al snel (en duidelijk voor de helft van
de sampling frequenties) behoorlijk van de continue Fourier getransformeerde
afwijkt. Een verhoging van het aantal metingen op hetzelfde tijdsinterval lijdt
echter tot een duidelijk verbeterde benadering. Merk op dat in het rechter
plaatje niet eens de helft van de 64 discrete frequentie waarden afgebeeld zijn.

1: 13
OA8- 0.8
0. 6f 0. 6
] ° i
0. 4 0. 4
0. 2| ° 0. 2
] o i
] o i
4 2. 06600 0 0 ° -
0T O T T T e e e e
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
u u

Figuur I1.26: Vergelijk van continue en discrete Fourier transformatie van de
exponentiéle afname.

10.4 Eigenschappen van de discrete Fourier transformatie

In principe heeft de discrete Fourier transformatie dezelfde eigenschappen als
de gewone Fourier transformatie. Om deze aan te geven, houden we de volgende
notaties aan:

Zij f(t) een functie, die we op N punten t; = k-At met een tijdelijke afstand
van At sampeln. We definiéren fj := f(tx), dan zijn voor j =0,1,..., N — 1
de coéfficiénten F; van de discrete Fourier getransformeerde van f(t) voor de
frequenties j - Aw gegeven door F; = Zi\;_ol fr, e URAWAL Hierbij geldt Aw =
% en dus AwAt = %”

Voor verdere functies ¢g(t) en h(t) nemen we aan dat deze met dezelfde N
en At gediscretiseerd zijn en de waarden gy = g(t;) en hy = h(tx) hebben. De
discrete Fourier getransformeerden van deze functies geven we met G; en H;

aall.
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Lineariteit

Omdat we functies puntsgewijs optellen, is de discrete Fourier getransformeerde
van fi. + g gelijk aan F; + Gj.

Analoog geldt voor de vermenigvuldiging met een factor, dat a- fi de discrete
Fourier getransformeerde a - F; heeft.

Verschuiving

Als de sampling waarden g van ¢(t) om [ posities tegenover de sampling waar-
den van f(t) verschoven zijn, dus als g = fr—; is, dan geldt

Gj:ije ZlewAt:ste ’LN]l,

waarbij we met I} en G de discrete Fourier getransformeerden van fi en g
noteren. Dit gaat men als volgt na:

N-1 I+N-1 N-1
Gj — Z fri e—ngwk:At _ § : fros e—ZJAkat _ § : I e—z;Aw(k—i—l)At
k=0 k=l k=0

N-1
_ (Z fk e—ijAkat) e—ijAwlAt _ Fj e—ilewAt‘
k=0

Op een soortgelijke manier laat zich aantonen (zie opgaven), dat voor een
verschoven functie G; = Fj_; in het frequentiedomein geldt, dat de discrete
inverse Fourier getransformeerde g, van G; uit de getransformeerde fj, van F}
wordt verkregen door

gr = fj, eFIAWAL _ £ ci Rkl

Convolutie

Het convolutieproduct hj = fi * gr van twee gediscretiseerde functies fj en g
is juist zo gedefinieerd als of fj en g; de coéfficiénten van de term z* in twee
veeltermen zijn en h; de coéfficiént van de term z* in het product van deze
veeltermen is. Dit geeft voor het convolutieproduct de definitie

N-1
hi =Y figr-1 = fi* gk
1=0
In deze formule moeten we voor de coéfficiénten gi_; met index &k — 1 < 0 de
coéfficiént gp_; met gy, identificeren, dus we moeten N bij de index optellen.
We waren namelijk bij de definitie van de discrete Fourier transformatie ervan
uit gegaan dat de gediscretiseerde functie periodiek met periode T'= N - At is.
De belangrijke eigenschap van het convolutieproduct is nu net als in het
continue geval, dat de discrete Fourier getransformeerde H; van het convolu-
tieproduct hy = fi * gi gelijk is aan het gewone product F} - G; van de discrete
Fourier getransformeerden van fi en g, dus dat

N-1 N— N-1
Hj= ) hype TRt =% fige-i | e AR = F - G5
k=0 k=0 =0
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voor F; = Zév:_ol fre URAVAL on G, = Z,i\f:_ol gr e IRAYAL Dt ziet men als
volgt in:

i

N-1N-1
By, e iRAWAL _ Z Z ) gy e~ kAW
k=0 1=0

N-1

fi e—z’lewAt(Z Gt e—ij(k—l)AwAt)
k=0

H;

i
- O

=

N-1 N-1
S (Z fl e—ilewAt)(Z i e—ijk/AwAt)
=0 k'=0

o

—F;-G;.

In de voorlaatste stap maken we hierbij gebruik ervan dat de gesampelde waar-
den periodiek met periode N zijn, dus dat g = gr+n is. Hiermee volgt dat
met k ook k — [ over alle waarden van 0 t/m N — 1 loopt.

Op een soortegelijke manier (zie opgaven) laat zich aantonen dat het gewone
product in het tijdsdomein met het convolutieproduct in het frequentiedomein
correspondeert, hierbij komt echter nog een factor N te voorschijn. Voor gedis-
cretiseerde functies fj en gj met discrete Fourier transformaties F; en G geldt
dat het gewone product hy := fj, - gi de getransformeerde H; = %Fj * G heeft,
dus dat

N—

N-1

i 1 1

Hj = frgy e IRARAL = NFJ' *Gj = ~ E F G
=0 1=0

[y

10.5 Snelle (discrete) Fourier transformatie (FFT)

Om bij een gesampelde functie (fo, ..., fv—1) de coéfficiénten Fj van de discrete
Fourier transformatie te berekenen, zijn er voor elke coéfficiént N vermenigvul-
digingen nodig, voor alle coéfficiénten dus N? vermenigvuldigingen. Bij een
typische waarde van bijvoorbeeld N = 1024 is dit al behoorlijk veel rekenwerk,
omdat bij veranderlijke signalen vaak opnieuw gesampeld moet worden.

Een nauwkeurige analyse van het rekenwerk laat immers zien, dat men door
een slimme opzet het rekenwerk behoorlijk kan reduceren, namelijk tot N -
2log(N) in plaats van N? vermenigvuldigingen. Deze manier om de discrete
Fourier transformatie uit te rekenen noemt men snelle Fourier transformatie,
afgekort met FF'T voor fast Fourier transformation. Bij N = 1024 scheelt de

FFT bijvoorbeeld een factor van QIO]gV( Ny = % ~ 100 in het rekenwerk.

We gaan vanaf nu ervan uit dat N even is (meestal is zelfs N = 2™ een
macht van 2) en definiéren

. .92
e—zAwAt — —ZWW ]

z = e

Merk op: Wegens zVV = ¢=27 = 1 geldt dat 27k = z0(k+N),
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Met deze notatie ziet de discrete Fourier transformatie er zo uit:
N—1
ik
Fj=) [
k=0

en dit laat zich ook met een matrix schrijven, namelijk als

Ey 1 1 1 . 1 fo
F 1 z 22 oo 2N f1
FN_1 1 ZN_l 22(N_1) . Z(N_1)2 fN_1

Een coéfficiént Fy; met even index schrijven we nu iets anders, want voor
K > % kunnen we k" schrijven als k' = k + %, dan is

25k w2 2jk jN _ 25k
2 2 2P VAR
Jr = fry fk+% fk+%

Hieruit volgt voor coéfficiénten met even index:

Fy; = Z fro2®F = Z(fk —l—fk+%)z2jk.
k=0 k=0

Op een soortgelijke manier behandelen we ook de coéfficiénten F5; 1 met oneven
index. Voor k' > % schrijven we weer k' = k + %, dan is

fk’z (2j+1)k f (2_]+1)(k+ > ) — fk+ﬂZ2JkaZ]NZ 5 — _f Nzkz2jk
2
N — i . . . .

want z2 =e = —1. Hieruit volgt voor coéfficiénten met oneven index:

N-1 % 1
_ 2j+1)k k 25k
Foj = E fr2® (fe = oy n)2"2"

k=0 k=0

Met behulp van deze formules kunnen we de coéfficiénten met even en oneven
indices apart door matrices beschrijven, het aardige daarbij is dat de matrices

nu alleen maar nog half zo groot zijn, dus % X % in plaats van N x N:

£ 11 1 1 fo+ [

Fy 1 22 24 (2’2)%_1 bil +f1+%
Fn_2 1 N2 2N-Y) () (5 fy g+ fna
en

F 11 1 1 fo—fx

Fy 1 22 24 (22)%_1 z(fl _f1+%)
Fy_1 1 N-2 2= 2y (5-D? z%_l(f%_l +fno1)
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Om deze reductie herhaald toe te kunnen passen is het wenselijk dat N een
macht van 2 is, dus van de vorm N = 2. Dit bereikt men meestal door N
gewoon zo te kiezen, maar soms ook door aanvullen van de waarden met nullen.
Er zijn ook versies van de FFT ontwikkeld, waarbij dit niet nodig is.

Om de methode beter toe te lichten gaan we eens een voorbeeld met N = 8
expliciet uitwerken. De berekening die we eigenlijk moeten uitvoeren is

Fy 1 1 1 1 1 1 1 1 fo
Fi 1 2z 22 28 24 25 8 L7 fi
F 1 22 4 6 8 L0 12 14 o
Fg B 1 23 26 29 2,12 2’15 2’18 2’21 f3
Fol 711 24 28 212 516 200 24 38 £
Fy 1 25 10 15 .20 .25 .30 .35 s
Fs 1 o6 12 18 .24 .30 .36 42 fo
Fy 1 27 L4 21 .28 .35 42 49 fr

In de eerste reductiestap gaat dit over in de twee vergelijkingen

F 11 1 1 fo+ fu

B |1 22 24 2 fi+fs

Fol |1 24 28 22| | fot fo

s 1 28 212 .18 fs+ fr

Fy 11 1 1 Jo—Ja
F5|l |1 22 4 2(f1 — f5)
Fs | 1 2% 28 227 | 2(f—fe)
F; 1 26 212 .18 2(f3 — fr)

en in de tweede stap krijgen we de vier vergelijkingen
<F0> _ <1 1) . <(f0+f4)+(f2+f6)>
Fy I (fi+f5) + (fs+ f7)
<F2>:<1 1>< (fo+ f1) = (f2+ fo) >
Fs I 2((fr+ f5) = (f3+ f2))
<F1> _ <1 1> . <(f0_f4)+z2(f2_f6)>
Fs 12t 2(fi = f5) + 22 (fs — fr)
<F3> _ <1 1) ‘ ( (fo— fa) = 2%(fa — fo) >
Iy I 2(2((fr = f5) = (f3 = f1)))

De grap is nu dat we dit iets anders uitrekenen, namelijk beginnend met de
vector (fo,..., fr) de stappen op één vector toepassen, die uiteindelijk (tot op
volgorde na) de vector (Fy,...,F7) wordt. We vermijden zo, dat we uitdruk-
kingen zo als (fg + f14) of z(f1 — f5) die herhaald voorkomen meerdere keren

berekenen. Dit gebeurt volgens het schema in Figuur I1.27. In de laatste stap
maken we hierbij gebruik ervan dat P A e

Merk op dat we de indices van de g; en h; zo hebben aangepast dat deze met
de goede index van Fj corresponderen. Dit is in de praktijk niet nodig, want de
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fo+ fa 90 g0+ 94| _| fo : ”

fo fi+fs 92 g2+ 96 ha = ho b | = P
;; fot+fo| | s g—91 |_| N :F2
i f3+ fr g6 22(go — g6) he ha —hg | = Fp
? Jo—Ja g1 e i :Fl
fz ZQ(fl —Jf5) | _|93 9s + 91 hs = — ks | = s
I7 zg(f2 — o) 95 g1—95 |_|hs v =1
2°(f3 — fr) g7 22(g3 — g7) h7 A = Iy

Figuur I1.27: Schema van FFT voor N = 8 punten

volgorde van de F; kunnen we makkelijk achterhalen, als we de indices binair
schrijven. De goede volgorde van de F; krijgen we, door de binaire schrijfwijzen
voor de getallen 0, ..., N —1 te spiegelen (d.w.z. van rechts naar links te lezen).
Hierbij schrijven we een getal n binair als een keten n = a,,ap—1 ... a1a9 met
a; € {0,1} zodat n = ap, - 2™ + a1 - 2™ L + ...+ a1 -2+ ap. Bijvoorbeeld
schrijven we het getal 42 binair als 101010. Om duidelijk te maken dat een
getal een binaire schrijfwijze is, voegt men soms een index 2 aan het getal toe,
bijvoorbeeld 42 = 1010105.

In het voorbeeld met N = 8 krijgen we op deze manier de volgorde van de
F; als volgt:

0 = 0004 0002 =0
1 =0015 1002 =
2 = 0109 0102 =
indices i ; [1)(1)32 van f; worden gespiegeld éé?z ; 6 de indices van F;
5 = 1019 1015 =5
6 = 1109 011, =
7=1119 111, =7

In de praktijk zijn er verschillende manieren om de FFT te imple-
menteren, de meest bekende zijn de Cooley-Tukey en de Sande-Tukey
methode.

In principe heeft pas de ontwikkeling van de FFT de doorbraak van de
Fourier transformatie in de signaalverwerking veroorzaakt, want eerder
was het berekenen van de Fourier getransformeerde voor interessante
toepassingen gewoon ondoenlijk. Inmiddels heeft men overigens ach-
terhaald dat het idee van de FFT al door Gauss werd toegepast.

10.6 Shannon’s aftast-theorema

Een belangrijke vraag die we ons bij het sampling van een signaal moeten
stellen, is, hoe veel informatie we door het sampling eigenlijk verliezen. In de
signaalverwerking komen we dit probleem bijvoorbeeld bij de digitalisering van
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analoge signalen tegen, zo als bij een CD-opname van een concert. De vraag is
of we het oorspronkelijke signaal uit de digitale informatie, die in de discrete
samples zit, kunnen reconstrueren.

In het algemeen is dit natuurlijk onmogelijk, als we maar een keer per se-
conde een sample hebben kunnen we bijna niets erover zeggen, wat tussendoor
gebeurd is. Maar als we met een hogere frequentie sampeln, kunnen we wel
verwachten dat we meer informatie terug kunnen vinden.

Intuitief kunnen we verwachten dat het resultaat ermee te maken heeft,
welke frequenties in het signaal voorkomen. Om hoge frequenties te kunnen
reconstrueren, moeten we zeker ook met een hogere frequentie sampeln. Hoe het
hiermee precies zit, zegt het aftast-theorema dat door Claude E. Shannon 1949
werd bewezen. Hierbij gaat het om signalen met een begrensde bandbreedte,
d.w.z. om signalen waarin alleen frequenties uit een begrensd interval een rol
spelen. In de taal van de Fourier transformatie kunnen we dit zo uitdrukken,
dat de Fourier getransformeerde van het signaal alleen maar op een begrensd
interval ongelijk aan O is.

Het concept van begrensde bandbreedte is iets redelijk gewoons, het meest
belangrijke voorbeeld is het menselijke oor, dat bij kinderen frequenties tot
hooguit 25000 Hz kan verwerken en bij oudere mensen al bij frequenties van
12000 - 15000 Hz ophoudt. Om deze reden zijn ook de meeste HiFi-toestellen
zo gebouwd, dat ze alleen maar frequenties tussen 20 Hz en 25 kHz verwerken.
Nog beperkter is de bandbreedte van de telefoon, hier worden alleen maar
frequenties tussen 300 Hz en 3500 Hz over gebracht.

Het aftast-theorema van Shannon beweert nu dat we een signaal minstens
met de dubbele frequentie moeten sampeln die in het signaal een rol speelt:

Shannon’s aftast-theorema (sampling/scanning theorem):
Zij f(t) een signaal met Fourier getransformeerde F(u) = F|[f(t)] waarvoor
geldt dat F'(u) = 0 voor alle w met |u| > up, = 27 fr,.

Als voor het aftast-interval At en de aftast-frequentie w = % geldt dat

1
>2 dus At < —
w > 2y, en dus <3
dan laat zich het signaal f(t) volledig uit de discrete samples fi := f(k - At)
met k= 0,+1,+£2,... reconstrueren.

De minimale frequentie 2f,, heet ook de Nyquist-frequentie, het inter-

val At = 2# het Nyquist-interval. Let op dat er in de literatuur ver-

schillende definities voor de Nyquist-frequentie en het Nyquist-interval
gegeven worden, die soms om de factor 2 van elkaar afwijken.

Voor een CD-opname met een bandbreedte van 22 kHz hebben we dus
een sampling frequentie van minstens 44 kHz nodig, terwijl voor een telefoon
gesprek een sampling frequentie van 8 kHz voldoende is.
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Reconstructie van een signaal van uit gesampelde waarden

De interessante vraag is nu, hoe we een continu signaal f(¢) uit de discrete
waarden f; kunnen reconstrueren. De oplossing hiervoor is heel simpel, we
maken gewoon een interpolatie van continue functies van een bepaalde vorm,
te weten functies van de vorm Sin—(x), die we als Fourier getransformeerde van
een rechthoek impuls al eerder zijn tegengekomen.

Er laat zich aantonen dat men onder de voorwaarde van Shannon’s aftast-
theorema het oorspronkelijke signaal f(¢) terug vindt met behulp van de formule

Z FkA sin (( ki?t Z i, sin( At kw)'

anl Atﬂ' — kn

We gaan het proces van sampling en interpolatie aan een voorbeeld bekijken.
Als functie nemen we

() = 2sin(mt) ;33;715 cos(mt)

dan heeft f(t) de Fourier getransformeerde

als  |u] <
als |u| > .

P = £l = { 15

De functie f(¢) is natuurlijk verkregen als inverse Fourier transformatie van een
functie die alleen maar op een eindig interval ongelijk aan 0 is. In Figuur I1.28
zijn de grafieken van f(t) en F[f(t)] te zien.

My R @ Py

e

2 4 6

o
MT T T T T T I T T T T T T

c ol 111

Figuur I1.28: Functie met Fourier getransformeerde van begrensde bandbreedte.

Als we f(t) met tijdelijke afstanden van At sampeln, krijgen we de discrete
waarden fr = f(k- At) = f(tx). De discrete functiewaarden f; beschrijven we
nu door de sampling functie van f(t), namelijk

> frolt—ty)

k=—o00
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die op de tijdstippen t; Dirac d-functies met intensiteit fr = f(tx) heeft.

We berekenen nu eerst de Fourier getransformeerde van de speciale functie
OI(t) := Y po . 0(t — tg): De functie II(t) is periodiek met periode At en
heeft dus een Fourier reeks van de vorm

o0
; 2
i(t) = Z cre™t waarbij w = KZ is.

k=—o00

Voor de coéfficiénten ¢ geldt

At At

1 2 . 1 2 . 1
= — TII(t —Z’mdt:—/ S(t)e Ut dt = —.
*TAL A (t)e At ) s (t)e At
Hieruit volgt dat

1 - ikwt

— IRW

M) = - Y ¢

k=—o00

Uit de vorige les weten we dat de functie e”*** de Fourier getransformeerde
2m6(u — kw) heeft, bij elkaar genomen volgt hieruit (met nog steeds w = 2% ):

FII()] = é S b — k) =w- S 6u— k).

k=—00 k=—o00

Omdat fs(t) = II(¢)- f(¢) is, kunnen we de Fourier getransformeerde F(u)
van de gesampelde functie fs(¢) nu met behulp van een convolutieproduct be-
rekenen, waarbij we met F(u) := F[f(t)] de Fourier getransformeerde van f(t)
noteren:

Fufu) i= FIL(0)] = 5 FITI0)] = FIf(0)] = (% > S km) ()

k=—o00

:Ait Z 5(u—kw)*F(u):Ait Z F(u— kw)

k=—00 k=—o00

omdat 0(u — kw) * F(u) = F(u — kw).
Dit betekent dat zich bij Fs(u) de functie F(u) (geschaald met een factor
ﬁ) periodiek met periode w herhaald.

Als we nu F(u) uit Fg(u) zouden kunnen reconstrueren, dan kunnen we met
behulp van de inverse Fourier transformatie ook f(t) weer reconstrueren. Hier is
het punt waar de Nyquist-frequentie in het spel komt: Als de periodieke herha-
lingen van F'(u) niet overlappen, dan kunnen we F'(u) door vermenigvuldiging
met een rechthoek-filter functie terug vinden. Hiervoor hebben we nodig, dat
w > 2uy,, want dit is de lengte van het interval waarop F'(u) # 0 is, en dit is
precies de voorwaarde die in Shannon’s aftast-theorema gegeven wordt.

De plaatjes in Figuur I1.29 laten de effecten van verschillende aftast fre-
quenties op de Fourier getransformeerde F(u) zien. In het linker plaatje wordt
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Figuur I1.29: Effect van verschillende aftast frequenties op de Fourier getrans-
formeerde: aftasten met Nyquist-frequentie (links), undersampling (midden) en
oversampling (rechts).

precies met de Nyquist-frequentie gesampeld, hier laat zich de oorspronkelijke
Fourier getransformeerde terug vinden, door met een rechthoek functie te ver-
menigvuldigen. Hetzelfde geldt voor het rechter plaatje, waar met een frequentie
hoger dan de Nyquist-frequentie gesampeld wordt, dit noemt men oversampling.
In het middelste plaatje is daarentegen het geval van undersampling te zien, de
verschillende kopieén van F'(u) overlappen en worden gedeeltelijk bij elkaar op-
geteld. De oorspronkelijke Fourier getransformeerde F'(u) is uit deze functie
niet meer terug te vinden.

In het geval dat met een voldoende hoge frequentie gesampeld is, dus met
w > 2Uyy,, vermenigvuldigen we Fg(u) met de rechthoek-filter functie

{ 1 als Jul <

r(u) = 0 als |u|l>

SIS

Dan is F(u) = At - Fs(u) - r(u) en dus
f(t) = FHF(u)] = FHAL - Fy(uw)] + F~r(u)).

We hebben Fj(u) zo gedefinieerd dat F1[Fy(u)] = Ype . f(tx)d(t—tx). Maar
met de relatie F ! [f(u)] = 5= F[f(—u)] tussen inverse Fourier transformatie en
Fourier transformatie kunnen we ook de inverse Fourier transformatie van r(u)
makkelijk berekenen, dit hebben we in feite eerder al gedaan, het gaat om de
Fourier getransformeerde van een rechthoek impuls van breedte w = %:

2 sin(gt)

Flpw) = 20 = 2

sin(gt) 1 sin(g?)
t

At 2

Hieruit krijgen we de interpolatie formule
> sin(%t) > sin(%(t — tg))
f(t) = Zf(tk)<5(t—tk)* 2 )Z ka‘i’?tf

= 2

gt

k=—o00

In Figuur I1.30 zijn de interpolerende functies f (tk)w voor k =

—3,...,3 te zien, waarbij de functies voor k en —k bij elkaar opgeteld zijn

187



Wiskunde 2 voor kunstmatige intelligentie, 2005 Deel Il. Fourier theorie

Figuur I1.30: Interpolerende functies en reconstructie door som van interpole-
rende functies.

om symmetrische functies te krijgen. Het rechter plaatje laat de reconstructie
van de originele functie f(t) door de som van de interpolerende functies voor
k= —2,...,2 zien. Een vergelijk met het linkerplaatje in Figuur I1.28 maakt
duidelijk dat dit al een erg goede benadering oplevert.

Wat gebeurt er nu als we een signaal met een te lage aftast-frequentie sam-
peln, dus bij undersampling? De bijdragen van de frequenties boven § = X3
worden afgebeeld op lagere frequenties en dit resulteert in een verandering van
de functie Fg(u) en dus ook van het gereconstrueerde signaal. Dit effect noemt
men aliasing. Om zo'n effect te vermijden, wordt een signaal voor het aftasten

meestal door een low pass filter gestuurd die de te hoge frequenties wegsnijdt.

Lo e ™oy R PN

a
L e B | J

-15 -10 -5 0 5 10 15
u

Figuur I1.31: Aliasing in het frequentie domein en reconstructie bij undersam-
pling.
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In Figuur I1.31 is de functie f(¢) uit het voorbeeld met de te lage frequen-
tie %um in plaats van de Nyquist frequentie 2u,, gesampeld. Dit heeft tot
gevolg dat de functie Fs(u) zo als in het middelste plaatje van Figuur I11.29
verandert, en het vermenigvuldigen met de rechthoek-filter lijdt tot een func-
tie AtFs(u)r(u) met te hoge waarden voor de lage frequenties, omdat hogere
frequenties op deze lage frequenties afgebeeld worden. Als effect hiervan levert
de reconstructie van de oorspronkelijke functie middels inverse Fourier trans-
formatie een functie die niet snel genoeg afneemt, wat we duidelijk aan het te
grote tweede maximum van de gereconstrueerde functie in het rechter plaatje
van Figuur I1.31 kunnen zien.

BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES
e sampling, discretisering
e discrete Fourier transformatie

e trigonometrische interpolatie

FFT: snelle Fourier transformatie

Shannon’s aftast-theorema

Nyquist frequentie, undersampling, oversampling

OPGAVEN

78. Bereken de coéfficiénten F; van de discrete Fourier getransformeerde voor de vol-
gende gesampelde waarden van de functie f(¢). In elk geval is At = 1.

g Kk |ol1]2]s3
Ve 1234
.k Jol1]2]3]4]5]6]7
(i)
fe) [1]2]3]4]0]0]0]0

79. Een sampling van de functie f(¢) met N = 8 en At =1 geeft de volgende waarden:

0,4
1,2,
5,6

fe=f(tx) = 3
7

O ==

k
k
k

)

(i) Bepaal de coéfficiénten F; van de discrete Fourier getransformeerde van f(t).

(ii) Stel dat f(t) periodiek met periode 8 is en dat de functie g(t) gegeven is door
g(t) == f(t —3). Wat zijn de sampling waarden g = g(tx) van g¢(t) voor
k=0,1,...,77

Bepaal de coéfficiénten G; van de discrete Fourier getransformeerde van g(t).

80. Zij {fo,..., fn—1} een gesampelde functie en zij {Fy,..., Fx_1} de discrete Fourier
getransformeerde hiervan.
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(i) Laat zien dat de (in ¢ = 0) gespiegelde functie {fn_o,..., fv—(v—1)} de (in
w = 0) gespiegelde Fourier getransformeerde {Fy_o, ..., FN_(N_l)} heeft.

(ii) Laat zien dat de complex geconjugeerde functie {fo,..., fx_1} de complex
geconjugeerde en gespiegelde Fourier getransformeerde {Fn o, ..., Fy_(n—1)}
heeft.

81. Zij {fo,..., fn—1} een gesampelde functie met reéle waarden en zij {Fo,..., Fy_1}

de discrete Fourier getransformeerde hiervan. Laat zien dat voor de discrete Fourier
transformatie de volgende versie van de Parseval identiteit geldt:

N—-1 1 N—-1
fi= N > IFP
=0

k=0

82. Zij {fo,..., fn—1} een gesampelde functie en zij {Fp,..., Fx_1} de discrete Fourier
getransformeerde hiervan. We verschuiven F; in het frequentiedomein om [ posities,
dit geeft de functie G; := Fj_;. Laat zien dat {Go,...,Gn—1} de discrete Fourier
getransformeerde van de functie {go,...,gn_1} is met

gr = fk eiklAwAt _ fk ei%ﬂkl

83. Laten de gesampelde functies {fo,..., fn—1} en {go,...,gn—1} de discrete Fourier
getransformeerden {Fy,...,Fy_1} en {Go,...,Gny—1} hebben. Laat zien dat het

convolutieproduct
N—-1

Hj Z:Fj*Gj = ZF‘lGJ;[
=0

de discrete Fourier getransformeerde van de functie hy := N - fi gi is.
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