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Les 4 Integratie van functies van meerdere variabe-
len

In deze les gaan we het omgekeerde van de afgeleide, de integratie bekijken, en
zien hoe we deze voor functies van meerdere variabelen definiéren en uitrekenen.
De functies waar we het hierbij over hebben zijn weer functies van n variabelen
die waarden in R hebben, dus functies f(x) = f(z1,...,2,) : R" = R.

Net zo als we met de integraal voor een gewone functie van één variabel de
oppervlakte onder een grafiek berekenen, geeft de integraal voor een functie van
twee variabelen het volume onder de grafiek van de functie aan. Analoog geeft
voor een algemene functie van n variabelen de integraal een (veralgemeend)
volume in de n 4 1-dimensionale ruimte aan.

Meerdimensionale integralen hebben veel toepassingen in de patroonver-
werking, bijvoorbeeld is de intensiteit van een plaatje een functie van de x — y-
coordinaten en is de totale intensiteit op een gebied de integraal van de in-
tensiteit over dit gebied. Maar ook voor kansverdelingen van gecombineerde
stochasten die door een dichtheidsfunctie gegeven zijn, moeten we meerdimen-
sionale integralen berekenen om de kans op uitkomsten in een zeker interval te
vinden of de verwachtingswaarde te bepalen.

We zullen in deze les vooral functies van twee of drie variabelen behande-
len, omdat deze belangrijke toepassingen hebben en het schrijfwerk hierbij nog
beperkt is. Het algemene geval werkt echter op een analoge manier en bevat
geen verdere complicaties.

4.1 Integratie op (veralgemeende) rechthoeken

Voor een functie f(z) van één variabel hebben we de integraal f; f(x) dx ge-
definieerd als limiet van de som Zﬁ\;_ol (a + iAz)Ax, waarbij N - Az = b — a,
dus

N-1

b
. . . b—
/a f(z) dx = A}gnoo Zz:; fla+iAx) - Az, waarbij Az =

Het idee hierbij is, de oppervlakte onder de grafiek van f(z) te benaderen door
een rij van rechthoeken van breedte Ax en hoogte f(a + iAx).

In de wiskunde is een iets algemenere definitie gebruikelijk, waarbij
men punten a = o9 < 1 < ... < Tny_1 < Ty = b kiest en de som
Zf\;}l f(x;)(xip1—2;) bekijkt. Dit betekent gewoon dat de rechthoeken
niet alle even breed hoeven te zijn. Voor de limiet is het dan wel
noodzakelijk dat het maximum van de intervallen (z;41 — x;) tegen 0
gaat.

Voor de functies waar we het hier over hebben is onze eenvoudigere de-
finitie echter voldoende, de gevallen waar de definities tot verschillende
resultaten leiden zijn erg pathologisch.
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Dit idee kunnen we nu als volgt op functies van meerdere veranderlijke
veralgemenen: Uit een interval [a, b] voor de variabel x wordt bij twee variabelen
x en y de combinatie van twee intervallen, één voor x en één voor y, dit geeft
de rechthoek

Ropea={(z,y) ER* [a<z <b c<y<d}
Analoog krijgen we voor een functie van drie variabelen een blok

Bapedef:={(z,y,2) € R3 la<z<bc<y<de<z<f}

Algemeen geeft bij n variabelen zi,...,z, de combinatie van n intervallen
[a1,b1], ..., [an, by] de n-dimensionale rechthoek
Robranbn = {(x1,...,2n) € R" | a; <oy < by voor i =1,...,n}.

De integratie over een rechthoek wordt nu analoog met het geval van één
variabel gedefinieerd als limiet van de som over pilaren met als grondvlak een
rechthoek met zijden Az, Ay en hoogte f(a + iAx,c+ jAy). Het volume van
zo'n pilaar is natuurlijk f(a + 1Az, c+ jAy) - AzAy. Men definieert dus:

N-1M-1
/ f(z,y) dA = lim Z Z fla+iAz,c+ jAy) - AzAy,
Ra,b,c,d Ar—0

Ay—0 =0 j=0
waarbij N = IZ—:? en M = CZ;;. Hierbij schrijven we het symbool dA voor het
differentiaal van een oppervlakte element, dus voor de limiet van de rechthoeken

met zijden Az, Ay.

In een algemenere definitie wordt de rechthoek R, 3. 4 in kleine stukken
AA; gesplitst, die niet noodzakelijk rechthoekig hoeven te zijn. Men
kiest nu in elk stuk A; een punt (z;,y;) en benadert de integraal door
de som Zf\; f(zi,y:)AA;. Voor de limiet moet de diameter van de
AA; tegen 0 gaan.

Ook hier geldt, dat dit voor redelijke functies geen verschil met onze
eenvoudigere definitie geeft. Als redelijk beschouwen we hierbij func-
ties, die stuksgewijs continu zijn.

In de definitie hebben we het met twee limieten tegelijkertijd te maken, met
de limiet Az — 0 en de limiet Ay — 0. Deze kunnen we op verschillende
manieren berekenen, we kunnen of eerst de limiet over Az en dan die over Ay
uitvoeren, of andersom, of we kunnen de twee tegelijkertijd tegen O laten gaan.
Het is niet vanzelfsprekend dat de verschillende manieren in elk geval hetzelfde
resultaat geven, en bij zekere functies is dit helaas ook niet het geval. Maar we
mogen hier weer ervan uitgaan, dat het voor de functies die we in de praktijk
tegenkomen wel goed gaat en dat we altijd in de aangename situatie zijn die
door de stelling van Fubini weergegeven wordt:
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Stelling van Fubini: Als de integraal f R, ( y) dA bestaat, dan
bestaan ook de functies g(y) := f f(x,y) dx en h f (z,y) dy en er
geldt

/Ramf(a:,y) dA:/cdg(y) dyz/cd (/abf(x,y) dx) dy
Z/abh(:r) d:U:/ab (/Cdf(a:,y) dy)d;p.

Merk op dat we in g(y) := f:f(a;,y) dr bij de integratie de variabel y als
constante beschouwen, dit is dus een gewone integratie van één veranderlijke.
Hetzelfde geldt voor de functie h(x). We kunnen dus een integraal over een
functie van twee variabelen uitwerken door eerst over een van de variabelen te
integreren, en vervolgens over de andere, dus door geitereerde integraties van
een veranderlijke.

Voorbeeld 1: Zij f(z,y) := 2z + 3y en R :=[0,2] x [3,4]. Dan is

/Rf(x,y) dA:/: </34(2x+3y)dy>dx:/02 <(2xy+2y )| >da:
/0(8x+24 6x—2—7)dx—/02(2x+%)dx
= (2 +§z o =4+21=25

We kunnen ook eerst over x en dan over y integreren:

/Rf(x,y) dA:/34 </02(2x+3y) da:> dy:/:((x +3ay)2 )dy

/(4+6y)dy_(4y—|—3y )| =16 +48 — 12 — 27 = 25.
3

We zien dat in dit voorbeeld de tweede manier iets makkelijker is dan de eerste,
maar de resultaten zijn natuurlijk hetzelfde.

Voorbeeld 2: Zij f(z,y) :=e""¥ en R :=[1,2] x [1,2]. Dan is

/Rf(x,y)dA:/l2 </12ex+ydy>da::/12 </12ex.eydy>da;
:/12 (/jeydy)exdx:/j<ey|f)exdx

2 2
:/(62—€)€xd$:(62—6)/ ezda::(eQ—e)-exﬁ
1 1

= (2 —e)(e? —e) = (2 — €)%

Voor functies van drie variabelen geldt iets soortgelijks als voor functies
van twee variabelen, we moeten nu over kleine volume elementen (blokken)
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AxAyAz integreren, die in de limiet tot een differentiaal dV van een volume
element wordt. Ook de integratie over de kleine volume elementen kunnen we
weer opsplitsen in drie gewone integraties, er geldt:

o sewrar = ([ ([ ) )

Ook hier kunnen we een andere volgorde voor de integraties kiezen, het maakt
niets uit of we eerst over z, y of z integreren. Soms scheelt een geschikte keuze
van de volgorde zelfs een hoop rekenwerk.

Merk op: In principe is het natuurlijk logisch, dat de eerste integraal f;

met grenzen a en b bij de laatste differentiaal dz hoort, de tweede integraal fcd
bij de voorlaatste differentiaal dy enzovoorts. Maar men is vaak iets slordig
met de haakjes en ook met de volgorde, en bij ingewikkelde functies wordt de
notatie alsnog onoverzichtelijk. Daarom is er een vaak gebruikte conventie, de
differentiaal meteen achter de bijhorende integraal te plaatsen om zo duidelijk te
maken voor welke integratie variabel de grenzen van dit integraalteken gelden.
In plaats van de schrijfwijze hierboven vind je dus ook vaak:

,C,a5€,

Voorbeeld: Zij f(z,y,z) := W en R:=10,1] x [0,1] x [0,1]. Dan is

s ([ ([ £254)0)s

1 1 3
F Eimiyed [ (o)
:/0 (a7 >‘1>dy_/o i

1 = 7T

1 1
=1 arctan(y) -0)= T

bh=15(3
OPDRACHT 15 Bepaal voor f(x,y) := 2xy + 3y* de integraal [, f(x,y) dA voor de

rechthoek R = [a,b] X [¢,d] = {(x,y) | = € [a,b],y € [c,d]} door geitereerde integratie
over x en y. Laat zien dat het resultaat niet van de volgorde van de integraties afthangt.

4.2 Integratie over normaalgebieden

Het lijkt natuurlijk erg beperkend als we alleen maar over rechthoek gebieden
kunnen integreren. In feite is de beperking niet zo groot, want we kunnen een
willekeurig gebied benaderen door een combinatie van kleine rechthoeken en
als de onderverdeling voldoende fijn is, kunnen we ervan uit gaan dat de fout
die we hierbij maken klein (verwaarloosbaar) is. Maar voor gebieden die alleen
maar door krommen begrensd zijn (zo als een cirkel), moeten we hiervoor vaak
een redelijk groot aantal rechthoeken bekijken om een redelijke benadering te
krijgen, en dit is ook weer een beetje vervelend.
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Er is echter een algemenere klasse van gebieden dan rechthoek gebieden,
waarvoor we de integraal rechtstreeks kunnen uitrekenen, dit zijn de normaal-
gebieden. In het 2-dimensionale geval zijn dit de gebieden van de vorm

B={(z,y) eR?|a<2<b oy (z) <y< o)}

d.w.z. gebieden die door twee rechte lijnen x = a en x = b evenredig met de
y-as en de twee krommen ¢1(x) en ps(x) begrensd zijn die elkaar niet snijden.

In dit geval geldt
b w2(z)
[ rewaa= [ [7 rwway)a
B a w1(z)

Net zo goed kan men natuurlijk ook twee lijnen evenredig met de x-as en
twee krommen 1 (y) en ¥9(y) als grenzen hebben, dit geeft ook een normaal-
gebied, te weten

B={(z,y) eR* | c<y <d,1(y) <z < Paly)}

dan wordt de integraal over B berekend als

[ ramaa= [ ' ( /w w(j) ) dm) ay.

Voorbeeld 1: We berekenen de integraal van de functie f(z,y) = 2%y
over de halfcirkel B van straal 1 rond (0,0) die boven de z-as ligt. De halfcirkel
B is begrensd door de lijnen x = —1 en = 1 en de krommen ¢;(x) = 0 en

wa(x) = /1 — 22 We hebben dus
1 —
/f x,y) dA = / (/ x ydy) da::/ <%x2y2|0 1_x2> dx
-1

e 1 2\ 1
2 2 4
— “22(1 - — _ L
/_12:1:( z%) dx 2/_1(:r z*) dx 2(3 5>|_1
r1 1 -1 -1 1 2

==z ++%) L
23 5 3 57 3 5 15

N

Voorbeeld 2: We bepalen de integraal [, 2%y + cos(z) dA op de driehoek
D met hoekpunten (0,0), (5,0), (5, 7). De driehoek is begrensd door de lijnen

r=0enz = 7 en door de functies ¢1(z) = 0 en po(x) = x. Hiermee krijgen

we:

/ 23y + cos(x) dA = /2 (/ 23y + cos(x) dy) dx
D 0 0

= /2(%:133?/2 + cos(:n)y)|g dr = /2(%335 + z cos(z)) dx
0 0

1 L3
= (Exﬁ + zsin(z) + cos(m))|§ =-c=+--1

(merk op dat met partiéle integratie geldt dat [zcos(z) dx = xsin(z) —
[ sin(z) dx = zsin(z) 4 cos(z)).
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OPDRACHT 16 Bepaal de integraal fG f(z,y) dA van de functie f(x,y) := x+y op het
gebied G gegeven door G := {(x,y) |0 <z < 1,1 <y <e”}.

In drie dimensies zijn normaalgebieden begrensd door een gebied B in het
x — y-vlak (bijvoorbeeld) en twee functies ¢1(x,y) en @a(z,y), die de variabel
z inschakelen. Dan geldt

w2 (z,y)
,2)dV = Y, 2) dz | dA.
/V F(2,y,2) /B ( L @) )

Na het uitwerken van de binnenste integraal over z is dit terug gebracht tot een
integratie met twee variabelen op het 2-dimensionale gebied B, en het zou dus
handig zijn als B ook weer een normaalgebied is.

OPDRACHT 17 Laat zien dat het gebied B dat tussen de grafieken vany = 2% eny = x

ligt een normaalgebied is en bepaal de opperviakte van het gebied B. Bereken verder
de integraal [, 1+ 2xy dA.

4.3 Substitutie

Een belangrijke methode in de integratie van gewone functies van één variabel
is de substitutie. Het idee hierbij is, de integratievariabel x door een geschikte
nieuwe variabel u te vervangen zo dat de integratie makkelijker wordt. Als
we in de integraal [ f(x) dz de variabel = door een nieuwe variabel u willen
vervangen, moeten we de samenhang van x en u kennen, en dit drukken we uit
door z te schrijven als een functie © = z(u) van u. Als we nu een functie g(u)
definiéren door g(u) := f(x(u)) dan zegt de substitutie regel dat

/ f(z) dz = / g(u)z' (u) du = / fl@(w)z! (u) du.

Als we ons nu nog eens herinneren dat de integraal gedefinieerd is als de
limiet van de som »_ f(z;)(x; —x;—1) = Y_ f(x;) Az, kunnen we precies de reden
zien, waarom de differentiaal dz door de nieuwe differentiaal x’(u)du vervangen
moet worden. In een kleine omgeving van u vervangen we de functie x(u)
door de lineaire benadering van de Taylor reeks, dus door de lineaire functie
z(u+ Au) =~ z(u) + «'(u)Au. Maar hieruit volgt dat

Az = z(u+ Au) — z(u) = 2’ (u) Au,

de afgeleide z/(u) geeft dus juist aan hoe groot de stappen Az worden waarin
we x veranderen als we u in stappen van Au veranderen.
Als we nu weer naar de limiet Ax — 0 kijken, krijgen we de relatie

dr = 2'(u) du

voor de differentialen.

69



Wiskunde 2 voor kunstmatige intelligentie, 2005 Deel 1. Voortgezette Analyse

De Jacobi matrix

Het idee van de substitutie voor gewone functies gaan we nu veralgemenen op
functies van meerdere variabelen. Zij f(x) : R”™ — R een functie van de n
variabelen z1,...,z,.

Stel we willen nu nieuwe variabelen uq, ..., u, hanteren, dan hangen de z;
van de nieuwe variabelen u; af, en we schrijven z; als functie

zi(a) = zi(uy, ..., up).

Net zo als boven kunnen we nu in een kleine omgeving van u de functie z;(u)
door de lineaire benadering vervangen, dit geeft

zi(u+ Au) = z;(u) + Vz;(u) - Au.

Als we de componenten z;(u) nu in een vector schrijven, krijgen we een functie
x(u) : R" — R™ gegeven door

z1(u)
x(u) :=

Zn(u)

en als lineaire benadering hiervan krijgen we:

z1(u+ Au) z1(u) Vzi(u)t"
x(u+ Au) = : = : + : Au.
zn(u+ Au) Zn(u) Vo, (u)"
V.l?l(u)tr
Maar de matrix J := : is een oude bekende, in de i-de rij staat
V()"
namelijk in de j-de kolom de afgeleide van z;(u) naar de variabel u;, dus de

partiéle afgeleide gz; Dit betekent, dat J juist de Jacobi matriz van x(u) is

en we hebben gevonden dat
x(u+ Au) =x(u)+J-Au endus Ax:=x(u+ Au)—x(u)=.J-Au.

Dit is volledig analoog met de formule voor gewone functies, de Jacobi matrix
J is de veralgemening van de afgeleide z’(u) die we toen hadden.

Betekenis van de Jacobiaan

We zullen nu de rol van de Jacobi matrix voor de substitutie van functies van
meerdere variabelen toelichten. Hiervoor kijken we eerst naar een functie van
twee variabelen, x en y. We kiezen twee nieuwe variabelen u en v en schrijven
x en y als functies van u en v, dus = x(u,v), y = y(u,v). Met behulp van de
Jacobi matrix J kunnen we nu de functie
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in een omgeving van (u,v) door de Taylor veelterm van graad 1 benaderen, voor
het verschil van de functiewaarden geldt dan:

Az(u,v)) _ (w(u+du,v+Ao) —w(u,0)\ _  (Du
(aaterm) = ( )= ()

Ay(u,v) y(u+ Au,v + Av) — y(u,v) Av
oz (u,v oz (u,v
= (83;%171); 8yé€v§> ’ <Au> :
c’?u7 8117 Av

Bij de substitutie van functies met één variabel hebben we gezien dat we
de differentiaal dx door z’(u) du moeten vervangen. De vraag is nu, hoe in het
geval van twee variabelen de differentiaal dA = dx dy met de nieuwe differentiaal
du dv samenhangt.

Om hier uit te komen, gaan we even een stap terug en interpreteren de
integraal weer als som van pilaren over kleine rechthoeken met zijden Ax, Ay.
Z0’n rechthoek moeten we nu door de nieuwe variabelen u en v beschrijven, en
bij benadering lukt dit in een punt (x,y) met behulp van de Jacobi matrix door
de vergelijking

()= (&) o (8-

Omdat J en dus ook J~! een lineaire afbeelding is, is het beeld van de recht-
hoek met zijden Az, Ay onder J~! een parallellogram. De vraag is nu wat de
oppervlakte van dit parallellogram is.

De oplossing van dit vraagstuk is verrassend eenvoudig, we hebben alleen
maar de determinant van J nodig.

Stelling: De absolute waarde van de determinant det(A) van een n x n-
matrix A geeft het volume van het parallellepipedum aan, dat door de kolommen
van de matrix A opgespannen wordt.

Met andere woorden is |det(A)| het volume van het beeld onder A van
de eenheidsvierkant (eenheidskubus, eenheidshyperkubus, enz.) die door de
standaardbasis opgespannen wordt.

Deze stelling kunnen we als volgt inzien:

Voor een diagonaalmatrix A is het opspansel van de kolommen van A een
rechthoek, blok, enzovoorts, en het volume hiervan is het product van de abso-
lute waarden van de elementen op de diagonaal. Maar dit is ook de absolute
waarde van de determinant van de matrix A.

Verder weten we dat we elke matrix door elementaire transformaties op
diagonaal vorm kunnen brengen, we moeten dus alleen maar kijken, wat er met
het volume gebeurt als we een elementaire transformatie toepassen:

(i) Als we twee kolommen verwisselen, verandert het parallellepipedum niet,
het volume blijft dus hetzelfde. De determinant wordt hierbij met —1
vermenigvuldigd, maar de absolute waarde blijft gelijk.

(ii) Als we een kolom met een factor ¢ # 0 vermenigvuldigen, wordt ook het
volume van het parallellepipedum |c| keer zo groot. Maar in dit geval
wordt ook de determinant met ¢ vermenigvuldigd.
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(iii) Als we een veelvoud van een vector bij een andere optellen, verandert
de determinant niet, dus mag ook het volume bij deze transformatie niet
veranderen. Omdat hierbij alleen maar twee vectoren een rol spelen, is het
voldoende dit in het 2-dimensionale geval te bekijken. De schets hieronder
licht dit toe.

De rechthoek opgespannen door de vectoren v en w en het parallello-
gram opgespannen door v en cv + w hebben dezelfde oppervlakte, omdat
de oppervlakte van een parallellogram gelijk is aan het product van de
grondzijde en de hoogte.

v

Dat de rechthoek en het parallellogram dezelfde oppervlakte hebben, laat
zich ook door knippen en plakken aantonen, als we het parallellogram
langs de twee stippellijnen in stukken snijden, zien we makkelijk in dat
de delen de rechthoek precies overdekken.

De stelling hierboven toegepast op de Jacobi matrix betekent dat het pa-
rallellogram met zijden Au, Av oppervlakte | det(J~1)|- AzAy heeft en hieruit
volgt omgekeerd dat

AzAy = |det(J)] - AuAv.

Door nu weer de limieten Az — 0 en Ay — 0 te nemen, krijgen we dat voor de
differentialen geldt dat
dx dy = |det(J)| du dv.

Omdat de determinant van de Jacobi matrix zo'n belangrijke rol speelt, heeft
deze ook een eigen naam, ze heet Jacobiaan.

Het argument dat we net op twee variabelen hebben toegepast, geldt na-
tuurlijk volledig analoog voor functies van meerdere veranderlijken. We trans-

formeren de variabelen x1,...,z, op nieuwe variabelen ui,...,u, met x; =
xi(u1,...,uy) en bepalen de Jacobi matrix J met J;; = %, dan geldt:
J
A.rl Au1
D=
Az, Auy,

en tussen de n-dimensionale volumes van de blok Az ...Ax, en het parallel-
lepipedum Auw; ... Au, bestaat de relatie

Azxy...Ax, = |det(J)|- Auy ... Auy,.
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Voor de differentialen van de volume elementen geldt dus:
dxy dzg ... dx, = |det(J)| duj dusg . .. duy,.

De Jacobiaan speelt dus bij functies van meerdere veranderlijken precies de
rol van de afgeleide in het geval van functies van één veranderlijke.

Substitutieregel voor functies van meerdere variabelen

We kunnen nu de substitutieregel voor functies van meerdere veranderlijken
formuleren. Voor het gemak doen we dit eerst voor functies van twee verander-
lijken en geven dan de algemene regel aan.

Substitutieregel voor twee variabelen: Voor een codrdinatentransfor-
matie naar nieuwe variabelen u en v met © = x(u,v), y = y(u,v) en Jacobi

9z Oz
matrix J = (g; §Z> wordt een functie f(x,y) met betrekking tot de nieuwe
ou v

coordinaten geschreven als g(u,v) met g(u,v) := f(x(u,v),y(u,v)).
Voor de integraal van f(z,y) over een gebied B C R? geldt dan in de nieuwe
coordinaten:

/ flx,y) dedy = / g(u,v) |det(J)| dudv.
B B

Hierbij moet het gebied B’ in het u—wv-vlak zo gekozen worden, dat (z,y) over B
loopt als (u, v) over B’ loopt, waarbij elke punt in B precies een keer voorkomt.

Dit betekent dat de afbeelding (Z) N (x(u,v)

) een bijectieve (omkeerbare)
y(u,v)

afbeelding van B’ naar B is.

In de praktijk spelen vooral speciale codrdinatentransformaties een rol
die we hieronder gaan bespreken. Bij deze transformaties laat zich de
vraag of de afbeelding omkeerbaar is eenvoudig beantwoorden.

Algemeen is de omkeerbaarheid een lastige vraag. Als de Jacobi matrix
in een punt een inverteerbare matrix is, is de functie in een kleine
omgeving van dit punt omkeerbaar (men noemt de functie dan lokaal
inverteerbaar in dit punt). Maar hieruit volgt helaas niet dat de functie
globaal omkeerbaar op een gebied B is, er bestaan zelfs functies die
in iedere punt van een gebied B lokaal inverteerbaar zijn, maar niet
omkeerbaar op B.

Voorbeeld: We bepalen de integraal van f(x,y) := eF op de driehoek
gegeven door B = {(z,y) € R2 |0 <2 < 1,0 <y <1-ax} Dedriehoek is
een normaalgebied en in principe kunnen we de integratie opsplitsen in twee in
elkaar geschakelde gewone integraties, namelijk

1 1—x
/ flx,y) dA :/ / eT dy dzx.
B 0o Jo

Het probleem is, dat deze integraal niet zo eenvoudig op te lossen is.
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Een slimme transformatie van de variabelen is
r+y=u, y=wv, duszr=u—uv, Y= uv.

Merk op dat de transformatie juist zo gekozen is dat e = % = ¢ wordt.

We gaan na dat (x,y) over B loopt als (u,v) over de eenheidsvierkant B’ =
{(u,v) €R? | 0<u<1,0<wv <1} loopt: Ten eerste is duidelijk dat = > 0 en
y > 0 voor (u,v) € B". Verderisz =u(l —v) <1l,omdat u<lenl—v<1
zijn. Net zoisy =uv < 1. Tenslotteisy <l—-z < uw<l—-—utuw < u <1,
dus geldt ook y <1 — x.

Omgekeerd moeten we nagaan dat alle punten van B echt doorlopen worden.
Maar we kunnen de transformatie expliciet inverteren, er geldt

u=x+y en v= i
r+y
en omdat a:—l—yglenx—_@iyglvoor x,y > 0 kunnen we voor iedere punt (z,y)

een punt (u,v) aangeven, die door de transformatie op (x,y) wordt afgebeeld.
De Jacobi matrix en de Jacobiaan van de transformatie zijn

J= @:% §_y> - (1 —v _“> en  det(J) = (1 — v)u — (—uv) = u.

o v U

Met de transformatie op de nieuwe variabelen u en v krijgen we dus:

11 1 1 1 1
/f(a;,y) dA:/ / e”'ududv:/ e”/ ududv:/ e’'= dv = —(e—1).
B 0 Jo 0 0 0o 2 2

Algemene substitutieregel voor meerdere veranderlijken: We ver-
vangen de coordinaten x1,...,x, door nieuwe codrdinaten uq,...,u, zo dat
x; = xi(u1,...,u,) een functie van de nieuwe codrdinaten wordt en noteren

met J de Jacobi matrix van de codrdinatentransformatie, d.w.z. J;; = gz?.
J

Herschrijven van een functie f(x) = f(x1,...,2,) in de nieuwe codrdinaten
geeft een nieuwe functie

gu) =g(ur,...,up) == flor(ug, ..., up)y oy (ug, ..., up)).

Voor de integraal van f(x) over een gebied B C R" geldt dan met betrekking
tot de nieuwe codrdinaten:

/Bf(X) dry...dx, = //g(u) |det(J)| dus ... duy,.

4.4 Poolcoordinaten, cilindercoordinaten, sferische coordinaten

De belangrijkste toepassingen van substitutie bij functies van meerdere variabe-
len zijn transformaties tussen verschillende standaard stelsels van cotrdinaten.

Als functies in het 2-dimensionale vlak alleen maar van de afstand van
de oorsprong afhangen, is het vaak handig het probleem op poolcodérdinaten te
transformeren. Hierbij wordt een punt (x,y) door zijn afstand van de oorsprong
en door een hoek beschreven.
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Ook in de 3-dimensionale ruimte zijn er naast de gewone cartesische codrdi-
naten nog twee andere stelsels coordinaten, die geschikt zijn voor zekere situ-
aties, namelijk de cilindercoordinaten en de sferische codrdinaten (ook kogel-
coordinaten genoemd).

Poolcodrdinaten

Bij functies van twee variabelen zijn vaak poolcoordinaten handig, in het bij-
zonder als het over integratie van functies op ronde gebieden gaat.

Het idee bij de poolcodrdinaten is, een punt (z,y) door zijn afstand r van
de oorsprong en door de hoek tussen de lijn door de oorsprong en (z,y) en de
positieve z-as te beschrijven, zo als in de schets hieronder te zien:

)

Figuur 1.13: Poolcodrdinaten

Tussen de gewone codrdinaten z,y en de poolcodrdinaten r, ¢ bestaat het
volgende verband:

x = rcos(p), y = rsin(p)
r=x? 41 tan(p) = Y
x

In het bijzonder wordt een cirkelschijf B(0, R) := {(z,y) € R? | 2% + y* < R?}
X

in poolcosrdinaten een rechthoek, namelijk [0, R] 7).

0,2
Voor de partiéle afgeleiden van de transformatie <$> = <T C?)S(SO)) geldt:
Y rsin(p)

ox %

Hieruit volgt dat de Jacobi matrix J gelijk is aan

. <cos<¢> —rsin(¢)>

sin(¢) 7 cos(p)

en de Jacobiaan det(J) is dus
det(.J) = rcos®(p) + rsin®(p) = r.

Voor een functie f(x,y) en g(r,¢) := f(rcos(p),rsin(p)) geldt dus de sub-
stitutieregel

/ F(,y) dody — / o(r, o) 7 dr de.
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Een eerste toepassing van de poolcoordinaten is natuurlijk het berekenen
van de oppervlakte van een cirkel met straal R. Dit kunnen we berekenen door
de constante functie f(x,y) = 1 over het gebied B := B(0, R) := {(z,y) € R? |
22 + 3% < R?} te integreren. Maar in poolcodrdinaten wordt B de rechthoek
B’ =0, R] x [0,27], want als (r,¢) over B’ loopt, loopt (x,y) precies een keer
over B. We hebben dus

2 R 2 1 R
/1d$dy:/ rdrdg@z/ </ rdr) dgpz/ (—1"2‘0)(190
B ' 0 0 o \2

_/27T1R2d _1R2 ‘27T_ R2
)y 2 T T

OPDRACHT 18 Bepaal de integraal [ (2*+2xy) dA op de halfcirkel B = {(x,y) € R? |
22+y? < 1,y > 0. Transformeer de functie (en het gebied) hiervoor op poolcoérdinaten.
(Herinnering: Met partiéle integratie volgt [ cos?(z) = sin(z)cos(z) + [sin’(z) =
sin(z) cos(z) + [(1 — cos?(z)) = L(sin(z) cos(z) + x).)

Toepassing: Normaalverdeling

Een iets verrassendere toepassing van poolcodrdinaten is dat we nu de integraal
over de Gauss-functie e=®° kunnen berekenen die we in de normaalverdeling
tegenkomen en waarvan we tot nu toe de integraal niet analytisch konden be-
palen.

Hiervoor bekijken we de analoge functie in twee variabelen, namelijk de
functie f(z,y) = e~(@*+y) on integreren deze functie één keer over een cirkel
van straal R en één keer over een vierkant met lengte 2a.

Zij eerst B := B(0, R) := {(z,y) € R? | 22 + y? < R?}, dan is

9. o R 27 9 R 9
/e—(w +y)dmdy=/ </ dgp)e_rrdTZQW/ e " rdr
B 0 0 0

1
= 271'(—56_7“2)‘? = —7T(6_R2 — ]_) = 7['(1 — e_RQ)
Zij nu B’ := V(—a,a) := {(z,y) € R? | |z| < a,|y| < a} de vierkant met
lengte 2a rond 0, dan is

/ e—(r2+y2) da dy :/ </ e—(x2+y2)d$> dy :/ </ e—x2d$> e—y2 dy
= (/ e da:)(/ eV’ dy) = (/ e’ dzx)?

Maar de cirkel B(0,a) van straal a ligt volledig in het vierkant V(—a,a) en
dit ligt wederom volledig in de cirkel B(0,v/2a) met straal v/2a. Omdat de
functie e~ (@**+¥) > 0 is, volgt hieruit

a
m(l — e_a2) < (/ e’ dzr)? < m(1 - e_2a2).

—a
Als we nu de limiet a — oo laten lopen, wordt de rechter en de linker zijde van
deze ongelijkheden gelijk aan 7, en dus hebben we bewezen dat

/ e dy = /T

— o0
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Cilindercoordinaten

In de 3-dimensionale ruimte komt het vaak voor dat een probleem symme-
trisch ten opzichte van een rotatie as is. Dit is bijvoorbeeld het geval voor het
elektrische veld rond een rechte geleider. Bij dit soort problemen zijn cilin-
dercodrdinaten heel praktisch, die veronderstellen dat de rotatie-as de z-as is.
Het idee van de cilindercoérdinaten is, een punt (x,y,z) te beschrijven door
poolcodrdinaten voor het x — y-vlak en de gewone z-codrdinaat.
Dit geeft:
x = rcos(p), y = rsin(p), z =z,

waarbij 7 > 0 en ¢ € [0,27). De Jacobi matrix J hiervan is

? g—@ ? cos(¢) —rsin(p) 0

J=| 2 % 72| = |sin(p) rcos(p) 0
9z 0z 0z 0 0 1
or Odyp Oz

en de Jacobiaan is
det(J) = 7 cos®(¢) + rsin?(p) = r.

Hieruit volgt voor een functie f(z,y,z) en g(r,p,z) := f(rcos(¢),rsin(p), 2):
/f(a:,y,z) drdydz = /g(r,gp,z)r drdydz.

Sferische codrdinaten

Bij functies op de 3-dimensionale ruimte die eigenlijk alleen maar van de afstand
van een punt afhangen (zo als de gravitatie kracht of de intensiteit van een
geidealiseerde bron van licht) worden vaak sferische codrdinaten toegepast. Het
idee is, een punt door zijn afstand en twee ruimtelijke hoeken aan te geven.

Men splitst de vector van de oorsprong naar het punt (z,y,z) in zijn pro-
jecties in het x — y-vlak en op de z-as. De projectie in het x — y-vlak wordt
door poolcodrdinaten 7 en ¢ aangegeven en de projectie op de z-as met behulp
van de hoek 6 tussen (z,y,2) en de z-as (zie de schets in Figuur 1.14).

De coordinatentransformatie luidt:
x = rcos(p)sin(0), y = rsin(p) sin(6), z = rcos(0)

waarbij > 0, ¢ € [0,27), 6 € [0, 7].

De Jacobi matrix J hiervan is

or 9p 00 cos(p)sin(f) —rsin(p)sin(f) 7 cos(p) cos(h)
J = % g—z % = | sin(p)sin(fd) rcos(p)sin(f) rsin(p)cos(d)
5 3—2 & cos(f) 0 —rsin(6)
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(x,y, 2)

Figuur 1.14: Sferische cotrdinaten

en voor de Jacobiaan det(.J) krijgt men in dit geval

2

det(J) = — 7% cos?(p) sin®(0) — r? sin?(p) cos?(6) sin(0)

(
— r2cos?(y) cos?(#) sin(8) — 72 sin? () sin®(9)
= — r2sin®(A) — r? cos?(6) sin ()

= — r2sin(h).

Omdat sin(f) > 0 is | det(J)| = r?sin(f) en dus

/f(:z:,y,z) dz dy dz :/ (r,¢,0) r?sin(0) dr dy db),

waarbij g(r, ¢,0) := f(r cos(p)sin(), rsin(p) sin(0), r cos(h)).

Een alternatieve versie van de sferische codrdinaten gebruikt voor de
hoek # in plaats van de hoek tussen (x,y, z) en de z-as de hoek tussen
(x,y, 2) en het x — y-vlak. Dit geeft

x = rcos(p)cos(f), y=rsin(p)cos(d), z=rsin(h),

waarbij 7 > 0, ¢ € [0,27), § € [-F, T].
In dit geval wordt dx dy dz = r? cos(6) dr dyp db.

De eenvoudigste toepassing van sferische cotrdinaten is het bepalen van het
volume V' van een kogel B := B(0, R) van straal R. De functie f(z,y,z) is in
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dit geval f(z,y,z) =1, dus hebben we

T 2 R
V:/ 1da:dydz:/ / / r2 sin(f) dr dp df
27r
/ / 3sin(8) dpdf = / Q?WR?’ sin(6) df = 2?WR?’(— COS(Q))‘Z;

4.5 Toepassingen
Oppervlaktes, volumes

Een belangrijke toepassing voor integralen over functies van meerdere variabe-
len is het bepalen van oppervlaktes en volumes. Voorbeelden hiervan hebben we
al gezien, namelijk de oppervlakte van een cirkel en het volume van een kogel.
De manier van aanpak is steeds dezelfde: Men integreert de constante functie
die overal de waarde 1 heeft over het gebied waarvan men de oppervlakte of het
volume wil bepalen. De kunst ligt hierbij meestal niet zo zeer in de integratie,
maar in het beschrijven van het gebied. Soms is het mogelijk een gebied in
meerdere delen te splitsen die als normaalgebieden te beschrijven zijn en vaak
helpt een geschikte keuze van nieuwe coordinaten.

Vaak is het ook handig één van de standaard coordinatentransformaties te
combineren met een verdere substitutie. Een voorbeeld hiervoor is het bereke-
nen van de oppervlakte van een ellips.

Zij E een ellips rond het nulpunt (0,0) met hoofdassen van lengte a en b in
de richtingen van de z-as en de y-as, dan wordt E beschreven door:

2 y?
E={(z,y) € R|——|—b2_1}.
Door de transformatie op nieuwe coordinaten u, v met £ = au en y = bv wordt £

op de eenheidscirkel B(0, 1) getransformeerd, want 5—34—% <1 @ ) + (bv)
u?+v? < 1. De Jacobi matrix voor deze substitutie is heel eenvoudlg, we hebben

dz
= (35 g”) = <O 2) en dus det(J) = ab. Hieruit volgt dat

du
/1dajdy:/ abdudv:ab/ 1 dudv = mab.
E B(0,1) B(0,1)

Zwaartepunten

Een verdere toepassing van meervoudige integralen is het berekenen van zwaar-
tepunten van objecten. Het zwaartepunt is een soort gemiddelde van het ob-
ject en in drie dimensies kunnen de coordinaten (xs,ys,2s) van het zwaarte-
punt van een object B met volume V berekenen als z; = % / pT drdydz
Ys = % J pY drdydz zs = % J p # dxdydz waarbij we veronderstellen dat de
dichtheid van het object overal hetzelfde is.
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Maar we kunnen het zwaartepunt ook berekenen als de dichtheid niet con-
stant is, maar een functie p(z,y,z). De massa van B berekenen we door
M = [pp(z,y,z) dedydz, dus geeft de functie 37 [ p(2,y,2) dovdydz de
verdeling van de massa over B aan. Deze verdelingsfunctie moeten we nu ge-
woon in de integralen invullen en krijgen zo z, = ﬁ fB xp(x,y,2) dedydz
Ys = % Jgup(x,y,2) dedydz zg = % Jg zp(x,y, 2) dxdydz Het speciaal ge-
val voor constante dichtheid p(z,y,z) = p volgt hieruit met V = [ pdrdydz,
omdat dat M = [ppdedydz=p-V,dus & = +.

In het kader van de kansrekening is het taalgebruik is anders en het
zwaartepunt is een oude bekende. Als f(x,y) of f(z,y, z) de dichtheids-
functie van een meerdimensionale kansverdeling is, heet het zwaarte-
punt namelijk de verwachtingswaarde van de kansverdeling. De dicht-
heidsfunctie speelt precies de rol van de functie ﬁp(x,y,z) voor de
verdeling van de massa, want de integraal over het hele gebied is gelijk
aan 1.

Als voorbeeld berekenen we het zwaartepunt van een halfkogel H met straal
R rond het nulpunt (0, 0,0) die boven het 2 —y-vlak ligt. We gaan van constan-
te dichtheid uit. Een halfkogel beschrijven we het makkelijkste met sferische
coordinaten, we moeten alleen maar over de hoek 6 tussen (x,y,z) en de z-
as nadenken. Bij een volle kogel loopt die van 0 tot m en voor punten in het
x — y-vlak is § = 3, dus loopt 6 nu van 0 tot 5. Uit symmetrie redenen is het
duidelijk dat het zwaartepunt op de z-as moet liggen, daarom hoeven we alleen
maar de z-codrdinaat uit te rekenen. Omdat een volle kogel van straal R het
volume %wRS heeft, heeft H het volume V = %wRS . Er geldt:

1 1 R 27 %
2s = _/ zdxdydz = —/ / / 7 cos(f) r? sin(@) df dy dr
2T - 2mq
:—/ / sm )‘g dgpdr——/ / —r3 dpdr

11 U
- dr = ——gmrt —R'= Ri=3R
/ wrtdr =gl = 3y 4§7TR3 8

Hetzelfde voorbeeld kunnen we ook in cilindercoordinaten uitwerken. In het
x — y-vlak loopt de straal » dan van 0 tot R, de hoek ¢ van 0 tot 27 en de
z-variabel loopt van 0 tot v/ R2 — r2. Hiermee krijgen we:

1 1 R 27 pVR2—r2
zsz—/zdxdydz:—/ / / zrdzdpdr
21 21
1 2 RQ_r 1
/ / ‘0 Yrdedr = — / / 22 )r dedr

2 2 T 12 2_1
V/ (R r)rdr—V/O (rR r)dr—v(z R ' ‘0
R4

V4 _R‘
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BELANGRIJKE BEGRIPPEN IN DEZE LES

e integratie van functies van meerdere variabelen

e geitereerde integratie

e integratie over rechthoek gebieden

e integratie over normaalgebieden

e Jacobi matrix, Jacobiaan

e substitutie voor functies van meerdere variabelen
e cooOrdinatentransformatie

e poolcoordinaten

e cilindercootrdinaten, sferische cotrdinaten

OPGAVEN

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Bereken de volgende 2-dimensionale integralen:

(i) [p(zy +y?) dA met B =0,1] x [0,1],
(ii) [psin(z +y) dA met B =[0,3] x [0, 5],
(iii) [5(z + y?) dA, waarbij B de drichoek met hoekpunten (0,0), (1,0) en (0,1)
is.
(iv) fB(xQ +y?) dA, waarbij B de driehoek met hoekpunten (0,0), (1,0) en (%, %)
is.

Zij B het gebied tussen de grafieken van @1 (x) := 23 en @o(x) := 22. Bereken de

integralen [,z dA en [,y dA.

Bereken de integraal [, “nrﬂ dA voor de driehoek B met hoekpunten (0,0), (1,0)
en (1,1). Let op dat hierbij de volgorde van de integraties een rol speelt, want de
integraal [ %(1)
Beschrijf het gebied B := {(z,y) € R? | 3y < 2 < 3,0 < y < 1}. en bereken de
integraal [ B ¢®” dA. Dit lukt helaas alleen maar voor een van de twee mogelijke
volgordes van integratie.

dx laat zich niet zonder integraal teken schrijven.

Bereken de oppervlakte van het gebied tussen de archimedische spiraal (zie Figuur
1.15) gegeven door r = ap, 0 < ¢ < 27 en de z-as. Merk op dat de spiraal in
poolcodrdinaten aangegeven is.

Bereken op het gebied B := {(z,y) € R? | 0 < 2 < 1,22 < y < /x} de integraal
J5(@? +y) dady.

Bepaal de integraal [~ [;° e=@*+¥")22 dA met behulp van een transformatie op
poolcodrdinaten.
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-

Figuur 1.15: Archimedische spiraal

40. Bereken het volume van de (onregelmatige) tetraéder die begrensd is door de drie
coordinaatvlakken x = 0, y = 0 en z = 0 en het vlak met z =2 — 2z — y.

41. Een cirkelvormige boor van straal R snijdt uit een kogel van straal 2R een cilinder
langs de z-as uit. Wat is het volume van de cilinder?

42. Een halfkogel H van straal R die op het z — y-vlak ligt heeft een niet constante
dichtheidsfunctie, de dichtheid hangt namelijk af van de afstand van het grondvlak:
p(x,y,z) = az voor een a > 0. Bereken het zwaartepunt van de halfkogel.
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