Ďĺőäăŋâőćë ŕàĺąńĺęěŋĺï

ŞĎŁ 511.6

Őą ăńčěąàăĺçěáłĺå çĺáńăå ňăńőľ ńőčăàĺäňĺçěáłőľ ćëáőâë

Ě.Ň. Ňăâćěěć

Ŕãáâì α ∈ C | ăńčěąàăĺçěáłőě çĺáńő áâěŕěŋĺ d ¿ 2, M(α) | ěčő ňěàă Ňăńěàă, âőčďă max{ln M(α), | ln α|} > 8/9d ln(2.2d). Ěáńĺ α | çĺáńő Śăńěňă, âő |α| > exp � 1/d ln(2.4d) � . Ąĺąńĺőčàăäĺï: 12 ŋăğćăŋĺľ.

x1. Ććěďěŋĺě

Ŕãáâì α | łőàěŋì ŋěŕàĺćőďĺňőčő ŋăď Z ňŋőčőçńěŋă

P_α(z) = a_0(z − α^{(1)}) · · · (z − α^{(d)}) = a_0z^d + · · · + a_{d−1}z + a_d. (1)

Łőňŕńěłáŋëě çĺáńă α^{(σ)} ŋăğëćăîâ áőŕàïęěŋŋëňĺ á α. Ąãďěň őâőęďěáâÄ ćńïâì α á α^{(1)}. Ňěàőľ Ňăńěàă çĺáńă α ŋăğëćăěâáï ćëàăęěŋĺě M(α) = |a_0| d∏ σ=1 max{1, |α^{(σ)}|}. Őçěćĺďŋő, çâő M(α) ¿ 1, ŕàĺ íâőň ĺğ âěőàěňë Łàőŋěłěàă áńěďãěâ, çâő ěáńĺ M(α) = 1, âő α | łőàěŋì ĺğ ěďĺŋĺæë ĺńĺ ŋãńì, ąőńěě âőčő, áãÄ éěáâćãěâ äãŋłæĺï ψ(d) > 1, ďńï łőâőàőľ ĺğ ŋěàăćěŋáâćă M(α) < ψ(d) áńěďãěâ, çâő α | łőàěŋì ĺğ ěďĺŋĺæë ĺńĺ ŋãńì (ďăńěě ňë ąãďěâ ŕàěďŕőńăÄ čăâì, çâő α ≠ 0, ŋě őčőćăàĺćăï íâőčő őáőąő). Šőçŋëľ ćĺď ψ(d) ŋěĺğćěáÄ âěŋ. Ńěňěà [1] ćëáłăğăń čĺŕőâěğã, çâő ć łăçěáâćě ψ(d) ňőęŋő ćëąàăâì ăąáőńîâŋãî łőŋáâăŋâã. Ŋăľďěŋŋőě Ńěňěàőň àěłőàďŋő ňăńőě ğŋăçěŋĺě M(α) = 1.176 . . . ŋě ŕàěćğőľďěŋő ďő áĺå ŕőà. Łőňŕìîâěàŋëě ĺááńěďőćăÄ ŋĺï Ąőľďă [2] ŕőğćőńĺńĺ ŕàőćěàĺâì íâã čĺŕőâěğã ďńï d 6 26.

Ĺğ ďőłăğăŋŋëå ãâćěàęďěŋĺľ őâňěâĺň áńěďãîéĺě. Őçěćĺďŋő, ěáńĺ M(α) < 2, âő α | ăńčěąàăĺçěáłăï ěďĺŋĺæă. Ć 1971č. Śňĺâ [3] ďőłăğăń, çâő ěáńĺ M(α) < θ, čďě θ = 1.324 . . . | łőàěŋì ãàăćŋěŋĺï θ^3 − θ − 1 = 0, © Ě.Ň. Ňăâćěěć 1996 âő α | ćğăĺňŋőě (ćőğćàăâŋőě) çĺáńő, â.ě. α ĺ 1/α ăńčěąàăĺçěáłĺ áőŕàïÄ ęěŋë. Ć 1979č. Ďőąàőćőńìáłĺľ [4] ďőłăğăń ăáĺňŕâőâĺçěáłãî őæěŋłã

ψ(d) = O(1) (ln ln d/ ln d)^3, d → ∞. (2)

Ďăńìŋěľèĺě àăąőâë ć íâőň ŋăŕàăćńěŋĺĺ âőńìłő ãńãçèăńĺ łőŋáâăŋâã ć O(1). Ĺğ ŋĺå áńěďãěâ ćëďěńĺâì áâăâìî Łăŋâőàă ĺ Ÿâàăãáă [5] 1982č., čďě ćŕěàćëě ąëńő ŕàěďńőęěŋő ĺáŕőńìğőćăâì ďńï íâĺå æěńěľ ŋěłőâőàëľ ĺŋâěàŕőńïæĺőŋŋëľ őŕàěďěńĺâěńì.

Ććĺďã âěőàěâĺçěáłőľ ĺ ŕàăłâĺçěáłőľ ğŋăçĺňőáâĺ ŕàőąńěňë ĺňěěâáï ňŋőęěáâćő ŕãąńĺłăæĺľ ŕő íâőňã ćőŕàőáã, ćłńîçăï ňőŋőčàăäĺî [6]. Ąőńìèőľ ĺŋâěàěá ŕàěďáâăćńïîâ ïćŋëě őæěŋłĺ M(α), ŕãáâì ďăęě åãďèěľ ăáĺňŕâőâĺłĺ, çěň (1). Ğďěáì ŋăĺńãçèěľ ïćńïěâáï őæěŋłă Ąńăŋłáąĺ ĺ Ňőŋâčőňěàĺ [7] 1971č.

M(α) ¿ 1 + 1/52d ln(6d) (3)

ć áńãçăě, ěáńĺ α | ŋě łőàěŋì ĺğ ěďĺŋĺæë.

Ăłâĺćŋő àăğćĺćăîéăïáï âěőàĺï ńĺŋěľŋëå äőàň őâ ńőčăàĺäňőć ăńčěąÄ àăĺçěáłĺå çĺáěń (áň., ŋăŕàĺňěà, [8]) ŕàőïáŋĺńă ćăęŋőáâì ěéě őďŋőľ åăÄ àăłâěàĺáâĺłĺ ăńčěąàăĺçěáłĺå çĺáěń | M_0(α) = max{ln M(α), | ln α|}. Ğďěáì ňőęŋő áďěńăâì áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě áãéěáâćãěâ âăłăï äãŋłÄ æĺï ψ_0(d) > 0, ďńï łőâőàőľ ĺğ ŋěàăćěŋáâćă M_0(α) < ψ_0(d) áńěďãěâ, çâő α = 1. Ŕàĺ íâőň ãâćěàęďěŋĺě ăŋăńőčĺçŋőě čĺŕőâěğě Ńěňěàă ąãďěâ ŋěćěàÄ ŋëň, ŕőáłőńìłã ďńï ĺáłńîçěŋĺï łőàŋěľ ĺğ ěďĺŋĺæë ŕàĺåőďĺâáï ąàăâì

ψ_0(d) 6 π/2d ln ln(6d) (4)

(áň. [8]). Ďő áĺå ŕőà őæěŋłĺ ďńï M_0(α) ŕőńãçăńĺáì ŕãâěň áőěďĺŋěŋĺï őæěŋłĺ ďńï M(α) ĺ ďńï łőàŋěľ ĺğ 1. Őâňěâĺň, çâő ğăćĺáĺňőáâì ŕàăćëå çăáâěľ őâ d ć (3), (4) őďŋőčő ŕőàïďłă.

Őáŋőćŋőľ æěńìî ďăŋŋőľ àăąőâë ïćńïěâáï ŕőńãçěŋĺě ãńãçèěŋŋőľ ïćÄ ŋőľ őæěŋłĺ áŋĺğã ďńï M_0(α), α ≠ 1. Ć łăçěáâćě őáŋőćë ďńï ďőłăğăâěńìÄ áâćă ćğïâă àăąőâă Ňĺŋìőâă ĺ Ćăńìďèňĺďâă [9]. Ţőâï őŋă ĺ ŋě áőďěàęĺâ őæěŋłĺ M_0(α), őďŋăłő, ć ŋěľ ďăěâáï ïćŋăï őæěŋłă áŋĺğã ďńï | ln α|, ğăćĺáïÄ éăï őâ d ĺ M(α). Ć ŋăáâőïéěľ àăąőâě ĺå őæěŋłă ãáĺńěŋă ĺ ĺğ ŋěě ŕőńãçěŋő ŋěàăćěŋáâćő ďńï M_0(α), ńãçèěě, çěň (3) ďńï ln M(α).

x2. Őąőğŋăçěŋĺï ĺ őąéăï âěőàěňă

Ŕãáâì ďăŋő ŕőńě K áâěŕěŋĺ D ŋăď Q, â.ě. [K : Q] = D, K^∗ | ňŋőęěáâćő ěčő ŋěŋãńěćëå íńěňěŋâőć. Ĺňěěâáï D ćńőęěŋĺľ K^{(σ)} ŕőńï K ć C , áőőâÄ ćěâáâćěŋŋő, őŕàěďěńěŋë ăàåĺňěďőćáłĺě ŋőàňĺàőćăŋĺï K : |α|_σ = |α^{(σ)}|,

1 6 σ 6 D. Ţőâï łőňŕńěłáŋő áőŕàïęěŋŋëě ćńőęěŋĺï ďăîâ őďĺŋăłőćëě

ŋőàňë, ďńï ãďőąáâćă ňë ąãďěň ãçĺâëćăâì ĺå ŕő őâďěńìŋőáâĺ.

Ŕàőŋãňěàãěň ŕàőáâëě ĺďěăńë K ĺŋďěłáăňĺ σ > D, áőőâćěâáâćěŋŋő ąãďãâ ŕàőŋãňěàőćăŋë ŋěăàåĺňěďőćáłĺě ŋőàňĺàőćăŋĺï:

|α|_σ = (Norm p)^{−m}, m = ord_p(α), p = p_σ σ > D.

Ĺňěěâ ňěáâő äőàňãńă ŕàőĺğćěďěŋĺï:

1 = ∞∏ σ=1 |α|_σ, α ≠ 0,

ć łőâőàőň őâńĺçŋő őâ ěďĺŋĺæë âőńìłő łőŋěçŋőě çĺáńő áőňŋőęĺâěńěľ. Ňŋőęěáâćő ćáěå ĺŋďěłáőć ąãďěň őąőğŋăçăâì çěàěğ N = N (K ), ă

D = D(K ) = {1, . . . , D}.

Ěáńĺ γ^m ∈ K^∗ , âő ňőęŋő, ŋě àăáèĺàïï K , őŕàěďěńĺâì:

|γ|_σ = |γ^m|^{1/m}_σ , σ ∈ N ; ln γ^{(σ)} = m^{−1} ln((γ^m)^{(σ)}), σ ∈ D.

Ďńï âăłĺå γ âőęě ćëŕőńŋïěâáï äőàňãńă ŕàőĺğćěďěŋĺï.

Šěőàěňă 1. Ŕãáâì ďăŋë àăğńĺçŋëě β_1, . . . , β_J ∈ K^∗ (J ¿ 2),

γ^m ∈ K^∗ ; ćëąàăŋ ŋăąőà S = {σ_1, . . . , σ_S} ⊆ D ĺ ŋěłőâőàëě ğŋăçěŋĺï ln α^{(σ)}_j , α_j = γβ_j, 1 6 j 6 J, ĺ ζ_σ ∈ C , σ ∈ S. Ŕőńőęĺň

H = 1 J J∑ j=1 ∑ σ /∈S | |ln |α_j|_σ | |, ~ = 1 JS J∑ j=1 ∑ σ∈S^{| ln α} (σ) j − ζ_σ|.

Šőčďă ĺňěěâ ňěáâő ŋěàăćěŋáâćő

~ ¿ exp^(−1 − H/S − (D ln J)/(J − 1)S^). (5)

Ńěňňă (áň. [10]). Ŕãáâì ďăŋë äãŋłæĺĺ g_1(z), . . . , g_J (z), ăŋăńĺÄ âĺçěáłĺě ć ŋãńě ĺ çĺáńă a_1, . . . , a_J ∈ C . Šőčďă őŕàěďěńĺâěńì det ( g_j(a_nz) )_{n=1,...,J} j=1,...,J ĺňěěâ ŕàĺ z = 0 ŋãńì ŕőàïďłă ¿ J(J − 1)/2.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë. Ŕőńőęĺň T = (J −1)/2 ĺ àăááňőâàĺň

´ = det ( α^{n−T}_j )_{n=0,...,J−1} j=1,...,J . Őçěćĺďŋő, ´^{2m} ∈ K ĺ ŕàĺ àăğńĺçŋëå α_j őâńĺçěŋ őâ ŋãńï.

Ŕőńőęĺň f_σ(z) = |´|_σ, σ /∈ S (äăłâĺçěáłĺ ŋě ğăćĺáïâ őâ z), ă ďńï σ ∈ S f_σ(z) = z^{−JT} det (( α^{(σ)}_j )_{z(n−T )})n=0,...,J−1 j=1,...,j = z^{−JT} det ( exp ( z(n − T )(ln α^{(σ)}_j − ζ_σ) ))n=0,...,J−1 j=1,...,J . Łàőňě âőčő, ŕőńőęĺň f(z) = ∏_∞ σ=1 f_σ(z).

Ńěčłő ćĺďěâì, çâő ćő ćáěå áńãçăïå |f_σ(1)| = |´|_σ, ŕőíâőňã äőàňãńă ŕàőĺğćěďěŋĺï ďăěâ, çâő |f(1)| = 1. Ŕő ńěňňě f(z) ĺňěěâ ãáâàăŋĺňãî őáőąěŋŋőáâì ć ŋãńě.

Őæěŋĺň âěŕěàì |f_σ(z)| ĺ |f(z)| áćěàåã. Ňë ĺňěěň

|f_σ(z)| 6 exp (_J∑ j=1 T | ln |α_j|_σ |) , σ /∈ D. Ŕàĺ σ ∈ D ďńï őŕàěďěńĺâěńï ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì ŋěàăćěŋáâćő Ăďăňăàă:

|f_σ(z)| 6 J^{J/2} exp (_J∑ j=1 T | |ln |α_j|_σ | | ) , σ ∈ D, σ /∈ S ,

|f_σ(z)| 6 |z|^{−JT} J^{J/2} exp (_J∑ j=1 |z|T | ln α^{(σ)}_j − ζ_σ |) , σ ∈ S . Şňŋőęăï íâĺ ŋěàăćěŋáâćă, á ãçěâőň őąőğŋăçěŋĺľ âěőàěňë ĺňěěň |f(z)| 6 exp(0.5DJ ln J + HT J + ~JST |z| − JT S ln |z|). Ŕàĺňěŋĺň ŕàĺŋæĺŕ ňăłáĺňãňă ł őłàãęŋőáâĺ |z| = R = 1/~. Ěáńĺ

1/~ 6 1, âő ŋěàăćěŋáâćő (5) őçěćĺďŋő. Ěáńĺ R > 1, âő

0 = ln |f(1)| 6 max{ ln |f(z)| : |z| = R } 6 0.5DJ ln J + HT J + T JS − T JS ln(1/~), őâłãďă á ãçěâőň, çâő 2T = J − 1 ŕőńãçăěň (5).

x3. Őæěŋłă áŋĺğã ńőčăàĺäňőć ăńčěąàăĺçěáłĺå çĺáěń

Ŕãáâì α ∈ K^∗ , ćëąàăŋ ŋăąőà S ⊆ D, äĺłáĺàőćăŋë ŋěłőâőàëě ğŋăçěÄ ŋĺï ln α^{(σ)}, σ ∈ S. Ććěďěň őąőğŋăçěŋĺï

μ = μ(α, S) = 0.5 ∑ σ /∈S | |ln |α|_σ | |, λ = λ(α, S) = S^{−1} ∑ σ∈S^{| ln α(σ)|.} Śńěďãîéăï âěőàěňă ŋěáłőńìłő ŕěàěłńĺłăěâáï á àăąőâőľ [11] ĺ ãáĺńĺćăěâ àěğãńìâăâ, ăŋőŋáĺàőćăŋŋëľ ć [12].

Šěőàěňă 2. Ŕãáâì ďăŋő α ∈ K^∗ , α ≠ 1, ćëąàăŋ ŋăąőà S ⊆ D, äĺłáĺàőćăŋë ŋěłőâőàëě ğŋăçěŋĺï (ln α^{(σ)}), σ ∈ S. Šőčďă

sh(λ/2) ¿ exp ( −(D ln 2 + μ)/S ) . (6)

Śńěďáâćĺě 1 (őæěŋłă âĺŕă ŋěàăćěŋáâćă Ńĺãćĺńńï). Ć őąőğŋăçěŋĺïå âěőàěňë 2 ŕàĺ β = ( 3 + √ 5 ) /2 ćëŕőńŋïěâáï

λ ¿ 2 ln β exp^(−(D ln 2 + μ)/S^). (7)

Śńěďáâćĺě 2. Ěáńĺ α ≠ 1 | ăńčěąàăĺçěáłăï ěďĺŋĺæă, âő

λ(α, D) ¿ ln β, β = ( 3 + √ 5 ) /2. Ďńï ãłăğăŋŋőčő β ĺňěěâ ňěáâő àăćěŋáâćő λ(β, D) = ln β.

Śńěďáâćĺě 3. Ěáńĺ α ≠ 0, 1 ãďőćńěâćőàïěâ ãàăćŋěŋĺî (1), âő max { ln |a_0|, ln |a_d|, 1 d d∑ σ=1 | ln α^{(σ)}| } ¿ ln 2.

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 2. Řăááňőâàĺň áńěďãîéĺě çĺáńă:

f_σ = ln |(α − 1)^2/α|_σ, σ ∈ N . Ďńï σ /∈ S ĺňěěň ŋěàăćěŋáâćă

f_σ 6 ln 4 + | ln |α|_σ | , σ ∈ D, f_σ 6 | ln |α|_σ | , σ /∈ D. Ďńï σ ∈ S ŕőńőęĺň z_σ = (ln α^{(σ)}), x_σ = |z_σ|/2, âőčďă

f_σ = ln 4 + 2 ln | sh(z_σ/2)| 6 ln 4 + 2 ln ( sh(x_σ) ) , σ ∈ S . Śłńăďëćăï íâĺ ŋěàăćěŋáâćă, á ãçěâőň őąőğŋăçěŋĺï ďńï μ ĺ äőàňãńë ŕàőÄ ĺğćěďěŋĺï ĺňěěň 0 = ∑ σ∈N^{fσ} 6 D ln 4 + 2μ + 2g, g =^∑_{σ∈} S^{ln} ( sh(x_σ) ) .

Ňăłáĺňĺğĺàãěň ćëàăęěŋĺě g = g(x) ŕàĺ őčàăŋĺçěŋĺĺ

λ = 2S^{−1} ∑ σ∈S^{xσ. (8)} Ťãŋłæĺï ln ( sh(x) ) ćëŕãłńă ććěàå, ă g áĺňňěâàĺçŋő ğăćĺáĺâ őâ x_σ, ŕőíÄ âőňã ďőáâĺčăěâ ňăłáĺňãňă, łőčďă ćáě x_σ àăćŋë (ĺğ (8) áńěďãěâ, çâő őŋĺ àăćŋë λ/2). Śőőâćěâáâćãîéěě ğŋăçěŋĺě g àăćŋő S ln ( sh(λ/2) ) . İâő ğŋăÄ çĺâ, çâő S ln ( sh(λ/2) ) ¿ g ¿ −D ln 2 − μ, őâłãďă áńěďãěâ ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë.

Ďőłăğăâěńìáâćő áńěďáâćĺľ. Ěáńĺ λ ¿ ln β, âő (7) áńěďãěâ ŋěÄ ŕőáàěďáâćěŋŋő ććĺďã D ¿ S. Ěáńĺ ęě λ 6 ln β, âő ğďěáì sh(λ/2)/λ 6 sh ( ln √ β ) / ln β = 1/2 ln β, ğŋăçĺâ, λ ¿ 2 ln β sh(λ/2). Őâáîďă á ãçěÄ âőň (6) ŕőńãçăěâáï (7).

Ěáńĺ α | ăńčěąàăĺçěáłăï ěďĺŋĺæă ĺ D = S, âő D = S ĺ μ = 0. Řěèăï (6) őâŋőáĺâěńìŋő λ, ŕőńãçăěň áńěďáâćĺě 2.

Ěáńĺ α | ŋě ăńčěąàăĺçěáłăï ěďĺŋĺæă, âő |a_0| ¿ 2 ĺńĺ |a_d| ¿ 2 ĺ ãâćěàęďěŋĺě áńěďáâćĺï 3 őçěćĺďŋő. Ěáńĺ ęě α | ăńčěąàăĺçěáłăï ěďĺŋĺÄ æă, âő ãâćěàęďěŋĺě áńěďãěâ ĺğ áńěďáâćĺï 2 á ãçěâőň âőčő, çâő ln β > ln 2.

Ńĺãćĺńńěćă őæěŋłă (7) åőâï ĺ ďőáâăâőçŋő âàĺćĺăńìŋă, őďŋăłő, ŋěãńãçÄ èăěňă ć őąńăáâĺ μ ≫ D ≫ S. Ěáńĺ ęě μ ≪ D, âő âěőàěňă 1 ŕőğÄ ćőńïěâ ãńãçèĺâì ğăćĺáĺňőáâì ŋĺęŋěľ őæěŋłĺ ďńï λ őâ D. Ďńï íâőčő ć ãáńőćĺïå âěőàěňë ŋăďő ćëąàăâì ŋěłőâőàőě ğŋăçěŋĺě J ¿ 2 ĺ ŕőńőęĺâì T = (J − 1)/2, α_j = α^{j−1−T} , 1 6 j 6 J, ă âăłęě ćğïâì ζ_σ = 0, σ ∈ S. Łőŋáâăŋâë ~ ĺ H âőčďă ąãďãâ àăćŋë ~ = C(J)λ, H = 2C(J)μ, čďě C(J) = J∑ j=1 |j − 1 − T | J = { J/4 − 1/4J, J ŋěçěâŋő, J/4, J çěâŋő. (9) Ŋěàăćěŋáâćő (5) ŕàĺňěâ âőčďă ćĺď

λ ¿ exp^(−1 − 2C(J)μ/S − ln C(J) − (D ln J)/(J − 1)S^). (10)

Ŕãáâì, ŋăŕàĺňěà, μ > 0 ĺ őčàăŋĺçěŋő, S = 1, âőčďă, ćğïć J = [( (D/μ) ln(D/μ) )_{1/2}] , (11)

ŕőńãçĺň őæěŋłã

| ln α| ¿ exp ( − ( 1 + o(1) )( Dμ ln(D/μ) )_{1/2}) , D → ∞. Ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ íâă őæěŋłă ŋěáłőńìłő ńãçèě, çěň ć [9]. Ěáńĺ ęě ďőŕãáÄ âĺâì, çâő μ ňőęěâ ąëâì ňăńő, âő J ňőęŋő ćëąàăâì ńãçèě, çěň ć (11).

Šěőàěňă 3. Ŕãáâì α ∈ K^∗ , [K : Q] = D. Ćëąàăŋ ŋăąőà S ⊆ D, Card S = S, ĺ ŋěłőâőàëě ğŋăçěŋĺï (ln α^{(σ)}), σ ∈ S. Ŕãáâì (η, b) = (0.25, 4.4) ĺńĺ η ¿ 0, b = 4.8 ĺ ćëŕőńŋïěâáï μ/S 6 2η/(η + 2)ξ, λ 6 1/(η + 2)ξ. (12) Šőčďă α = 1. Ğďěáì ξ = ξ(δ) = δ ln(bδ), δ = D/S.

Ŕàĺňěçăŋĺě. Ć ãáńőćĺïå âěőàěň 2 ĺ 3 äĺčãàĺàãěâ ŕăàăňěâà

μ = μ(α, S). Ěčő ňőęŋő ğăňěŋĺâì ŋă åãďèãî łőŋáâăŋâã àăćŋãî μ(α, ?) ¿ μ(α, S), çâő ąëńő ć ŕàěďèěáâćãîéĺå àăąőâăå, čďě íâă åăÄ àăłâěàĺáâĺłă ŕàĺáãâáâćãěâ ć ćĺďě μ(α, ?) = Dh(α), ă h(α) ŋăğëćăěâáï ăąáőńîâŋőľ ńőčăàĺäňĺçěáłőľ ćëáőâőľ α ĺ àăćŋă h(α) = (ln M(α))/d.

Őâňěâĺň âăłęě, çâő ďńï α, ŋě ïćńïîéĺåáï łőàŋïňĺ ĺğ ěďĺŋĺæë, (12) ăáĺňŕâőâĺçěáłĺ ŋě ŕőčńőéăěâáï őæěŋłőľ (2). İâő ćëğćăŋő âěň, çâő ć őŕàěÄ ďěńěŋĺĺ μ ãçăáâćãîâ ŋě ćáě áőŕàïęěŋŋëě ĺ μ/S ňőęěâ ąëâì ňăńő. Łàőňě âőčő, ŕăàăňěâà δ = D/S ňőęěâ ąëâì ≪ d. Řăğńĺçĺě őáőąěŋŋő ğăňěâŋő ć áńãçăě μ(α, S) = 0, ŋăŕàĺňěà, ďńï çĺáěń Śăńěňă.

Ůĺáńő Śăńěňă | íâő ăńčěąàăĺçěáłőě çĺáńő áâěŕěŋĺ > 2, ã łőâőàőÄ čő |α|_1 > 1, |α|_2 < 1, ă őáâăńìŋëě |α|_σ = 1 (áň. [6]). Ůĺáńă Śăńěňă ďőáâăćńïîâ ŋăĺąőńìèĺě âàãďŋőáâĺ ŕàĺ ĺááńěďőćăŋĺĺ ňăńëå ăńčěąàăĺÄ çěáłĺå çĺáěń (áň. [2]), łőŋáâăŋâă Ńěňěàă | íâő çĺáńő Śăńěňă, çĺáńő β ĺğ áńěďáâćĺï 2 âőęě ňőęŋő áçĺâăâì çĺáńőň Śăńěňă (ěáńĺ őâąàőáĺâì őčàăÄ ŋĺçěŋĺě ŋă áâěŕěŋì). Ůĺáńă Śăńěňă ćğăĺňŋë, ŕőíâőňã ŋě őåćăâëćăîâáï âěőàěňőľ Śňĺâă [3].

Śńěďáâćĺě 4. Ŕãáâì deg α = d ¿ 2, âőčďă

M_0(α) = max{ln M(α), | ln α|} > 8/9d ln(2.2d), (13)

Ěáńĺ α | çĺáńő Śăńěňă, âő |α| = M(α) > exp ( 1/d ln(2.4d) ) . (14)

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 3. Ŕàěďŕőńőęĺň ŕőłă, çâő α | ŋě łőÄ àěŋì ĺğ 1, áńěďőćăâěńìŋő, çĺáńă α_j = α^{j−1−T} àăğńĺçŋë ĺ ł ŋĺň ňőęŋő ŕàĺňěŋĺâì âěőàěňã 1. Ěáńĺ J = 2, âő ńãçèě ŕàĺňěŋïâì (7). ŔěàěŕĺÄ èěň (7), (10) ć ćĺďě

C_1(J) + 2C(J)μ/S + ln C(J) + ln(J)δ/(J − 1) + ln λ ¿ 0, C_1(2) = − ln ln β = 0.0383 . . . , C_1(J) = 1, J ¿ 3.

(15)

Ććěďěň âăłęě ćáŕőňőčăâěńìŋãî äãŋłæĺî

f_J (δ, η) = C_1(J)+ Jη/(2+ η)ξ(δ)+ln(J)δ/(J − 1)+ln ( J/8(1+ η/2)ξ(δ) ) .

Ěáńĺ ŕàěďŕőńőęĺâì ćëŕőńŋěŋĺě (12), âő ďńï ŕőńãçěŋĺï ŕàőâĺćőàěÄ çĺï á ãçěâőň (9), (15) ďőáâăâőçŋő ŕőďőąàăâì âăłőě J ¿ 2, çâő ąãďěâ ćëÄ ŕőńŋïâìáï f_J (δ, η) < 0. Ďńï íâőčő ŕőłàőěň ĺŋâěàćăń [1, ∞) őâàěğłăňĺ [δ_{J0}, δ_{J1}], J ¿ 2, čďě łőŋæë őâàěğłőć őŕàěďěńïîâáï áńěďãîéĺň őąàăğőň

δ_{2,0} = 1; δ_{J0} = ξ^{−1}(J), J > 2; δ_{J1} = ξ^{−1}(J + 1), J ¿ 2.

Ńěčłő ŕàőćěàïěâáï, çâő ∂^2f/∂^2δ > 0, ğŋăçĺâ, f ćëŕãłńă ćŋĺğ ĺ ďőÄ áâăâőçŋő ŕàőćěàĺâì f_J (δ) < 0 âőńìłő ŋă łőŋæăå ĺŋâěàćăńőć. Ŕőáłőńìłã ďńï łőŋæőć őâàěğłőć ćëŕőńŋïěâáï ξ(δ_{Jk}) = J + k, âő áőáâăćńïîéăï f, ğăćĺáïéăï őâ η, ąãďěâ

Jη/(2 + η)ξ(δ) − ln(1 + η/2) 6 η/(2 + η) − ln(1 + η/2) 6 0

(ŕőáńěďŋěě ŋěàăćěŋáâćő ŕàőćěàïěâáï ďĺääěàěŋæĺàőćăŋĺěň, àăćěŋáâćő ąãÄ ďěâ ŕàĺ η = 0). Ğŋăçĺâ, ŕàĺ b = 4.8 ďőáâăâőçŋő àăááňőâàěâì η = 0. ŠăÄ łĺň őąàăğőň, ŋăň ŋăďő ŕàőćěàĺâì âőńìłő ďćě ŕăàë (η, b). Ďńï J 6 1000 áďěńăěň íâő łőňŕìîâěàŋëň ŕěàěąőàőň. Ŕãáâì âěŕěàì J > 1000. Šăł łăł C_1(J) = 1, âő

f_J (δ, η) 6 1 + η / (2 + η) − ln(8 + 4η) + δ ln(J)/(J − 1)

ĺ ŋăň őáâăńőáì őæěŋĺâì ŕőáńěďŋěě áńăčăěňőě. Ďńï ãďőąáâćă ŕőńőęĺň ε_1 = 1/(J − 1), ε_2 = (k + 1)/(J + k), x = ln(bδ), âőčďă ć áĺńã ćëąőÄ àă δ = δ_{Jk} ĺňěěň J + k = δ ln(bδ) = δx ĺ g = δ ln(J)/(J − 1) − 1 = ln ( Jx/b(J + k) )/ x(1 − ε_2) + (1 + k)ε_1. Ťãŋłæĺï ln(x/c) / x ŕàĺŋĺňăěâ ňăłáĺňăńìŋőě ğŋăçěŋĺě ć âőçłě x = ce àăćŋőě 1/ce. Ş ŋăá c = (J + k)b/J, ŕőíâőňã g − (1 + k)ε_1 6 J/be(J + k)(1 − ε_2) = J/be(J − 1) = 1/be + ε_1/be, f_J (δ_{Jk}) 6 2 + η/(2 + η) + 1/be − ln(8 + 4η) + (2 + 1/be)ε_1,

ĺ âőęě ŕàĺ ε_1 6 0.001 ąãďěâ f < 0.

Ŕãáâì âěŕěàì α | łőàěŋì áâěŕěŋĺ N > 1 ĺğ 1. Őŕàěďěńĺň J ĺğ ãáńőćĺï

J 6 δ ln(4.8δ) < J + 1. Ěáńĺ J 6 N, âő çĺáńă α^{j−1}, 1 6 j < J, àăğńĺçŋë

ĺ ňőęŋő ďěľáâćőćăâì, łăł ć áńãçăě, łőčďă α | ŋě łőàěŋì ĺğ 1. Ěáńĺ ęě J > N, âő N < δ ln(4.8δ) ĺ λ ¿ 2π/N > 2π/δ ln(4.8δ), çâő âőęě ŕàőâĺćőàěçĺâ (12) ĺ ďőłăğëćăěâ âěőàěňã.

Ć âěőàěňě 3 őŕàěďěńěŋë ğŋăçěŋĺï b âőńìłő ďńï ďćãå ŋăĺąőńěě ãŕőâàěÄ ąĺâěńìŋëå áńãçăěć, áőőâćěâáâćãîéĺå ğŋăçěŋĺïň η = 0, 0.25. Ŕàĺ ŋěőąÄ åőďĺňőáâĺ ňőęŋő ŋăľâĺ ąőńěě âőçŋőě ğŋăçěŋĺě b ĺ ďńï ďàãčĺå η.

7 Ňăâěňăâĺçěáłĺě ğăŕĺáłĺ, âőň 2 (1996)

Ďőłăğăâěńìáâćő áńěďáâćĺï 4. Řăááňőâàĺň áŋăçăńă áńãçăľ, łőčÄ ďă α = α_1 | ćğăĺňŋőě, â.ě. α^{−1} = α^{(σ)}. Ćőğìňěň ŋăąőà S = { 1, σ }, âőčďă S = 2, λ = | ln α|, ĺ (13), (14) ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕőńãçăîâáï ĺğ (12) ďńï η áőőâćěâáâćěŋŋő àăćŋőčő 0.25, 0 (çĺáńă Śăńěňă ćğăĺňŋë ĺ ďńï ŋĺå μ = 0). Šăł ęě ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő ŕőńãçăěň (13) ďńï łőňŕńěłáŋőčő α, ďőÄ ąăćńïï łőňŕńěłáŋő áőŕàïęěŋŋőě α^{(σ)}.

Ŕãáâì âěŕěàì α | ďěľáâćĺâěńìŋőě ŋěćğăĺňŋőě. Ŕàĺ d > 2 ŕàĺňěŋĺň âěőàěňã Śňĺâă. İâő ďăěâ ln M(α) ¿ ln θ = 0.28 . . . , őâłãďă âőęě áńěďãÄ ěâ (13). Ŕàĺ d = 2 ĺňěěň M(α) ¿ ( 1 + √ 5 )/ 2 ĺ âőęě ŕőńãçăěň (13).

Ňőáłőćáłăï čőáãďăàáâćěŋŋăï âěłáâĺńìŋăï ăłăďěňĺï ĺň. Ă.Ŋ. Łőáëčĺŋă

Ŕőáâãŕĺńő 01.11.94

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë

[1] Lehmer D. H. Factorization of certain cyclotomic functions // Ann. Math.

1933. V. 34. ò2. P. 461{479.

[2] Boyd D. W. Reciprocal polynomials having small measure. I, II // Math.

Comput. 1980. V. 35. ò152. P. 1361{1377; 1989. V. 53. ò187. P. 355{357, S1{S5.

[3] Smyth C. J. On the product of conjugates outside the unit circle of an algebraic integer // Bull. London Math. Soc. 1971. V. 3. P. 169{175.

[4] Dobrowolski E. On a question of Lehmer and the number of irreducible factors of a polynomial // Acta Arith. 1979. V. XXXIV. P. 391{401.

[5] Cantor D. C., Straus E. G. On a conjecture of D.H. Lehmer // Acta Arith.

1982. V. XLII. P. 97{100; Corrigenda // Acta Arith. 1983. V. XLII. P. 325. [6] Bertin M. J., Decomp-Guilloux A., Grandet-Hugot M., Pathiaux-Delefosse M., Schreiber J. P. Pisot and Salem numbers. Berlin: Birkh-auser Verlag, 1992.

[7] Blanksby P. E., Montgomery H. L. Algebraic integers near the unit circle // Acta Arith. 1971. V. XVIII. P. 355{369.

[8] Waldschmidt M. A lower bound for linear forms in logarithms // Acta Arith.

1980. V. XXXVII. P. 257{283.

[9] Mignotte M., Waldschmidt M. On algebraic numbers of small height: linear forms in one logarithm // J. Number Th. 1994. V. 47. P. 43{62.

[10] Laurent M. Sur quelques r«esultats r«ecents de transcendance // Journ«ees arithm«etiques Luminy, 1989, Ast«erisque. 1991. V. 198{200. P. 209{230.

[11] Zagier D. Algebraic numbers close both to 0 and 1 // Math. Comput. 1993.

V. 61. ò203. P. 485{491.

[12] Ňăâćěěć E. M. Őą őďŋőň âĺŕě ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋëå ăńčěąàăĺçěáłĺå àěèěÄ âőł // Ňěęďãŋăàőďŋăï łőŋäěàěŋæĺï \Śőćàěňěŋŋëě ŕàőąńěňë âěőàĺĺ çĺáěń". Šěğĺáë ďőłńăďőć. Šãńă: ŠČŔĹ, 1993. Ś. 107.