Ććěďěŋĺě

Őďŋĺň ĺğ ŋăŕàăćńěŋĺľ âěőàĺĺ âàăŋáæěŋďěŋâŋëå çĺáěń ïćńïěâáï ĺáÄ áńěďőćăŋĺě ŕőćěďěŋĺï ćěńĺçĺŋë |h0 + h1ξ1 + · · · + h_mξ_m|, h_j ∈ Z, j = 0, 1, . . . , m, (0.1) ďńï ğăďăŋŋëå ďěľáâćĺâěńìŋëå ξ_1, . . . , ξ_m, m ¿ 1, ĺ ěě őæěŋłă áŋĺğã ć ğăćĺáĺňőáâĺ őâ max 06j6m { |h_j| } . Łăł áńěďãěâ ĺğ âěőàěňë Ďĺàĺåńě [20, §2 čń.1], ďńï ńîąőčő ďěľáâćĺÄ âěńìŋőčő H ¿ 1 áãéěáâćãîâ æěńëě çĺáńă h_0, h_1, . . . , h_m âăłĺě, çâő |h0 + h1ξ1 + · · · + h_mξ_m| < H^{−m}, 0 < max 16j6m { |h_j| } 6 H. Šěň áăňëň, âěőàěňă Ďĺàĺåńě őâćěçăěâ ŋă ćőŕàőá, áłőńì ňăńëň ňőęěâ ąëâì ćěńĺçĺŋă (0.1), ć őąéěň áńãçăě, ŋě ŕàĺŋĺňăï ćő ćŋĺňăŋĺě łőŋłàěâÄ ŋãî áâàãłâãàã çĺáěń ξ_1, . . . , ξ_m. Ĺğ ňěâàĺçěáłĺå áőőąàăęěŋĺľ (áň. âěÄ őàěňã 12 [16, §5 čń.I]) áńěďãěâ, çâő ŕàĺ ńîąőň ε > 0 ďńï ŕőçâĺ ćáěå (ć áňëáńě ňěàë Ńěąěčă) âőçěł —ξ = (ξ_1, . . . , ξ_m) ∈ R^m áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋÄ ŋăï C = C(—ξ, ε) > 0 âăłăï, çâő ďńï ŕàőĺğćőńìŋëå æěńëå h_0, h_1, . . . , h_m, ŋě àăćŋëå ŋãńî őďŋőćàěňěŋŋő, áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő

|h0 + h1ξ1 + · · · + h_mξ_m| > CH^{−m}(log H)^−1^{−ε}, (0.2)

H = max { e, max 16j6m { |h_j| } } .

Ňěâőďë âěőàĺĺ âàăŋáæěŋďěŋâŋëå çĺáěń ŕőğćőńïîâ ŕőńãçăâì őæěŋłĺ áŋĺğã ćěńĺçĺŋë (0.1), ąńĺğłĺě ŕő ŕőàïďłã ł őæěŋłăň (0.2), ŕàĺ áŕěæĺÄ ăńìŋőň ćëąőàě —ξ.

Ć łăçěáâćě çĺáěń ξ_1, . . . , ξ_m ňőęŋő àăááňăâàĺćăâì ğŋăçěŋĺï ć àăæĺőÄ ŋăńìŋőľ âőçłě α ≠ 0 ăŋăńĺâĺçěáłĺå äãŋłæĺľ

f_j(z) = ∞∑ ν=0 f_{j,ν} z^ν , f_{j,ν} ∈ Q , j = 1, . . . , m, ν ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . }. (0.3) Ŕàĺ ŕőńãçěŋĺĺ őæěŋőł áŋĺğã ćěńĺçĺŋë (0.1) ćőğŋĺłăěâ ćőŕàőá ő ńĺŋěľÄ ŋőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ çĺáěń 1, f_1(α), . . . , f_m(α) ŋăď Q . Ć áńãçăě, łőčďă äãŋłæĺĺ (0.3) ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňë á ěďĺŋĺæěľ ŋăď C (z), łăł ńěčłő ŕőłăÄ ğăâì (áň. ńěňňã 2 [20, §2 čń.3]), áãéěáâćãěâ ãàăćŋěŋĺě ćĺďă

P0(z) + m∑ j=1 P_j(z)f_j(z) ≡ 0, P_j ∈ Q [z], j = 0, 1, . . . , m,

áćïğëćăîéěě äãŋłæĺĺ f_1(z), . . . , f_m(z). Ŕàĺ íâőň ňőęŋő áçĺâăâì, çâő ňŋőčőçńěŋë P_0(z), P_1(z), . . . , P_m(z) ć áőćőłãŕŋőáâĺ ćğăĺňŋő ŕàőáâë ĺ, áńěďőćăâěńìŋő, åőâï ąë őďŋő ĺğ çĺáěń P_1(α), . . . , P_m(α) őâńĺçŋő őâ ŋãÄ ńï. Ŋő íâő őğŋăçăěâ, çâő çĺáńă 1, f_1(α), . . . , f_m(α) ńĺŋěľŋő ğăćĺáĺňë ŋăď Q . Šăłĺň őąàăğőň, ŋěőąåőďĺňëň ãáńőćĺěň ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺáĺÄ ňőáâĺ çĺáěń 1, f_1(α), . . . , f_m(α) ŋăď Q ïćńïěâáï ńĺŋěľŋăï ŋěğăćĺÄ áĺňőáâì äãŋłæĺľ 1, f_1(z), . . . , f_m(z) ŋăď ŕőńěň C (z).

Ć àăąőâě Ł.Ń. Ğĺčěńï [26] ąëń ŕàěďńőęěŋ ňěâőď ĺááńěďőćăŋĺï ăàĺäÄ ňěâĺçěáłĺå áćőľáâć ğŋăçěŋĺľ ŋěłőâőàëå ăŋăńĺâĺçěáłĺå äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z), ãďőćńěâćőàïîéĺå áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ, ć ăńčěąàăĺçěáłőľ âőçłě α. Őäőàňĺć áćőľ ňěâőď ć ćĺďě őąÄ éěľ âěőàěňë, Ł.Ń. Ğĺčěńì [27] ãłăğăń ŋěłőâőàëě ďőáâăâőçŋëě ãáńőćĺï, łőâőàëň ďőńęŋë ãďőćńěâćőàïâì âăłĺě äãŋłæĺĺ ďńï âőčő, çâőąë çĺáńă

1, f_1(α), . . . , f_m(α) ąëńĺ őďŋőàőďŋő ăńčěąàăĺçěáłĺ ĺ, ć çăáâŋőáâĺ, ńĺÄ ŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňë ŋăď Q . Ŕàăćďă, íâă âěőàěňă őâŋőáĺńăáì âőńìłő ł ğŋăÄ çěŋĺïň E-äãŋłæĺľ, ă àăğćĺâĺě ňěâőďă ŕàĺňěŋĺâěńìŋő ł łńăááã G-äãŋł-æĺľ âăł ĺ őáâăńőáì ŋă ãàőćŋě ğăňěçăŋĺï ő ěčő ćőğňőęŋőáâĺ ć áâăâìě [26].

Ňěâőď Ğĺčěńï ąëń áãéěáâćěŋŋő őąőąéěŋ ć àăąőâăå Ă.Ą. ŸĺďńőćÄ áłőčő, łőâőàëľ ďőłăğăń łàĺâěàĺľ ăńčěąàăĺçěáłőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ğŋăÄ çěŋĺľ E-äãŋłæĺľ. Ŕőďàőąŋãî ĺáâőàĺî íâőčő ćőŕàőáă ňőęŋő ŋăľâĺ ć ěčő ňőŋőčàăäĺĺ [20]. Śàăğã őâňěâĺň, çâő ŕàĺćőďĺňëě ŋĺęě àěğãńìâăÄ âë ğăâàăčĺćăîâ âőńìłő ńĺŋěľŋãî ŋěğăćĺáĺňőáâì ŋăď Q ğŋăçěŋĺľ Eĺ G-äãŋłæĺľ, ĺňěîéĺå àăæĺőŋăńìŋëě łőíääĺæĺěŋâë àïďőć Šěľńőàă (Q E-äãŋłæĺľ ć áňëáńě [20] ĺ Q G-äãŋłæĺľ ć ďãåě [20]).

Őŕàěďěńěŋĺě 1. Ťãŋłæĺï f(z) = ∞∑ ν=0 f_ν ν! z^ν (0.4)

ŋăğëćăěâáï E-äãŋłæĺěľ, ěáńĺ ćëŕőńŋěŋë áńěďãîéĺě ãáńőćĺï:

1) f_ν ∈ Q ďńï ν ∈ Z^+;

2) ďńï ŋěłőâőàőľ ŕőńőęĺâěńìŋőľ łőŋáâăŋâë C áŕàăćěďńĺćő ŋěàăÄ ćěŋáâćő |f_ν | < C^{ν+1} ŕàĺ ν ∈ Z^+;

3) áãéěáâćãěâ ŕőáńěďőćăâěńìŋőáâì {φ_n}^∞_{n=1} ⊂ N = Z^+ \{0} âăłăï, çâő φ_nf_ν ∈ Z, ν = 0, 1, . . . , n, n ∈ N, ĺ φ_n < C^n ŕàĺ n ∈ N.

Ďăŋŋőě őŕàěďěńěŋĺě E-äãŋłæĺĺ ąëńő ććěďěŋő Ś. Ńěŋčőň [25] ďńï äãŋłæĺĺ á ăńčěąàăĺçěáłĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ àïďă Šěľńőàă ĺ ŋěáłőńìłő őâÄ ńĺçăěâáï őâ łńăááĺçěáłőčő őŕàěďěńěŋĺï Ğĺčěńï. Őďŋăłő, ćáě ĺğćěáâŋëě E-äãŋłæĺĺ (ć áňëáńě Ğĺčěńï) á àăæĺőŋăńìŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ àïďőć Šěľńőàă, ïćńïîéĺěáï àěèěŋĺïňĺ ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćÄ ŋěŋĺľ, ãďőćńěâćőàïîâ őŕàěďěńěŋĺî 1. Ć çăáâŋőáâĺ, íâő őâŋőáĺâáï łő ćáěň čĺŕěàčěőňěâàĺçěáłĺň äãŋłæĺïň á àăæĺőŋăńìŋëňĺ ŕăàăňěâàăňĺ (áň. [20, §1 čń.5]).

Őŕàěďěńěŋĺě 2. Ťãŋłæĺï

f(z) = ∞∑ ν=0 f_ν z^ν

ŋăğëćăěâáï G-äãŋłæĺěľ, ěáńĺ ďńï ŋěě ćëŕőńŋěŋë ãáńőćĺï 1){3) őŕàěďěÄ ńěŋĺï 1.

Ğăňěâĺň, çâő àăááňăâàĺćăěňëě ć ňěâőďě Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ăŋăÄ ńĺâĺçěáłĺě äãŋłæĺĺ f_1(z), . . . , f_m(z) ďőńęŋë ãďőćńěâćőàïâì áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ

d dz y_l = Q_l0 + m∑ j=1 Q_{lj}y_j, l = 1, . . . , m;

Q_{lj} = Q_{lj}(z) ∈ C (z), l = 1, . . . , m, j = 0, . . . , m, (0.5)

ŕěàćőčő ŕőàïďłă. Ěáńĺ ĺğćěáâŋő, çâő íâĺ äãŋłæĺĺ ćňěáâě á ěďĺŋĺæěľ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňë ŋăď C (z), âő, łăł ćëâěłăěâ ĺğ ńěňňë 3 [20, §2 čń.3], ćáě Q_{lj}(z) ∈ Q (z) ĺ ňőęŋő ćëąàăâì ňŋőčőçńěŋ T (z) ∈ Z[z] âăł, çâő

T (z)Q_{lj}(z) ∈ Z[z], l = 1, . . . , m, j = 0, . . . , m. (0.6)

Ć 1955č. Ă.Ą. Ÿĺďńőćáłĺľ ďőłăğăń, çâő ãáńőćĺě ńĺŋěľŋőľ ŋěğăÄ ćĺáĺňőáâĺ E-äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z), ãďőćńěâćőàïîéĺå áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ (0.5), á ěďĺŋĺæěľ ŋăď C (z) ïćńïěâáï ŋě âőńìłő ŋěőąåőďĺňëň, ŋő ĺ ďőáâăâőçŋëň ãáńőćĺěň ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ çĺáěń 1, f_1(α), . . . , f_m(α) ŋăď Q ďńï àăæĺőÄ ŋăńìŋőľ âőçłĺ α, őâńĺçŋőľ őâ ŋãńï ĺ ŕőńîáőć łőíääĺæĺěŋâőć áĺáÄ âěňë (0.5) (ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ďńï âőçłĺ α ∈ Q âăłőľ, çâő αT (α) ≠ 0).

Šěň áăňëň, ŕàĺňěŋěŋĺě ňěâőďă Ğĺčěńï ł ńĺŋěľŋőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ ğŋăÄ çěŋĺľ E-äãŋłæĺľ á àăæĺőŋăńìŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ ąëńő ďőćěďěŋő ďő ěčő ěáâěáâćěŋŋëå čàăŋĺæ.

Łăł ĺ ąőńìèĺŋáâćő ňěâőďőć âěőàĺĺ âàăŋáæěŋďěŋâŋëå çĺáěń, ňěâőď Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ŕőğćőńĺń ŕőńãçĺâì ŋě âőńìłő łăçěáâćěŋŋëě, ŋő ĺ łőńĺçěáâćěŋŋëě åăàăłâěàĺáâĺłĺ ăàĺäňěâĺçěáłĺå áćőľáâć ğŋăçěŋĺľ ğăďăŋŋëå äãŋłæĺľ ć âőçłě α. Śăň Ł.Ń. Ğĺčěńì ć áâăâìě [26] ãłăğëćăń (ąěğ ďőłăğăâěńìáâćă), çâő ďńï ğŋăçěŋĺľ äãŋłæĺĺ Ąěááěńï

J0(z) = ∞∑ ν=0 (−1)^ν (ν!)^2 ( z 2 )2_ν

ĺ ěě ŕàőĺğćőďŋőľ ć àăæĺőŋăńìŋőľ âőçłě α ≠ 0 áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő

|h0 + h1J0(α) + h2J^′0(α)| > CH^−2^{−δ}, δ > 0, h_j ∈ Z, H = max

06j62 { |h_j| } > 0, C = C(α, δ) > 0.

Řăğćĺâĺě ňěâőďă ć àăąőâăå Ă.Ą. Ÿĺďńőćáłőčő ŕőğćőńĺńő ć 1967č. ãáâăÄ ŋőćĺâì áńěďãîéĺľ őąéĺľ àěğãńìâăâ [17]:

Ŕãáâì áőćőłãŕŋőáâì E-äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z), m ¿ 1, ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňă ŋăď C (z) á ěďĺŋĺæěľ ĺ áőáâăćńïěâ àěèěŋĺě áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ (0.5), ă α ∈ Q \ {0} { ŕàőÄ ĺğćőńìŋăï ŋěőáőąăï âőçłă íâőľ áĺáâěňë. Šőčďă ďńï ńîąőčő δ > 0 áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï C = C(f_1, . . . , f_m; α, δ) > 0 âăłăï, çâő

|h0 + h1f1(α) + · · · + h_mf_m(α)| > CH^{−m−δ}, h_j ∈ Z, H = max 06j6m { |h_j| } > 0.

Ć íâőň ęě čőďã ć ğăňěâłě [18] ąëńĺ ăŋŋőŋáĺàőćăŋë, ă ć 1979č. ć áâăÄ âìě [19] őŕãąńĺłőćăŋë ďőłăğăâěńìáâćă őæěŋőł, ãâőçŋïîéĺå őáâăâőçŋëľ çńěŋ ć ŕőłăğăâěńě ŋěàăćěŋáâćă, ă ĺňěŋŋő, çâő ć ãáńőćĺïå áäőàňãńĺàőÄ ćăŋŋőľ âěőàěňë áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(f_1, . . . , f_m; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå H ¿ H_∗(f_1, . . . , f_m; α) ćëŕőńŋěŋő

|h0 + h1f1(α) + · · · + h_mf_m(α)| > H^{−m−γ}(log log^H)

�1/2

. (0.7)

Ĺğ (0.7) ćëâěłăěâ őæěŋłă ďńï àăæĺőŋăńìŋëå ŕàĺąńĺęěŋĺľ ğŋăçěŋĺľ ńîąőľ ĺğ ãçăáâćãîéĺå E-äãŋłæĺľ: | | | |f^l(α) − p q | | | | > |q|^{−m−} 1−γ(log log |q|)�1^/2 , l = 1, . . . , m, p, q ∈ Z, |q| ¿ q∗(f1, . . . , fm; α), γ = γ(f1, . . . , fm; α). (0.8)

Ć 1984č. Č.Ć. Ůãďŋőćáłĺľ ć áâăâìě [23] ŕàěďńőęĺń őàĺčĺŋăńìŋãî łőŋáâàãłæĺî, ŕőğćőńïîéãî ŕőńãçăâì őæěŋłĺ áŋĺğã ńĺŋěľŋëå äőàň őâ ğŋăçěŋĺľ E-äãŋłæĺľ, łăęďăï ĺğ łőâőàëå ãďőćńěâćőàïěâ áćőěňã ńĺŋěľÄ ŋőňã őďŋőàőďŋőňã ďĺääěàěŋæĺăńìŋőňã ãàăćŋěŋĺî ŕàőĺğćőńìŋőčő ŕőÄ àïďłă. Ŕàĺ íâőň ŋă áőćőłãŕŋőáâì íâĺå ãàăćŋěŋĺľ ŋăłńăďëćăńőáì őçěŋì ęěáâłőě őčàăŋĺçĺâěńìŋőě ãáńőćĺě, áåőęěě á ãáńőćĺěň Ğĺčěńï [27]. ŁàőÄ ňě íâőčő, Ůãďŋőćáłőňã ŋě ãďăńőáì łőààěłâŋő őáãéěáâćĺâì ŕěàěåőď őâ ńĺŋěľŋëå ŕàĺąńĺęăîéĺå äãŋłæĺőŋăńìŋëå äőàň, ŋăğćăŋŋëå ĺň čàăďãÄ ĺàőćăŋŋëňĺ ŕàĺąńĺęěŋĺïňĺ Ŕăďě, ł ńĺŋěľŋëň çĺáńőćëň äőàňăň. Ć æěńőň, ňěâőď Ůãďŋőćáłőčő ïćńïńáï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋëň àăğćĺâĺěň ňěâőÄ ďă Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő.

Ć ŕěàćőľ čńăćě ŋăáâőïéěľ ďĺááěàâăæĺĺ á ŕőňőéìî ŋěłőâőàőčő ãáőÄ ćěàèěŋáâćőćăŋĺï łőŋáâàãłæĺĺ Ůãďŋőćáłőčő ďőłăğëćăěâáï ãáĺńěŋĺě őæěŋłĺ (0.8), ąńĺğłőě ŕő ŕőàïďłã ł ŋěàăćěŋáâćăň (0.2) ŕàĺ m = 1. İâőâ àěğãńìâăâ äőàňãńĺàãěâáï ć ćĺďě ďćãå őâďěńìŋëå âěőàěň ŕő áńěďãîÄ éěľ ŕàĺçĺŋě: ć áńãçăě m = 2 ãáńőćĺě, ŋăłńăďëćăěňőě ŋă äãŋłæĺĺ f1(z), . . . , f_m(z), ïćńïěâáï ąőńěě áńăąëň, çěň ć áńãçăě ŕàőĺğćőńìŋőčő

m ¿ 2, çâő ďăěâ ćőğňőęŋőáâì ãłăğăâì ąőńěě áĺńìŋëě áńěďáâćĺï. ĞăÄ

ňěâĺň âőńìłő, çâő íâő ãáńőćĺě ć őąěĺå âěőàěňăå áãéěáâćěŋŋő áńăąěě áőőâćěâáâćãîéěčő ãáńőćĺï àăąőâë [23]. Śńãçăľ m = 1 ŕőńŋőáâìî ĺáÄ çěàŕëćăěâáï àěğãńìâăâőň Ă.Ą. Ÿĺďńőćáłőčő (0.8).

Šěőàěňă 1. Ŕãáâì ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňëě ŋăď C (z) E-äãŋ-łæĺĺ f_1(z), . . . , f_m(z), m ¿ 2, áőáâăćńïîâ àěèěŋĺě áĺáâěňë (0.5). Ŕãáâì, łàőňě âőčő, α ∈ Q , αT (α) ≠ 0. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőÄ áâőïŋŋăï γ = γ(f_1, . . . , f_m; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z,

|q| ¿ q∗(f1, . . . , fm; α), áŕàăćěďńĺćë ŋěàăćěŋáâćă | | |f^l(α) − p q | | | > |q|^− 2−γ(log log |q|)�1^/(^m+1) , l = 1, . . . , m,

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Śńěďáâćĺě 1. Ŕãáâì E-äãŋłæĺï f(z) ãďőćńěâćőàïěâ ńĺŋěľŋőňã ďĺääěàěŋæĺăńìŋőňã ãàăćŋěŋĺî

A_my(^m) + · · · + A1y^′ + A0y = B, m ¿ 2, A_j = A_j(z) ∈ C [z], j = 0, 1, . . . , m, B = B(z) ∈ C [z], ŕőàïďłă m ĺ ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňă ŋăď C (z) áő áćőĺňĺ ŕàőĺğÄ ćőďŋëňĺ f^′(z), . . . , f^{(m−1)}(z); àăæĺőŋăńìŋăï âőçłă α âăłőćă, çâő αA_m(α) ≠ 0. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(f; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(f; α), áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő | | | |f(α) − p q | | | | > |q|^− 2−γ(log log |q|)�1^/(^m+1) ,

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Ďőłăğăâěńìáâćő íâőčő áńěďáâćĺï ćëâěłăěâ ĺğ âőčő äăłâă, çâő áőćőÄ łãŕŋőáâì m E-äãŋłæĺľ f_l(z) = f^{(l−1)}(z), l = 1, . . . , m, áőáâăćńïěâ àěÄ èěŋĺě áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ ŕěàćőčő ŕőàïďÄ łă. İâő ďăěâ ćőğňőęŋőáâì ŕàĺňěŋĺâì ł ŋěľ ãâćěàęďěŋĺě âěőàěňë 1, ĺğ łőâőàőčő ĺ áńěďãěâ âàěąãěňőě ŋěàăćěŋáâćő.

Śńěďáâćĺě 2. Ŕãáâì t, l { ŋěőâàĺæăâěńìŋëě æěńëě çĺáńă, t ŋěÄ çěâŋő, t+l > 1 ĺ ŕăàăňěâàë λ_1, . . . , λ_{t+l}; β_1, . . . , β_l ∈ Q \{−1, −2, . . . } äãŋłæĺĺ f(z) = ∞∑ ν=0 (β_1)_ν · · · (β_l)_ν (λ_1 + 1)_ν · · · (λ_{t+l} + 1)_ν ( z t )_{tν} , čďě

(β)_0 = 1, (β)_ν = β(β + 1) · · · (β + ν − 1), ν = 1, 2, . . . ,

ãďőćńěâćőàïîâ áńěďãîéĺň ãáńőćĺïň:

1) λ_i − β_j /∈ Z ďńï ćáěå i = 1, . . . , t + l, j = 1, . . . , l; 2) ŋě áãéěáâćãěâ őąéěčő ďěńĺâěńï d > 1 çĺáěń t, l âăłőčő, çâő

(λ_1 + 1/d, . . . , λ_{t+l} + 1/d) ∼ (λ_1, . . . , λ_{t+l}), (β_1 + 1/d, . . . , β_l + 1/d) ∼ (β_1, . . . , β_l)

(ğăŕĺáì (β^′_1, . . . , β^′_m) ∼ (β_1, . . . , β_m) őğŋăçăěâ, çâő ďńï ŋěłőâőàőľ ŕěàěáâăŋőćłĺ σ : {1, . . . , m} → {1, . . . , m}, őâńĺçŋőľ őâ âőęďěáâÄ ćěŋŋőľ, ŕàĺ ćáěå j = 1, . . . , m ćëŕőńŋěŋő β^′_j − β_{σ(j)} ∈ Z). Šőčďă ďńï ńîąőčő α ∈ Q \ {0} áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(λ_1, . . . , λ_{t+l};

β1, . . . , β_l; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(λ1, . . . , λ_t+_l; β1, . . . , β_l; α), áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő | | |f(α) − p q | | | > |q|^−2^{−γ}(log log^{|q|})�^{1/(t+l+1)},

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Ďěľáâćĺâěńìŋő, őąőąéěŋŋăï čĺŕěàčěőňěâàĺçěáłăï äãŋłæĺï f(z) ãďőćńěâćőàïěâ ďĺääěàěŋæĺăńìŋőňã ãàăćŋěŋĺî (( z d dz + tλ_1 ) · · · ( z d dz + tλ_{t+l} ) − z^t ( z d dz + tβ_1 ) · · · ( z d dz + tβ_l )) y = t^{t+l}λ_1 · · · λ_{t+l},

ă ăńčěąàăĺçěáłăï ŋěğăćĺáĺňőáâì äãŋłæĺľ f(z), f^′(z), . . . , f^{(t+l−1)}(z) ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 1.I àăąőâë Ć.Ţ. Śăńĺåőćă [15].

Ěáńĺ ćőáŕőńìğőćăâìáï âěőàěňőľ 1.II [15], âő ňőęŋő ŕőńãçĺâì ăŋăńőÄ čĺçŋëľ àěğãńìâăâ ĺ ć áńãçăě çěâŋőčő t.

Ć áńãçăě l = 0 ãáńőćĺě áńěďáâćĺï 2 ňőęŋő ãŕàőáâĺâì.

Śńěďáâćĺě 3. Ŕãáâì æěńőě t > 1 ŋěçěâŋő ĺńĺ t = 2 ĺ ŕăàăňěâÄ àë λ_1, . . . , λ_t ∈ Q \ {−1, −2, . . . } äãŋłæĺĺ

f(z) = ∞∑ ν=0 1 (λ_1 + 1)_ν · · · (λ_t + 1)_ν ( z t )_{tν}

ŋě ãďőćńěâćőàïîâ áńěďãîéěňã ãáńőćĺî: çĺáńă tλ_1, . . . , tλ_t ïćńïÄ îâáï æěńëňĺ ĺ őąàăğãîâ ŕőńŋãî áĺáâěňã ćëçěâőć ŕő mod t.

Šőčďă ďńï ńîąőčő α ∈ Q \ {0} áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(λ1, . . . , λ_t; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(λ1, . . . , λ_t; α), áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő | | |f(α) − p q | | | > |q|^− 2−γ(log log |q|)�1^/(^t+1),

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Ďőłăğăâěńìáâćő ăńčěąàăĺçěáłőľ ŋěğăćĺáĺňőáâĺ äãŋłæĺľ f(z), f^′(z), . . . , f (^{t−}1)(z) ć áńãçăě ŋěçěâŋőčő t ŕőńãçěŋő ć àăąőâě Ć.Ţ. Śăńĺåőćă [14] ŕàĺ ďőłăğăâěńìáâćě âěőàěňë 2; ŕàĺ t = 2 íâőâ àěğãńìâăâ ćëâěłăěâ ĺğ âěőàěňë 4 áâăâìĺ Ć.Ă. Őńěľŋĺłőćă [13].

Šěőàěňă 2. Ŕãáâì E-äãŋłæĺĺ f_1(z), f_2(z) áőáâăćńïîâ àěèěŋĺě áĺáâěňë d dz y_l = Q_l0 + Q_l1y1 + Q_l2y2, l = 1, 2;

Q_{lj} = Q_{lj}(z) ∈ C (z), l = 1, 2, j = 0, 1, 2,

(0.9)

ĺ ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňë ŋăď C (z) á ěďĺŋĺæěľ; α ∈ Q \ {0} { ŋěÄ őáőąăï âőçłă áĺáâěňë (0.9). Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(f1, f2; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(f1, f2; α), áŕàăÄ ćěďńĺćë ŋěàăćěŋáâćă | | | |f^l(α) − p q | | | | > |q|^− 2−γ(log log |q|)�1^/3 , l = 1, 2,

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Ć áńãçăě m = 2 áŕàăćěďńĺć ăŋăńőč áńěďáâćĺï 1 ĺğ âěőàěňë 1, ć łőâőÄ àőň ŕőńŋőáâìî őâáãâáâćãěâ ãáńőćĺě ŋěğăćĺáĺňőáâĺ äãŋłæĺĺ f(z) ĺ ěě ŕàőĺğćőďŋőľ.

Śńěďáâćĺě 1. Ŕãáâì E-äãŋłæĺï f(z) ïćńïěâáï àěèěŋĺěň ďĺäÄ äěàěŋæĺăńìŋőčő ãàăćŋěŋĺï

A2(z)y^{′′} + A1(z)y^′ + A0(z)y = B(z), A2, A1, A0, B ∈ C [z],

ĺ α ∈ Q , αA_2(α) ≠ 0. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(f; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ńîąëå æěńëå p, q, |q| ¿ q_∗(f; α), ńĺąő f(α) = p/q ńĺÄ ąő | | |f(α) − p q | | | > |q|^− 2−γ(log log |q|)�1^/3 .

Ć ďćãå áńěďãîéĺå ãâćěàęďěŋĺïå ŕőńŋőáâìî àěèăěâáï ćőŕàőá őą őæěŋłě áŋĺğã àăæĺőŋăńìŋëå ŕàĺąńĺęěŋĺľ ğŋăçěŋĺľ čĺŕěàčěőňěâàĺçěáÄ łĺå äãŋłæĺľ, ãďőćńěâćőàïîéĺå ńĺŋěľŋëň ďĺääěàěŋæĺăńìŋëň ãàăćŋěÄ ŋĺïň ćâőàőčő ŕőàïďłă.

Śńěďáâćĺě 2. Ŕãáâì

K_{λ,μ}(z) = ∞∑ ν=0 (−1)^ν (λ + 1)_ν (μ + 1)_ν ( z 2 )2_ν , λ, μ ∈ Q \ {−1, −2, . . . },

ĺ α ∈ Q \ {0}. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(λ, μ; α) > 0 âăÄ łăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(λ, μ; α), áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋáâćő | | |K_{λ,μ}(α) − p q | | | > |q|^−2^{−γ}(log log^{|q|})�^{1/3} ,

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Śńěďáâćĺě 3. Ŕãáâì

A_{λ,μ,β}(z) = ∞∑ ν=0 (β + 1)_ν (λ + 1)_ν (μ + 1)_ν z^ν , λ, μ, β ∈ Q \ {−1, −2, . . . }, β − λ, β − μ /∈ N ,

ĺ α ∈ Q \ {0}. Šőčďă áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ = γ(λ, μ, β; α) > 0 âăłăï, çâő ďńï ćáěå q ∈ Z, |q| ¿ q_∗(λ, μ, β; α), áŕàăćěďńĺćő ŋěàăćěŋÄ áâćő | | |A_{λ,μ,β}(α) − p q | | | > |q|^−2^{−γ}(log log^{|q|})�^{1/3} ,

łăłőćő ąë ŋĺ ąëńő æěńőě p.

Ć ŕěàćëå àăąőâăå, áćïğăŋŋëå á ŕàĺňěŋěŋĺěň ňěâőďă Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ł łńăááã G-äãŋłæĺľ (áň. [11], [12]), ąëńĺ ŕőńãçěŋë őæěŋłĺ ńĺÄ ŋěľŋëå äőàň ĺ ňŋőčőçńěŋőć őâ ğŋăçěŋĺľ íâĺå äãŋłæĺľ ć ăńčěąàăĺçěáÄ łĺå âőçłăå. Ŕàĺ íâőň, őďŋăłő, ćěńĺçĺŋă íâĺå âőçěł ğăćĺáěńă őâ ćëáőâë àăááňăâàĺćăěňëå äőàň. Ć 1974č., ćőáŕőńìğőćăćèĺáì ãłăğăŋĺěň Ğĺčěńï ć àăąőâě [26] ő áőłàăéěŋĺĺ łőíääĺæĺěŋâőć ńĺŋěľŋëå ŕàĺąńĺęăîéĺå äőàň (\áőłàăéěŋĺĺ äăłâőàĺăńőć"), Ă.Ĺ. Čăńőçłĺŋ [1] ŕőńãçĺń ďńï őďÄ ŋőčő ŕőďłńăááă G-äãŋłæĺľ őæěŋłĺ ňőďãńěľ ňŋőčőçńěŋőć őâ ğŋăçěŋĺľ ć âőçłăå, ŋě ğăćĺáïéĺå őâ ćëáőâë ňŋőčőçńěŋőć. Šăň ęě ąëńă áäőàňãńĺÄ àőćăŋă âěőàěňă őą íääěłâĺćŋőľ őæěŋłě ńĺŋěľŋőľ äőàňë őâ G-äãŋłæĺľ ĺğ őďŋőčő łńăááă, ďőłăğăâěńìáâćő łőâőàőľ őŕãąńĺłőćăŋő ć àăąőâě [2]. Ć 1985č. Ď.Ć. Ůãďŋőćáłĺľ ĺ Č.Ć. Ůãďŋőćáłĺľ [22] ďőłăğăńĺ, çâő ãáńőćĺě \áőłàăéěŋĺï äăłâőàĺăńőć", áäőàňãńĺàőćăŋŋőě ć àăąőâě [1], ćëŕőńŋïÄ ěâáï ďńï őďŋőàőďŋëå áĺáâěň ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ, łőâőàëň ãďőćńěâćőàïîâ G-äãŋłæĺĺ. Ŋěáńőęŋőě ãáőćěàèěŋáâćőćăŋĺě áåěňë Ůãďŋőćáłĺå ŕőğćőńĺńő ć àăąőâě [21] ŕőńãçĺâì íâőâ àěğãńìâăâ ĺ ďńï ŋěőďŋőàőďŋëå áĺáâěň. Šăłĺň őąàăğőň, ŕàĺňěŋěŋĺě ňěâőďă ĞĺÄ čěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ł łńăááã G-äãŋłæĺľ ąëńő àăáèĺàěŋő ďő ěáâěáâćěŋÄ ŋëå čàăŋĺæ. Őâňěâĺň, çâő ĺáŕőńìğőćăŋĺě ŕàĺąńĺęěŋĺľ Ŕăďě ćâőàőčő àőďă ďăěâ ćőğňőęŋőáâì ŕőńãçăâì őæěŋłĺ ńĺŋěľŋëå äőàň őâ ğŋăçěŋĺľ G-äãŋłæĺľ ąěğ ãáńőćĺï \áőłàăéěŋĺï äăłâőàĺăńőć" (áň. [22]).

Őâňěâĺň, ŕàěęďě ćáěčő, çâő ďńï ŕőńãçěŋĺï őæěŋőł áŋĺğã ńĺŋěľŋëå äőàň őâ ğŋăçěŋĺľ G-äãŋłæĺľ âàěąãěâáï ąőńěě âéăâěńìŋëľ ãçěâ ŕőáâőÄ ïŋŋëå, çěň ć ăŋăńőčĺçŋőľ ğăďăçě ďńï E-äãŋłæĺľ. Ĺňěŋŋő ŕőíâőňã, ŋěÄ őąåőďĺňő áńěďãîéěě ãâőçŋïîéěě őŕàěďěńěŋĺě ďńï íńěňěŋâőć f_1(z), . . . , f_m(z) łńăááă G-äãŋłæĺľ.

Őŕàěďěńěŋĺě 3. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő áőćőłãŕŋőáâì äãŋłæĺľ (0.3) ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã G(C, ˘), čďě C ¿ 1 ĺ ˘ ¿ 1, ěáńĺ ďńï ńîąőÄ čő ε > 0 áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ, ğăćĺáïéăï âőńìłő őâ ε ĺ äãŋłæĺľ f1(z), . . . , f_m(z), âăłăï, çâő:

1) |f_{j,ν} | < γC^{(1+ε)ν} , j = 1, . . . , m, ν ∈ Z^+;

2) áãéěáâćãîâ ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă {φ_n}^∞_{n=1} âăłĺě, çâő ćáě çĺáńă φ_nf_{j,ν} ∈ Z, j = 1, . . . , m, ν = 0, 1, . . . , n, n ∈ N, ĺ φ_n < γ˘(1+^ε)^n ŕàĺ n ∈ N .

Ďńï áőćőłãŕŋőáâĺ G-äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z), ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňőľ ŋăď C (z) á ěďĺŋĺæěľ, ŋăàïďã á áĺáâěňőľ (0.5) ąãďěň àăááňăâàĺćăâì áőÄ ŕàïęěŋŋãî ł ěě őďŋőàőďŋőľ çăáâĺ áĺáâěňã ńĺŋěľŋëå őďŋőàőďŋëå ďĺäÄ äěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ

d dz a_j = m∑ l=1 S_{jl}a_l, j = 1, . . . , m; S_{jl}(z) = −Q_{lj}(z) ∈ Q (z), j, l = 1, . . . , m. (0.10)

Ĺğ (0.10) áńěďãěâ, çâő ďńï ŕàőĺğćőďŋëå ŕőàïďłă n, n = 1, 2, . . . , ĺňěîâ ňěáâő áőőâŋőèěŋĺï d^n dz^n a_j = m∑ l=1 S[^n]_{jl} a_l, j = 1, . . . , m, (0.11)

čďě ćáě S^{[n]}_{jl} (z) ∈ Q (z), j, l = 1, . . . , m. Őąőğŋăçĺň çěàěğ T_∗(z) ∈ Z[z] ŋăĺňěŋìèĺľ őąéĺľ ğŋăňěŋăâěńì äãŋłæĺľ S_{jl} = −Q_{lj}, j, l = 1, . . . , m, â.ě. âăłőľ ňŋőčőçńěŋ, çâő T_∗(z)S_{lj} (z) ∈ Z[z], j, l = 1, . . . , m. Śőčńăáŋő ćëąőàã (0.6) ňŋőčőçńěŋă T (z) ∈ Z[z] ŕőńãçăěň, çâő T (z) / T_∗(z) ∈ Z[z]. (0.12)

Ŋěáńőęŋëě ćëłńăďłĺ ŕőłăğëćăîâ áŕàăćěďńĺćőáâì áńěďãîéĺå àěÄ łãààěŋâŋëå áőőâŋőèěŋĺľ ďńï łőíääĺæĺěŋâőć áĺáâěň (0.11):

S[^n+1] jl (z) = d dz S[^n]_{jl} (z) + m∑ i=1 S[^n]_{ji} (z) · S_{il}(z), j, l = 1, . . . , m, n ∈ N , (0.13) ĺ ğŋăçĺâ,

T^n+1_∗ (z)S[^n+1]_{jl} (z) = T_∗(z) d dz ( T^n_∗ (z)S[^n]_{jl} (z) )

+ m∑ i=1 T^n_∗ (z)S[^n]_{ji} (z) · T_∗(z)S_{il}(z) − nT^′_∗(z)T^n_∗ (z)S[^n]_{jl} (z), j, l = 1, . . . , m, n ∈ N . (0.14) Őâáîďă, ć çăáâŋőáâĺ, áńěďãěâ, çâő T^n_∗ (z)S^{[n]}_{jl} (z) ∈ Q [z], j, l = 1, . . . , m, n ∈ N.

Őŕàěďěńěŋĺě 4. Ąãďěň čőćőàĺâì, çâő áĺáâěňă ńĺŋěľŋëå ďĺääěÄ àěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ (0.10) ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã G(¯) (ãďőćńěÄ âćőàïěâ ãáńőćĺî \áőłàăéěŋĺï äăłâőàĺăńőć" á ŕőáâőïŋŋőľ ¯), čďě

¯ ¿ 1, ěáńĺ áãéěáâćãîâ ŋăâãàăńìŋëě çĺáńă {ψn}^∞_{n=1} âăłĺě, çâő ćáě

äãŋłæĺĺ ψ_n i! T^i_∗(z)S[^i]_{jl} ∈ Z[z], j, l = 1, . . . , m, i = 1, . . . , n, n ∈ N , ĺ ďńï ńîąőčő ε > 0 áãéěáâćãěâ ŕőáâőïŋŋăï γ^′, ğăćĺáïéăï âőńìłő őâ ε ĺ áĺáâěňë (0.10), âăłăï, çâő ψ_n < γ^′¯^{(1+ε)n} ŕàĺ n ∈ N .

Šěŕěàì áäőàňãńĺàãěň őáŋőćŋëě àěğãńìâăâë ćâőàőľ čńăćë { âěőàěÄ ňã 3 ĺ áńěďáâćĺï ĺğ ŋěě. Ć őâńĺçĺě őâ áńãçăï E-äãŋłæĺľ, áńãçăľ m = 2 ŕàěďáâăćńěŋ ć âěőàěňě 3 őâďěńìŋëň ŕãŋłâőň. Ůěàěğ H(·) ňë őąőğŋăçăěň ćëáőâã ňŋőčőçńěŋă ĺğ C [z] (ňăłáĺňãň ňőďãńěľ ěčő łőíääĺæĺěŋâőć).

Šěőàěňă 3. Ŕãáâì áőćőłãŕŋőáâì äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z), m ¿ 2, ĺğ łńăááă G(C, ˘)

a) ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňă ŋăď C (z) á ěďĺŋĺæěľ ć áńãçăě m = 2; ą) ăńčěąàăĺçěáłĺ ŋěğăćĺáĺňă ŋăď C (z) ć áńãçăě m > 2, ĺ áőáâăćńïěâ àěèěŋĺě áĺáâěňë ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćÄ ŋěŋĺľ (0.5), ďńï łőâőàőľ áĺáâěňă (0.10) ŕàĺŋăďńěęĺâ łńăááã G(¯). Ŕãáâì, łàőňě âőčő, α = a/b, čďě a ∈ Z, b ∈ N, ãďőćńěâćőàïěâ ãáńőćĺî αT (α) ≠ 0; ε <^1_{m+t+1} { ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőńőęĺâěńìŋăï ŕőáâőïŋŋăï. Ŕőńőęĺň N = [ 1 ε ] − m + 1,

t = max { deg T − 1, max_{l,j} {deg T Q_{lj}} } , H = max { H(T ), max_{l,j} {H(T Q_{lj})} } , C0 = e^ε(1^−log^ε) ( 2(t + 1)^2H¯

)_ε(1+log_N)

˘^{1+tε}(C˘)^{1ε} ı 2−^m�1 N+m�1 ȷ (^{N+m}�^2_m�_1 ),

η0 =

(1 + tε) log b + log C_0 (1 − (m + t + 1)ε) log b − log C_0 − (2 − (m + 1)ε) log(C|a|) .

Ěáńĺ ďńï ğăďăŋŋőčő α ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě η_0 > 0, ĺŋëňĺ áńőćăňĺ, ěáńĺ b1^−(^m+^t+1)^ε > C0 · ( C|a| )2_−(_m+1)_ε , (0.15)

âő çĺáńă f_l(α), l = 1, . . . , m, ĺààăæĺőŋăńìŋë. Ąőńěě âőčő, ďńï ńîÄ ąőčő η > η_0 ĺ ŕàőĺğćőńìŋëå p ∈ Z, q ∈ N, q > q_∗(f_1, . . . , f_m; α, ε, η), áŕàăćěďńĺćë őæěŋłĺ | | | |f^l(α) − p q | | | | > q^− 1−η, l = 1, . . . , m. Ć ŕàěďëďãéĺå àăąőâăå (áň., ŋăŕàĺňěà, [2], [22]) ďőłăğăŋă ĺààăæĺőÄ ŋăńìŋőáâì ğŋăçěŋĺľ G-äãŋłæĺľ, ãďőćńěâćőàïîéĺå áĺáâěňě (0.5), ć àăÄ æĺőŋăńìŋëå âőçłăå α = a/b, ďńï łőâőàëå ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě âĺŕă b > C^′0|a|^m+1+^δ, δ > 0. Ŕőíâőňã ŋěàăćěŋáâćő (0.15) âěőàěňë 3 àăáèĺàïěâ łńăáá ĺğćěáâŋëå ĺàÄ àăæĺőŋăńìŋëå ğŋăçěŋĺľ âăłĺå G-äãŋłæĺľ.

Śńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě ňőęŋő áçĺâăâì ąőńěě \ŕàăłâĺçŋëň" ŕő áàăćŋěŋĺî á âěőàěňőľ 3, ŕőáłőńìłã ć ěčő äőàňãńĺàőćłě ŕőńŋőáâìî őâÄ áãâáâćãěâ ãáńőćĺě \áőłàăéěŋĺï äăłâőàĺăńőć" ĺ ćáŕőňőčăâěńìŋëľ ŕăÄ àăňěâà N.

Śńěďáâćĺě 1. Ŕãáâì äãŋłæĺï f(z) ∈ G(C, ˘) ïćńïěâáï àěèěŋĺÄ ěň ńĺŋěľŋőčő ďĺääěàěŋæĺăńìŋőčő ãàăćŋěŋĺï

A_my(^m) + · · · + A1y^′ + A0y = B, m ¿ 2, A_j = A_j(z) ∈ C [z], j = 0, 1, . . . , m, B = B(z) ∈ C [z], ŕőàïďłă m ĺ ŋě ãďőćńěâćőàïěâ ŋĺłăłőňã

a) ńĺŋěľŋőňã ć áńãçăě m = 2, ą) ăńčěąàăĺçěáłőňã ć áńãçăě m > 2 ďĺääěàěŋæĺăńìŋőňã ãàăćŋěŋĺî á łőíääĺæĺěŋâăňĺ ĺğ C (z) ňěŋìèěčő ŕőàïďłă. Ŕãáâì, łàőňě âőčő, α = a/b, čďě a ∈ Z, b ∈ N , ãďőćńěâćőÄ àïěâ ãáńőćĺî αA_m(α) ≠ 0; ε <^1_{m+t+1} { ŕàőĺğćőńìŋăï ŕőńőęĺÄ âěńìŋăï ŕőáâőïŋŋăï. Őąőğŋăçĺň çěàěğ d ∈ N ŋăĺňěŋìèĺľ őąéĺľ ğŋăňěŋăâěńì łőíääĺæĺěŋâőć ňŋőčőçńěŋőć B, A_0, . . . , A_m ∈ Q [z] ĺ ŕőńőęĺň

t = max { deg A_m − 1, max_06_{j<m}{deg A_j}, deg B } , H = d max { H(B), max 06j6m^{{H(Aj)}} } , ¯ = ( C˘ )6(_m+1)2(_t+1)(1+log_m) , C0 = ( 2e(t + 1)^2H¯

)_ε(1_−log_ε) ˘^{1+tε}(C˘)^2

�(m�1)ε εm(m�1)! , η0 =

(1 + tε) log b + log C_0 (1 − (m + t + 1)ε) log b − log C_0 − (2 − (m + 1)ε) log(C|a|) .

Ěáńĺ ďńï ğăďăŋŋőčő α ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě (0.15), âő çĺáńő f(α) ĺàÄ àăæĺőŋăńìŋő ĺ ďńï ńîąőčő η > η_0 ĺ ŕàőĺğćőńìŋëå p ∈ Z, q ∈ N, q > q_∗(f; α, ε, η) áŕàăćěďńĺćë őæěŋłĺ | | | |f(α) − p q | | | | > q^− 1−η.

Ćëćőď íâőčő ãâćěàęďěŋĺï ĺğ âěőàěňë 3 ŕàőćőďĺâáï ŕő áńěďãîéěľ áåěňě. Ťãŋłæĺĺ f_l(z) = f^{(l−1)}(z), l = 1, . . . , m, ãďőćńěâćőàïîâ áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ

y^′_l = y_l+1, l = 1, . . . , m − 1, y^′_m = B A_m − A0 A_m y1 − · · · − A_{m−}1 A_m y_{m−}1, ĺ ŕàĺŋăďńěęăâ łńăááã G(C, ˘). Łăł áńěďãěâ ĺğ âěőàěňë [21, §4 čń.VI] áőłàăéěŋĺě äăłâőàĺăńőć ďńï áĺáâěňë (0.5) ŕàőĺáåőďĺâ á ŕőáâőïŋŋőľ, ŋě ąőńìèěľ (C˘)^{6(m+1)2(t+1)}, ă áőčńăáŋő ãâćěàęďěŋĺî [21, §5.5 čń.IV] ďńï áĺáâěňë (0.10), áőŕàïęěŋŋőľ ł (0.5), íâã ŕőáâőïŋŋãî ŋěőąåőďĺňő ěéě ćőğćěáâĺ ć áâěŕěŋì 1 + log m. Łàőňě âőčő, ďńï N = [ 1 ε ] − m + 1 ¿ 1 áŕàăćěďńĺćë áńěďãîéĺě ŋěàăćěŋáâćă:

log N < log(N + m − 1) 6 − log ε, m − 1 N + m − 1 ¿ (m − 1)ε, ( N + m − 2 m − 1 ) < (N + m − 1)^{m−1} (m − 1)! 6 1 ε^{m−}1(m − 1)! . (0.16)

Řěğãńìâăâ áńěďáâćĺï ŕőńãçăěâáï âěŕěàì ĺğ őáŋőćŋőľ âěőàěňë ŕàïňőľ ŕőďáâăŋőćłőľ.

Ŋăłőŋěæ, ãâćěàęďěŋĺě áńěďáâćĺï 2, ŕàĺćőďĺňőčő ŋĺęě, őâŋőáĺâáï ł ğŋăçěŋĺïň âăł ŋăğëćăěňëå őąőąéěŋŋëå ŕőńĺńőčăàĺäňĺçěáłĺå äãŋłÄ æĺľ. Ďńï ěčő äőàňãńĺàőćłĺ ŋăň ŕőâàěąãîâáï ćáŕőňőčăâěńìŋëě őąőğŋăÄ çěŋĺï. Ŕőď den λ ∈ N ąãďěň ŕőŋĺňăâì ğŋăňěŋăâěńì ŋěáőłàăâĺňőľ ďàőąĺ λ. Ććěďěň ć àăááňőâàěŋĺě áńěďãîéĺě äãŋłæĺĺ ŋăâãàăńìŋőčő ăàčãňěŋÄ âă: ρ(b) = b φ(b) ∑ 16i6b (i,b)=1 1 i , χ(b) = ∑ p|b log p p − 1 ,

φ(b) = ∑ 16i6b (i,b)=1 1 { äãŋłæĺï İľńěàă, b ∈ N .

(0.17)

Šăł, ŋăŕàĺňěà, ρ(1) = 1, χ(1) = 0; ρ(2) = 2, χ(2) = log 2; ρ(3) =^9_4 , χ(3) = 12 log 3; ρ(4) = 83 , χ(4) = log 2 ĺ â.ď.

Śńěďáâćĺě 2. Řăááňőâàĺň äãŋłæĺî f(z) = ∞∑ ν=1 z^ν (ν + λ)^m , m ¿ 2, λ ∈ Q \ {−1, −2, . . . }.

Ŕãáâì α = a/b ≠ 0, čďě a ∈ Z, b ∈ N , ĺ ŕãáâì ε <^1_{m+2} { ŕàőÄ

ĺğćőńìŋăï ŕőńőęĺâěńìŋăï ŕőáâőïŋŋăï. Ŕőńőęĺň ρ = ρ(den λ),

χ = χ(den λ), H = den λ · max { 1, |λ| } ,

C0 = exp {( log(8H) + χ + m ) ε(1 − log ε) + mρ ( 1 + ε +^{2−(m−1)ε} εm(m−1)! )} , η0 =

(1 + ε) log b + log C_0

(1 − (m + 2)ε) log b − log C_0 − (2 − (m + 1)ε) log |a| .

Ěáńĺ ďńï ğăďăŋŋőčő α ćëŕőńŋěŋő ãáńőćĺě

b1^−(^m+2)^ε > C0 · |a|2^−(^m+1)^ε,

âő çĺáńő f(α) ĺààăæĺőŋăńìŋő ĺ ďńï ńîąőčő η > η_0 ĺ ŕàőĺğćőńìŋëå

p ∈ Z, q ∈ N, q > q_∗(λ, α, ε, η) áŕàăćěďńĺćë őæěŋłĺ | | |f(α) − p q | | | > q^−1^{−η}.

Ć çăáâŋőň áńãçăě, ŕàĺ λ = 0, ĺňěěň:

C0 = exp { (m + log 8)ε(1 − log ε) + m ( 1 + ε +^{2−(m−1)ε} εm(m−1)! )} .

Őŕĺèěň âěŕěàì łőàőâłő ňěâőď ŋăáâőïéěľ ďĺááěàâăæĺĺ ďńï ĺááńěďőÄ

ćăŋĺï ăàĺäňěâĺçěáłĺå áćőľáâć ğŋăçěŋĺľ E- ĺ G-äãŋłæĺľ, ŋăğćăŋŋëľ

Č.Ć. Ůãďŋőćáłĺň ňěâőďőň \čàăďãĺàőćăŋŋëå ŕàĺąńĺęěŋĺľ Ŕăďě".

Ć łőŋáâàãłæĺĺ Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő áâàőĺâáï (á ŕőňőéìî ŕàĺŋæĺŕă

Ďĺàĺåńě) őďŋă ńĺŋěľŋăï ŕàĺąńĺęăîéăï äãŋłæĺőŋăńìŋăï äőàňă

R(z) = P0(z) + m∑ j=1 P_j(z)f_j(z), P_j ∈ C [z], j = 0, 1, . . . , m,

ă őáâăńìŋëě äőàňë (âăłőčő ęě ćĺďă) ŕőńãçăîâáï ĺğ ŋěě ďĺääěàěŋæĺàőÄ ćăŋĺěň ŕő z á ŕőáńěďãîéĺň ďőňŋőęěŋĺěň ŋă őŕàěďěńěŋŋëľ ćëèě ňŋőÄ čőçńěŋ T (z). Ĺňěŋŋő ć íâőň ňěáâě ĺáŕőńìğãěâáï âőâ äăłâ, çâő áőćőłãŕÄ ŋőáâì äãŋłæĺľ f_1(z), . . . , f_m(z) ãďőćńěâćőàïěâ áĺáâěňě ńĺŋěľŋëå ďĺäÄ äěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ (0.5). Ăàĺäňěâĺçěáłĺě áćőľáâćă łőíääĺæĺÄ ěŋâőć-ňŋőčőçńěŋőć ŕőńãçăîéĺåáï ńĺŋěľŋëå äãŋłæĺőŋăńìŋëå äőàň, ğăÄ ćĺáïéĺě őâ áćőľáâć çĺáńőćëå łőíääĺæĺěŋâőć ć àïďăå Šěľńőàă àăááňăâÄ àĺćăěňëå äãŋłæĺľ, ćňěáâě á ŋěćëàőęďěŋŋőáâìî őŕàěďěńĺâěńï, áőáâăćÄ ńěŋŋőčő ĺğ íâĺå ňŋőčőçńěŋőć, ŕőğćőńïîâ ŕěàěľâĺ ł ńĺŋěľŋëň ŕàĺąńĺÄ ęăîéĺň äőàňăň őâ çĺáěń 1, f_1(α), . . . , f_m(α). Ć ŕàĺňěŋěŋĺĺ ł G-äãŋł-æĺïň ňěâőď Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ŕőğćőńïěâ ŕőńãçăâì ăàĺäňěâĺçěáłĺě àěğãńìâăâë âőńìłő ć âőçłăå, ďőáâăâőçŋő ňăńëå ŕő ňőďãńî. İâő őąáâőïÄ âěńìáâćő áćïğăŋő á âěň, çâő ć çĺáńőćëå ńĺŋěľŋëå ŕàĺąńĺęăîéĺå äőàÄ ňăå őâ ğŋăçěŋĺľ G-äãŋłæĺľ, ŕőáâàőěŋŋëå á ŕőňőéìî íâőčő ňěâőďă, ňăÄ ńőáâì äőàň ďőáâĺčăěâáï ŋě ğă áçěâ ňŋőęĺâěńï 1/ν! ć őąéěň çńěŋě àïďă, łăł ć áńãçăě E-äãŋłæĺľ, ă ğă áçěâ |α|^ν . Łőŋáâàãłæĺĺ \čàăďãĺàőćăŋŋëå ŕàĺąńĺęěŋĺľ Ŕăďě" łăł ŕőâőňłã ňěâőďă Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő ŋě ãďăÄ ěâáï ŕàěőďőńěâì íâőâ ŋěďőáâăâőł. Ŕőíâőňã ć àěğãńìâăâăå ćâőàőľ čńăćë ŕőïćńïěâáï ãáńőćĺě (0.15) ŋă çĺáńő α.

Ŕăàăňěâàăňĺ őŕĺáëćăěňőľ ŋĺęě łőŋáâàãłæĺĺ ïćńïîâáï ŋăâãàăńìÄ ŋëě çĺáńă M, N ĺ (ďőáâăâőçŋő ňăńőě) ćěéěáâćěŋŋőě ε > 0. ŐąőğŋăÄ çĺň çěàěğ —a = (a_1, . . . , a_m) { ŋăąőà ćáŕőňőčăâěńìŋëå ŕěàěňěŋŋëå. Ć ďăńìŋěľèěň ąãďãâ ćáâàěçăâìáï áãňňë, áńăčăěňëě łőâőàëå ŋãňěàãîâáï ňãńìâĺĺŋďěłáăňĺ —κ = (κ_1, . . . , κ_m) ∈ Z^m. Ŕàĺ íâőň ěáńĺ ć ŋěłőâőàőľ áãňňě ŕő —κ ćáâàěâĺâáï áńăčăěňőě åőâï ąë á őďŋőľ łőňŕőŋěŋâőľ κ_j < 0, âő ąãďěň áçĺâăâì íâő áńăčăěňőě őâáãâáâćãîéĺň (àăćŋëň ŋãńî). Ůěàěğ —e_j őąőğŋăçĺň ňãńìâĺĺŋďěłá, ã łőâőàőčő ŋă ňěáâě á ŋőňěàőň j áâőĺâ ěďĺÄ ŋĺæă, ă ŋă őáâăńìŋëå ňěáâăå { ŋãńĺ. Ďńï íłőŋőňĺĺ ňěáâă ć äőàňãńăå ąãďěň ŕĺáăâì: —a^{κ̄} = m∏ j=1 a^{κj}_j ; |—κ| = m∑ j=1 κ_j. Ććěďěň, ŋăłőŋěæ, áńěďãîéĺě ňŋőęěáâćă ňãńìâĺĺŋďěłáőć:

˙ = ˙(m, N) = { —κ : |—κ| ∈ {N − 1, N} } , ^ = ^(m, N) = { —s : |—s| = N } ; ω = Card ˙ = ( N + m − 2 m − 1 ) + ( N + m − 1 m − 1 ) , θ = Card ^ = ( N + m − 1 m − 1 )

(àěğãńìâăâë ő łőńĺçěáâćăå íńěňěŋâőć ć íâĺå ňŋőęěáâćăå áńěďãîâ, ŋăÄ ŕàĺňěà, ĺğ ńěňňë 7 [20, §7 čń.2]). Şŕőàïďőçĺň íńěňěŋâë ňŋőęěáâć˙ ĺ ^ ć ńěłáĺłőčàăäĺçěáłőň ŕőàïďłě, â.ě. ąãďěň čőćőàĺâì, çâő ňãńìâĺÄ ĺŋďěłá —κ ňěŋìèě ňãńìâĺĺŋďěłáă —κ^′ (ğăŕĺáì —κ ≺ —κ^′), ěáńĺ κ_1 = κ^′_1, κ2 = κ^′2, . . . , κ_{j−}1 = κ^′_{j−}1, ŋő κ_j < κ^′_j ďńï ŋěłőâőàőčő j, 1 6 j 6 m. Ŕőď δ_{s̄}0_{,s̄}, —s^′, —s ∈ ^, ąãďěň ŕőŋĺňăâì \őąőąéěŋŋëľ" áĺňćőń Łàőŋěłěàă ňŋőęěáâćă ^, ă ĺňěŋŋő,

δ¯_s0_,¯_s =

1 ŕàĺ —s^′ = —s,

0 ĺŋăçě.

Řăááňăâàĺćăîâáï äőàňë őâ ŕěàěňěŋŋëå a_1, . . . , a_m á äãŋłæĺőŋăńìÄ ŋëňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ ćĺďă

R(z; —a) = ∑ κ̄:|κ̄|=N —a^{κ̄}P_{κ̄}(z) + ∑ κ̄:|κ̄|=N−1 —a^{κ̄}P_{κ̄}(z) m∑ j=1 a_jf_j(z),

P¯_κ(z) ∈ Q [z]. (0.18)

Ŕőáłőńìłã âăłĺě äőàňë őďŋőàőďŋë ĺ ĺňěîâ áâěŕěŋì N, ĺå ňőęŋő ŕàěďÄ áâăćĺâì ć ćĺďě R(z; —a) = ∑ s̄∈Θ —a^{s̄}R_{s̄}(z). (0.19)

Śàăćŋĺćăï łőíääĺæĺěŋâë ŕàĺ —a^{s̄}, —s ∈ ^, ć (0.18) ĺ (0.19), ćëàăğĺň íńěÄ ňěŋâë áâàőłĺ ( R¯_s(z) ) s̄∈Θ çěàěğ íńěňěŋâë áâàőłĺ ( P¯_κ(z) ) κ̄∈Ω.

R¯_s(z) = ∑ κ̄:|κ̄|=N P¯_κ(z)δ¯_{κ,}¯_s + ∑ κ̄:|κ̄|=N−1 P¯_κ(z) m∑ j=1 δ¯_κ+¯_{ej,}¯_sf_j(z), —s ∈ ^, (0.20) ĺńĺ R¯_s(z) = P¯_s(z) + m∑ j=1 P¯_{s−}¯_{ej} (z)f_j(z), —s ∈ ^. (0.21)

Šăłęě, łăł ĺ ć ňěâőďě Ğĺčěńï{Ÿĺďńőćáłőčő, á ŕőňőéìî ŕàĺŋæĺŕă ĎĺÄ àĺåńě ãďăěâáï ŕőáâàőĺâì áőćőłãŕŋőáâì ńĺŋěľŋëå äãŋłæĺőŋăńìŋëå äőàň (0.21) á őæěŋłőľ deg P_{κ̄} < M, —κ ∈ ˙, ŋă áâěŕěŋĺ ćåőďïéĺå ć ŋĺå ňŋőčőçńěŋőć (ĺ, łàőňě âőčő, á ŋěłőâőàőľ őæěŋÄ łőľ ĺå ćëáőâ) âăłãî, çâő

ord_{z=0} R_{s̄}(z) ¿ [ (ω − ε)M θ ] = [( 2 − m − 1 N + m − 1 − ε θ ) M ] , —s ∈ ^.

Šěŕěàì ŕàĺňěŋěŋĺě ł äőàňăň ćĺďă (0.18) ďĺääěàěŋæĺăńìŋőčő őŕěàăâőàă

D = ∂ ∂z − m∑ j=1 (_m ∑ l=1 Q_{lj}(z)a_l ) ∂ ∂a_j , (0.22) áćïğăŋŋőčő á áĺáâěňőľ ďĺääěàěŋæĺăńìŋëå ãàăćŋěŋĺľ (0.10), á ŕőáńěďãÄ îéĺň ďőňŋőęěŋĺěň ŋă ňŋőčőçńěŋ T (z) ŕěàěćőďĺâ ĺå ć äőàňë âőčő ęě ćĺďă á ďàãčĺňĺ łőíääĺæĺěŋâăňĺ-ňŋőčőçńěŋăňĺ P_{κ̄}(z), —κ ∈ ˙. İâő őąÄ áâőïâěńìáâćő áćïğăŋő áő áńěďãîéĺň ŕàőáâëň áćőľáâćőň őŕěàăâőàă D:

D m∑ j=1 a_jf_j(z) = m∑ l=1 a_lQ_l0(z). (0.23)

Šăłĺň őąàăğőň, ŕő őďŋőľ ŕőáâàőěŋŋőľ äőàňě ćĺďă (0.18) ãďăěâáï ŕőÄ áâàőĺâì æěńëľ ŋăąőà âăłĺå äőàň. Ŋăĺąőńěě âàãďŋëň ňőňěŋâőň ňěâőďă ïćńïěâáï ďőłăğăâěńìáâćő ŋěćëàőęďěŋŋőáâĺ äãŋłæĺőŋăńìŋőčő őŕàěďěÄ ńĺâěńï, áőáâăćńěŋŋőčő ĺğ łőíääĺæĺěŋâőć-ňŋőčőçńěŋőć íâĺå äőàň. Ďńï ěčő ŕàěőďőńěŋĺï ĺááńěďãîâáï áćőľáâćă ňăâàĺæë ŕěàěåőďă őâ áâàőłĺ ňŋőÄ čőçńěŋőć ( P¯_κ(z) ) κ̄∈Ω ł áâàőłě ńĺŋěľŋëå äőàň ( R¯_s(z) ) s̄∈Θ, ă âăłęě ĺáÄ

ŕőńìğãěâáï âěåŋĺçěáłĺľ ăŕŕăàăâ ďńï őæěŋłĺ ŕőàïďłă ŋãńï ňŋőčőçńěŋőć őâ z, f_1(z), . . . , f_m(z), àăğàăąőâăŋŋëľ đ.Ć. Ŋěáâěàěŋłő ć [9], [10] ĺ ďàãÄ čĺå àăąőâăå. Ğăłńîçĺâěńìŋăï çăáâì ďőłăğăâěńìáâć âěőàěň 1 ĺ 3 ŕàőÄ ćőďĺâáï ŕő ďćãň àăğńĺçŋëň áåěňăň: âàăďĺæĺőŋŋőľ áåěňě ňěâőďă ĞĺčěÄ ńï{Ÿĺďńőćáłőčő (áň., ŋăŕàĺňěà, ńěňňã 17 [20, §11 čń.3]) ĺ ĺáŕőńìğőćăÄ ŋĺî ŕàĺąńĺęěŋĺľ Ŕăďě ćâőàőčő àőďă.

Őâňěâĺň, çâő ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěň 1{3 ŕàőćőďïâáï ďńï äĺłáĺàőÄ ćăŋŋőčő l = l^∗, 1 6 l^∗ 6 m.

Őáŋőćŋëě àěğãńìâăâë íâőľ ďĺááěàâăæĺĺ őŕãąńĺłőćăŋë ć àăąőâăå [5], [6].

Ăćâőà ćëàăęăěâ čńãąőłãî ŕàĺğŋăâěńìŋőáâì đ.Ć. Ŋěáâěàěŋłő ğă ĺŋÄ âěàěáŋãî âěňã ĺ ąőńìèőě ćŋĺňăŋĺě, őłăğăŋŋőě ŋăáâőïéěľ àăąőâě.