Ďĺőäăŋâőćë ŕàĺąńĺęěŋĺï

ŞĎŁ 511

Ő ŕőłăğăâěńìŋëå áàăćŋěŋĺïå

Ă. Ÿĺŋæěńì

İâă áâăâìï łăáăěâáï àăááňőâàěŋŋëå ć ŕőáńěďŋěě ćàěňï ğăďăç ő ŕőÄ łăğăâěńìŋëå áàăćŋěŋĺïå, ŕěàćăï ĺğ ŋĺå ĺğãçăńăáì Ś. Łőààăńěğ ŘőďÄ àĺčăŋěğ ĺ Ř. Śåőäőň, ćâőàăï | Ś.Ŕ. Šãŋčőň.

Ąĺąńĺőčàăäĺï: 4 ŋăğćăŋĺï.

Łőààăńěğ Řőďàĺčăŋěğ ĺ Śåőä [1] ďőłăğăńĺ áńěďãîéěě ãâćěàęďěŋĺě. Ŕãáâì K | ăńčěąàăĺçěáłőě çĺáńőćőě ŕőńě ĺ α, β ∈ K^∗ . Ěáńĺ ďńï ŕőçâĺ ćáěå ŕàőáâëå ĺďěăńőć ℘ ĺğ K ĺ ďńï ćáěå ŋăâãàăńìŋëå n ĺğ α^n ≡ 1 (mod ℘) áńěďãěâ β^n ≡ 1 (mod ℘), âő β = α^e, e ∈ Z (\ŕőçâĺ ćáě" ğďěáì ĺ ć ďăńìŋěľèěň ŕőŋĺňăîâáï łăł ćáě ğă ĺáłńîçěŋĺěň ňŋőęěáÄ âćă á ŋãńěćőľ ŕńőâŋőáâìî Ďĺàĺåńě).

İâő ãâćěàęďěŋĺě ąãďěâ őąőąéěŋő áńěďãîéĺň őąàăğőň.

Šěőàěňă 1. Ŕãáâì K | ăńčěąàăĺçěáłőě çĺáńőćőě ŕőńě, α_1, . . . , α_k;

β1, . . . , β_k ∈ K^∗ . Ěáńĺ ďńï ŕőçâĺ ćáěå ŕàőáâëå ĺďěăńőć ℘ ĺğ K ĺ ćáěå æěńëå n_1, . . . , n_k ĺğ k∏ i=1 α^ni_i ≡ 1 (mod ℘) áńěďãěâ k∏ i=1 β^ni_i ≡ 1 (mod ℘), (1) âő α_i = β^e_i (1 6 i 6 k), e ∈ Z.

Ěáńĺ φ ∈ Q(t) \ Q[t], âő áãéěáâćãěâ ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï P âăłăï, çâő φ(n) /∈ Z ďńï n ∈ P (áň. [3, ńěňňă ł âěőàěňě 36, p. 195]). Ć ŕěÄ àěŕĺáłě á ăćâőàőň Ś.Ŕ. Šãŋč ŕőáâăćĺń ćőŕàőá, ćëŕőńŋïěâáï ńĺ ŕőďőąŋőě ãâćěàęďěŋĺě ďńï f(t)2^F (^t) + g(t) h(t) , ĺ íâőâ ćőŕàőá ąëń àăáŕàőáâàăŋěŋ Ę.-Ń. Ŋĺłőńï ŋă ćëàăęěŋĺï âĺŕă f(t)a^F (^t) + g(t)b^G(^t) h(t) . Őâćěâ ďăěâ áńěďãîéăï © Ă. Ÿĺŋæěńì 1996

Šěőàěňă 2. Ŕãáâì f, g, h, F, G ∈ Z[t], (f, g, h) = 1, h /∈ Z, a, b ∈ N,

ŕàĺçěň a^{F (n)}b^{−G(n)} ŋě ïćńïěâáï ŕőáâőïŋŋőľ ďńï n ∈ Z. Šőčďă áãÄ éěáâćãěâ ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï P âăłăï, çâő ďńï ćáěå n ∈ P f(n)a^F (^n) − g(n)b^G(^n) h(n) /∈ Z. (2) Šěőàěňă 1 ïćńïěâáï ŋěŕőáàěďáâćěŋŋëň áńěďáâćĺěň áńěďãîéĺå ďćãå ńěňň.

Ńěňňă 1. Ŕãáâì a, b ∈ Z^k, n ∈ N. Ěáńĺ ďńï ćáěå x ∈ Z^k ĺğ ax ≡ 0

(mod n) áńěďãěâ bx ≡ 0 (mod n), âő b ≡ ae (mod n), e ∈ Z.

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő çăáâŋëľ áńãçăľ ńěňňë 2 ĺğ [2]. Ńěňňă 2. Ŕãáâì [K : Q] < ∞, α_1, . . . , α_k; β_1, . . . , β_k ∈ K^∗ . Ěáńĺ

áĺáâěňă áàăćŋěŋĺľ α^x_i ≡ β_i (mod ℘) (1 6 i 6 k) àăğàěèĺňă ďńï ŕőçâĺ ćáěå ŕàőáâëå ĺďěăńőć ℘ ĺğ K , âő áőőâćěâÄ áâćãîéăï áĺáâěňă ãàăćŋěŋĺľ àăğàěèĺňă ć æěńëå àăæĺőŋăńìŋëå çĺáÄ ńăå.

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő áńěďáâćĺě 1 ĺğ [4].

Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 1. Ŕãáâì g | ŕěàćőőąàăğŋëľ łőàěŋì ŕő

ŕàőáâőňã ĺďěăńã ℘ ĺ ind_g α | ĺŋďěłá α őâŋőáĺâěńìŋő g, őŕàěďěńěŋŋëľ ŕő mod φ(℘), čďě φ | äãŋłæĺï İľńěàă. Ěáńĺ ord_℘ α_i = ord_℘ β_i = 0

(1 6 i 6 k), âő ĺğ (1) áńěďãěâ, çâő

ěáńĺ k∑ i=1 n_i ind_g α_i ≡ 0 (mod φ(℘)),

âő k∑ i=1 n_i ind_g β_i ≡ 0 (mod φ(℘)),

ŕőíâőňã ŕő ńěňňě 1 ind_g β_i ≡ e_℘ ind_g α_i (mod φ(℘)), čďě e_℘ ∈ Z. Šăłĺň őąàăğőň, β_i ≡ α^e˝_i (mod ℘) (1 6 i 6 k) ĺ β_i = α^e_i (1 6 i 6 k), e ∈ Z, ŕő ńěňňě 2.

Ďńï ďőłăğăâěńìáâćă âěőàěňë 2 ŋăň ŕőâàěąãîâáï ěéě âàĺ ńěňňë.

Ńěňňă 3. Ŕãáâì q | ŕàőáâőě çĺáńő, [K : Q] < ∞, A, B ∈ K^∗ . ĚáÄ

ńĺ ďńï ŕőçâĺ ćáěå ŕàőáâëå ĺďěăńőć ℘ ĺğ K ĺğ àăğàěèĺňőáâĺ áàăćÄ ŋěŋĺï x^q ≡ A (mod ℘) áńěďãěâ àăğàěèĺňőáâì ć K áàăćŋěŋĺï x^q ≡ B (mod ℘), âő B = A^r`^q, čďě r ∈ Z, ` ∈ K^∗ . (3)

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő çăáâŋëľ áńãçăľ âěőàěňë 1 ĺğ [2]. Ńěňňă 4. Ěáńĺ h, F, G ∈ Z[t], h ŋěŕàĺćőďĺň ŋăď Q; a, b, C ∈ N ĺ

a^F (^n) ≠ b^G(^n) ďńï ŋěłőâőàőčő n ∈ Z, âő áãéěáâćãěâ ăàĺäňěâĺçěáÄ łăï ŕàőčàěááĺï P âăłăï, çâő ďńï ńîąőčő n ∈ P C a^F (^n) − b^G(^n) h(n) /∈ Z. (4) Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň áŋăçăńă áńãçăľ, łőčďă a ĺ b ňãńìâĺÄ

ŕńĺłăâĺćŋő ğăćĺáĺňë. Šőčďă áãéěáâćãîâ c ∈ N ĺ α, β ∈ N ∪ {0} âăłĺě, çâő c ŋě ïćńïěâáï âőçŋőľ áâěŕěŋìî çĺáńă ĺğ N ĺ

a = c^α, b = c^β. (5)

Ŕãáâì h(v) = 0, K = Q(v), d = [K : Q]. (6)

Ŕőáłőńìłã a^{F (n)} ≠ b^{G(n)} ďńï ŋěłőâőàőčő n ∈ Z, âő αF − βG ≠ 0. ŔőíÄ âőňã áãéěáâćãîâ æěńőě çĺáńő n_1 ĺ ŕàőáâőě q_1 > d âăłĺě, çâő

αF (n1) − βG(n1) ≢ 0 (mod q1). (7)

Ŕőńőęĺň ć ńěňňě 3 q = q_1, A = 1, B = c. Řăćěŋáâćő (3) ŋě ňőęěâ ćëÄ ŕőńŋïâìáï, ŕőáłőńìłã çĺáńő ` ć (3) ďőńęŋő ĺňěâì áâěŕěŋì q_1 ĺ ŕőíâőňã ć áĺńã (6) d ¿ q_1, çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã q_1. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő ńěňňě 3 áãéěáâćãěâ ŕàőáâőľ ĺďěăń ℘_1 ŕěàćőľ áâěŕěŋĺ ĺğ K , łőâőàëľ ŋě ďěńĺâ ŋĺ cCq1, ŋĺ ğŋăňěŋăâěńì çĺáńă v ĺ ďńï łőâőàőčő áàăćŋěŋĺě x^{q1} ≡ c (mod ℘1) ŋěàăğàěèĺňő ć K . Ňë ĺňěěň: v ≡ m_1 (mod ℘_1), m_1 ∈ Z. Řăááňőâàĺň ăàĺäňěâĺçěáłãî ŕàőčàěááĺî P1 = {n ∈ Z, n ≡ n1 (mod q1), n ≡ m1 (mod p1)}, čďě p_1 | ŕàőáâőě çĺáńő, ďěńïéěěáï ŋă ℘_1. Ěáńĺ n ∈ P_1 ĺ ŋě ćëŕőńŋïěâÄ áï (4), âő ňë ĺňěěň:

h(n) ≡ h(v) ≡ 0 (mod ℘1), ŕőíâőňã ć áĺńã (5)

c^{αF} (^n)^{−βG}(^n) ≡ 1 (mod ℘1),

ĺ, ććĺďã (7), αF (n) − βG(n) ≢ 0 (mod q1). Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï ŋěłőâőàëå æěńëå ξ, η

1 = q_1ξ − ( αF (n) − βG(n) ) η ĺ c ≡ (c^ξ)^{q1} , çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã ℘_1.

Řăááňőâàĺň âěŕěàì áńãçăľ, łőčďă a ĺ b ňãńìâĺŕńĺłăâĺćŋő ŋěğăćĺáĺÄ ňë. Ŕãáâì a = k∏ i=1 p^αi_i , b = k∏ i=1 p^βi_i ,

čďě p_i | àăğńĺçŋëě ŕàőáâëě çĺáńă ĺ α_i, β_i ∈ N ∪{0} (1 6 i 6 k). Ćěłâőàă [α_1, . . . , α_k], [β_1, . . . , β_k] ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺáĺňë, ŕőíâőňã, ŕěàěŋãňěàőćëćăï ĺå łőňŕőŋěŋâë, ěáńĺ íâő ŋěőąåőďĺňő, ňë ňőęěň ŕőńăčăâì, çâő D = α1β2 − α2β1 ≠ 0. Ŕőáłőńìłã a^{F (n)} ≠ b^{G(n)} ďńï ŋěłőâőàőčő n ∈ Z, âő ąěğ őčàăŋĺçěŋĺï őąéÄ ŋőáâĺ ňë ňőęěň ŕőńăčăâì, çâő G ≠ 0. Ŕőíâőňã áãéěáâćãîâ æěńőě çĺáńő n2 ĺ ŕàőáâőě q2 > d âăłĺě, çâő

G(n2) ≢ 0 (mod q2), q2 - D. (8)

Ćőğìňěň ć ńěňňě 3 q = q_2, A = a, B = b. Řăćěŋáâćő (3) ŋě ňőęěâ ćëÄ ŕőńŋïâìáï á ` ∈ Q, âăł łăł ĺğ íâőčő áńěďőćăńő ąë, çâő q_2 | D, ŕőíâőňã çĺáńő `, ãďőćńěâćőàïîéěě (3), ďőńęŋő ĺňěâì áâěŕěŋì q_2, ă âőčďă, ććĺÄ ďã (6), d ¿ q_2 ćőŕàěłĺ ćëąőàã q_2. Śńěďőćăâěńìŋő, ŕő ńěňňě 3 áãéěáâćãěâ ŕàőáâőľ ĺďěăń ℘_2 ŕěàćőľ áâěŕěŋĺ ć K , ŋě ďěńïéĺľ ŋĺ Cabq_2, ŋĺ ğŋăňěÄ ŋăâěńì çĺáńă v âăłőľ, çâő áàăćŋěŋĺě x^{q2} ≡ a (mod ℘_2) àăğàěèĺňő ć K , ŋő x^{q2} ≡ b (mod ℘_2) ŋěàăğàěèĺňő. Ŕãáâì v ≡ m_2 (mod ℘_2), m_2 ∈ Z. Řăááňőâàĺň ăàĺäňěâĺçěáłãî ŕàőčàěááĺî P2 = {n ∈ Z, n ≡ n2 (mod q2), n ≡ m2 (mod p2)}, čďě p_2 | ŕàőáâőě çĺáńő, ďěńïéěěáï ŋă ℘_2. Ěáńĺ n ∈ P_2 ĺ ŋě ćëŕőńŋïěâÄ áï (4), âő h(n) ≡ h(v) ≡ 0 (mod ℘2), ŕőíâőňã a^F (^n) ≡ b^G(^n) (mod ℘2),

ĺ ć áĺńã (8) G(n) ≢ 0 (mod q_2). Śńěďőćăâěńìŋő, ďńï ŋěłőâőàëå æěńëå ξ ĺ η 1 = q_2ξ − G(n)η. Ă ŕőáłőńìłã a ≡ a^{q2}_2 (mod ℘_2), a_2 ∈ K , âő

b = b^{q2ξ−G}(^n)^η ≡ ( b^ξa^{−F} (^n) 2 )_{q2} (mod ℘_2),

çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã ℘_2.

Ńěňňă 5. Ŕãáâì [K : Q] < ∞, α_1, α_2, β ∈ K^∗ . Šőčďă, ěáńĺ áàăćŋěÄ

ŋĺě α^{x1}_1 α^{x2}_2 ≡ β (mod ℘) àăğàěèĺňő ďńï ŕőçâĺ ćáěå ŕàőáâëå ĺďěăńőć ℘ ĺğ K , âő áőőâćěâáâćãîéěě ãàăćŋěŋĺě àăğàěèĺňő ć æěńëå àăæĺőÄ ŋăńìŋëå çĺáńăå.

Ďőłăğăâěńìáâćő. İâő çăáâŋëľ áńãçăľ âěőàěňë 2 ĺğ [2]. Ďőłăğăâěńìáâćő âěőàěňë 2. Ďőáâăâőçŋő àăááňőâàěâì áńãçăľ,

łőčďă h ŋěŕàĺćőďĺň ŋăď Q ĺ ŕàĺňĺâĺćěŋ. Śńãçăľ h | fg âàĺćĺăńěŋ, ŕőÄ íâőňã ŕőńăčăěň, çâő h - fg. Śŋőćă őŕàěďěńĺň v, K ĺ d ŕőáàěďáâćőň (6). Řăááňőâàĺň ďćă áńãçăï.

Śńãçăľ 1. g(v) f(v) = a^kb^{−l}, k, l ∈ Z. Śńãçăľ 2. g(v) f(v) ≠ a^kb^{−l}, k, l ∈ Z. 1. Ć íâőň áńãçăě h(t) | f(t)a^k − g(t)b^l, ĺ, ŕőáłőńìłã ňŋőčőçńěŋ h ŕàĺÄ ňĺâĺćŋëľ, âő ďńï ćáěå n ∈ Z

h(n) | a^− min^{0^{,k}}b^− min^{0^{,l}} ( f(n)a^k − g(n)b^l ) . Ěáńĺ (2) ŋě ćëŕőńŋïěâáï, âő h(n) | ( f(n), h(n) ) a^− min^{0^{,k}}b^− min^{0^{,l}} ( a^F (^n)b^l − a^kb^G(^n) ) . Ďăńěě ( f(n), h(n) ) | R, čďě R | àěğãńìâăŋâ f ĺ g ĺ, âăł łăł h - f, âő R ≠ 0. Şâćěàęďěŋĺě âěőàěňë áńěďãěâ ĺğ ńěňňë 4, ěáńĺ ćğïâì ć ŋěľ C = a^{k−}min^{0^{,k}}b^{l−}min^{0^{,l}}|R| ĺ ğăňěŋĺâì F ŋă F − k, ă G ŋă G − l.

2. Ć íâőň áńãçăě ŕő ńěňňě 5 áãéěáâćãěâ ć K ŕàőáâőľ ĺďěăń ℘_0 ŕěàćőľ áâěŕěŋĺ, ŋě ďěńïéĺľ ğŋăňěŋăâěńì v, âăłőľ, çâő ďńï ćáěå x, y ∈ Z ćëŕőńÄ ŋěŋő f(v)a^x − g(v)b^y ≢ 0 (mod ℘_0).

Ŕãáâì v ≡ m_0 (mod ℘_0) ĺ

P0 = {n ∈ Z : n ≡ m0 (mod p0)},

čďě p_0 | ŕàőáâőě çĺáńő, ďěńïéěěáï ŋă ℘_0. Ěáńĺ n ∈ P_0 ĺ ŋě ćëŕőńŋïěâÄ áï (2), âő ňë ĺňěěň: h(n) ≡ h(m0) ≡ h(v) ≡ 0 (mod ℘0), ŕőíâőňã

f(v)a^F (^n) − g(v)b^G(^n) ≡ f(n)a^F (^n) − g(n)b^G(^n) ≡ 0 (mod ℘0),

çâő ŕàőâĺćőàěçĺâ ćëąőàã ℘_0.

Ğăňěçăŋĺě. Ŕàĺ ŕőňőéĺ ŋěáłőńìłő ąőńěě áńőęŋëå àăááãęďěŋĺľ ňë

ňőęěň ďőłăğăâì áńěďãîéěě őąőąéěŋĺě âěőàěňë 2.

Ŕãáâì [K : Q] < ∞, f, g, h ∈ K [t], (f, g, h) = 1, h /∈ K , F, G ∈ Q[t] | æěńőğŋăçŋëě ňŋőčőçńěŋë, α, β ∈ K^∗ , α^{F (n)}β^{−G(n)} ŋě ŕőáâőïŋŋő ŕàĺ n ∈ Z. Šőčďă áãéěáâćãěâ ăàĺäňěâĺçěáłăï ŕàőčàěááĺï P âăłăï, çâő ďńï ńîąëå n ∈ P f(n)α^F (^n) − g(n)β^G(^n) h(n) ŋě ïćńïîâáï æěńëňĺ ć K .

Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk

Ŕőáâãŕĺńő 01.09.94

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë

[1] Corralez Rodrigánbez C., Schoof R. The support problem and its elliptic anaÄ logue // J. Number Th. (to appear).

[2] Schinzel A. On power residues and exponential congruences // Acta Arith.

1975. V. XXVII. P. 397{420.

[3] Schinzel A. Selected topics on polynomials: Ann Arbor, 1982. [4] Schinzel A. Systems of exponential congruences // Demonstratio Math. 1985.

V. 18. P. 377{394.