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Abstract

Dit onderzoek richt zich op het integreren van abstract redeneren en bewijzen in
de wiskunde in het voortgezet onderwijs. Door middel van interactieve dialogen
en het verkennen van Eulercykels in de grafentheorie, willen we het begrip van
bewijsvoering onder derde klas gymnasium leerlingen vergroten. Het onderzoek
bestaat uit twee lessen, waarbij de leerlingen kennismaken met grafentheorie
en vervolgens in groepjes over Eulers stelling over Eulergrafen redeneren. De
geluidsopnames van de klassikale dialogen worden geanalyseerd met behulp van
het model van Toulmin. Onze bevindingen tonen aan dat leerlingen in staat zijn
tot bewijzen en het ontwikkelen van redeneervaardigheden, maar dat er ruimte is
voor groei in kritisch denken en het gebruik van formele taal in het bewijsproces.
Dit onderzoek benadrukt het belang van bewijsvoering in het wiskundeonderwijs
op het voortgezet niveau en suggereert mogelijkheden voor verdere integratie van
argumentatie in het onderwijs van bewijsvoering.
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1 Inleiding

In Nederland is wiskunde een essentieel vak in het voortgezet onderwijs. Dit
belang wordt benadrukt in de visie van de NVvW (Nederlandse Vereniging van
Wiskundeleraren) in | Wiskunde in het VO| (2019).

Wiskunde is en blijft in het voortgezet onderwijs een kernvak van-
wege haar waarde voor persoonlijke vorming, voor maatschappelijke
toerusting en voor de wvoorbereiding op andere disciplines, vervolgo-
pleidingen en beroepen. ... Wiskunde heeft een vormende waarde door
haar rigke verbinding met geschiedenis en cultuur en door het stim-
uleren van mieuwsgierigheid en de probleemoplossende houding.
Wiskunde is funderend: zij legt patronen bloot door logisch redeneren
en creéert daarbij inzichten die los van elke context geldig zijn.

Echter, op universitair niveau verschuift de nadruk van een meer toepassings-
gerichte wiskunde naar wat we meta-wiskunde kunnen noemen. Zoals beschreven
door Imre Lakatos in zijn werk Proofs and Refutations (Lakatos |1976), is dit

een abstractie van wiskunde waarin wiskundige theorieén worden ver-
vangen door formele systemen, bewijzen door bepaalde sequenties van
goed gevormde formules, definities door afkortingsmiddelen’ die 'the-
oretisch overbodig’ zijn maar 'typografisch handig’.

Om deze visie van abstracte wiskunde te realiseren, is een zekere mate van
bewijsvoering onvermijdelijk. Hoe kan er anders beweerd worden dat bepaalde
wiskundige concepten los van elke context geldig ziyn? Dit roept de vraag op
hoe we dit concept van abstract redeneren en bewijzen kunnen integreren in het
voortgezet onderwijs.

Voor 2017 was wiskundig bewijzen een belangrijk onderdeel van het havo-
en vwo-wiskunde B curriculum. Het domein ’Gb: Voortgezette meetkunde’
uit het examenprogramma van 2007 legde de nadruk op redeneren, bewijzen
en constructie in de Euclidische meetkunde. Echter, in het nieuwe examen-
programma van 2015 werd dit domein vervangen door "E: Meetkunde met coor-
dinaten’, dat gericht is op algebraische methoden en technieken in de analytische
meetkunde (College van Toetsen en Examens vwo, havo, vmbo|2015). Hiermee
is een algebraische invalshoek van meetkunde gekomen, waarbij de nadruk ligt
op het aanleren van algebraische vaardigheden in plaats van het ontwikkelen van
redeneer- en bewijsvaardigheden.

Uit onderzoek blijkt dat bewijsvoering belangrijk is voor het ontwikkelen
van handvaten, methodes en strategieén voor het oplossen van problemen (Rav
1999). In plaats van te kijken naar de rol van de docent of de lesmethode (A. J.
Stylianides 2014 Oosterom [2018]), richt dit onderzoek zich op de communicatie
tussen leerlingen tijdens bewijzen. Door dit te doen komen we dicht bij het
denkproces van de leerling en kunnen we een inzicht krijgen in hoe een bewijs
ontstaat en gecommuniceerd wordt. Geinspireerd door het boek Proofs and
Refutations van Lakatos (1976|) willen we nagaan hoe het betrekken van leerlingen



in interactieve dialogen hun begrip van bewijsvoering kan vergroten. Dit willen
we gaan doen aan de hand van Eulercykels in de grafentheorie.

Ons doel is om leerlingen aan te moedigen wiskundige stellingen te verkennen
en te bespreken. Dit zal niet alleen hun begrip van de wiskunde verbeteren,
maar ook hun vaardigheden op het gebied van probleemoplossing en redeneren
versterken (A. J. Stylianides [2007), wat van cruciaal belang is voor hun succes
in het hoger onderwijs (Wiskunde in het VO|[2019).

In de volgende hoofdstukken zullen we dieper ingaan op de methoden en
strategieén die in ons onderzoek worden gebruikt, de resultaten van onze klas-
sikale dialogen delen en onze bevindingen en inzichten over de effectiviteit van
deze aanpak presenteren. Bovendien zullen we de implicaties van ons onderzoek
voor het wiskundeonderwijs bespreken.



2 Literatuur onderzoek

2.1 Bewijzen in het onderwijs

Er zijn veel studies gedaan naar wiskundedidactiek. Sommige richten zich meer
op de docent, ander op de leerling en weer andere op de lesstof. In 2023 hebben
Stylianides et al. (2023) een review geschreven over 103 papers die geschreven
zijn die specifiek over bewijs of bewijzen gaan. Hierin is er gekeken naar de be-
langrijkste focus van de paper; teacher, student of content (Teacher (T), Student
(S) en Content (C)). Ze hebben onderscheid gemaakt tussen zeven verschillende
categorieén (T, S, C, TS, SC, TC, TSC). (Stylianides et al. |2023)). Hieruit werd
duidelijk dat meeste studies zich richten op de relatie tussen de leerling en de
lesstof (SC). Onderzoek waar de focus alleen op de docent, leerling of lesstof ligt,
is lastig. Dit komt doordat het onderwijs een samenspel is van zowel docent,
leerling als lesstof. Ons onderzoek richt zich voornamelijk op de leerlingen, maar
gezien het feit dat we dit doen in de context van Eulercykels in de grafentheorie
zou ons onderzoek het beste ingedeeld kunnen worden in de categorie CS.

De waarde van bewijsvoering wordt zichtbaar door de vele studies die er-
naar gedaan zijn. Uit deze studies blijkt dat, ondanks een toename van de
aandacht voor bewijsvoering in het onderwijs, leerlingen van alle leeftijden het
een uitdagend onderwerp vinden om goed te beheersen (G. Stylianides et al.
2017; Tye G. Campbell [2021; Brown 2018). Bovendien is vastgesteld dat veel
leerlingen geen helder begrip hebben van wat wiskundig bewijzen of redeneren
precies inhoudt (Oosterom [2018). Desondanks zijn redeneervaardigheden van
cruciaal belang voor het begrijpen van wiskundige concepten (Eric Knuth et al.
2019). Om wiskunde volledig te begrijpen, is argumentatie nodig om logisch te
beoordelen of vermoedens waar zijn. Redeneervaardigheden vormen de sleutel
tot het vinden en verklaren van stellingen die los van elke context geldig zijn
(Hanna 2000; Thurston |1994)). Door het proces van bewijsvoering kunnen nieuwe
resultaten worden ontdekt of nieuwe strategieén worden gevonden om problemen
op te lossen.

De NVvW geeft aan dat leerlingen gedurende hun hele onderwijstijd gecon-
fronteerd zouden moeten worden met bewijsvoering/logisch redeneren. Onder-
zoek duidt erop dat leerlingen tussen vijf en zeven jaar oud al kunnen argu-
menteren over wiskundige stellingen (Blanton et al. 2022). Een belangrijk gemis
in het onderwijs is echter de manier waarop dit gegeven wordt. Veel denkstappen
worden gegeven zonder de leerlingen dit zelf te laten bedenken. Voorbeelden zijn
erg belangrijk in het begrijpen van een probleem (E. Knuth et al. 2020)).

... bewigsgerelateerde activiteiten kunnen niet alleen een dieper begrip
van een vermoeden verschaffen, maar ook inzicht in de ontwikkeling
van een bewijs.

Helaas is een van de conclusies dat het geven van voorbeelden die redeneer-
vaardigheden activeren erg lastig kan zijn. Docenten en lesmethoden geven vaak
voorbeelden die de stappen van het oplossen van een probleem voorzeggen. Dit
heeft als gevolg dat leerlingen niet geactiveerd worden om zelf na te denken over
het vinden van een oplossing.



2.2 Wiskundig bewijzen

Bij het woord bewijzen kan men verschillende opvattingen hebben. Ten eerste is er
een verschil tussen bewijzen (werkwoord) en bewijzen (zelfstandig naamwoord).
Het werkwoord betekent iets als: het aantonen dat iets juist of waar is. Het
zelfstandig naamwoord is het product van het werkwoord bewijzen: dat waarmee
onweerlegbare juistheden worden aangetoond. Wanneer we dieper ingaan op het
werkwoord zien we weer verschillende opvattingen, namelijk een formele of een
informele kijk op bewijzen.

We zouden wiskundig bewijzen als volgt kunnen definiéren. Namelijk dat men
systematisch axioma’s of eerder bewezen theorieén toepast om tot een onweerleg-
bare conclusie te komen met betrekking tot een specifieke stelling of propositie.
Om dergelijke bewijzen toegankelijk te maken voor anderen wiskundigen, is een
specifieke taal vereist.

Aan het begin van de 20e eeuw ontwikkelde de Duitse wiskundige David
Hilbert een systeem van axioma’s en regels om deductieve bewijzen in de wiskunde
te formaliseren. Dit systeem werd formeel geintroduceerd in Grundzige der
theoretischen Logik (Principles of Mathematical Logic) (Hilbert 1928) en staat
bekend als eerste-orde-logica of predicatenlogica. Hilbert probeerde een rigoureuze
basis te creéren voor de wiskunde, waarbij alle wiskundige stellingen kunnen
worden afgeleid van een beperkt aantal axioma’s en regels voor logisch redeneren.

Hilberts benadering wordt vaak beschouwd als de gestandaardiseerde metho-
de waarop wiskundigen bewijzen formeel leveren. Hierbij worden bewijzen staps-
gewijs opgebouwd uit logische regels of eerder bewezen stellingen. Deze methode
biedt de precisie die we in de wiskunde verlangen.

De keerzijde van Hilberts systeem is dat het formele karakter beginners kan
ontmoedigen om door te gaan met wiskunde. Het kan moeilijk zijn om te
begrijpen waarom een dergelijke formeel bewijs nodig is en waarom de nadruk
niet meer gelegd wordt op het informele denkproces die eraan voorafgaat. Dit
denkproces is uiteindelijk waar het allemaal begint. Hoe kunnen we leerlingen
helpen om eerst intuitief tot een bewijs te komen voordat ze zich verdiepen in
formele wiskundige notatie en deductieve redenering? Daarnaast ligt de uitdaging
op hoe we kunnen toetsen of de intuitie aanwezig is bij de leerlingen.

In 2019 heeft de ICMI (International Commission of Mathematical Intro-
duction) onderzoek gedaan naar struikelblokken rondom het onderwijzen van
bewijzen. In een van de artikelen (Villiers and Hanna 2012) staat dat ze begrijpen
dat

een gangbare opuatting bewijs/bewijzen beschouwt als niets meer
dan een ononderbroken reeks stappen die leiden tot een noodzakelijke
conclusie, waarbij elke stap een toepassing is van de waarheidsbe-
houdende regels van de logica.

Dit perspectief benadrukt de formele, deductieve benadering van bewijzen, zoals
die wordt weergegeven in eerste-orde-logica. Voor hun onderzoek hebben Villiers
and Hanna (2012) een breder begrip van bewijs voorgesteld, namelijk als:



een reeks ideeén en inzichten in plaats van een opeenvolging van formele
stappen.

Dit bredere perspectief erkent dat wiskundige bewijzen vaak beginnen met in-
tuitieve inzichten en ideeén, en pas later worden geformaliseerd met behulp van
‘eerste-orde-logica’.

Dit bredere begrip erkent ook dat bewijsvoering een dynamisch proces is,
waarbij ideeén evolueren en verfijnen naarmate men dieper in een wiskundig
probleem duikt. Het bouwt voort op de kritiek die Lakatos benadrukte in
zijn werk Proofs and Refutations (Lakatos 1976)). Hier maakt hij duidelijk dat
wiskunde meer is dan een reeks van Euclidische gevolgtrekkingen waarvan de
inhoud zorgvuldig is gedefinieerd om precisie te waarborgen. Hij beweert dat deze
onweerlegbare uitspraken eerder conclusies zijn van een dialectisch proces van
verfijning waarin concepten (eerst) slecht gedefinieerd en ambigu zijn. Het bewijs
en de concepten worden tegelijkertijd exacter gemaakt, waarbij tegenargumenten
een grote rol spelen.

Fischbein (1987) geeft ook aan dat taal een barriére kan zijn voor leerlingen
om tot een formeel bewijs te komen. Hij legt uit dat dit niet hoeft te betekenen
dat een leerling de intuitieve kennis mist of de afzonderlijke stappen van het
bewijs niet begrijpt, maar dat taal een belangrijk element is van bewijzen.

De mentale ‘objecten’ (concepten, operaties, uitspraken) moeten een
soort intrinsieke consistentie en direct bewijs krijgen, vergelijkbaar
met die van echte, externe, materiéle objecten en gebeurtenissen, als
het redeneerproces een werkelijk productieve activiteit moet zijn. Fen
intuitie is dan een idee dat de twee fundamentele eigenschappen van
een concrete, objectief gegeven realiteit bezit; onmiddellijkheid - dat
wil zeggen intrinsiek bewijs - en zekerheid (geen formele conventionele
zekerheid, maar praktisch betekenisvolle, immanente zekerheid)

Antonini (2019) beargumenteert in zijn studie naar de intuitieve acceptatie van
een bewijs uit het ongerijmde onder leerlingen dat intuitieve argumenten een
belangrijk onderdeel zijn van het bewijzen. Door geluidsopnames van gesprekken
tussen leerlingen te analyseren heeft hij laten zien dat bewijsvaardigheden aan
te tonen zijn zonder gebruik te maken van een formele taal.

2.3 Grafentheorie

Bewijsvoering is belangrijk in alle takken van de wiskunde. De wiskunde draait
om waarheidsverklaringen. In veel gevallen zijn er stellingen die bewezen moeten
worden uit axioma’s of eerder bewezen uitspraken.

Grafentheorie is daarin niet anders. Deze tak van de wiskunde houdt zich
bezig met structuren van knopen en kanten die relaties weergeven. Doordat er
weinig voorkennis nodig is om aan grafentheorie te beginnen, is grafentheorie
toegankelijk voor middelbare scholieren (Ferrarello and Mammana 2018)).

Grafentheorie is begonnen met wiskundige en filosoof Leonard Euler die het
beroemde Koningsbergen probleem voorgeschoven kreeg. De vraag gaat om de



stad Koningsbergen (tegenwoordig Kaliningrad) waarin bepaalde delen van de
stad verbonden waren met bruggen.

Koningsbergen
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Fig.1

De vraag was of het mogelijk is om een wandeling te maken, zodat elke brug
precies een keer gebruikt wordt.
Euler schreef over het bewijs hiervan het volgende,

...deze oplossing heeft weinig te maken met wiskunde ... de oplos-
sing is alleen gebaseerd op redenatie en het is niet afhankelijk van
wiskundige principes.

Maar het hield hem wel bezig, want

Deze vraag is zo banaal, maar leek mij de aandacht waard omdat
[noch] de meetkunde, noch de algebra, noch de kunst van het tellen
voldoende was om het op te lossen.

Uit zijn interesse is uiteindelijk gekomen wat wij nu grafentheorie noemen.

Grafentheorie wordt steeds populairder vanwege de vele voorbeelden die te
koppelen zijn aan de huidige maatschappij. Het belang van het bredere ’discrete’
wiskunde wordt ook door de NVWW (Wiskunde in het VO|2019) benadrukt. Ze
geven aan dat discrete wiskunde (grafen en netwerken) voor alle leerlingen (cul-
turele of sociale studies, studies in de gezondheidszorg, economische of toegepaste
bétastudies, fundamentelere bétastudies of technische studies) relevant is. De
toevoeging van grafentheorie in het basis- en voortgezet onderwijs geeft leerlingen
meer handvaten om situaties uit het echte leven te modelleren en dat op een
wiskundige manier te onderzoeken (Blanco and Garcia-Moya .




2.4 Argumentatie

Verschillende onderzoeken uit de review maken gebruik van kwalitatieve data
(Ayalon et al. 2022, Tye G. Campbell 2021; Antonini 2019)). Het hoofddoel
van deze studies was niet om de kwalitatieve data te analyseren, maar om die
toe te passen om andere conclusies te ondersteunen. Christine Knipping heeft
de analyse van redenering wel centraal gesteld in haar onderzoek (Knipping
2008). Zij heeft naar de structuur in argumentatie gekeken aan de hand van
het argumentatiemodel van Toulmin. Dit onderzoek heeft in kaart gebracht hoe
het redeneerproces in een klas plaatsvindt.

Een citaat uit haar werk illustreert dit:

Bewijsprocessen in de klas volgen hun eigen bijzondere grondgedachte

Formele wiskundige logica alleen kan deze grondgedachte niet
bevatten ... We moeten andere manieren vinden om deze structuren
en de specifieke soorten argumenten, die in de klas voorkomen, te ont-
hullen. Het begrijpen van hun beweegreden en de contextuele beperking-
en die deze argumentaties vormgeven, kan ons helpen om het onder-
wijzen van bewijs te verbeteren.

Dit benadrukt het belang om het redeneerproces van de leerling beter te begrij-
pen.

Het argumentatiemodel van Toulmin berust op zes componenten: de claim,
grounds, warrant, backing, rebuttal, en qualifier. Volgens Toulmin zijn de eerste
drie van essentieel belang, terwijl de laatste drie gebruikt kunnen worden om het
argument te verfijnen (Toulmin 1958]). Toulmin beschrijft dit als volgt:

Logica houdt zich bezig met de juistheid van de beweringen die we doen
- met de stevigheid van de gronden die we aanraden om ze te onder-
steunen en de standvastigheid van de ondersteuning die we ervoor
bieden - of, om de metafoor te veranderen, met het soort argumenten
dat we naar voren brengen ter verdediging van onze beweringen.

De zes componenten worden als volgt uitgewerkt.

e De claim is de bewering die gemaakt wordt. Dit kan worden beschouwd
als het belangrijkste argument.

e De grounds van het argument zijn de bewijsstukken die de claim onder-
steunen. De waarde van een bewering is afhankelijk van de betrouw-
baarheid van deze bewijsstukken. De grounds geven een aanleiding voor
de claim en laten zien hoe waarschijnlijk een bewering is in verschillende
situaties.

e De warrant is de aanname die de grounds met de claim verbindt. Hier-
mee wordt de 'stap’ van de grounds naar de claim gerechtvaardigd. Het
legt uit hoe je op basis van de gegeven bewijsstukken de beredeneerde
conclusie mag trekken (de nieuwe taalgids, 69, 1976).



e In sommige gevallen is de warrant op zichzelf niet sterk genoeg. Dan is
er extra backing nodig om de warrant aan te nemen. De backing kan in
de vorm van voorbeelden geven worden.

e Als de stappen hierboven niet tot een onweerlegbaar argument leiden,
komt er vaak een rebuttal naar voren. Een rebuttal laat een andere
conclusie of claim zien die gemaakt kan worden uit de bewijsstukken en
de ondersteuning. Een rebuttal kan vervolgens meegenomen worden in de
grounds om een sterkere claim te maken.

e De qualifier geeft de mate van zekerheid van de gemaakte claim aan.
Daarnaast laat het zien of de claim in alle situaties geldig is. In wiskundig
bewijzen worden vooral waarheidsverklaringen gemaakt waardoor de quali-
fier vaak volledige zekerheid zal geven.

Deze componenten en hun onderlinge interactie kunnen worden gevisualiseerd
zoals hieronder weergegeven.

v

GROUNDS y QUALIFIER > CLAIM

WARRANT REBUTTAL

BACKING

Fig.2

In Toulmin (1958) geeft Toulmin het volgende voorbeeld. Stel dat iemand de
volgende claim maakt: 'Harry is een Britse onderdaan’. Deze claim zou worden
ondersteund door het feit dat '"Harry geboren is in Bermuda’. De warrant om
de grounds met de claim te verbinden, zou kunnen zijn: 'Een man geboren
in Bermuda zal over het algemeen een Britse onderdaan zijn’. Als de warrant
betwist wordt, zou er backing nodig zijn om de warrant te ondersteunen. Dit
zou bijvoorbeeld ’de voorwaarden en de data van inwerkingtreding van de wetten
van het parlement en andere wettelijke bepalingen omvatten die de nationaliteit
bepalen van personen geboren in de Britse kolonién’. Omdat de nationaliteit van
een persoon vaak ingewikkeld is, zou het gepast zijn als qualifier 'vermoedelijk’ te
gebruiken. Uiteindelijk kan de conclusie nog weerlegd worden. Misschien blijken
de ouders van Harry buitenlanders te zijn, of is Harry via naturalisatie geen
Britse onderdaan meer.

Dit voorbeeld kan worden weergegeven in het model van Toulmin zoals hier-
onder afgebeeld.
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Harry is geboren in
Bermuda

Vermoedelijk

Een man geboren
in Bermuda zal over
het algemeen een
Brits onderdaan
zijn

!

wetten die de
nationaliteit
bepalen van
personen geboren
in de Britse
kolonién

2.5 Onderzoeksvraag

Harry is een Britse
onderdaan

Fig.3

Harry’s ouders zijn
buitenlands / hijis
via naturalisatie
geen Britse
onderdaan meer /

Dit onderzoek richt zich op het onderzoeken van bewijsvoering en redeneren in het
voortgezet onderwijs, waarbij zowel de grafentheorie als het argumentatiemodel
van Toulmin worden toegepast. De onderzoeksvragen zijn als volgt geformuleerd:

1. Hoe communiceren leerlingen met elkaar tijdens het bewijzen in de wiskunde?

2. In hoeverre vertonen de bewijzen van de leerlingen overeenkomsten met de

traditionele bewijzen van Fuler en Hierholzer?

Deze onderzoeksvragen bieden een duidelijk kader voor het onderzoek naar de

dynamiek van bewijsvoering in de context van het voortgezet onderwijs, waarbij

zowel het proces van communicatie tussen leerlingen als de structuur en inhoud

van de bewijzen worden onderzocht.
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3 Vakdidactische inhoudsanalyse

3.1 Grafen

Zoals eerder omschreven, zijn grafen een verzameling van knopen (punten) en
kanten (lijnen). De knopen zijn in de basis elementen zonder eigenschappen.
Knopen kunnen wel bepaalde objecten representeren; zoals kruisingen in een
wegennetwerk of mensen in een sociaal netwerk, maar deze gekoppelde eigen-
schappen veranderen de graaf niet. De kanten verbinden de knopen om relaties
aan te geven. Bijvoorbeeld wegen tussen kruisingen of vriendschappen tussen
individuen.

Grafen worden gebruikt om data op een visuele manier te representeren. In
de wiskunde doen de gekoppelde eigenschappen er niet toe. Daar is een graaf
simpelweg een verzameling van knopen en kanten. Dit wordt vaak als volgt
gedefinieerd:

G=(V,E)

Hierbij is V' de verzameling van knopen (Vertices), bijvoorbeeld V' = {v1, v,
V3, ...,Un}. Een kant gedefinieerd wordt door de twee knopen die verbonden
worden door de kant, bijvoorbeeld e; = v;,v; met v;,v; € V. E is de verzameling
van kanten (Edges).

In de traditionele opvatting van een graaf zijn alle elementen van E uniek.
Dit betekent dat er tussen twee knopen maximaal één kant zit. Bovendien wordt
een kant tussen één knoop, een lus, {v;, v;} uitgesloten. Als deze eisen vervallen,
spreken we van een multigraaf. Wanneer we in dit onderzoek spreken van grafen
bedoelen we multigrafen zonder lus.

Het probleem waarmee de grafentheorie begonnen is, de bruggen van Kon-
ingsbergen, is in wezen een multigraaf.

iy
T ©

/.

Fig.4
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In Fig. 2 zien we dat er tussen de knopen A en B én A en C twee kanten zitten,
a en b én c en d respectievelijk. Deze kanten zijn daarom niet uniek en daarom
is dit een multigraaf.

In de grafentheorie spreken we vaak over samenhangende grafen. Een samen-
hangende graaf voegt aan de definitie de eis toe dat tussen elk knopenpaar een
wandeling bestaat.

FEen wandeling is een rij van knopen (vg,vi,ve,...,v,) | v; € V,
waarvoor geldt dat {vi_1,v;} € E | Vi € {1,2,...,n}. Een wandeling
heet een gesloten wandeling als vy = vy,

Voor de bewijzen die we in het volgende onderdeel gaan bekijken is de definitie
van de graad van een knoop en een deelgraaf van belang.

De graad van een knoop is de hoeveelheid kanten waar de knoop deel
van uitmaakt.

Een deelgraaf G' = (V',E’) van G = (V, E) betekent dat V' C V
en E' C E |Y{v;,v;} € E', vj,v; € V'

G Gl GH

Fig.b

In Fig. 2 zien we dat G’ en G” deelgrafen zijn van G. Bovendien is G’ een
deelgraaf van G”.

3.1.1 Eulergrafen

Uit het oplossing van het Koningsbergen probleem is het begrip van een Euler-
graaf ontstaan. Dit zijn grafen waarin een wandeling te maken is die precies één
keer door alle kanten van de graaf gaan. Zo een wandeling heet een Eulercykel.

FEen Eulercykel is een gesloten wandeling (vg, vy, v2, ..., vy,) die elke
kant van G precies één keer doorloopt. Dat wil zeggen dat {v,_1,v;} €
E | Vi € {1,2,...,n}, met de eisen dat |J!_{vi—1,v;} = E en dat
|E| = n.
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Gezien het feit dat de grafentheorie begonnen is met Eulergrafen is het
vanzelfsprekend dat Eulergrafen vroeg in de uitleg over grafentheorie voorkomen.
In het onderzoek van Blanco and Garcia-Moya (2021)) is duidelijk geconcludeerd
dat leerlingen van de basisschool met een middelbare school niveau van wiskunde
deze stof al eigen kunnen maken.

3.1.2 Stelling van Euler

Het onderzoek van Selden (2012) geeft ook aan dat grafentheorie en getaltheorie
gangbare takken van de wiskunde zijn waarin leerlingen hun bewijs- en redeneer-
vaardigheden kunnen oefenen. Naar aanleiding van het Koningsbergen probleem
heeft Euler een stelling bedacht en uiteindelijk bewezen.

Zij G een samenhangende graaf *. Dan bevat G een Fulercykel dan
en slechts dan als de graad van alle knopen even is

* als G onsamenhangend is, dan bevat het geen Fulercykel. Met de
uitzondering dat G bestaat uit een samenhangend deel en geisoleerde
knopen (dit zijgn knopen waarvan de graad nul is)

3.1.3 Het bewijs

We zullen nu gaan kijken naar een bewijs van de stelling over Eulergrafen. Het
gaat hier om een formeel bewijs dat berust op een formele taal. Bovendien wordt
stilgestaan bij de intuitie die hieraan vooraf is gegaan.

We zullen het bewijs opsplitsen in twee delen, deel A en deel B. Onderdeel
B is waar Euler in 1736 het bewijs voor gaf. Pas veel later in 1873 publiceerde
Carl Hierholzer het bewijs voor onderdeel A (Biggs, Lloyd, and Wilson |1986).
Hij gaf een constructief bewijs, dat is uitgewerkt als onderdeel A.2.

A FEen samenhangende graaf waarvan de graad van alle knopen even
18, bevat een Eulercykel

B Een Fulergraaf heeft uitsluitend knopen die een even graad hebben

Een samenhangende graaf waarvan de graad van alle knopen even is,
bevat een Eulercykel

Eerst zullen we kijken naar twee bewijzen van het eerste onderdeel.

Het idee dat een zo lang mogelijke wandeling een gesloten wandeling is, is in
beide bewijzen van belang. Vermoedelijk is dit een lemma geweest wat aanleiding
gegeven heeft voor de bewijzen.

Het eerste bewijs (A.1) berust op een bewijs uit het ongerijmde. Dit is een
bewijstactiek in de wiskunde die gebruik maakt van het feit dat een stelling
waar of onwaar kan zijn. Door aan te nemen dat een stelling onwaar is en door
te laten zien dat dit tot een ongeldige conclusie leidt, kunnen we de conclusie
trekken dat de stelling waar is. In het geval van deze stelling nemen we aan dat
de geconstrueerde wandeling niet door alle kanten van de graaf heen gaat. Als dit
tot een tegenspraak leidt, kunnen we de conclusie trekken dat de wandeling wél
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door alle kanten heen moet gaan. Een gesloten wandeling die door alle kanten
precies een keer gaat, is een Eulercykel, dus de graaf is een Eulergraaf.

De intuitie achter het tweede bewijs (A.2) is een stuk toegankelijker. We
hebben een gesloten wandeling geconstrueerd die we stap voor stap uitbreiden.
We doen dit op een manier waarbij het een gesloten wandeling blijft. De gebruikte
methode kan herhaaldelijk worden toegepast. Omdat de graaf eindig veel knopen
en kanten heeft, kan de wandeling zover uitgebreid worden dat uiteindelijk alle
kanten precies één keer bevat. Hiermee is bewezen dat de graaf een Eulergraaf
is.

Formeel uitgeschreven ziet dit er als volgt uit.

Al

Veronderstel dat G = (V, E) samenhangend is en dat de graad van
alle knopen even is.

Stel dat we een, zo lang mogelijke, wandeling W = (vg, v1,va, ..., vp,)
construeren waarin elke kant maximaal één keer voorkomt en vy een
willekeurig punt in G is. We zullen eerst aantonen dat W een gesloten
wandeling moet zijn en vervolgens dat het een Eulercykel is.

Als v, # vo kunnen we concluderen dat W niet zo lang mogelijk is.
Want, als W = (vg, v1, v2, ..., Un) | vn # vg is de graad van v, oneven.
Dit komt doordat elke keer als de knoop v; voorkomt, de graad van v;
met twee vermeerderd. Eén om naar de knoop toe te gaan en één om
vanuit de knoop naar een andere knoop te gaan. Dit betekent dat er
een kant is, zeg {v,,u}, die nog niet is belopen. (vg, vy, v, ..., vy, u)
is in dat geval een wandeling in G die langer is dan W. Uit deze
tegenspraak kunnen we concluderen dat v,, = vy, dat wil zeggen dat
W een gesloten wandeling moet zijn.

Als W door alle kanten gaat, dan is G een Eulergraaf.

Stel dat W niet door alle kanten van G gaat, dan is er een lijn
s € FE die niet door W belopen wordt. Omdat G samenhangend
is, bestaat er een kortste wandeling W = (wy, ws, ..., wy, ), zodat s =
{wy,ws} en w,, de enige knoop die in W bevat is. Zonder verlies van
algemeenheid zeggen we dat w,, = v;. Omdat we hebben aangetoond
dat W een gesloten wandeling is, kunnen we de volgende wandeling
maken: (Wi, W, ..., Wiy, Vit1, Vit2y vy Up, U1, V2, ..y Vi—1). Dit is nu een
wandeling in G die alle kanten van W bevat en langer is dan W. Dit
betekent dat W niet zo lang mogeligk is en dat is in tegenspraak met
onze keuze voor W. Door deze tegenspraak kunnen we de conclusie
trekken dat W door alle kanten van G gaat.

Als W door alle kanten van G gaat en we geéist hebben dat elke
kant van G maximaal één keer voorkomt in W, weten we dat W een
Eulercykel is. O
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Veronderstel dat G = (V, FE) samenhangend is en dat de graad van
alle knopen even is.

We willen een gesloten wandeling construeren vanuit een knoop, zeg
v, waarbij elke kant maximaal een keer voorkomt. Als vy de enige
knoop in G is dan bevat G een lege wandeling die gesloten is. Veron-
derstel dat vy niet de enige knoop is in G en dat het geen geisoleerde
knoop is. Dan weten we dat het verbonden is aan een andere knoop,
zeg v1. Omdat de graad van vy even is, is v; minstens verbonden aan
een andere knoop, zeg vo. Als vo = vy dan hebben we een lus, dit
was uitgesloten van onze definitie van een graaf. Omdat vy # vg dan
is v9 minstens verbonden aan een andere knoop, zeg vs. Dit kunnen
we blijven herhalen totdat v; = vy, omdat de graad van alle knopen
even is. Als G samenhangend is en de graad van alle knopen even is,
kunnen we een gesloten wandeling vinden.

Stel dat we een gesloten wandeling W1 = (vg,v1,v2,...,0n, = v0)
construeren vanuit een willekeurige knoop waarin elke kant van G
maximaal één keer voorkomt. We zullen stapsgewijs nieuwe gesloten
wandelingen aan deze wandeling toevoegen totdat dit een Eulercykel
is.

Als Wi door alle kanten gaat, is G een Eulergraaf.

Stel dat W niet door alle kanten van G gaat. Dan kunnen we een
verzameling van kanten F; C FE definiéren waarvoor geldt dat Ej
alle kanten bevat die W doorloopt. We weten dat G samenhangend
is en dat alle knopen een even graad hebben. Elk punt in W; is
verbonden aan twee kanten. Het weghalen van de kanten zorgt voor
een vermindering van graad twee van de knoop die correspondeert bij
dat punt. Dus de graaf G; = (V, E\Ej) is de subgraaf van G die alle
kanten bevat die niet doorlopen zijn door Wi. G bevat geisoleerde
knopen en/of samenhangende subgrafen met uitsluitend knopen van
even graad.

Omdat Wi niet door alle kanten van G gaat, is er een punt, zeg u,
in W17 die minimaal twee kanten bevat die niet in W7 zitten. Dan zit
u ook in een samenhangend deel van (G;. Vanuit u kunnen we weer
een gesloten wandeling (wp, w1, ..., Wy, = wp) maken met u = wy. Dit
kunnen we toevoegen aan Wi zodat Wa = (vg, v1, ..., Vi1, u, W1, Wa,
ey Wipp—1 5 Uy Vit 15 -5 Un—1, V0 ). We kunnen een verzameling van kanten
FEy C FE definiéren waarvoor geldt dat Fo alle kanten bevat die Ws
doorloopt. De graaf Gy = (V, E\FE») is de subgraaf van G die alle
kanten bevat die niet doorlopen zijn door Wa.

Op eenzelfde manier kunnen we W3 en Gsg, W4 en G4 enzovoort
construeren. Vanwege de constructie van Wy weten we dat het Wj_4
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bevat. Bovendien is Wy, strikt langer dan Wj_1 omdat we een niet lege
cykel toevoegen aan Wj_1 om W; te krijgen. We kunnen de stappen
herhalen tot het alle kanten bevat, dan hebben we een Eulercykel
gemaakt.

Va U= wy

Fig.6

Omdat de graaf een eindige hoeveelheid kanten heeft, zal de herhaling
van deze stappen eindigen. Dus G is een Eulergraaf. 0

Een Eulergraaf heeft uitsluitend knopen die een even graad hebben

Het bewijs in de andere richting is een stuk intuitiever. Dit blijkt uit het feit dat
dit bewijs meer dan honderd jaar eerder opgeschreven is. Dit bewijs is gefundeerd
op het feit dat alle knopen in een gesloten wandeling een even graad moeten
hebben. Een Eulergraaf bevat een Eulercykel, wat een gesloten wandeling is, dus
moeten alle knopen van even een graad zijn.

Het idee wordt duidelijk tijdens het tekenen van een gesloten wandeling tussen
willekeurige punten. Tijdens het tekenen, zijn er maar twee knopen met een
oneven graad, namelijk de knoop waar we zijn begonnen en de knoop waar de
wandeling op dat moment eindigt. Alle andere knopen zijn we naar toegelopen en
van weggelopen wat voor een even graad zorgt. Omdat we een gesloten wandeling
willen tekenen zullen we eindigen in het beginpunt, hierdoor krijgt ook deze knoop
een even graad.

Gebruikmakend van een formelere taal zou het bewijs er als volgt uit kunnen
zien.

B

Veronderstel dat G een Eulergraaf is en dat C' = (v, v1, v, ..., v,) een
Eulercykel is in G.

FEerst gaan we bewijzen dat G samenhangend is en daarna dat elke
knoop in G een even graad heeft.

Stel dat we twee willekeurige knopen, x,y € V, bekijken. Omdat
we geéist hebben dat G geen geisoleerde knopen bevat, weten we
dat er kanten, s,t € FE, bestaan die verbonden zijn aan x en y
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respectievelijk (ofwel z € s en y € t). Omdat C een Eulercykel
is, weten we dat C zowel s als t doorloopt. Nu kunnen we punten
in C koppelen aan = en y, zeg * = v; en y = v;. Als i < j dan is
(Vi, Vit1, Vig2, oo, Vj—1,V;) een wandeling tussen = en y. En als i > j
dan is (vj,Vj41,Vj42, ..., Un, V0, V1, ..., Vi—1, ¥;) een wandeling tussen x
en y. Hiermee kunnen we concluderen dat G samenhangend is.

Elk punt in C is verbonden aan twee kanten, namelijk {v;_1,v;} en
{vi,viy1} (waarbij v_1 = v, en v,41 = vp).

Dit betekent dat de graad van elke knoop, w € V', het dubbele is van
de hoeveelheid keer dat het in C' voorkomt. Ofwel de graad van w is

0, anders

25" F0)f () = {1, als vy = w
=0

Het is duidelijk dat dit even is.

We zouden ook kunnen zeggen dat voor elke knoop, u € V, Vi €
0,...,n | u=v; geldt {vi—1,u},{u,vit1} € E. Elk punt in C voegt
twee kanten toe aan een knoop in G.

Uit beide redeneringen kunnen we concluderen dat de graad van een
willekeurig gekozen punt w of u in G even is. O
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4 Ontwerp

Dit onderzoek is uitgevoerd op het Stedelijk Gymnasium en is gericht op leerling-
en in de derde klas. Deze groep heeft in de voorgaande jaren gewerkt met de
Wageningse Methode, maar heeft nog geen kennis gemaakt met de grafentheorie
(Wageningse Methode 1H/V, 2V en 3V|]2015). Dit heeft als voordeel dat de
leerlingen niet terug kunnen grijpen op reeds verworven kennis en dat iedereen
wordt uitgedaagd om logisch te redeneren. Tegelijkertijd is dit een nadeel omdat
ze vanaf nul moeten beginnen.

De ontwikkelaars van de Wageningse Methode benadrukken het belang van
actieve betrokkenheid van leerlingen bij het vak. De methode is zo ontwikkeld
dat leerlingen zelf kennismaken met de stof en door het maken van opgaven de
theorie ontdekken. Dit onderzoek richt zich op de redeneervaardigheden van
de leerlingen. Door de overeenkomst in de leermethode en het doel van dit
onderzoek, het zelfstandig ontdekken, zijn deze leerlingen geschikt voor deze
studie

We streven ernaar om een gespreksproces met de leerlingen aan te gaan,
vergelijkbaar met de methode beschreven in Proofs and Refutations (Lakatos
1976). We willen de leerlingen tijd geven om in kleine groepjes na te denken
over de stelling, de bevindingen vervolgens klassikaal te bespreken en de stelling
én de concepten te verfijnen, totdat we tot een onweerlegbare conclusie zijn
gekomen. Door deze stappen kunnen we het gesprek sturen en is er ruimte
voor tegenargumenten. Bovendien zullen we samen ontdekken hoe het bewijs
zich ontwikkelt zonder dat er formele taal nodig is.

De gesprekken die de leerlingen voeren worden opgenomen met opname-
apparatuur. Deze worden vervolgens geanalyseerd met behulp van het model van
Toulmin. Hiermee hopen we te ontdekken hoe leerlingen argumenteren tijdens
het bewijzen. Verder geeft het ons inzicht in hoeverre hun intuitie overeenkomt
met die van Euler en Hierholzer.

De dataverzameling vindt plaats tijdens twee lessen in twee klassen (vier
lessen in totaal). De opzet van deze lessen wordt in het volgende onderdeel
omschreven.

4.1 Lesplan

Twee derdeklassen krijgen twee lessen waarin de data voor dit onderzoek worden
verzameld. Tijdens de eerste les maken de leerlingen kennis met de basisbegin-
selen van de grafentheorie, en de tweede les is gericht op de stelling van Euler
over Eulergrafen.

Van de leerlingen wordt verwacht dat ze in een relatief korte tijd de stof
beheersen. Tijdens de lessen wordt er weinig aandacht besteed aan de formele
taal en definities van de grafentheorie. Het doel is om net genoeg informatie te
geven om intuities te ontwikkelen en te kunnen redeneren over de stellingen met
betrekking tot Eulergrafen.
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4.1.1 Les1

De eerste fase van ons lesplan richt zich op het opwekken van nieuwsgierigheid
en het laten ontdekken van fundamentele concepten binnen de grafentheorie. We
willen de leerlingen met grafen laten werken zonder dat ze bewust zijn dat ze met
grafen aan het werken zijn. Hiermee hopen we eerst hun intuitie op dit gebied
te vergroten voordat we formele concepten introduceren. Om deze les later te
kunnen analyseren wordt er een geluidsopname gemaakt om de klassikale dialoog
vast te leggen.

Om dit doel te bereiken hebben we twee verschillende opgaven die de leer-
lingen uitdagen om te experimenteren met wat wij wandelingen noemen in de
grafentheorie. Dit doen we voordat we het concept van grafen en wandelingen
introduceren. Op deze manier willen we de leerlingen direct laten snappen
waarom grafen handige representaties kunnen zijn in bepaalde situaties.

Vergelijkbaar met het Koningsbergen probleem hebben we de leerlingen dezelf-
de opdracht gegeven in een 4-kamer appartement.

Is het mogelijk om een wandeling te vinden die precies één keer door
alle deuren gaat en in dezelfde kamer begint en eindigt?

Het voordeel van deze opgave vergeleken met het vraagstuk over Koningsbergen
is dat het mogelijk is om een Eulercykel te vinden.

Fig.7

We verwachten dat de leerlingen niet al te lang bezig zullen zijn om een
wandeling te vinden die aan de gestelde eisen voldoet. Met hetzelfde voorbeeld
zullen de leerlingen nog twee vragen krijgen om hun intuitie over Eulercykels te
vergroten.

Stel dat we één willekeurige deur sluiten. Is het dan nog steeds mo-
geligk om een wandeling te vinden die precies één keer door alle deuren
gaat en in dezelfde kamer begint en eindigt?
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Het sluiten van één deur creéert een semi-Eulergraaf (dit is een Eulergraaf waarin
de eis dat de wandeling in hetzelfde punt begint en eindigt, vervalt). Dit is
een voorbeeld dat laat zien dat zo'n wandeling niet altijd mogelijk is. Het is
interessant om te zien hoe leerlingen argumenteren waarom dit niet mogelijk is.

Stel dat we twee willekeurige deuren sluiten. Is het dan mogelijk om
een wandeling te vinden die precies één keer door alle deuren gaat en
in dezelfde kamer begint en eindigt?

In deze vraag is het afhankelijk van de deuren die gesloten worden. Hierbij
kunnen de leerlingen, ontdekken dat het iets te maken heeft met het even of
oneven zijn van het aantal deuren in elke ruimte.

Hierna krijgen de leerlingen dezelfde vragen over een 5-kamer appartement
(zie figuur 8).

Fig. 8

Aan de hand van het voorbeeld van Koningsbergen worden grafen vervolgens
geintroduceerd. Grafen kunnen op verschillende manieren worden gedefinieerd,
maar voor dit onderzoek richten we ons op ongerichte samenhangende (multi)gra-
fen. Onsamenhangende grafen en gerichte grafen maken de stelling van Euler
namelijk ingewikkelder, omdat er dan uitzonderingen gemaakt moeten worden.
Verder gebruiken we in de opgave over het 4-kamer appartement een multigraaf.
Omdat de stelling net zo goed werkt voor multigrafen is het makkelijker om dit
als definitie te gebruiken. Een belangrijk concept dat we willen introduceren, is
dat van een wandeling, waar leerlingen al kennis mee hebben gemaakt tijdens het
maken van de opgaven. We willen dit concept formaliseren, waarbij een cykel
een wandeling is dat begint en eindigt in dezelfde knoop.

De leerlingen zullen te zien krijgen hoe het Koningsbergen probleem gere-
presenteerd kan worden als een graaf. De stukken land zijn de knopen en de
bruggen zijn de kanten. De leerlingen tekenen hierna de twee voorbeelden van
de appartementen als grafen. Hieronder is te zien hoe dit gedaan kan worden.
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Fig. 9

4.1.2 Les 2

De tweede fase van ons lesplan is gericht op het toepassen van de kennis van
grafen om na te denken over de stelling over Eulergrafen. Leerlingen worden in
groepjes uitgedaagd om de stelling zelf op te stellen en vervolgens over een bewijs
te redeneren.

Om de groepsgesprekken te kunnen analyseren wordt er per groepje van vier
leerlingen geluidsopname gemaakt. Hiermee komen we zo dicht mogelijk bij het
ongefilterde denkproces van de leerlingen te komen.

...leerlingen [zijn] bezig met het ontwikkelen van logische denkpatro-
nen, en dus zal het denken dat zij in de klas tot uitdrukking brengen
veel elementen bevatten die een logische analyse simpelweg als ‘onl-
ogisch’ zou omschrijven, maar die niettemin belangrijk zijn voor de
toekomstige ontwikkeling van hun denken. (Knipping

Na een korte herhaling van het Koningsbergen probleem worden de leerlingen,
net als Euler, uitgedaagd om na te denken over een stelling omtrent Eulercykels.
De verwachting is dat de opdrachten van de afgelopen les de leerlingen genoeg
intuitie hebben gegeven om hierop te komen.

Zoals in Proofs and Refutations (Lakatos willen we een dialoog op
gang brengen om na te denken over het bewijs van de stelling. Dit gebeurt
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voornamelijk in kleine groepjes. Om de drie tot vijf minuten is er een klassikale
bespreken over wat er in de groepjes gedeeld is. Hierin kan de docent sturen of
verduidelijking geven om de leerlingen verder te helpen. Tijdens de les kan de
docent rondlopen om kritische vragen te stelling die tot rebuttal kan leiden.
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5 Data collectie en analyse

Zoals Antonini (2019) maken we geluidsopnames van de lessen. Deze worden ver-
volgens getranscribeerd en geanalyseerd om de onderzoeksvragen te beantwoor-
den.

Tijdens de eerste lessen wordt het geluid klassikaal opgenomen. Deze opnames
kunnen inzicht geven in de argumentatievaardigheden van de leerlingen in dialoog
met de docent. Dit is vergelijkbaar met het idee dat omschreven is in Proofs
and Refutations (Lakatos [1976]). In de tweede les worden de gesprekken in de
groepjes opgenomen. Hiermee komen we dichter bij de ongefilterde argumentatie
van de leerlingen. Bovendien geeft dit inzicht in hoe leerlingen kritisch inhaken
op elkaars argumenten (rebuttal).

De volgende stap is het transcriberen van de verkregen opnames. Om deze
in zijn geheel te transcriberen is een te grote opdracht voor de grootte van dit
onderzoek. Er is gekozen om deze selectief te transcriberen. Dat wil zeggen
dat we de relevante gesprekken filteren. Alleen de gefilterde gesprekken worden
getranscribeerd en geanalyseerd. We coderen de argumenten aan de hand van
het model van Toulmin. Het fragment wordt opgesplitst in de onderdelen van
het model (claim, grounds, warrant, backing en rebuttal).

Naast de analyse van de argumentatie in de fragmenten wordt er gekeken
naar de intuitie achter de argumenten. We zoeken naar elementen in gesprekken
die overeenkomen met de intuitieve denkwijzen van Euler en Hierholzer.
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6 Resultaten van analyse

Zoals omschreven in het vorige hoofdstuk hebben we het model van Toulmin
gebruikt om de dialoog van de leerlingen te analyseren. In dit onderdeel pre-
senteren we een vijftal fragmenten die geanalyseerd zijn. Telkens wordt eerst de
getranscribeerde dialoog weergegeven. Daarna hoe we dit geplaatst hebben in
de onderdelen van het model van Toulmin. Als laatste wordt gekeken naar de
intuitie achter de argumentatie. Hiermee schetsen we een beeld dat ons inzicht
geeft hoe we de onderzoeksvragen kunnen beantwoorden.
De fragmenten zullen we nu één voor één afgaan.

6.1 Fragment 1

Het eerste fragment is afkomstig uit de eerste les, die als oriénterend kan worden
beschouwd. Tijdens deze les maakten de leerlingen kennis met de grafentheorie
aan de hand van het '4-kamer appartement’. Zoals beschreven in paragraaf 4.1.1
stelde de docent de vraag:

Is het mogelijk om een wandeling te vinden die precies één keer door
alle deuren gaat en in dezelfde kamer begint en eindigt?

De docent presenteert de vraag als een stelling (de claim), met de bedoeling dat
de leerlingen deze zouden onderbouwen met een redenatie (warrant) en eventueel
met ondersteunende argumenten (backing).

De dialoog verliep als volgt (de dikgedrukte delen zijn witspraken van de
docent):

Mign bewering is dat ... je niet precies één keer door alle
deuren heen kan en op een andere plek kan eindigen [als dat
je begonnen was/.

...mag ik het bord gebruiken?... Elke ruimte heeft vier, of (uhm) een
aantal, deuren. Dus je kunt er in en er weer uit. En als je er dan
weer ingaat kun je er niet nog een keer in en uit.

{De leerling heeft aan de hand van een tekening geprobeerd hun uitleg
te verduidelijken. }

Dus wat leerling G zei is, als je in één ruimte begint, stel
we beginnen in deze ruimte [met 4 deuren], en stel we ver-
laten de ruimte, hoeveel deuren zijn er nu nog over in deze
ruimte?

drie deuren

Stel dat we nu terugkomen bij die eerste [kamer| dan kun je
nog een keer weg. Maar als je dan nog een keer terugkomt
kun je niet meer weg. Dus of je eindigt in de kamer of je
komt er helemaal niet [nog een keer].
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Model van Toulmin

Deze dialoog is als volgt in het model van Toulmin geplaatst:

We zijn geen voorbeelden Y »  Je kan niet precies één
tegen gekomen in het ‘4- keer door alle deuren heen
kamer appartement’ waar we gaan en in een andere

Als je vanuit een ruimte
met vier deuren begint

een wandeling hebben
gemaakt die precies één keer
door alle deuren gaat en die
niet in dezelfde kamer begint
en eindigt.

ruimte eindigen als dat je

i begonnen was
met wandelen kom je

uiteindelijk vast te zitten
in die kamer.

T

We beginnen in de kamer
met vier deuren. We
verlaten de kamer en

komen via een wandeling
voor de eerste keer terug.
We kunnen de kamer
weer verlaten en
terugkomen. Dan zijn er
geen deuren meer over, je
zit vast.

Fragment 1

In dit voorbeeld maakt de docent de claim. Hij beweert dat het niet mogelijk
is om precies één keer door alle deuren te gaan en in een andere kamer te eindigen
dan waar je begonnen bent. Dit is de contrapositieve verklaring van hetgeen dat
nodig is voor het bewijs, namelijk:

Een wandeling die precies één keer door alle deuren heen gaat, begint
en eindigt in dezelfde kamer
(dit volgt wit de logische verklaring =(a = b) = (a = —b))
De leerlingen kregen de kans om in het '4-kamer appartement’ wandelingen
te tekenen, dit vergrootte hun intuitie bij het bedenken van een warrant ter

ondersteuning van de claim. Dit is de grounds waarop het argument is gebouwd.
De leerling redeneerde als volgt:

Elke ruimte heeft vier ... deuren. ... [uiteindelijk] kun je er niet nog
een keer in en wil.

Deze uitspraak werd verduidelijkt met een tekening en uitleg tijdens zijn ant-
woord:

... je kunt er in en er weer uit. En als je er dan weer ingaat, kun je
er niet nog een keer in en wit.

De docent vat het denkproces als volgt samen:
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Stel dat we [na het verlaten van de eerste kamer| terugkomen
bij die eerste [kamer|, dan kun je nog een keer weg. Maar
als je dan nog een keer terugkomt kun je niet meer weg.

De samenvatting vormt de backing voor het argument.

Aangezien het doel van wiskundig bewijs is om tot een waarheidsuitspraak
te komen, is de qualifier vaak een impliciete zekerheid.

De vorm die deze dialoog volgt, is één die we in het onderwijs vaker tegenkomen.
De docent schetst een probleem en de leerlingen geven daarop antwoord. Dit
fragment komt hierdoor niet verder dan een dialoog tussen docent en leerling.

Intuitie

In dit fragment draait de argumentatie om een concreet voorbeeld, een apparte-
ment met vier kamers. We zien dat de leerlingen voor dit voorbeeld een belangrijk
inzicht van het bewijs van Hierholzer onder woorden proberen te brengen. Een
zo lang mogelijke wandeling begint en eindigt in dezelfde knoop.

De nadruk bij het formele bewijs in 3.1.3 ligt op het idee dat als een zo
lang mogeligke wandeling niet in het beginpunt eindigt we de wandeling kunnen
verlengen. De leerling redeneert vanuit het feit dat het niet mogelijk is om een
niet-gesloten wandeling te creéren en alsnog door alle deuren te gaan.

De redenatie van de leerling sluit aan bij de claim van de docent. We zullen
later duidelijker zien dat de claim niet sterk genoeg is om te concluderen dat
een wandeling die precies één keer door alle deuren gaat, begint en eindigt op
dezelfde plek.

Strikt gesproken heeft de leerling de claim voor dit voorbeeld nog niet volledig
onderbouwd. De leerling heeft in zijn redenatie niet uitgelegd wat er gebeurt als
we in de ruimte met acht deuren beginnen. Dit had zijn bewering nog sterker
gemaakt.

6.2 Fragment 2

Het tweede fragment komt ook uit de eerste les. Zoals het is omschreven in
paragraaf 4.1.1 stelde de docent de vraag:

Stel dat we één willekeurige deur sluiten. Is het dan nog steeds mo-
geligk om een wandeling te vinden die precies één keer door alle deuren
gaat en in dezelfde kamer begint en eindigt?

De volgorde van de les verliep anders dan aangegeven in 4.1.1. De leerlingen
werkten aan ’'b-kamer appartement’ voordat ze terugkeerde naar het ’4-kamer
appartement’. Mogelijk heeft dit bijgedragen aan het feit dat de leerlingen snel
begrepen dat het mogelijk is om een wandeling te vinden die precies één keer
door alle deuren gaat en in dezelfde kamer begint en eindigt. Echter vinden
de leerlingen het lastig om duidelijk te maken waarom dit zo is. Dit is een
bekend probleem op alle niveaus van wiskunde. Het kan eenvoudig lijken om te
erkennen dat een bepaalde stelling waar is. Echter is het leveren van een bewijs
dat aantoont dat dit daadwerkelijk het geval is vaak een grote uitdaging.
De dialoog verliep als volgt:
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Kijk wat er gebeurt als we één deur sluiten, je mag zelf
kiezen welke. Kun je dan door alle deuren heenlopen en
nog steeds in dezelfde kamer eindigen [als dat je begonnen
bent/?

Een aantal leerlingen roepen meteen: mnee, dat kan niet want dan
hebben sommige kamers een oneven hoeveelheid deuren

Is het mogelijk om een bewijs of redenatie te bedenken waarom
dit niet mogelijk zou zijn? Leerling J weet je iets?

(Een beetje, maar het is een beetje dom.) Het is eigenlijk gewoon, of
je start in die kamer [met drie deuren| of je gaat erin. Maar altijd
als je ... bijvoorbeeld als je start in die kamer dan ga je dus wit,
maar als dan bijvoorbeeld uhm begonnen was in een andere kamer
dan moet je er sowieso weer uit door die deur, maar dan kun je niet
meer terug want je hebt jezelf eruit gehaald. En als je naar die ene
kamer toegaat bijvoorbeeld, dan ga je gewoon zo [tekenen op het bord]
via onder, maar dan kom je weer vast te zitten.

Model van Toulmin

In dit fragment wordt de claim geleidelijk gevormd. De docent begint met een
vraag aan de klas, waarop de leerlingen reageren met een algemene verklaring
die echter niet onderbouwd is. De leerlingen geven geen inzicht in waarom dit
het geval zou zijn of waarop hun uitspraak gebaseerd is.

Dit onderdeel van de dialoog kan als volgt in het model van Toulmin worden

geplaatst:

De leerlingen hebben gewerkt N Als er een kamer is met
aan het '5-kamer een oneven hoeveelheid

appartement’. Hier hebben ze deuren dan is het niet
ontdekt dat de hoeveelheid mogelijk om precies één
deuren in de ruimtes van keer door alle deuren te

belang zijn. gaan en in dezelfde kamer

te beginnen en eindigen.

Fragment 2a

Vervolgens vraagt de docent aan een leerling voor een uitleg over de claim
die de klas heeft gemaakt om de leerlingen kritisch te laten nadenken over hun
uitspraak. De ondervraagde leerling probeert een warrant en nodige backing te
geven voor de claim. Hij baseert zijn redenering op het ’4-kamer appartement’,
wat echter beperkt is tot slechts één voorbeeld.

Vermoedelijk heeft de leerling ontdekt dat als je in de ruimte met een oneven
aantal deuren start, je uiteindelijk in een situatie komt dat je die kamer niet meer
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in kan. En als je in een kamer met een even aantal deuren start dan kom je in een
situatie waar je in de kamer met een oneven aantal deuren vast komt te zitten.
Dit probeert de leerling te formuleren.

Deze warrant en backing kunnen toegevoegd worden aan het model. Dit heeft
het volgende resultaat:

De leerlingen hebben gewerkt Als er een kamer is met
aan het '5-kamer T een oneven hoeveelheid

appartement’. Hier hebben ze deuren dan is het niet
ontdekt dat de hoeveelheid Je start in de kamer met mogelijk om precies één
deuren in de ruimtes van een oneven hoeveelheid keer door alle deuren te

belang zijn. deuren of niet. gaan en in dezelfde kamer
Uiteindelijk om je vast te te beginnen en eindigen.
zitten.

T

Als je in de kamer met drie deuren begint dan moet je eerst
de kamer verlaten. Er komt een moment in de wandeling dat
Jje de kamer weer binnengaat. Omdat er nog een deur over is

zal je deze moeten gebruiken maar dan is er geen
mogelifkheid meer om terug de kamer in te komen.

Als je in een andere kamer begint dan ga je ga je op een
moment de kamer met de drie deuren in. Je zal de kamer ook
weer verlaten. Als je weer terugkomt in die kamer dan kom je

vast te zitten omdat er geen ongebruikte deuren meer zijn.

Fragment 2b

Intuitie

Weer hebben we een fragment waarin de dialoog draait om een concreet voor-
beeld, deze keer een appartement met vijf kamers. Er worden twee verschillende
situaties bekeken. De situatie waarbij je begint in een kamer met vier deuren
(even) en de situatie dat je begint in de kamer met drie deuren (oneven).

In deze redenatie laat de leerling zien dat het aantal deuren in een ruimte
ervoor kan zorgen dat het niet mogelijk is om een wandeling door alle deuren
te vinden. We zien dit niet terug in de formele bewijzen van 3.1.3. De stelling
over Eulercykels zegt dat als er een graaf is waar alle knopen een even graad
hebben dat het dan (en slechts dan) een Eulercykel bevat. Het argument van
de leerlingen zegt dat als een knoop een oneven graad heeft het niet mogelijk is,
maar het zegt niets over wanneer het wel mogelijk is.

De leerlingen maken belangrijke ontdekkingen, wat hun steeds meer inzicht
geeft in Eulercykels. Dit zijn belangrijke stappen van bewijzen.

6.3 Fragment 3

Het volgende fragment, afkomstig van de tweede lesdag, illustreert een interactie
tussen docent en leerlingen tijdens de discussie over Eulercykels. Aan het begin
van de les herhaalt de docent de vraag waarom sommige situaties het vinden van
een Eulercykel onmogelijk maken.

Een leerling maakt een initi€le bewering:
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Het is gewoon onmogelijk

Maar waarom?

Omdat er een oneven aantal deuren zijn
Zign jullie het daarmee eens?

In één kamer. Het gaat om een even aantal deuren in één vierkante
kamer

Model van Toulmin

In dit fragment zien we hoe leerlingen snel claims maken zonder een duidelijke
rechtvaardiging. De beweringen worden tot drie keer toe verfijnd tijdens de dis-
cussie. Hoewel er geen uitgebreide argumentatie plaatsvindt, tonen de leerlingen
wel kritisch denken door hun claims te analyseren en te vergelijken met eerdere
bevindingen.

De eerste leerling beweert dat het vinden van een Eulercykel in sommige
situaties onmogelijk is. Hoewel deze claim niet onjuist is, blijft het vaag en
onbepaald. De docent vraagt om een meer gedetailleerde uitleg.

De volgende leerling verfijnt de claim door te zeggen dat het onmogelijk is
vanwege het oneven aantal deuren. Hoewel dit waar is in bepaalde gevallen, mist
deze bewering de nuance dat er uitzonderingen kunnen zijn, zoals twee niet direct
verbonden kamers met een oneven aantal deuren.

Na verdere instructie van de docent om de claim kritisch te bekijken verfijnt
een andere leerling het door te stellen dat het onmogelijk is vanwege het oneven
aantal deuren in sommige kamers.

Deze uitspraak biedt een nauwkeurigere verklaring voor de claim. Echter zien
we hetzelfde als in fragment 2. De leerlingen zien steeds duidelijker in waarom
een Eulercykel niet mogelijk is in bepaalde situaties. Dit is een belangrijke stap
in de richting van bewijzen wanneer een Eulercykel wél mogelijk is.

6.4 Fragment 4

Het fragment van de vierde opname toont een groep leerlingen die een stelling
probeert te formuleren na het bestuderen van het 'Koningsbergen probleem’.
De docent vraagt hen om na te denken over de vereisten voor een wandeling
door Koningsbergen, waarbij ze precies één keer over alle bruggen lopen en
op dezelfde plek beginnen en eindigen. De leerlingen proberen een algemene
stelling te bedenken die breder toepasbaar is dan alleen op Koningsbergen. Zoals
omschreven in 3.1.3 is dit vergelijkbaar met hoe Euler dit ook heeft gedaan.
De docent stelde de volgende vraag:

Fuler wilde weten of het mogelijk is om een wandeling te
maken door Koningsbergen, die aan bepaalde eisen voldoet.
Hij wilde precies één keer over alle bruggen lopen en op
dezelfde plek beginnen en eindigen. Ga allemaal na wat er
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nodig is om dit wel te laten kloppen. Wat is de stelling die
Euler zou hebben kunnen bedenken?

Dit lijkt heel erg op het voorbeeld uit de eerste les met het '4-kamer appartement’.
Het verschil is dat ze nu een stelling moeten bedenken die algemeen toepasbaar
is.

FEen leerling oppert het volgende:

Het moment dat één enkel eiland een oneven aantal bruggen heeft, zal
het onmogelijk zijn om alle eilanden te bezoeken en alle bruggen te
nemen, aangezien je dan geen weg naar binnen hebt, nee nee, geen
weg naar buiten hebt als je er wuiteindelijk binnen bent gekomen ...
We kunnen de stelling nemen: als twee eilanden een oneven aantal
paden hebben is het onmogelijk om ergens te beginnen, alle bruggen te
nemen en weer terug te komen. Maar kunnen we misschien wel een
ontkrachting vinden voor deze stelling waarbij het zelfs bij één oneven
aantal is en dat zou misschien kunnen als, uhm?

Model van Toulmin

De claim die de leerling maakt is dat:

Als twee eilanden een oneven aantal paden hebben is het onmogelijk
om ergens te beginnen alle bruggen [precies één keer| te nemen en
weer terug te komen.

De warrant is dat, wanneer een enkel eiland een oneven aantal bruggen heeft,
het onmogelijk is om alle eilanden te bezoeken en alle bruggen te nemen, omdat
als je uiteindelijk binnen bent er geen weg meer naar buiten is.

Dit zou als volgt in het model van Toulmin geplaatst kunnen worden:

De leerlingen hebben het
probleem van Koningsbergen
gezien. Bovendien hebben ze
kennis opgedaan over Euler-
cykels tijdens de problemen

over de appartementen

T

Als één enkel eiland een
oneven aantal bruggen heeft,
zal er geen weg naar buiten
zijn als je er uiteindelijk

Als twee eilanden een
oneven aantal paden
hebben is het onmogelijk
om ergens te beginnen,
alle bruggen te nemen en
weer terug te komen waar
je begonnen bent.

binnen bent gekomen.

Fragment 4

Intuitie

We zien wederom dat de leerling zijn claim gericht heeft op de situatie dat
Eulercykels niet mogelijk zijn. Maar deze keer heeft de leerling het argument
al veel algemener weten op te stellen. Het argument is breder toepasbaar dan

alleen op Koningsbergen. De specifieke terminologie van grafen, knopen en kanten
ontbreekt nog.
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Het veralgemeniseren van een argument is een belangrijke stap tijdens bewij-
zen. Na het ontdekken van een terugkerend verschijnsel in concrete voorbeelden
moet de stap gemaakt worden om te ontdekken of het in het algemeen geldt.

We zien hier hoe de leerlingen de ontdekte stelling langzaam aan het aan-
scherpen zijn.

6.5 Fragment 5

Het laatste fragment is weer afkomstig van een groep leerlingen die de opdracht
kreeg om na te denken over één kant van het bewijs voor de stelling over Eu-
lercykels. Dit fragment toont een verbetering in het vermogen van de leerlingen
om algemene uitspraken te formuleren. De leerlingen proberen hun argumentatie
zo algemeen mogelijk te maken, hoewel ze nog geen volledig ontwikkelde taal
hebben waarmee ze kunnen redeneren zoals wiskundigen.

De docent gaf de initiéle claim:

Een graaf die een Eulercykel bevat, heeft witsluitend knopen die een
even graad hebben.

De dialoog ging als volgt:

Als er een oneven aantal is dan kan het niet omdat je dan uiteindelijk
in een ander punt blijft.

Stel je hebt een graaf met miljoen punten één punt heeft er, heeft drie
wegen erin en alle andere vier. Dan kunnen we gewoon simpelweg
beredeneren dat als je dat punt ... Stel we memen aan, je hebt een
graaf met een miljoen punten, hypothetisch niet belangrijk getal ...
het kunnen er vier zijn, een miljoen, dertig of oneindig veel zijn, doet
er niet toe. Het punt is: één van die punten heeft drie, de rest vier
lijnen er naartoe. Dan is de uh, bij dat punt. Stel we beginnen wit
dat punt, dan moet je eerst uit dat punt, dan kom je uiteindelijk weer
terug bij dat punt en dan ga je er uiteindelik weer uit. Dus dan
kun je niet terugkomen bij dat punt omdat je alle andere lijnen al
hebt gebruikt zal ik maar zeggen. Maar je kunt ook niet daarbuiten
beginnen, want dan ga je van buiten naar binnen, van binnen naar
buiten en wederom van buiten naar binnen en dan loopt het weer
spaak omdat je niet naar buiten kan. Dus in beide gevallen is het
onmogelijk aangezien als je binnen begint eindig je buiten en als je
van buiten komt eindig je binnen dus is er geen enkele mogelijkheid
dit te volbrengen. Bewijs.

Model van Toulmin

We zien de belangrijke onderdelen van het argumentatiemodel terugkomen. De
leerling gaf een warrant voor de gepresenteerde claim. Vervolgens werd dit
uitgewerkt in twee verschillende situaties. De situatie dat we beginnen in de
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knoop met een oneven graad en de situatie dat we beginnen in een knoop met
een even graad.

Het argument van de leerling zou als volgt in het model van Toulmin kunnen
worden geplaatst:

De leerlingen hebben in
concrete grafen ontdekt
wanneer Eulercykels bestaan.

Een graaf die een
T Eulercykel bevat, heeft
uitsluitend knopen die een
Hoe groot de graaf ook is even graad hebben.
als niet alle punten even
graad hebben dan is er
geen Eulercykel mogelijk.

T

Stel dat we in het punt met oneven graad (graad drie)
beginnen. Je verlaat het punt en uiteindelijk kom je weer
terug bij het punt. Omdat er nog een kant (lijn) niet
bewandeld is zal je het punt weer verlaten. Je kan nu niet
meer terug omdat je alle lijnen gebruikt hebt.

Stel dat we in een ander punt beginnen, dan zal je ergens in
de wandeling het punt met oneven graad (graad drie)
tegenkomen. Als je het punt verlaat dan is er nog maar één
kant (lijn) over. Je kan naar binnen maar dan kan je niet meer
uit het punt weg.

Fragment 5
Intuitie

In dit fragment zien we de leerling het argument nog verder veralgemeniseren.
De leerling gebruikt al meer de taal van de grafentheorie (graaf, punt, graad,
lijn). We zien ook hoe de leerling worstelt om aan te geven dat het niet uitmaakt
hoeveel punten er in de graaf zitten. Deze generalisaties leiden tot een verbeterd
argument vergeleken met de vorige fragmenten.

We zien geen groei richting het formelere bewijs van Euler en/of Hierholzer,

maar wel dat de leerlingen beter begrijpen wat belangrijk is voor een wiskundig
bewijs.
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7 Conclusie/Discussie

7.1 Bevindingen

Tijdens het analyseren van de geluidsopnames zijn we te weten gekomen dat
leerlingen kunnen bewijzen. We hebben gezien hoe leerlingen voor een concreet
voorbeeld een stelling hebben gevonden. Over de onderbouwing hebben ze met
elkaar geredeneerd. Herhaaldelijk is het bewijs aangescherpt door het los te
koppelen van het concrete voorbeeld met behulp van formelere taal.

We kunnen bevestigen dat er een groot verschil is tussen de activiteit bewijzen
en het opstellen van een bewijs. Het opstellen van een bewijs is een formele
activiteit die precisie vereist. Het publiek is in principe iedereen, waardoor je
geen ruimte kan laten voor onduidelijkheden. Tijdens het bewijzen of het opdoen
van intuitie voor het formeel bewijzen is het publiek beperkt tot de mensen die
meedoen in de dialoog. Het is dus minder van belang om precies te zijn, omdat
er nog ruimte is om vragen te stellen en de argumentatie aan te scherpen.

Met behulp van het model van Toulmin kunnen we concluderen dat leerlingen
het nog lastig vinden om kritisch te zijn op uitspraken van anderen. Er was
weinig rebuttal wat het verfijningsproces van de stelling efficiénter had kunnen
laten verlopen. In Proofs and Refutations (Lakatos |1976]) was dit een essentieel
onderdeel om de gemaakte claims aan te scherpen en te funderen.

Bovendien kunnen we stellen dat taal een belangrijk onderdeel is van be-
wijzen. Vaak worstelden leerlingen om hun argumenten algemeen te maken.
Wiskundige taal maakt dit makkelijker. Door het te hebben over een knoop in
plaats van een kamer wordt het argument losgetrokken van het voorbeeld. Er
is een groot verschil tussen een graaf met een miljoen punten en een graaf met
een arbitraire hoeveelheid punten. Het onder woorden brengen hiervan kan lastig
zijn, terwijl het besef ervan er wel aanwezig is.

7.2 Conclusie

De bevindingen van dit onderzoek bieden inzicht in het redeneergedrag van derde
klas gymnasium leerlingen tijdens het bewijzen, evenals hun vermogen om de
stelling over Eulergrafen te begrijpen en toe te passen. De onderzoeksvragen die
we wilden beantwoorden met dit onderzoek zijn:

Hoe redeneren leerlingen tijdens het bewijzen?

Hoe is dit te vergelijken met het bewijs van de stelling over Euler-
grafen?

Onze analyse onthulde dat leerlingen kunnen bewijzen. Ze hebben in een
korte tijd (twee lessen) laten zien dat ze van een concreet voorbeeld een algemeen
geldend argument kunnen formuleren. De leerlingen zijn aan de slag gegaan met
een opgave over een 4-kamer appartement. Hiermee hebben ze ontdekt dat de
hoeveelheid deuren in een kamer van belang is om te concluderen of een wandeling
die precies één keer door alle deuren gaat mogelijk is. In de tweede les hebben
ze dit uitgebreid naar een stelling die luidt:
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Stel ... je hebt een graaf met een ... hypothetisch niet belangrijk
[hoeveelheid punten]. Als [al] één van die punten drie lijnen er naartoe
heeft dan is [een Eulercykel niet] te volbrengen.

We kunnen zien hoe de leerlingen zijn gegroeid in hun begrip van veralge-
meniseren. Dit kunnen we zien in de terminologie; in plaats van kamers en
deuren, spreken ze nu over punten en lijnen. Verder zien we hoe ze de stelling
hebben weten los te halen van het concrete voorbeeld. Van een graaf met vijf
punten zijn ze naar een graaf met een hypothetisch niet belangrijk hoeveelheid
punten gegaan.

Maar er is nog ruimte om te groeien. Een belangrijk aspect van bewijzen is
een kritische houding. Niet alleen richting uitspraken die je zelf maakt, maar
ook richting de uitspraken van de andere leerlingen. Kijkend naar het model van
Toulmin zien we dit terug in de afwezigheid van rebuttal.

In de lessen zijn de leerlingen begonnen met het idee dat een zo lang mo-
gelijke wandeling moet beginnen en eindigen in hetzelfde punt. Dit was ook een
belangrijk punt in de bewijzen die we hebben gezien in onderdeel 3.1.3. Hierna
hebben de leerlingen vooral gekeken naar de situatie waarbij een Eulergraaf niet
mogelijk is. Het is onduidelijk of Hierholzer of Euler hier ook over nagedacht
heeft voor het opstellen van een bewijs.

Als we de leerlingen meer tijd zouden geven, hadden ze meer ruimte gehad om
het bewijs verder uit te werken. Hierdoor zouden we een completer beeld krijgen
of de intuitieve denkstappen overeenkomen met die van Euler en/of Hierholzen.

We hebben in dit onderzoek laten zien dat intuitieve argumentatie nodig is om
een claim aan te scherpen. Dit is een belangrijk onderdeel van bewijzen. Door de
geluidsopnames te analyseren hebben we ontdekt dat leerlingen bewijsvaardighe-
den kunnen laten zien zonder dat ze gebruik maken van formele taal. Dit is in
lijn met wat Antonini (2019) heeft gevonden in zijn kwalitatieve onderzoek naar
bewijsvoering.

Het beheersen van de formele wiskundige taal was niet nodig om aan te
tonen dat leerlingen bewijsvaardigheden bezitten. FEchter zagen we dat het wel
een belemmering is in het veralgemeniseren van een claim. De afwezigheid van
formele taal maakte het moeilijker om tot een onweerlegbaar bewijs te komen.
Dit sluit aan bij de bevindingen van Fischbein (1987).

Ten slotte kunnen we stellen dat bewijsvoering in het voorgezet onderwijs
een grotere rol mag hebben. Naast het onderzoek van Knipping (2008) kan er
gekeken worden naar hoe argumentatie een rol speelt in het onderwijzen van
bewijsvoering. Dit kan de leerlingen een completer beeld geven van wat bewijzen
inhoudt. Dit komt overeen met de conclusie van Oosterom (2018)).

7.3 Reflectie

In dit onderdeel zal er kritisch gekeken worden naar de manier waarop het on-
derzoek is uitgevoerd en de eventuele implicaties daarvan. Dit kan meegenomen
worden in vervolgonderzoek of bij het toepassen van bevindingen. Eerst zal
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gekeken worden naar de manier waarop het onderzoek is uitgevoerd en daarna
naar het ontwerp van de lessenreeks.

7.3.1 Methode

In dit onderdeel zullen we stilstaan bij twee onderwerpen; de doelgroep en de tak
van de wiskunde die gebruikt is voor dit onderzoek.

Doelgroep

Dit onderzoek richtte zich op derde klas gymnasiumleerlingen die gebruikmaken
van de Wageningse Methode. De keuze voor jaarlaag, het niveau en de methode
hebben gevolgen op de resultaten.

De methode die in het onderwijs gebruikt wordt, kan invloed hebben op de
ontwikkeling van de leerling. Zo legt de Wageningse Methode de nadruk op het
zelf ontdekken van de theorie. Dit heeft als gevolg dat deze leerlingen weten wat
het betekent om op zoek te gaan naar een stelling. Hierdoor vertoont deze groep
leerlingen mogelijk betere redeneervaardigheden dan leerlingen die een andere
methode gewend zijn.

Verder kan vanuit dit onderzoek moeilijk een conclusie getrokken worden over
mavo- en havoleerlingen. Er zijn mogelijk zelfs verschillen zijn tussen atheneum
en gymnasiumleerlingen. Hoewel de resultaten tussen vwo-leerlingen waarschijn-
lijk een stuk meer overeenkomen dan de andere niveaus.

Dit onderzoek was gericht op leerlingen in de derde klas. Hieruit kunnen
we de conclusie trekken dat leerlingen in de bovenbouw van het gymnasium
minimaal evenveel redeneervaardigheden bezitten als onze doelgroep. Als leer-
lingen vaker uitgedaagd worden om kritisch naar een stelling te kijken, zullen hun
redeneervaardigheden beter worden. Over de rest van de onderbouw is moeilijk
een conclusie te trekken.

Grafentheorie

Grafentheorie is gekozen als middel om redeneervaardigheden in kaart te brengen.
Zoals beschreven zijn hier voor- en nadelen te benoemen.

Een voordeel is dat grafentheorie een toegankelijke tak van de wiskunde is,
waarvoor weinig voorkennis nodig is om de basis te begrijpen. Dit biedt veel
mogelijkheden voor leerlingen van de middelbare school om hiermee te redeneren.
Bovendien is het een onderwerp dat niet standaard in het middelbare schoolcur-
riculum zit, waardoor leerlingen worden uitgedaagd om redeneervaardigheden toe
te passen zonder terug te vallen op eerdere kennis.

Een nadeel van het gebruik van grafentheorie is echter dat leerlingen weinig
tot geen ervaring hebben met grafen, waardoor het moeilijk is om hierover te
discussiéren. Dit maakt het lastig voor leerlingen om concrete voorbeelden los
te laten en uitspraken te doen over grafen in het algemeen. Onderwerpen zoals
goniometrie, algebra of meetkunde sluiten beter aan bij de kennis van leerlingen.
Deze onderwerpen kunnen mogelijk voor betere resultaten zorgen.
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7.3.2 Ontwerp

Verder willen we stilstaan bij het ontwerp. Voor dit onderzoek is er gekozen voor
een tweetal lessen die gericht waren op het ontdekken van Eulergrafen. De keuzes
zullen in het volgende blok worden uitgewerkt.

Lesplan

De opzet van de les kan verder worden geoptimaliseerd. Een belangrijk punt van
kritiek is de duur van de module. Voor de grootte van dit onderzoek was het niet
haalbaar om een langer lesplan te ontwerpen en uit te voeren. Voor de leerlingen
zou het nuttig zijn geweest om meer tijd te krijgen om vertrouwd te raken met
grafen en om de terminologie van grafentheorie te leren.

Een langer lesplan, waarin leerlingen beginnen met de basis van grafen, zou
diepere discussies kunnen bevorderen. Door leerlingen kennis te laten maken
met formele definities, zou de terminologie waarmee ze redeneren breder zijn
geweest. Een andere aanpak had mogelijk betere data kunnen opleveren met een
duidelijker beeld van de redeneervaardigheden van de leerlingen.

Een ander punt van aandacht was dat leerlingen bleven hangen in een claim
die niet direct gelinkt was aan de stelling over Eulergrafen. Dit zorgt ervoor
dat we weinig inzicht gekregen hebben of de intuitieve stappen van de leerlingen
overeenkomen met die van Euler en Hierholzer. De claim waar de leerlingen in
bleven hangen was het volgende:

Als een graaf een knoop heeft waarvan de graad oneven is dan is een
Eulercykel niet mogelijk.

Dit suggereert dat de stelling niet goed is gepresenteerd, of dat deze te in-
gewikkeld was. Betere begeleiding en alertheid van de docent had mogelijk
kunnen leiden tot breder inzicht in de intuitie die nodig is om de stelling te
bewijzen.

Een ander struikelblok was de groepsgrootte. Een klas met vijfentwintig tot
dertig leerlingen die allemaal proberen te discussiéren over een stelling zorgt voor
een drukke les. Een kleinere groepsgrootte zou voor meer concentratie kunnen
zorgen en de les soepeler laten verlopen.

7.4 Praktische implicaties

De NVVW (Wiskunde in het VO|[2019) benadrukt het belang van bewijzen in het
voortgezet onderwijs. Dit onderzoek toont aan dat middelbare scholieren genoeg
bewijsvaardigheden vertonen om hier dieper op in te gaan. Het onderwijzen
van bewijzen zou zich moeten richting op argumentatievaardigheden. Naast de
praktische implicaties van de wiskunde is het belangrijk om de leerlingen te laten
zien waarom wiskunde klopt.

Leerlingen moeten vaker opdrachten maken waarin ze een stelling formuleren
of onderbouwen. Om van een concreet voorbeeld naar een algemene oplossing te
werken is waar de wiskunde om draait. Hier zou meer nadruk op moeten komen.
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Deze opdracht ligt voor een deel bij docenten. Docenten kunnen ruimte
maken om leerlingen te laten discussiéren over een stelling. Hierdoor worden ze
geactiveerd om te redeneren. Hetzelfde geldt voor de schrijvers van de lesmetho-
de. Vind manieren om de vragen zo te formuleren dat de leerlingen theorién en
stellingen actief ontdekken.

7.5 Vervolgonderzoek

Alleen al uit de reflectie kunnen we stellen dat vervolgonderzoek nodig is om
een completer beeld te vormen over de bewijsvaardigheden van leerlingen op het
voortgezet onderwijs. Een aantal suggesties volgen hieronder.

Vergelijkend onderzoek zou zich kunnen richten op de leeftijd, het niveau
en de onderwijsmethode. Hierdoor zou er een completer beeld geschets kunnen
worden welke zaken invloed hebben op de redeneervaardigheden van leerlingen.
Dit zou concretere implicaties kunnen hebben voor de manier waarop bewijzen
onderwezen wordt.

Verder wordt er in de derde klas een keuze gemaakt tussen wiskunde A en
wiskunde B. Onderzoek zou zich ook kunnen richten op de verschillen tussen
deze groepen in de loop van hun schoolcarriére. Er kan gekeken worden of
leerlingen al een verschil vertonen voordat een keuze gemaakt wordt. Bovendien
kan er gekeken worden of de leerlingen die wiskunde B kiezen een completer beeld
ontwikkelen van bewijzen.

Ten slotte zou een dialoog met leerlingen beter tot zijn recht komen in kleinere
groepen. Een onderzoek als deze zou herhaald kunnen worden voor een kleinere
groep van bijvoorbeeld zes tot twaalf leerlingen. Dit kan als gevolg hebben dat
de dialoog meer in lijn is met dat van Proofs and Refutations (Lakatos |1976).
Bovendien zou dit de docent helpen om de gesprekken te sturen en zelf meer
sturing geven door middel van rebuttal.
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Voorbehoud

Dit project is geschreven in LaTeX. Het programma wat ik hiervoor gebruik
heeft geen ingebouwde spellingscontrole. Aan het begin van het project heb ik
ChatGPT gebruikt om deze controle uit te voeren (zie het voorbeeld hieronder).
Na verloop van tijd kwam ik erachter dat dit niet beste en efficiénte manier was
om dit te doen. Later heb ik een browserextensie gevonden die voor LaTeX werkt
en deze gebruikt.

Voorbeeld

Prompt:

Zou je het volgende stuk tekst kunnen corrigeren op spelling en gram-
matica:

Als er een ruimte is met een oneven aantal deuren, dan is het niet
mogelijk om pad te vinden die door alle deuren gaat en in dezelfde
ruimte begint en eindigt.

Antwoord:

Als er een ruimte is met een oneven aantal deuren, dan is het niet
mogelijk om een pad te vinden dat door alle deuren gaat en in dezelfde
ruimte begint en eindigt.
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