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Eric Opdam is gericht op de theorie van algebraische groepen en de definitie van eindige
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1. COXETER GROEPEN

De inhoud van dit hoofdstuk is gerelateerd aan §2.2, 2.3 uit Carter [2]. Daar wordt
dit materiaal herhaald. Betere verwijzingen met betrekking tot de theorie van Coxeter
groepen zijn Bourbaki [1] en Humphreys [5]. Enkele onbewezen uitspraken kunnen daar
met bewijs worden teruggevonden.

1.1. Definities.

Definitie 1.1.1.

(i) Een Coxeter groep is een paar (W,S) met W een groep en S C W een verzameling
van involuties, i.e. s # 1, s> = 1, die W wvoortbrengen en zodanig dat de relaties
(st)™st =1, Vs,t € S, s #t, de enige relaties in W zijn.

(ii) (W,S) is een irreducibele Cozxeter groep als er geen partitie S = S U Sy bestaat
zodanig dat mg; = 2 voor alle s € S1 ent € Ss.

De generatoren zijn involuties, en dit impliceert mg; = m:s. We zullen enkel eindige
Coxeter groepen beschouwen en dan is mg; < co. Als conventie stellen we mgs = 1, Vs € S.
Merk op dat mg = 2 betekent dat st = ts, ofwel s en t commuteren, want s = s~ ! en

t=t"1.

Opmerking 1.1.2. De Coxeter groep wordt vastgelegd door my, s,t € S, en we geven dit
weer in een Coxeter diagram. Het Coxeter diagram is een graaf met knopen en lijnen
met een gewicht. Het aantal knopen is |S| en we verbinden s en t niet als mg = 2 en met
een lijn met gewicht mg; als mg > 3. De gewichten worden alleen genoteerd als mg; > 4.
Merk op dat (W, S) irreducibel is precies dan als het Coxeter diagram samenhangend is.
We hebben dan de volgende classificatie van irreducibele eindige Coxeter groepen in termen
van de Coxeter diagrammen met n = |S| knopen:

Ap(n>1): 0o—0—...—0—0 B,(n>2): o—o—...—oio
o o
D,(n>4): o—o—...—c|>—o Eg : o—o—c|>—o—o
@) @)
Er: o—o—o—c‘;—o—o FEg: 0—0—0—0—0—0—0
Fy o—oio—o Hs oio—o
H,: oio—o—o I;(m)(m >5) : oo

De benamingen Hy = I5(5) en G = I5(6) zijn gebruikelijk.

Definitie 1.1.3. Voor w € W definiéren we de lengte van w als

lw) =min{p |w=s1...5,, 8 €S}
P

Als w = 81...5¢) dan heet het rechterlid een gereduceerde expressie voor w.

Opgave 1.1.4. Bewijs de volgende eigenschappen van de lengtefunctie:
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a. l(w)=0cw=1lenf(w)=1weS.
b. f(w) = L(w™).
c. [f(w)—L(w")] <Ll(ww") < l(w)+ L(w).

Opmerking. De aftbeelding S — {£1}, s — —1, breidt uit tot een 1-dimensionale repre-
sentatie van W, want de relaties van W worden gerespecteerd. Deze representatie heet
de tekenrepresentatie ¢: W — {+1}, en e¢(w) = (—1)*™). Dan geldt voor w € W en
s € S ook dat (—1)!%) = g(ws) = —e(w) = —(—=1)* ™), dus £(ws) = £(w) £ 1 vanwege
Opgave 1.1.4(c). Evenzo {(sw) = f(w) * 1.

Voorbeeld 1.1.5. Zij S,, de permutatiegroep op n letters, en laat s; = (i,i+1),i=1,... ,n—
1 de transpositie van de i-de en i + 1-de letter zijn. Dan s? = 1, s;s; = s;s; als |[i — j| > 1
en $;S;4+15; = Si+15iSi+1, en de s;’s brengen S,, voort. We concluderen dat S,, een quotiént
van de Coxeter groep van type A, _; is. We zullen later zien dat S, = W(A4,_1).

Opgave 1.1.6. Laat D,, de dihedraalgroep van orde 2m zijn, i.e. D,, is de groep van
orthogonale transformaties van R? die een regelmatig polygon met m zijden en de oorsprong
als middelpunt invariant laten. Laat zien dat D,, m rotaties en m spiegelingen bevat, en
dat het een quotiént is van W (Iz(m)). (Ook hier geldt W (Iy(m)) = D,,, zoals we later
zullen zien.)

Opgave 1.1.7. 7ij (Z/27)™ x S,, de groep van tekenpermutaties, i.e. de groep van mono-
miale matrices waarbij de niet-nul matrixelementen +1 zijn. (Monomiale matrices zijn de
matrices met precies één niet-nul element op iedere rij en kolom.) Laat zien dat het een
quotiént is van W (B,). (Ook hier geldt W (B,,) = (Z/2Z)" x S, zoals we later zullen

zien.)

1.2. Spiegelingsrepresentatie.

Zij V een |S|-dimensionale reéle vectorruimte met basis a,, s € S. We voorzien V
van de bilineaire vorm gedefinieerd door (as, ;) = —cosm/mg, zodat in het bijzonder
(as,a5) = 1. Merk op dat mg = mys maakt dat de bilineaire vorm symmetrisch is.
Definieer nu de spiegeling 7, in het hypervlak Hy, = {v € V' | (v, a5) = 0}, ofwel

(1.2.1) T2V =V, Ts(v) = v — 2(v, as) as.

Opmerking. De normalisatie (a, «) = 1 is natuurlijk, maar een veel meer gebruikte nor-
malisatie is (o, a) = 2. We volgen Carter [2, §2.2].

Opgave 1.2.1. 7ij 74, ¢ € V, de spiegeling in het hypervlak horend bij ¢ zoals gedefinieerd
in (1.2.1), en zij A € GL(V). Bewijs dat 744 = Ao7,0 A™1

Lemma 1.2.2. Er geldt
(i) 72=1,Vse S,
(i) (7s1)™t =1, Vs, t € S,
(iii) (7s(v1),7s(v2)) = (vi,v2), Vs € S, Vui,v3 € V.

Bewijs. Dat 7, een involutie is volgt uit een triviale berekening met (1.2.1). Evenzo is (iii)
een eenvoudige berekening met (1.2.1).
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Voor (ii) beschouwen we de 2-dimensionale deelruimte Vy; = R-as®R ;. Merk op dat
de beperking tot V; van de bilineaire vorm positief definiet is. Immers, als v = aa s + by,
a,b € R, dan is (v,v) = a® + b? — 2abcosm/my = (a — beosm/mg)? + b?sin® 7 /my,.
Omdat mg < oo volgt dat (v,v) = 0 dan en slechts dan als a = b = 0 ofwel v = 0. Dus
Vi =2 R?, de 2-dimensionale Euclidische ruimte. Dan is de hoek tussen o, en oy gelijk aan
(1 —m;tl), en dus is 757 op Vs gelijk aan een rotatie over 27 /mg; en (7,7)™t = 1 op V.
Omdat (-,-) positief definiet is op Vi volgt dat V =V @ {v € V | (v,A) =0, Y\ € Vg }.
Aangezien de laatste deelruimte puntsgewijs invariant wordt gelaten door 75 en 7y volgt
het resultaat. [

Gevolg 1.2.3. 0:W — GL(V), s — 74, is een representatie van W, de spiegelingsre-
presentatie.

Definitie 1.2.4. De eindige verzameling van vectoren in V gedefinieerd door A = {as |
s € S} heten de simpele wortels en de eindige verzameling van vectoren in V' gedefinieerd
door ® = W(A) heet het wortelsysteem. De wortels o € ®, o = ) csa, c5 € R, met
cs > 0, noemen we positieve wortels. De verzameling positieve wortels noteren we met
®T. Fen wortel a heet negatief als —a € ®T, en de verzameling van negatieve wortels is
o,
Stelling 1.2.5. Zijw € W en s € S dan geldt

(i) L(ws) > l(w) = w(as) >0,

(i) l(ws) < l(w) = w(as) < 0.

Schets van het bewijs. Merk op dat (ii) uit (i) volgt door van w op ws over te gaan en op
te merken dat ws(as) = —w(ay).

Het bewijs van (i) gaat met behulp van inductie op de lengte ¢(w). Het geval £(w) = 0,
of w =1, is triviaal. Zij t € S gekozen zodat ¢(wt) < ¢(w), dan is s # t. Zij W; = (s,t)
de ondergroep voortgebracht door s en ¢, dan W; = D,,, voor zekere m < co. Later zullen
we dit zien als een speciaal geval van een zogenaamde parabolische ondergroep, en dat
zelfs m = mg;. Nu weten we slechts dat m|mg;. Zij £; de bijbehorende lengtefunctie, dan
l(w) < £y(w) voor w € Wy. De inductiestap is enigzins ingewikkeld, en loopt vooruit op
het begrip minimale nevenklasse representant. Stel D = {w’ € W | (w') 1w € Wy, £(w')+
C7((w")"tw) = £(w)}, dan is D niet leeg want w € D. Zij v € D het element met minimale
lengte £(v), en laat v; = v~ lw zodat w = vv; en L(w) = £;(vy) + £(v). Merk op dat
wt € D per definitie, dus £(v) < ¢(wt) < ¢(w), dus we kunnen de inductiehypothese op v
en s toepassen mits we weten dat ¢(vs) > ¢(v). Stel ¢(vs) < £(v), dan volgt uit

((w) < L(vs) + L(sv™tw) < L(vs) + Ly (sv™tw) = £(v) — 1+ L5(sv™ w)
<) =14+ Ly w) +1 = L) + (v w) = L(w)

dat £(w) = £(vs) + £ (sv™ w) in tegenspraak met het feit dat v € D minimale lengte heeft.

De inductiehypothese zegt dat v(as) > 0, en op een soortgelijke wijze zien we dat
v(ay) > 0. Omdat w = vvy is het voldoende te bewijzen dat vy (as) = Aas+Bay, A, B > 0.
Dit reduceert tot een berekening over rotaties in R?, zie het bewijs van Lemma 1.2.2(ii).
Dit laten we aan de lezer over. [J
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Gevolg 1.2.6. & = T U D™, ofwel Voo € & met o« = Y csas zign Of alle coéfficiénten
niet-negatief of niet-positief.

Bewijs. Merk op dat voor alle « € ® is er een w € W en een s € S zodat a = w(ay). Pas
nu Stelling 1.2.5 toe. [

Gevolg 1.2.7. De spiegelingsrepresentatie is getrouw, i.e. Kerf is triviaal.

Bewijs. Stel niet, kies 1 # w € Kerfl en daarbij een s € S zodanig dat {(ws) < f(w).
Dan volgt uit Stelling 1.2.5 dat w(as) < 0. Maar w € Kerf leidt tot oy = w(as) € OT.
Tegenspraak. [

Voorbeeld 1.2.8. Voor de Coxeter groep W(A,_1) kunnen we de wortels (¢; — £;)/v/2,
1 # j, nemen, waarbij €;, ¢ = 1,... ,n, de standaard orthonormale basis van R™ nemen.
Nuis V = (g1 + ...+ &,)" een n — 1-dimensionale vectorruimte met als basis de simpele
wortels (g; — €i41)/v2, i = 1,... ,n — 1. Uit Gevolg 1.2.7 volgt nu dat W(A,_1) = S,,
zie Voorbeeld 1.1.5.

Opgave 1.2.9. Laat zien dat W(B,,) = (Z/27Z)" x S,, vergelijk Opgave 1.1.7. Evenzo,
W (I3(m)) = Dy, vergelijk Opgave 1.1.6.

Stelling 1.2.10. De invariante bilineaire vorm is positief definiet voor een eindige Cozeter
groep W, ofwel, V is een |S|-dimensionale Euclidische ruimte. Dan beeldt de spiegelings-
representatie : W — O(V) =2 O, (R) de Cozeter groep getrouw af in de orthogonale af-
beeldingen.

Bewijs. Nummer de knopen van het Coxeter diagram voor W zodanig dat {1,...,n},
{n1+1,... ,n1 + na}, etcetera corresponderen met de samenhangscomponenten van het
Coxeter diagram. Zij Vi,..., V) de deelruimtes van V opgespannen door {aq,... ,ap, },
{@n 41, ;0 40, }, etcetera. Merk nu op dat de orde van s;s; gelijk is aan 2 dan en
slechts dan als (o, ;) =0, dus V; C le voor alle j # . Dus we hebben de orthogonale
direkte som V =V; & ... & Vi, en bovendien 7, (V;) C V; vanwege (1.2.1).

We zullen laten zien dat V; een simpel moduul voor W is door te laten zien dat elke
vervlechtingsoperator een constante maal de identiteit is op elke V;. Zij X:V — V een
vervlechtingoperator. Uit V = (a;) ® (a,)*, vergelijk het bewijs van Lemma 1.2.2, volgt
dat Xas; = A\sas, As € R, voor alle s € S. Stel nu dat s,t € S in dezelfde samenhangscom-
ponent van het Coxeter diagram zitten en dat mg > 3. Dan is (o, ap) # 0 en dus 1504 =
ap + agsas met ags # 0. Dan volgt uit Adjay + agsAsas = X1 = 75 X oy = (i + agsas)
dat A\ = As. Dus \; is constant op samenhangscomponenten van het Coxeter diagram.

Omdat op elk simpel moduul voor een eindige groep hoogstens één (tot op een positieve
constante factor) invariante bilineaire vorm bestaat, die positief definiet is, volgt de positief
definietheid van (-,-) en daarmee de stelling. [

Opmerking. De spiegelingsrepresentatie kan voor willekeurige Coxeter groepen worden
gedefinieerd, en dan is W eindig dan en slechts dan als de invariante bilineaire vorm positief
definiet is. Stelling 1.2.10 is feitelijk een karakterisatie van eindige Coxeter groepen.

We kunnen vanaf nu over de eindige Coxeter groep W denken als een eindige onder-
groep van de orthogonale groep voortgebracht door simpele spiegelingen, i.e. spiegelingen
in de simpele wortels. We identificeren vanaf nu s met 5.
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Lemma 1.2.11. s(@*\{as}> = d "\ {a,} en s(as) = —as.

Bewijs. Het laatste volgt direct uit (1.2.1). Kies nu a € ®T\{a,}, of o = Y, s ¢ty met
¢; > 0 en minstens een t’ # s met ¢ > 0, dan is

s(a) = ths(at) = th(at — 2(ay, ag)ay)

tes tesS

en de coéfficiént van oy is ¢ > 0. Dus s(a) € &1 vanwege Gevolg 1.2.6. Dus volgt de
inclusie s(@*\{as}> C ®T\{as}, en omdat s = s7! volgt gelijkheid. [

Propositie 1.2.12. ((w) = |®T Nw 1®~|, of de lengte van w is het aantal positieve
wortels dat door w naar de negatieve wortels wordt afgebeeld.

Bewijs. Zij n(w) = |®TNw~1®~|, dan n(w) = 0 dan en slechts dan als w = 1 en n(w) =1
dan en slechts dan als w € S vanwege Lemma 1.2.11. Merk nu op dat &+ N (ws)™1®~ =
s(s@TNuw™e7) = s(M\{as}Nw e )Us({—as }Nw™'®~) vanwege Lemma 1.2.11. Stel
nu dat w(ag) > 0, dan is [{—as}Nw 1@ | =1en |[dT\{a;}Nw 17| =|dT Nw 1o,
ofwel n(ws) = n(w)+1 als w(ag) > 0. Op dezelfde manier zien we dat w(a,) < 0 impliceert
dat n(ws) = n(w) — 1. Gebruik nu Stelling 1.2.5 en inductie om te zien dat n(w) = ¢(w)
voor allew € W. O

Opgave 1.2.13. Zij w = s1 ... s, een gereduceerde expressie. Stel 5; = .81 ... S;i11(as,),
en 3. = a,.. Toon aan dat @+ Nw=1®~ = {B3,...,5.}.

Lemma 1.2.14. De eindige Cozxeter groep W heeft een uniek element wg van mazximale
lengte; £(wg) = |®TF|, wo(PF) = &~ .

Bewijs. Omdat W eindig is bestaat er een element wy € W van maximale lengte. Uit
Stelling 1.2.5 volgt dat wo(A) C &~ en dus wo(®T) C ®~. Dus £(wg) = |®T| uit Proposi-
tie 1.2.12.

Aangezien &~ = —®T volgt dat wo(®T) = ®~. Als er nog een ander maximaal
element, zeg w’, is, dan volgt dat w'wy *(®+) = ®&F, en dus dat £(w'wy ') = 0 vanwege
Propositie 1.2.12. Dan is w'wy ' = 1. O

Opgave 1.2.15. Beschouw de Coxeter groep S,+1 met generatoren si,... ,Ss,, zie Voor-
beeld 1.1.5. In geval n = 2m — 1 oneven stellen we 7y = $1S8,, "2 = S2Sp-1, ---,
Tm—1 = Sm—18m+1, "'m = Sm. 10 geval n = 2m even stellen we r; = 815, 72 = 5251, - - -,
Tm—1 = Sm—15m+2, "'m = SmSm+15Sm. Bewijs dat de ondergroep van S, 11 voortgebracht
door 71, ...,y gelijk is aan W(B,,).

1.3. Karakterisering van Coxeter groepen.

Stelling 1.3.1. (Uitwisselingsconditie) Zij w = s1...s, € W een gereduceerde expressie
voor W, zij s € S met £(ws) < l(w), dan Ip € {1,...,r} zodat w = s1...8,...5.5, waar
5, betekent dat het element s, wordt weggelaten.

Bewijs. Zij as € ®T de simpele wortel voor s € S. Stelling 1.2.5 geeft w(as) € ®~.
Definieer nu w; = $jS;41...8:8, Wr11 = s en B; = w;(as). Danis f; = —w(a,) € T
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en Bry1 = —as € @, Zijp € {1,...,r} met B, € @t en B,11 = s,(3,) € P
Vanwege Lemma 1.2.11 volgt 8, = a5, = —fpt1 en s, = Tg,, = To 1. s.(a,) =
Sp4+1---5085,...8p41 vanwege Opgave 1.2.1. Vul dit nu in voor s, in de expressie voor
w. U

Merk op dat Stelling 1.3.1 ook waar is als de expressie voor w niet gereduceerd is.
Stelling 1.3.1 laat zien dat als ¢(ws) < ¢(w), dat we dan altijd een gereduceerde expressie
voor w hebben die op s € S eindigt.

Opgave. Formuleer en bewijs de linkervariant van de uitwisselingsconditie, i.e. voor w €
W, te S enl(tw) < f(w). Laat zien dat dit equivalent is met Stelling 1.3.1.

Stelling 1.3.2. Zij W een groep voortgebracht door een verzameling S van involuties.
Veronderstel dat voor (W, S) de uitwisselingsconditie van Stelling 1.3.1 geldt, dan is (W, S)
een Coxeter groep.

Zie [1, Ch. IV, §1.6] voor een bewijs.
1.4. Parabolische ondergroepen.

Definitie 1.4.1. Laat (W, S) een Cozeter groep zijn, en zij I een index set voor S, i.e.
S ={s; |i€l}. De ondergroep Wy = (s; |j € J) C W woortgebracht door de elementen
van S corresponderend met de index set J C I heet een parabolische ondergroep van
W. Wy heet een maximaal parabolische ondergroep als |I\J| = 1.

Merk op dat Wy = {1} en W; = W.

Stelling 1.4.2.

(i) Elke parabolische ondergroep W is een Coxeter groep met genererende verzameling
Sy ={s; | j e J} van involuties.

(ii) Als w = s1...8., w € Wy C W, een gereduceerde expressie is, dan s € Sy, k =
1,...,r. In het bijzonder geldt by, = llw,, en WyNS=.S5.

(iii) De afbeelding J — W van deelverzamelingen van I naar ondergroepen van W is een
1somorphisme van de machtsverzameling van I naar de parabolische ondergroepen van
W, i.e.
(a) J1 C Jy <= WJl C WJZ,
(b) Wiun = <WJ17WJ2>;
(C) WJlﬁJQ = WJl N WJz'

Bewijs. 7ij W de abstracte Coxeter groep voortgebracht door S; met de voorgeschreven
ordes voor de produkten van generatoren. Dan hebben we een surjectief homomorphisme
: Wy — W;. Merk nu op dat de spiegelingsrepresentatie van W werkt in V; = V N
spang{c; | j € J}, waarbij V de spiegelingsrepresentatie van W is, omdat de bilineaire
vormen overeenkomen. Gevolg 1.2.7 laat zien dat deze afbeelding 1 — 1 is, anderzijds is
ook Wy op een 1 — 1 ingebed in GL(V;). We hebben dan het commutatieve diagram

WJ — GL(VJ)
vl /
Wy
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Dus is ¥ een isomorphisme, en W; een Coxeter groep.

Voor het bewijs van (ii) gebruiken we weer inductie op ¢(w) met het geval ¢(w) = 0
triviaal. Kies s = s,., dan is w(as) < 0 vanwege Stelling 1.2.5. Anderzijds, w € W en
dus w=1t1...t,, t €Sy, en p > r = L(w). Dus geldt w(ay) = as+>.7_, ciay, < 0 voor
zekere ¢; € R door (1.2.1) te herhalen. Dus moet er een k € {1,...,p} zijn met t; = s.
Dan is ws € Wy, £(ws) < ¢(w), en kunnen we de inductiehypothese gebruiken.

Voor (iii)(a) merken we op dat, vanwege (i), geldt J; = SNW,;, € SNW,;, = Js.
Uitspraken (b) en (c¢) volgen evenzo direkt uit (i) en (ii). O

Voorbeeld. Sy, X ... x Sy, n1 + ...+ nE = n, is een parabolische ondergroep van de
Coxeter groep S,,, maar ook van W(B,,) = (Z/2Z)" x S,, en elke andere Coxeter groep,
wiens Coxeter diagram het A, _;-diagram als subdiagram heeft.

Gevolg 1.4.3. Elke Coxeter groep W s het directe product van irreducibele Cozeter
groepen; W = Wy x ... x Wy. Hierbij correspondeert elke W; met de Coxeter groep horend
bij een samenhangscomponent van het Coxeter diagram voor W.

Dus elke eindige Coxeter groep W is het direkte product van irreducibele eindige Cox-
eter groepen als in Opmerking 1.1.2. We kunnen dus zeggen dat W van type, bijvoorbeeld,
AgE7FyHs, is. We kunnen dus het type van een parabolische ondergroep W; aflezen door
alle knopen die niet in J zitten weg te halen als ook de zijden die aan deze knopen zijn
verbonden.

Bewijs. Elke W; is een parabolische ondergroep van W, en dus een Coxeter groep vanwege
Stelling 1.4.2(i). Elk element van W; commuteert met elk element van W;, i # j, en de
uitspraak volgt nu direkt uit Stelling 1.4.2(iii). O

Propositie 1.4.4. Zij Dy ={w € W | {(ws) > l(w)Vs € S;}.
(i) Dy is een verzameling representanten voor W/W; zodanig dat de lengtes optellen.
Ofwel, als w =uv met w € Dy en v e Wy dan {(w) = £(u) + {(v).
(ii) wWy N Dy is het unieke element van minimale lengte in de nevenklasse wW . FEen
element u € Dj heet een minimale representant.
(i) Dy={we W |w(Ay;) C P}, waar Ay = {as | s € S;} de verzameling van simpele
wortels voor de parabolische ondergroep Wy is.

Bewijs. We gebruiken inductie op f(w). Als /(w) =0, danw=1=1-1en 1€ D;. Stel
nu {(w) > 0. Als w € Dy, dan w = w - 1 is de gewenste ontbinding. Dus we kunnen nu
aannemen dat Js € Sy met f(ws) < {(w), dan vanwege de inductiehypothese ws = u'v’
met v € Dy en v € Wy en f(ws) = £(u') + £(v'). Dus w = uwv met u = v’ € Dy,
v =1's € Wy en bovendien ¢(v) = ¢(v") + 1. Immers, stel dat de lengtes niet optellen, dan
l(v) < L) en l(w) = L(ws) +1 =L(u)+ L)+ 1> l(u) + L(v) > l(w), tegenspraak.
Hieruit volgt (i).

Uit (i) volgt dat wW; = uWj; en dat ¢(w) > f(u). Als er nog een ander element, zeg
v, in wW; bestaat met dezelfde lengte, dan volgt uit v = wv, £(u') = £(u) + ¢(v) dat
l(v)=0endusv=1enu = u.

Deel (iii) volgt uit Stelling 1.2.5. O

Het is duidelijk dat D;l een verzameling van minimale representanten is voor W;\W.
We stellen Dy g = D;l N Dg voor deelverzamelingen J, K C I.
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Propositie 1.4.5.
(i) Elke dubbele nevenklasse W ywWiy bevat precies één element van Dy k.
(ii) Alsw € Dy, dan is w het unieke element van minimale lengte in W wWi .

Lemma 1.4.6.
(i) Laat x € Wy, w € Dy, k € K en stel zw(ay) < 0, dan w(ag) = «; voor zekere

JjeJ.

(ii) Laat v,w € Dy en stel WyNoWgw™! %0, dan v = w.

Bewijs. We gebruiken Propositie 1.4.4 steeds voor Dg en D;. Voor (i) merken we op
dat w(ay) > 0 omdat w € Dg. Dus z transformeert de positieve wortel w(ay) in een
negatieve wortel, en omdat x € W geldt w(ay) € <I>}L, de positieve wortels voor W.
Ofwel, ay, = 3,y cjw™ (), ¢; > 0. Nuis w™" € Dy, en dus w™'(a;) > 0. Maar dan
is een simpele wortel een positieve lineaire combinatie van positieve wortels, en dat kan
slechts als de som uit één simpele wortel bestaat. Dus ay = w™!(a;) voor zekere j € J.

Voor (ii) kiezen we z € W; N vWxw™!, en we bewijzen dat v = w met inductie op
l(x). Als {(z) = 0, dan = = 1 en w € vWgk. Omdat v,w € Dk volgt v = w. Voor
de inductiestap veronderstellen we £(x) > 0 en laat y = v~ 'zw € Wx. Dan merken we
opdat y # 1, want als y = 1 dan v = zw met x € W en v,w € D}l en dan vanwege
Propositie 1.4.4 x = 1 en v = w. Dus bestaat er k € K met y = y'sg, £(y') < £(y). Dan
geldt y(ay) € @y, en omdat v € D is zw(ay) = vy(ax) € 7. Vanwege (i) is w(ay) = «;
voor j € J en dus s; = wspw ™.

Nu is z(a;) = zw(ag) < 0, en dus is z = 2's; vanwege de uitwisselingsconditie,
Stelling 1.3.1, met £(2’) < £(z). En bovendien W 3 2/ = xs; = zwspw ™! = vyspw ™! =
vy'w™! € vWgrw™!, zodat we de inductiehypothese kunnen toepassen om te concluderen
dat v =w. O

Bewijgs van Propositie 1.4.5. 7ij w € W jwW g het element van minimale lengte, dan volgt
dat w van minimale lengte is in de nevenklassen W;w en wWg. Dan w € D}lﬂDK =Dk
vanwege Propositie 1.4.4, dus (ii) volgt uit (i).

Anderzijds, W ;wWy heeft een element van minimale lengte, dat als in de vorige
alinea een element van Dj i is. Om uniciteit aan te tonen nemen we v,w € Dj g met
v € WywWg, ofwel v = zwy met x € Wy en y € Wg. Maar dan ook z = vy ‘w™! €
vWrw™!. Lemma 1.4.6(ii) laat zien dat v =w. O

Stelling 1.4.7. (Kilmoyer) Laat w € Djx met J,K C I. Dan is Wy N"Wg = Wy, met
L C I gedefinieerd door A, = AjNw(Ak).

Bewijs. De inclusie Wi, C W;N“Wgk, omdat elke generator van Wy, in W; N"“Wg bevat
is.

Voor het omgekeerde nemen we x € W; N “Wg. We bewijzen dat x € W met
inductie op #(x). Als ¢(z) = 0, dan x = 1 € Wp. Veronderstel dat ¢(x) > 0 en laat
y = wlzw € Wk zodat y # 1. Dus y = y'sp met £(y) > £(y') en y(ag) € Px.
Omdat w € Dk volgt zw(ag) = wy(ag) € 7, zodat w(ag) = «; voor j € J vanwege
Lemma 1.4.6(1). En dus o; € Ay Nw(Ag) = Ay, ofwel j € L.

Omdat z(o;) = zw(oy) < 0 volgt & = a's;, {(x) > ¢(x’) vanwege Stelling 1.3.1. En
dan Wy 3 2/ = zs; = zwspw ™! = wyspw ! = wy'w™ € “Wk. En dus 2’ € W; N “Wk,
en z' € Wi, vanwege de inductiehypothese. Omdat = 2’s; met j € L volgt z € Wr. O
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2. GROEPEN MET EEN BN-PAAR

Dit hoofdstuk is een toelichting op Hoofdstuk 2 van Carter [2] in vereenvoudigde vorm.
Andere bronnen zijn Bourbaki [1] en Curtis en Reiner [3].

2.1. Definitie en de Bruhat ontbinding.

Definitie 2.1.1. Zij G een groep met ondergroepen B en N, dan heet G een groep met

een BN-paar als

(i) G wordt voorgebracht door B en N; G = (B, N), de groep B heet de Borel onder-
groep van G,

(il) BN N is een normale ondergroep van N,

(iii) De groep W = N/B N N wordt voortgebracht door een verzameling S van involuties,
de groep W heet de Weyl groep voor G,

(iv) Zij m: N — W de kanonicke afbeelding en zij n € 7~ 1(s) voor s € S, dan nBn # B,

(v) Zijn' € N, n€ n1(s), dan nBn' C Bnn'BU Bn’B.

Opmerking 2.1.2. (i) We zullen minder precies zijn in de notatie en (iv) en (v) schrijven
als sBs # B, en sBw C BswB U BwB voor s € S en w e W.

(ii) In plaats van een groep met een BN-paar wordt het tupel (G, B, N,S) ook wel een
Tits systeem genoemd.

(iii) Omdat W gegenereerd wordt door S kunnen we als in Definitie 1.1.3 een lengtefunctie
invoeren, zonder al te weten dat W een Coxeter groep is. De resultaten van Opgave 1.1.4
zijn nog steeds geldig.

(iv) Merk op dat met B, N ook geconjugeerde groepen gBg~!, gNg~! de axioma’s van
een BN-paar voor GG vervullen. De Weyl groepen zijn isomorph onder deze overgang.

Stelling 2.1.3. (Bruhat ontbinding) G = BW B en de afbeelding W — B\G/B, w —
BwB, is een bijectie van W op de dubbele nevenklassen van B in G.

1

Bewijs. Om surjectiviteit van de afbeelding te bewijzen merken we op dat inverses nemen
aanleiding geeft tot (BwB)™! = Bw™'B, dus BWB is invariant onder het nemen van
inverses. Vanwege Definitie 2.1.1(v) is (BsB)(BwB) C BwB U BswB, en vanwege Defini-
tie 2.1.1(iii), volgt dat BW B invariant is onder het nemen van produkten. Dus BW B
is een ondergroep van GG, en omdat B en N in BW B bevat zitten, volgt G = BW B uit
Definitie 2.1.1(i).

Om de injectiviteit in te zien bewijzen we dat

(2.1.1) w,w € W, w#w', {(w) > {l(w') =1= BwB # Buw'B.

met inductie op [. Als ! = 0, dan is w’ = 1 € W, en dan geeft de aanname BwB = B
aanleiding tot w € B, ofwel w = 1 = w’, een tegenspraak.

Voor de inductiestap kiezen we s € S zodanig dat {(sw’) =1 —1 < ¢(w’), dan is
w # sw’. Bovendien, is sw # sw’. Uit de inductiehypothese volgt nu dat BswB # Bsw’'B
en BwB # Bsw'B. Door nu Definitie 2.1.1(v) te gebruiken volgt Bsw’BNBsB-BwB = (),
maar ook Bsw'B C BsB - Bw'B. Als nu BwB = Bw'B dan zien we dat Bsw'B N
BsB - BwB # (). Omdat dubbele nevenklassen of disjunct of gelijk zijn geeft dit de
injectiviteit. [

We bekijken nu hoe de vermenigvuldiging van nevenklassen zich gedraagt.
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Propositie 2.1.4. Zijw e W en s € S met {(sw) > l(w), dan sBw C BswB.

Bewigs. Met inductie op ¢(w). Het geval ¢(w) = 0, of w = 1, is triviaal. Neem ¢(w) > 0
en kies t € S met w = w't en £(w') < f(w) — 1. Stel nu dat het resultaat niet waar is. We
zullen dan een tegenspraak met de inductiehypothese afleiden. Uit de Bruhat ontbinding,
Stelling 2.1.3, en Definitie 2.1.1(v) volgt dat dan sBwNBwDB # (), en dus sBw'NBwBt # .
Merk op dat sw = sw't en £(sw) > ¢(w) impliceert dat ook £(sw’) > £(w’). Immers, stel
niet, dan geeft {(sw) < l(sw') +1 < L(w') + 1 < ¢(w) een tegenspraak met de aanname
(sw) > l(w).

De inductiehypothese geeft nu sBw’ C Bsw’'B, en dus Bsw’' BN BwBt # (). Vanwege
en Definitie 2.1.1(v) volgt nu Bsw'B = BwtB of Bsw'B = BwB, en dus sw’ = wt of
sw’ = w vanwege de Bruhat ontbinding van Stelling 2.1.3. In het eerste geval is s = 1,
hetgeen niet mogelijk is vanwege Definitie 2.1.1(iv). In het tweede geval hebben we w’ =
sw, en dus f(w') = (sw) > ¢(w) in tegenspraak met £(w’') < ¢(w) — 1. Dit bewijst de
inductiestap. [

Propositie 2.1.5. Zijw € W en s € S met £(sw) < {(w), dan sBw N BwB # (.

Bewijs. Definitie 2.1.1(iv) en (v) laten zien dat sBs C BU BsB en sBsN BsB # (). Dus
sB N BsBs # () en bijgevolg sBw N BsBsw # (. Nu hebben we ((s(sw)) = £(w) > {(sw),
en dus BsBsw C BsswB = BwDB vanwege Propositie 2.1.4. Hieruit volgt het gewenste
resultaat. [

Gevolg 2.1.6. Zijw e W en s €S, dan geldt
(i) £(sw) # £(w),

(i) l(sw) =L(w) £ 1,

(iii) 4(sw) < {(w) = sB C BwuBw !B,

Bewigs. Als ¢(sw) = {(w), dan zijn zowel Propositie 2.1.4 als Propositie 2.1.5 geldig, en we
verkrijgen een tegenspraak uit de Bruhat ontbinding, Stelling 2.1.3. Hieruit volgt (i), en
(i) impliceert (ii). Tot slot, uit (i) en Propositie 2.1.5 volgt dat sB N BwBw™! # (. Dus
de rechternevenklasse sB is bevat in de collectie rechternevenklassen BwBw™'B. [

Stelling 2.1.7. De Weyl groep W van een groep G met een BN -paar is een Coxeter groep.
Bovendien geldt BswB = BsB - BuB <= {(sw) = {(w) + 1.

Bewijs. Propositie 2.1.4 en Propositie 2.1.5 geven de laatste uitspraak in combinatie met
Gevolg 2.1.6(ii).

Om aan te tonen dat (W, S) een Coxeter groep is, is het voldoende om de uitwisselings
conditie te bewijzen, zie Stelling 1.3.2. Zij w = s1...s, € W een gereduceerde expressie
voor W, en laat s € S met {(sw) < ¢(w), dan moeten we bewijzen dat Ip € {1,...,r}
zodat sw = s1...5,...5,, waar 5, betekent dat dit element wordt weggelaten. Merk op
dat herhaalde toepassing van de Definitie 2.1.1(v) geeft

BwBw ™ 'B C UBsj, ...s;,w B,

waarbij de vereniging loopt over alle deelverzamelingen {j1,...,jx} C {1,...,r} met
j1 < jo < ... < jr. Gebruik nu Gevolg 2.1.6(iii), zodat BsB C BwBw !B, en dus
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geeft de Bruhat ontbinding, Stelling 2.1.3, dat s = sj, ...s;,w™! voor een zekere geor-
dende deelverzameling {ji,...,jr} C {1,...,r}. Aangezien {(s) = 1 volgt uit Opmerk-
ing 2.1.2(iii), vergelijk Opgave 1.1.4, dat k = r =1, en dus kK = r — 1 hetgeen precies de
gewenste uitwisselingsconditie is. [

Stelling 2.1.7 zegt dat BswB = BsB - BwB als {(sw) = ¢(w) + 1, en dat BswB U
BwB = BswB als {(sw) = ¢(w) — 1. Merk op dat deze eigenschappen (iv) en (v) van
Definitie 2.1.1 impliceren.

2.2. Het voorbeeld GL, (k).

Zij G = GL, (k) voor een zeker lichaam k de groep van inverteerbare n x n-matrices
a = (aij)ij=1,..,n aij € k, B ={a = (aij) | a;; = 0,7 > j} de ondergroep van boven-
driehoeksmatrices en N de ondergroep van monomiale matrices, i.e. in elke rij en elke
kolom is er precies één matrixelement ongelijk aan nul. Dan is B N N de ondergroep van
diagonaalmatrices.

Stelling 2.2.1. GL, (k) is een groep met een BN -paar met B de ondergroep van boven-
driehoeksmatrices en N de groep van monomiale matrices en Weyl groep W = S,,.

In het bijzonder verkijgen we een eindige groep met een BN-paar voor k = [y, het
eindige lichaam met g = pf, p priem, f € N, elementen. Merk op dat GL, (F,) een eindige
groep van Lie type is. GL,(F,) = G met G = GL,(F,) de lineaire algebraische groep en
F:g— (ggj)l-j het standaard Frobenius automorphisme.

Bewijs van Definitie 2.1.1(i). Laat eq,... ,e, de standaard basis zijn voor de vectorruimte
k™, waarop GL, (k) op de natuurlijke wijze werkt. GL, (k) wordt voortgebracht door de
ondergroep van diagonaalmatrices H en de één-parameter ondergroepen e;; = {1+c- E;; |
c € k}, en E;; is de matrix met een 1 op de (4, j)-plaats en verder nullen. Hier nemen we
i # j. Merk op dat de ondergroep e;; isomorph is met k,, i.e. k gezien als additieve groep.
Nu bevat B de diagonaalondergroep H en de ondergroepen e;; met ¢ < j. Merk op dat
N in het bijzonder de permutatiematrices bevat, i.e. alle niet-nul matrix elementen zijn
1, en dat door conjugatie met een permutatiematrix elke ondergroep e;; in B kan worden
afgebeeld. Dus G L, (k) wordt voortgebracht door B en N. [

Bewijs van Definitie 2.1.1(ii). H = BN N is de ondergroep van diagonaalmatrices, die
overduidelijk normaal is in N; nH = Hn voor alle n € N. [

Bewijs van Definitie 2.1.1(iii). Merk op dat elk element n € N gezien kan worden als
een permutatie van de lijnen £ - e; in £". Er bestaat dus een homomorphisme van N —
Sp, waarvan de kern H is. Dus W = N/(BN N) = S,. We hebben al gezien, zie
Voorbeeld 1.2.8, dat S,, wordt voortgebracht door involuties. Voor de generatoren s; =
(i,i+ 1) € S,, kunnen we de monomiale matrix nemen die e; en e;;; verwisselt. [

Bewijs van Definitie 2.1.1(iv). Dit is gereduceerd tot een berekening voor n = 2, en dan

0 1 a b 0 1 c 0 . C
sBsB(l 0) (0 C) (1 O>_(b a) hetgeen in het algemeen, b # 0, niet in B

ligt.
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Bewijs van Definitie 2.1.1(v). Dit is de meest moeizame verificatie. Laten we eerst op-
merken dat het voldoende is te bewijzen dat

(2.2.1) 5B C BB'UBsB', B =wBuw !,

waarbij S, etcetera, een representant van de betreffende nevenklasse aangeeft. Zij G; C
GL, (k) de ondergroep die k - e; ® k - ;41 invariant laat en de andere basisvectoren on-
veranderd laat; dus G; = GLs(k). Dan is G;B = BG;, want beide zijden bestaan
uit de elementen g € GL, (k) waarvoor geldt dat g - e; € spang(e,...,e;), j # i, en
g-e; €spang(eq,...,e;+1). Dus ook sB C G;B = BG;. Dus voor (2.2.1) is het voldoende
te bewijzen dat G; C BB’ U BsB’, en hiervoor is het voldoende dat

(2.2.2) G; C (BNG;)(B'NnG;)U(BNG;)3(B'NG;),

hetgeen reduceert tot een 2 x 2-berekening. We identificeren nu G; met G Lo (k). Zij By de
ondergroep van bovendriehoeksmatrices en By de ondergroep van onderdriehoeksmatrices.
Dan identificeren we B N G; met Bs.

Nu beschouwen we B’ N G; = wBw ' N G;. Merk op dat de ondergroep w~—'G;w de
ruimte k-~ 'e; Dk-w'e; o invariant laat en ook de lijnen k-w~te,,, m # i,i+1, invariant
laat. Omdat w~! een monomiale matrix is volgt k-w~te; = k- e, k’~u_)_1ei+1 = k-¢e; voor
zekere m, . Maar dan laat B Nw~'G,;w of de lijn k - e,, of de lijn k - ¢; invariant. Ofwel,
WwBwW NG, laat of k- e; of k- e; 41 invariant. In het eerste geval is wBw ™' NG; = By en
in het tweede geval is wBw ™' N G; = B,. We zien dat het voldoende is de volgende twee
gelijkheden te verifiéren;

(2.2.3)  GLy(k) = By U B95By, en GLsy(k) = BoBy U By5Bs, 5= ((1) (1)) .

De eerste gelijkheid is niets anders dan de Bruhat ontbinding, die nog wel moet worden
bewezen. Om de eerste gelijkheid van (2.2.3) te bewijzen nemen we g = (CCL Z) ¢ Bs, dus
1 —a/c
0 1

De tweede gelijkheid van (2.2.3) kan uit de eerste worden verkregen. Merk op dat
52 =1, en dat 5B25 = By, dan geeft de eerste gelijkheid van (2.2.3)

¢ # 0. Een elementaire berekening laat zien dat § ( ) g € Bs, ofwel g € B25Bs.

GLg(k) = GLg(k‘)g = B35U By5Bys C B2§B2 U BQBQ.

Aangezien de omgekeerde inclusie triviaal is, hebben we nu ook het laatste axioma van een
groep met een BN-paar geverifieerd. [

Opmerking. Op dezelfde wijze verkrijgen we dat SL, (k) = {g € GL,(k) | detg = 1} een
groep met een BN-paar is. Doorsnijd de groepen B en N van GL,, (k) met SL, (k).

Bovendien is het centrum Z(SL,(k)) = {a-1]|a™ = 1} bevat in H = BN N, zodat
de projectieve speciale lineaire groep PSL, (k) = SL,(k)/Z(SL,(k)) ook een groep met
een BN-paar is. Neem voor B en N het beeld onder de kanonieke afbeelding SL,, (k) —
PSL, (k).
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2.3. Parabolische ondergroepen.

Definitie 2.3.1. Een ondergroep P van een groep G met een BN -paar heet een para-
bolische ondergroep als P een geconjugeerde gBg~—' van de Borel ondergroep bevat. P
heet een standaard parabolische ondergroep als B bevat is in P.

Lemma 2.3.2. Laat w € W, en zij H, C G de groep voortgebracht door BwB - Bw™!B.

Als w = s1...5s, een gereduceerde expressie is, dan Bs;B C H,, voori=1,...,r. Boven-
dien, H,, = (BwB).

Bewijs. Beschouw eerst de volgende situatie. Laat w' = s1...8;_1, w” = s;41...5,, zodat
w = w's;w” en f(w) = L(w') +L(w"”)+1. Stel t = w's;(w’)~. Vanwege Stelling 2.1.7 geldt

BwB - Bw 'B =BwB-Bs;B-Bw'B-B(w") 'B-Bs;B-B(w) 'B
en aangezien B C Bw” B - B(w")™! B volgt
(2.3.1) BwB-Bw™'B > Bw'B-Bs;B-Bs;B-B(w')"'B > Bw'B-Bs;B-B(w')"'B D BtB,

waarbij de tweede inclusie volgt uit Definitie 2.1.1(v) en de derde door iteratie van Defini-

tie 2.1.1(v).
Als we het voorgaande toepassen voor ¢ = 1 volgt ¢ = s1, en dus is het bewezen voor
i = 1. Met inductie op ¢ nemen we aan dat Bs;B C H,, voor j = 1,... ,7—1, en dus ook,

vanwege Stelling 2.1.7, Bw'B C H,,, B(w')"'B C H,. Uit de tweede inclusie van (2.3.1)
volgt nu dat Bs; B C H,,.

Uit het voorgaande en Stelling 2.1.7 volgt dat BwB = Bs1B -...- Bs,.B C Hy, en
hieruit volgt de laatste uitspraak. [J

Stelling 2.3.3.

(i) Elke parabolische ondergroep van G is geconjugeerd met een standaard parabolische
ondergroep.

(ii) Zij Wy C W een parabolische ondergroep van de Weyl groep W van G, dan is P; =
BW ;B een standaard parabolische ondergroep van G.

(iii) De afbeelding J — Py is een bijectie van de machtsverzameling van de index verza-
meling I voor S naar de verzameling standaard parabolische ondergroepen van G, die
voldoet aan
(a) J1 CJ2<:>PJ1 CPJQ,

(b) PJl N PJ2 - PJlﬂJQf

(iv) Ng(P) = P.

Bewijs. De eerste uitspraak is triviaal. De tweede volgt uit Stelling 2.1.3, de Bruhat
ontbinding, en uit Stelling 1.4.2.

Voor (iii) beschouwen we een standaard parabolische ondergroep P O B. Omdat
P een ondergroep van G is die B bevat, is P een som van dubbele nevenklassen. Stel
U={w e W | BwB C P}, dan is P = BUB. Definieer nu S; = U N S, dan is
Py = BW;B C P. Anderzijds, zij u = s1 ... s, een gereduceerde expressie, dan is BuB =
Bsi1B - ... Bs,.B vanwege Stelling 2.1.7. Aangezien elk van de r factoren in Pj bevat is
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vanwege Lemma 2.3.2, volgt BuB C Py voor alle u € U. Dus P C Py, ofwel P = Pj. Dus
de afbeelding is surjectief. De injectiviteit volgt uit (a), waarvoor de niet-triviale implicatie
een direkt gevolg is van Stelling 1.4.2. Ook volgt (b) direkt uit Stelling 1.4.2.

Vanwege (i) en (iii) kunnen we in (iv) aannemen dat P = P; een standaard parabo-
lische ondergroep is. Nu is de normalisator ook een standaard parabolische ondergroep,
N¢(Py) D Py D B. Dus Ng(Py) = Py met J C J'. Laat nu s € Sy C Ng(Py), dan,
omdat B C Py, volgt sBs™! C P; en dus volgt dat de ondergroep P’ = (B,sBs™ 1) C Pj.
Maar P’ = Pj. is weer een standaard parabolische ondergroep en (iii)(a) laat zien dat
s € Sy C Sy, ofwel JJ C J en dus J = J en elke parabolische ondergroep is zijn eigen
normalisator. [J

Opmerking. De parabolische ondergroep P heet maximaal als P geconjugeerd is met de
standaard parabolische ondergroep P = BW;B, waarbij W; een maximale parabolische
ondergroep van W is, i.e. [I\J|=1.

Voorbeeld 2.3.4. De standaard parabolische ondergroepen van Gl,, (k) bestaan uit de ma-
trix ondergroepen, die een vaste trappenstructuur hebben. Voor vaste Py is g € Py
bestaande uit blokken van matrices met op de diagonaal blokken van nq x n; matrices tot
en met n, X n, matrices, met ny +...+n, = n, waarbij g een bovenblokdriehoeksstructuur
heeft. Deze standaard parabolische ondergroep Pj correspondeert met de parabolische
ondergroep Wy = S, X ... x S, van W = S,,. Merk op dat we de diagonaalblokken in
Pj kunnen identificeren met de ondergroep Ly = GL,, (k) X ... X GL,, (k) van Py; deze
ondergroep heet de Levi component van Py, en is weer een groep met een BN-structuur.

Opgave. Zij w € W. Bewijs dat w € S dan en slechts dan als w # 1 en B U BsB is een
ondergroep van G.

Laat D i de verzameling van representanten van minimale lengte zijn van de dubbele
nevenklassen W;\W/Wp als in Propositie 1.4.5.

Propositie 2.3.5.
(i) PJ’LUPK = BWJ’LUWKB,
(ii) Dy i is een verzameling van representanten van de dubbele nevenklassen Py\G /P .

Beunjs. BW;wWgB C PjwPg per constructie. Voor de omgekeerde inclusie merken
we op dat W;BwBWxg C BW;wBWg C BW ;wWpg vanwege herhaalde toepassing van
Definitie 2.1.1(v).

Nu volgt (ii) uit (i), de Bruhat ontbinding, Stelling 2.1.3, en Propositie 1.4.5. [

Propositie 2.3.6. Elke doorsnijding van parabolische groepen, zeg P9 N PL, is gecon-
Jugeerd met Py N Pg met w € Dj .

Bewijs. P§ N Pl = (P;N*Pg)9 met x = gh™'. Schrijf nu & = pywpx met p; € Py,
Pk € P, w € Dj g vanwege Propositie 2.3.5(ii), dan is Py N*Px =P/ (P;N"YPg). O
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3. GENERIEKE HECKE ALGEBRA

Dit hoofdstuk is een toelichting op Carter [2, Ch. 10] voor het speciale geval van de
minimale parabolische ondergroep B = F;. Hierover kan ook informatie worden gevonden
in Curtis en Reiner [3], Humphreys [5] en Bourbaki [1].

3.1. Existentie.

Definitie 3.1.1. Zij W een eindige Cozeter groep, zij m het aantal equivalentieklassen
op S gegeven door s ~yw t als s = wtw™! voor w € W. Dan definiéren we Clgs,q; ] =
Clg1, qfl, e Gm, 47t de ring van Laurent polynomen in m veranderlijken. Met H(W) =
®wewClgs, q; 1] T noteren we het vrije Clqs, q5 t]-moduul met basis {Ty, | w € W}.

Opmerking 3.1.2. Als mg > 3 oneven, dan is s ~y t. Dus geldt ook s ~y  t als er een
rij elementen (s;)I_;, s; € S bestaat met Ms; 5,4, = 3 oneven en s; = s en s, = t. Neem
s € S vast en laat Ay C S de verzameling van alle t met deze eigenschap zijn. Definieer
f:S — {£1} door f(t) =1lalst € Asen f(t) = —1 als t € S\A,. Dan is f(t)f(t') =1
precies dan als ¢,t' € Ay of t,t' € S\As;. Maar, als f(¢)f(t') = —1 dan is my even en
dus ook (f(t)f(t ))m“/ = 1. Dus f respecteert de Coxeter relaties en breidt uit tot een
1-dimensionale representatie f: W — {+1}. Als s ~y ¢, dan is f(t) = f(s) en dus t € A;.
Kortom, we hebben bewezen dat m het aantal samenhangscomponenten is in het Coxeter
diagram na reductie mod 2, i.e. na weglaten van alle zijden met een even gewicht m.;.

Stelling 3.1.3. Er bestaat een unieke associatieve Clgs, q; t]-algebra structuur op H(W)
zodanig dat voor s € S, w e W,

Tsw, als U(sw) > l(w),

7,1, =
{ (gs — 1)Tw + qsTswy,  als £(sw) < L(w).

H(W) heet de generieke Hecke algebra.

Opmerking 3.1.4. (i) De vermenigvuldiging wordt ook al vastgelegd door (1) TsT,, = Tsw
als L(ws) > L(w) en (2) T? = (qs — 1)Ts + qsT1. Dit is duidelijk een speciaal geval.
Omgekeerd, als ¢(sw) < {(w) = {(ssw), dan volgt T,T,, = TsTsTs, hetgeen tot de relatie
in Stelling 3.1.3 leidt. Merk op dat T} inverteerbaar is in H(W); T, ! = ¢ 1 Ts+ (¢ 1 —1)T7,
en dan is ook elke T,,, w € W, inverteerbaar.

(ii) Merk op dat als H(W) een algebra structuur heeft, dan volgt voor ¢t € S dat

Twt, als (wt) > l(w),

(3.1.1) Tule = { (¢t — V)T + ¢t T, als L(wt) < (w).

Inderdaad, in het eerste geval is het duidelijk, want s; ... s,t is een gereduceerde expressie
voor wt als w = s1...s, een gereduceerde expressie is. Voor het tweede geval merken we
op dat T;T; = T,. Vermenigvuldig nu met 7T; van rechts en gebruik de kwadratische
relatie voor T;.

(iii) De generieke Hecke algebra heeft 2™ 1-dimensionale representaties. We definiéren de
triviale representatie 1 door middel van Ty — ¢, s € S, en de teken representatie € door
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middel van T — —1, s € S. Merk op dat —1 en ¢, de wortels zijn van de kwadratische re-
latie voor T. De andere 1-dimensionale representaties worden verkregen door combinaties
te nemen van 1 and € op samenhangscomponenten van het Coxeter diagram na reductie
mod 2, vergelijk Opmerking 3.1.2. Dus H(W(A,)) heeft 2 1-dimensionale representaties
en H(W(B,)) heeft 4 1-dimensionale representaties.

Bewijs. Definieer voor s,¢ € S de volgende operatoren in Endg, -1 (H(W)) door middel
van

[ T, als {(sw) > {(w),

AalTu) = { (gs = DTw + ¢sTsw,  als L(sw) < £(w),
(T, als {(wt) > ((w),

pi(Tw) = { (¢t = )Ty + q:Twe, als L(wt) < £(w).

Propositie 3.1.5. A;py = piAs in Endgy, -1/ (H(W)) voor alle s,t € S.

Zijnu £ C Endg, -1;(H(W)) de algebra voortgebracht door de operatoren A, s € S.
Definieer nu een C|gs, ¢; !]-moduul afbeelding ¢: L — H(W), A — X(T1). Dan is ¢ een
bijectie. Inderdaad, ¢ is surjectief, want als w = s1 ... s, een gereduceerde expressie is, dan
geldt T, = ¢(As, ... As,) omdat de lengtes steeds optellen. Om in te zien dat ¢ injectief
is, beschouwen we ¢(\) = 0 ofwel, A\(71) = 0. We claimen dat A(T3,) = 0, Vw € W. Met
inductie op de lengte van w; het geval £(w) = 0 is de aanname. Als {(w) > 0, kies dan
t € S met L(wt) < l(w), zodat A(Tw) = MT(wiyt) = Ape(Twt)) = pr(A(Twe)) = 0 vanwege
Propositie 3.1.5. Dus A = 0 in Endg, -1 (H(W)).

We transporteren de algebra structuur van £ naar H(W) door middel van ¢. We
moeten nog controleren dat de opgelegde vermenigvuldiging geldt. Daartoe controleren we
de relaties uit Opmerking 3.1.4(i). Ad (1): Zij Ay = ¢ H(Tw) = As, -+ X, aAlsw = 81... 8,
een gereduceerde expressie is. Als /(sw) > ¢(w) dan is ss1 ... s, een gereduceerde expressie,
en dus volgt Mgy = AsAyw. Ad(2): Als £(sw) > £(w), dan is A\2(Ty,) = (gs — 1)Tsw + qsTo
en dat is ook gelijk aan (gs — 1)As + qsA1(Tw). Als £(sw) < £(w), dan is \3(T},) =
((QS —1)2 + qS)Tw + (¢s(gs — 1)Tsw, en het volgt direkt dat ook (gs — 1)As + gsA1(Tw)
hieraan gelijk is.

We zien dat er een associatieve Clgs, q; !]-algebra structuur op H(W) bestaat met
de voorgeschreven vermenigvuldiging. Aangezien T;, = T, ...Ts, voor een gereduceerde
expressie w = s1...8, volgt dat T, T, hierdoor volledig is vastgelegd. De C[qs, ¢35 ']-
algebra structuur is uniek. [J

Bewigjs van Propositie 3.1.5. Neem w € W vast, en beschouw de mogelijkheden voor ¢(w),
l(sw), (wt) en ¢(swt). Omdat vermenigvuldiging met s, ¢ de lengte met 1 verhoogt
danwel verlaagt, volgt dat deze lengtes niet alle vier verschillend kunnen zijn. Immers, als
l(w) # L(swt), dan is £(w) # £(swt) £ 2, maar dan moet ook £(sw) = f(wt) = L(w) £ 1.
Er blijven dan 6 verschillende gevallen over, die afzonderlijk moeten worden afgehandeld;
(a) l(w) < L(wt) = L(sw) < l(swt);

(b) £(swt) < L(wt) = L(sw) < L(w);
(c) l(wt) =L(sw) < l(swt) = L(w);
(d) L(wt) < l(swt) = L(w) < L(sw);

N N N
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(e) L(sw) < L(swt) =L(w) < L(wt);
(f) L(swt) = £(w) < £(wt) = L(sw).
In de gevallen (a), (b), (d) en (e) volgt piAs(Tw) = Aspe(Ty) direkt uit de definities van
As en pg. De gevallen (c) en (f) zijn moeilijker, maar worden op gelijke wijze behandeld.
We nemen (c) als voorbeeld. Dan is

pt)‘S(Tw) = (QS - 1)(% - 1)Tw + (QS - 1)Qtth + ¢sTswt,

en
)\spt<Tw> - (Qt - 1)(Qs - 1)Tw + (Qt - 1)QsTsw + Qthwt-

De gelijkheid van deze twee uitdrukkingen volgt dan uit het volgende lemma, dat impliceert
dat sw = wt en dus ¢; = ¢;. U

Lemma 3.1.6. Zijw € W, s,t € S met {(swt) = l(w) en {(sw) = L(wt), dan sw = wt.

Bewijs. We nemen aan dat ¢(sw) > ¢(w). Dit kan zonder verlies van algemeenheid, want
in het geval ¢(sw) < ¢(w) gaan we over op sw in plaats van w om de uitspraak te verkrijgen.

Zij w = $1...8: r = L(w), een gereduceerde expressie voor w. Nu geldt f(w) =
(((sw)t) < £(sw), dus we kunnen de uitwisselingsconditie van Stelling 1.3.1 toepassen op
sw met t; i.e. sw = ss1...%...s8,.t. Ofwel sw = w't met 6f w = w’, i.e. “staat boven s
6f w = ss1...7...5-. Maar het laatste leidt tot een tegenspraak. Immers, w = s(sw) =
sw't =s1... 7. ..8.t en dus l(wt) = l(w) — 1 = {(sw) in tegenspraak met de aanname. [J

Opmerking 3.1.7. Als R een commutatieve Clgs, q; !]-algebra is, dan definiéren we de
gespecialiseerde Hecke algebra H(W), = R ®¢, -1 H(W). In het bijzonder als
R = Clgs,q;']/Io met I, het ideaal voortgebracht door ¢; — «; voor a; € C*, dan is
HW), = Clas, a5 '1/1a ®¢p, 41y H(W) de specialisatie in o € (C*)™. Merk op dat
H(W),, een algebra over C is. Voorbeelden van deze specialisatie zijn C[W] = H(W),, en
H(GL,(F,),B) = H(Sy)q, zie de volgende sectie.

Opmerking. Stelling 3.1.3 is ook waar wanneer de ring Clgs, ¢; '] wordt vervangen door
C|gs], en dan kunnen we ook ¢ — 0 specialiseren.

3.2. Commutantenalgebra’s.

Laat in deze sectie G een willekeurige eindige groep zijn met B een ondergroep. We
beschouwen C[G] met standaardbasis d,, g € G, als een links G-moduul, of equivalent, als
cen links C[G]-moduul via vermenigvuldiging. Stel eg = |B|™' Y, .50

Lemma 3.2.1.
(i) dpep = epdy = ep, Vb € B, en in het bijzonder €% = ep,
(ii) ClGleg = C[G/B] ={f:G — C| f(gb) = f(g), Vb € B},
(iii) epC[Glep = C[B\G/B] = H(G,B) ={f:G — C| f(Vgb) = f(g), Vb,V’ € B}.

Opgave. Bewijs Lemma 3.2.1.
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Stelling 3.2.2. C[Glep is een links C[G]-moduul en
Home(g)(C|Glep, C[Glep) = epC[Glep,

waarbij de aktie van egC|Glep op C|Glep gegeven wordt door rechtsvermenigvuldiging.

Bewijs. Omdat C[G] een associatieve algebra is, commuteren linker- en rechtervermenig-
vuldiging. Dus egC|[Glep C Homc(g(C[Gler, C[Glep).

Omgekeerd, zij T' € Homg(g(C[Glep, C[Glep), dan is T'(ep) € C[Glep. Gebruik nu
dat T'(d4ep) = 047 (ep), en omdat dyep het hele moduul C[Glep opspant volgt dat T'
overeenkomt met rechtsvermenigvuldiging met 7'(eg). Gebruik nu het voorgaande voor
g = b € B, dan volgt uit Lemma 3.2.1(i) dat 6,7 (eg) = T'(dpen) = T(ep) voor alle b € B,
en dus egT(eg) = T(ep) ofwel T'(ep) € egC|Gle. O

We concluderen dat de Hecke algebra H(G, B) de ontbinding van C[G/B] in irre-
ducibele representaties van G bepaalt. Zoals we later zullen zien, heet C[G/B] = Ind$1;
we maken een representatie van GG door een representatie van een ondergroep B, in dit
geval de triviale representatie, te induceren naar G.

Opgave 3.2.3. Laat V, de representatieruimte zijn van © € G, en laat V.2 = {v € V, |
m(b)v = v, ¥b € B} de ruimte van B-vaste vectoren zijn. Gebruik de algemene represen-
tatietheorie van eindige groepen om aan te tonen dat (i) C[G/B] = @, . dim(V,?) 7 en
(11) H(G, B) = @WEG Matdim(Vﬂ_B)(C)'

Opgave. Laat zien dat C[G/B] multipliciteitsvrij splitst dan en slechts dan als de Hecke
algebra H(G, B) commutatief is. Dan noemen we (G, B) een Gelfand paar.

We zullen nu het belangrijkste voorbeeld bespreken. Zij G een eindige groep met
een BN-paar. Vanwege de Bruhat ontbinding, Stelling 2.1.3, is een basis voor H(G, B)
gegeven door de karakteristieke functies xp,p van BwB, w € W. Het produkt in C[G],
en dus in H(G, B), is het convolutieprodukt,

(pv) (@) = > dley™ (y), 6,9 € C[G).

yeG

Voor ¢ rechts-B-invariant en v links- B-invariant kunnen we dit schrijven als

(p)(x) = [B] Y dlay b(y).

yeB\G

Laat u de telmaat op B\G, i.e. voor een verzameling X C G met bX C X, Vb € B,
definiéren we pu(X) = |B\X|. Dan herschrijven we het produkt voor ¢, € H(G, B) door

(3.2.1) (¢)(x) = [B] > ¢lay " )(y) = |B| o(zy~ M (y) du(y).

yeB\G B\G

Zij nu Ty, = |B| " 'xBwn € H(G, B).
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Lemma 3.2.4. In de situatie als boven met het produkt (3.2.1) geldt
(i) drager(¢v) C drager(¢)drager(1)),
(ii) De afbeelding p: H(G,B) — C, ¢ — |B|fB\G¢(y) du(y) is een algebra homomor-
phisme,
(iil) TwTw = >, p(Bw™tBw” N Bw'B) Ty .

Bewijs. Laat X en Y bi-B-invariante verzamelingen in G zijn, dan volgt voor de bijbe-
horende karakteristieke functies xx en yy dat

xxXxy (z) = |B| xx (zy xy (y) duly) = [Blu(X "tz NY).
B\G

Hieruit volgt (i) eenvoudig, en (iii) volgt door X = BwB,Y = Bw'B en z = w" te nemen.
Vanwege de rechtsinvariantie van p volgt

u(¢py) = | B o | B| P(zy " )(y) duly) du(x)

B\G

oy /B rwiB /B ) ) d)

= |B| ¥(y) du(y)| B ¢(x) dp(z) = p(P)(v)
B\G B\G

en daarmee volgt (ii). O

Door gebruik te maken van Lemma 3.2.4 en Definitie 2.1.1(v) en Stelling 2.1.7 zien
we dat de relaties TsT,, = C1Tgy, als £(sw) > l(w) en TsT,, = CoTgy + C3Ty, gelden in
H(G, B) voor zekere constantes C; € Zx>.

Lemma 3.2.5. In H(G, B) met het product van (3.2.1) geldt
(i) TsTyw = Tsy als (sw) > L(w),
(ii) T? = (gs — 1)Ts + qsT1 voor s € S wvoor zekere qs € N.

Bewigs. Het eerste resultaat volgt uit Lemma 3.2.4(iii), de voorgaande opmerking en
BsBsw N BwB = Bw, zodat u(BsBsw N BwB) = 1. Inderdaad, laat BsBsw N BwB =
U; Bg; voor zekere indexverzameling, dan volgt uit sBs C BsBUB dat BsBsw C BsBwU
Bw en dus BsBsw N BwB C (BwB N BsBw) U (BwB N Bw). Maar BwB N BsBw = (),
want als x € BwB N BsBw, dan bysbow = bswby ofwel w € BsBwB = BswB vanwege
Stelling 2.1.7. Maar dan is BwB N BswB # (), in tegenspraak met de Bruhat ontbinding
van Stelling 2.1.3. Dus we hebben nu bewezen dat BsBsw N BwB C BwB N Bw C Bw,
en gelijkheid volgt omdat de linkerkant links- B-invariant is.

Voor de tweede relatie merken we op dat Ts2 = a1 + b, T; voor zekere constantes
as,bs € C vanwege de opmerkingen voor dit lemma. Vanwege Lemma 3.2.4(iii) volgt
bs = u(BsB1NBsB) = u(BsB) € N. Stel g5 = bs. Pas vervolgens u toe op de kwadratische
relatie voor T en gebruik u(7Ts) = g, u(T1) = 1, zodat ¢> = asqs+qs, ofwel a, = g —1. O
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Voor het geval G = GL,,(F,) met de standaard Borel ondergroep B kunnen we ;1(BsB)
gemakkelijk expliciet bepalen door te rekenen met 2 x 2-matrices, want u(BsB) is voor
het algemene geval en het geval n = 2 gelijk. Merk op dat

a b\ (0 1 a b\ _[adb bb+ad
(O c)(l O)(O c’>_(a’c ct’ )EBSB’

ofwel inverteerbare 2 x 2-matrices g met go; # 0. Anderzijds, volgt dat x = (Z Z)

!/ /
en y = ((z, Z,) in dezelfde nevenklasse zitten, i.e. Bx = By, dan en slechts dan als
d/c=d'/d. Dus u(BsB) = |[P}(F,)| — 1 =q.

Stelling 3.2.6. Zij G een eindige groep met BN -paar en Weyl groep W. De algebra
H(G, B) is een specialisatie van de generieke Hecke algebra H(W') in N™.

Bewigs. Uit Lemma 3.2.5 en Opmerking 3.1.4(i) volgt dat de definiérende relaties gelden.
We weten dat H (G, B) associatief is, en dit forceert, vergelijk met het bewijs van Proposi-
tie 3.1.5, ¢s = ¢+ als s ~w t. We zien dat de specialisatie H(W), voor g; — u(BsB)
een algebra over C is die H(G, B) als quotiént heeft. Aangezien zowel de specialisatie en
H(G, B) dezelfde dimensie over C, namelijk |W|, hebben, volgt gelijkheid. O

We zien dus in het bijzonder dat H(GL,(F,), B) = H(S,), met g een priemgetal-
macht.

3.3. Semisimpele algebra’s.

In deze sectie is A een associatieve algebra met eenheid 1 over een lichaam k. Herinner
je dat een A-moduul M simpel heet als we voor een invariant submoduul N C M, i.e.
AN C N, kunnen concluderen dat N = {0} of N = M.

Definitie 3.3.1. De algebra A heet semisimpel als A beschouwd als links A-moduul via
vermeniguuldiging een direkte som van simpele modulen is.

Lemma 3.3.2. Er is een 1 — 1 correspondentie tussen mazximale idealen en simpele mo-
dulen.

Bewijs. Als I C A een maximaal linksideaal is, dan is M = A/I een simpel A-moduul.
Als {0} C N G M een invariante deelruimte is, dan geeft het inverse beeld een linksideaal
Jmet I CJS A Vanwege maximaliteit volgt I = .J of N = {0}.

Omgekeerd, zij M een simpel A-moduul. Kies 0 # m € M, dan is Am C M een
invariante deelruimte ongelijk aan {0}. Dus Am = M. Zijn I de kern van a — am, dan is
I een linksideaal. Bovendien, als I C J C A, danis A/I = M en de afbeelding A/I — A/J
geeft een niet-nul homomorph beeld van M. Schur impliceert A/I = A/J of I =J. O

Definitie 3.3.3. Het Jacobson radicaal van A is

radA = N7 maximaal links ideaal I -

Opmerking. Dit betekent dat voor elk simpel moduul M geldt dat radA - M = 0.
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Lemma 3.3.4.
radA = mMsimpel moduulannM7

waarbij annM = {a € A | aM = 0}.

Bewijs. Uit Lemma 3.3.2 zien we dat [ = ann m = {a € A | am = 0} voor 0 # m € M,
M simpel, een maximaal linksideaal is. Dus

r_WMsimpel moduulannM = Npr mO;émeM annm O ﬂ]I =radA.

Omgekeerd, als aM = 0, en M = A/I volgt aA C I en dus a € I want 1 € A. Dus
annM C I en NyyannM C Nyl =radA. O

Propositie 3.3.5. radA = {z € A |1 — ax is links inverteerbaar in A Ya € A}

Bewijs. Neem x € radA, en beschouw het linker ideaal A(1 — z). Als A(1 —xz) & A, dan
bestaat er een maximaal links ideaal L zodanig dat A(1—2) C L G A. Danis 1 —z € L,
en ook z € radA C L. Dus 1 = (1—x)+2 € L, maar dan hebben we L = A. Tegenspraak,
en dus A(1—x) = A, en er bestaat een element ¢t € A zodanig dat ¢(1 —x) = 1. Aangezien
radA een links ideaal is volgt de inclusie C.

Voor de omgekeerde inclusie beschouwen we een willekeurig simpel moduul M van A.
We moeten laten zien dat M = 0. Stel xM # 0, dan 3m € M xm # 0. Omdat M simpel
is volgt Azm = M, of Ja € A met azm = m, of (1 — ax)m = 0. Nuis (1 — ax) links
inverteerbaar, dus m = 0. Dit is de vereiste tegenspraak. []

Propositie 3.3.6. Zij e € A een idempotent, i.e. € = e, dan rad eAe = e(radA)e.
Opmerking. eAe is een subalgebra van A, met als eenheid de idempotent e.

Bewigs. Merk eerst op dat e(radA)e = radA N ede. Inderdaad, C volgt uit Lemma 3.3.4
en e(annM )e C annM voor elk simpel moduul M. Omgekeerd, als = € radA N eAe, dan
ere = x, want z is van de vorm eye en e is idempotent, en x = exe € e(radA)e.

Laten we de inclusie D bewijzen. Kies = € e(radA)e, dan © = ex = ze, en, vanwege
het voorgaande, x € radA. Dus voor alle a € eAde C A heeft 1 — ax een linker inverse
y € A; y(1 —ax) = 1. Vanwege Propositie 3.3.5 moeten laten zien dat e — ax een linker
inverse in eAe heeft. Nu is (eye)(e —ax) = eye — eyeax = eye —eyaze = e(y(1 —az))e = e,
omdat a,z € eAe. Dus eye € eAe is de linker inverse voor e — ax.

De omgekeerde inclusie laten we als opgave. [

Opgave 3.3.7. Bewijs de omgekeerde inclusie gebruik makend van de karakterisatie van
Propositie 3.3.5.

Definitie 3.3.8. A heet een Artinse algebra als voor elke dalende rij idealen Iy O Iy D
Is O ... geldt dat Iy, = Iy1 = Ix+o = ... voor zekere k. Ofwel, elke dalende rij idealen
stabiliseert.

Lemma 3.3.9. Als A een Artinse algebra is, dan voldoet A aan de minimum conditie,
1.e. elke niet-lege verzameling idealen bevat een minimaal element ten opzichte van de
incluste.

Opgave 3.3.10. (i) Bewijs Lemma 3.3.9.
(ii) Bewijs dat het omgekeerde ook geldt; als A voldoet aan de minimum conditie, dan is
A een Artinse algebra.
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Stelling 3.3.11. Zij A een Artinse algebra. Het Jacobson radicaal radA is een tweezijdig
nilpotent ideaal, en elk nilpotent links ideaal is bevat in radA.

Herinner je dat een ideaal I nilpotent is als er een k bestaat zodanig dat het k-voudige
product I-...-I gelijk is aan 0. In het bijzonder is elk element van x € I nilpotent, z* = 0.

Bewijs. Merk eerst op dat annM een tweezijdig ideaal is, zodat rad A tweezijdig is vanwege
Lemma 3.3.4.

Zij J = radA, dan is J D J? D J3 D ..., dus er is een m zodanig dat J™ = J?>™
omdat A Artins is. Om nilpotentheid van J aan te tonen nemen we aan dat J™ # 0.
Beschouw de verzameling linksidealen I zodanig dat J"I # 0. Dan is de verzameling niet
leeg, want J™ is erin bevat. Vanwege Lemma 3.3.9 volgt dat er een minimaal element I,
is zodanig dat J™ Iy # 0. Dus Jda € Iy zodanig dat J™a # 0, maar anderzijds J"(J™a) =
J?™aq = J™a # 0, en dus, vanwege de minimaliteit, [y = J™a. Dan 3z € J™ C J met
a = za of (1 —x)a = 0. Vanwege Propositie 3.3.5 volgt nu a = 0, de vereiste tegenspraak.
Dus rad A is een nilpotent ideaal.

Zij N een nilpotent ideaal. We moeten aantonen dat N C radA. Omdat elk element
z € N nilpotent is, is (1 — x) inverteerbaar. Immers de eindige som Y ;- ,(—1)"z" is de
linker inverse in A voor x € N. Omdat N een ideaal is, is ook (1 — az) inverteerbaar voor
alle a € A. Dus z € radA vanwege Propositie 3.3.5. [

Stelling 3.3.12. Zij A een Artinse algebra. A is semisimpel dan en slechts dan als het
Jacobson radicaal radA = 0.

Bewijs. 7Zij A semisimpel, dan A = &;M; met M; simpele modulen. Dus radA - A =
radA @; M; = 0. Omdat 1 € A, volgt radA = 0.

Voor het bewijs van het omgekeerde gebruiken we de volgende claim: (C) elk niet-
nilpotent ideaal in een Artinse algebra bevat een idempotent.

Laten we deze claim aannemen, en stel nu radA = 0, dan is, vanwege Stelling 3.3.11,
elk ideaal van A niet-nilpotent, en bevat dus een idempotent e. Zij L een minimaal ideaal
met e = e? € L. Vanwege Ae C L, en e = e? € Ae, volgt uit de minimaliteit dat Ae = L.
Dus elk minimaal ideaal wordt voortgebracht door een idempotent, en bovendien geldt
Le = Ae-e = Ae = L. Zijnu L' O L een links ideaal; we moeten bewijzen dat L' = L& M
als linker A-modulen. Nuis L' = L'e® L’(1 —e), en omdat L = Le C L'e C Ae = L
volgt L'e = L. Merk op dat (1 —¢)? =1 —cen dat e(1 —¢e) =0 = (1 —e)e, en dan is
rechtsvermenigvuldiging met e respectievelijk 1—e een projektie van L’ op L respectievelijk
L'(1 — e), die met de aktie van A commuteert. Dus we zien dat A als links A-modulen
ontbindt in een direkte som van onontbindbare modulen, welke alle minimale links idealen,
i.e. simpel, zijn.

Rest het bewijs van claim (C). Zij I een minimaal niet-nilpotent links ideaal, dan is
elk ideaal in I nilpotent vanwege de minimaliteit. Beschouw het minimale ideaal L dat
voldoet aan IL # 0, L C I. Merk op dat het inderdaad niet leeg is; I voldoet, want
I? = 1. Kies x € L met Iz # 0, dan Iz C L, en dus vanwege minimaliteit [z = L.
Ofwel, Ja € A met x = az en dus * = axr = a’x = a®z = .... In het bijzonder zien
we dat a niet nilpotent is. Zij N = {n € I | nx = 0} G I, want Iz # 0, een nilpotent
links ideaal. Stel n; = a? —a € N. Als ny = 0, dan zijn we klaar. Als n; # 0, dan stel
a1 = a+nyp — 2any € I. Merk op dat a; niet-nilpotent is, anders zou a = a; — n1 + 2an;
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nilpotent zijn. (Merk op dat an; = nja.) Bovendien geldt a? — a; = n?(4n; — 3). Dus
ne = a3 — a; is nilpotent en bevat n? als factor. Zo doorgaand creéren we een reeks a; € [
zodanig dat a? — a; een factor n% bevat. Vanwege de nilpotentheid volgt dat a? = a; voor
1 voldoende groot. [

Merk op dat de ontbinding A = &, M; in simpele modulen van de semisimpele algebra
A uit een eindige som bestaat voor een Artinse algebra.

Het eerste gevolg van Stelling 3.3.12 is een gevolg van het bewijs. We voeren eerst een
paar begrippen in.

Definitie 3.3.13. Zij A een algebra, en laat e, e’ € A idempotenten zijn, i.e. €2 =e. Dan

heten e, ' orthogonale idempotenten als ee’ =0 = e’e. Als e niet kan worden geschreven
als de som van twee orthogonale idempotenten, dan heet de idempotent e primitief.

Merk op dat de som van twee orthogonale idempotenten weer een idempotent is.

Gevolg 3.3.14. Zij A een semisimpele Artinse algebra. Dan is elk minimaal links ideaal
L = Ae voor een primitieve idempotent e. Bovendien A = Aey & ... & Ae, voor een
verzameling orthogonale primitieve idempotenten {e1,... e}, en elk moduul van A is van
de vorm Ae voor zekere idempotent e.

Bewijs. In het bewijs van Stelling 3.3.12 hebben we gezien dat elk minimaal links ideaal
L = Ae voor zekere idempotent. Als e niet primitief is, dan is e = e; + €9, e1e5 = 0 = eqeq,
e% = ey, e% = ey. Maar dan ey = eje € Ae = L, en evenzo e; € L. Nu is Aeq ; L,
want e; ¢ Aej. Immers, als es = aep, dan Aes = Aey = L en e = bes. Maar dan
e1 = bey = begey = e1e9 = ege1 = aere; = aey = eg, tegenspraak. Dus als e niet primitief
is, dan is L niet minimaal.

Zijnu A = @], L; een direkte som van minimale idealen, en stel 1 = e;+...+e,. Dan
volgt uit 1-1 = 1 en de linksinvariantie van L dat {e1, ... ,e,} een verzameling orthogonale
idempotenten is. Immers, x = -1 = ze;+...+xe,, enalsx € L;, dan v = ze; en xe; =0
voor ¢ # j. Vanwege het voorgaande zijn alle e;’s primitief. [

Gevolg 3.3.15. Zij A een eindigdimensionale algebra over k. Stel dat de bilineaire sym-
metrische associatieve vorm (a,b) — tra(ab), waar ab: A — A, x — abzx, werkt als linksver-
meniguuldiging, niet gedegenereerd is. Dan is A een semisimpele algebra.

Herinner je dat een bilineaire vorm symmetrisch is als (a,b) = (b, a) en associatief als
(ab,c) = (a, bc).

Bewijs. A is Artins, omdat dimy A < oo. Stel x € radA, dan is x en ax nilpotent voor
alle a € A. Dus is (a,x) = tra(axr) = 0, want het spoor van een nilpotent element is
nul. Vanwege de niet-gedegenereerdheid volgt = = 0, ofwel radA = 0 en A is semisimpel
vanwege Stelling 3.3.12. [

Voorbeeld 3.3.16. De directe som van matrixalgebra’s over k, @&;Mat,,, (k) is semisimpel.

Zij M een simpel A-moduul, dan zijn voor f € Enda(M) = {f: M — M | f(am) =
af(m), Va € A,¥Ym € M} de ruimtes Imf en Ker f invariante deelmodulen. Dus als f # 0,
dan is Kerf = 0 en Imf = M, en dus is f inverteerbaar in End4(M) en Enda (M) is
een delingsring. Dit is het Lemma van Schur. We hebben nu het volgende zeer algemene
resultaat.
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Stelling 3.3.17. (Jacobsons dichtheidsstelling (1945)) Zij A een deelring van Endz (M)
van een abelse groep M zodanig dat M een simpel A-moduul is. Dan is D = End (M)
een delingsring, en A is een dichtliggende ring in de ring van lineaire afbeeldingen van de
vectorruimte M over D, i.e. Vk € N, Vx,,y;, € M, i =1,..., k, metx; lineair onafhankelijk
over D bestaat er een a € A met ax; = y;, Vi.

Schets van het bewijs. Het bewijs gaat met inductie op k. Voor k = 1, kies 0 # x1 € M,
dan Axy = M. Dus Vy; € M da € A met ax, = y;.

Het geval k = 2 is illustratief voor de algemene inductiestap. Merk op dat das € A met
asx1 = 0 en asxe # 0. Immers, stel niet, dan is de afbeelding gedefinieerd door ax; — axs
een goed-gedefinieerd afbeelding van Axy = M naar Axy = M, die commuteert met de
A-aktie. Ofwel, 36 € D = End 4 (M) met dx1 = x2, ofwel x1 en x5 zijn afthankelijk over D.
Idem geldt da; € A met ayx1 # 0 en a;xo = 0. Pas nu het geval £k = 1 toe om by,b; € A
te vinden met biai1xr1 = y1, beasxres = yo. Nu voldoet a = bia; + beas aan ax; = y;,
1=1,2. 0O

Gevolg 3.3.18. Zij A een eindig voortgebrachte k-algebra en M een eindig voortgebracht
simpel A-moduul.
(i) (Bicommutantenstelling) Zij D = Enda(M) en zij A; het beeld van A in Endy (M),
dan A; = Endp(M).
(ii) (Stelling van Burnside) Veronderstel dat Enda(M) =k - 15, dan A; = Endg(M).

Stelling 3.3.19. Zij A een semisimpele eindig voortgebrachte k-algebra, dan
A= @;Mat,, (k) <= Enda(M) =k - 15, Vsimpele A-modulen M.
De groottes n; van de voorkomende matrices heten de numerieke invarianten van A.

Bewijs. A is een direkte som van minimale links idealen, die corresponderen met simpele
modulen. Pas nu de Stelling van Burnside, Gevolg 3.3.18(ii), toe. [

Propositie 3.3.20. Zij A een algebra over een algebraisch gesloten lichaam k, dan geldt
voor elk simpel A-moduul M dat Enda(M) =k - 1.

Bewijs. Zij 6 € D = End (M), en laat m(X) het minimum polynoom over k van § zijn.
Dan is m(X) € k[X] irreducibel. Immers, als m(X) = m(X)mo(X) waarbij de graden
van my en my strikt kleiner zijn dan de graad van m, dan volgt 0 = m(9d) = mq(0)mz(J)
met my(6) # 0, ma(5) # 0 in de delingsring D vanwege Cayley-Hamilton. Tegenspraak.
Omdat k algebraisch gesloten is volgt m(X) = X —a voor zeker a € k, en dus 0 = d—a-1,y,
ofwel d = a-1y,. O

Gevolg 3.3.21. Zij A een semisimpele eindig voortgebrachte algebra over een algebraisch
gesloten lichaam k, dan is A isomorph met een direkte som van matrizalgebra’s.

Voorbeeld 5.3.22. (i) Voor een eindige groep G' hebben we C[G] = > _a Matgim«(C),
en dus is de groepalgebra van een eindige groep een semisimpele algebra over C. In het
bijzonder volgt dat de groepalgebra van de Weyl groep semisimpel is.

(ii) De Hecke algebras, die ontstaan als commutantenalgebras, zijn semisimpel. Immers,

ze zijn van de vorm epC[G]ep, en vanwege het eerste voorbeeld en Propositie 3.3.6, volgt
de semisimpelheid. In het bijzonder is H(GL,(F,), B) = egC|[GL,(F,)]ep semisimpel.
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3.4. Hecke algebra’s en semisimpelheid.
Zij T H(W) — Clgs,q; '] de Clgs, g5 t]-lineaire afbeelding gedefinieerd door T,, —
Ouw1-

Propositie 3.4.1. Er geldt 7(TyTw') = 0y, (w)-11(Tw), waarbij 1 de triviale 1-dimensio-
nale representatie van H(W') is. In het bijzonder, de bilineaire vorm (a,b) = 7(ab) is een
niet-gedegenereerde symmetrische associatieve vorm, waarvoor de duale basis voor de basis
{Ty, | w € W} gegeven wordt door {1(Ty,) T, | w € W}.

Merk op dat 1(T,,)~! € Clgs, g5 '], omdat 1(7T,) een produkt van machten van g; is.

Bewijs. Merk eerst op dat voor w € W en s € S geldt dat 7(T3,Ts) = 7(TsTy,). Inderdaad,
T(TwTs) = T(TsTw) = qs0s,4, zoals gemakkelijk uit de commutatierelaties volgt.

We gebruiken nu inductie op de ¢(w’), waarbij de gevallen ¢(w’) = 0,1 gedaan zijn.
Dan is er een s € S met w’ = w”s en £(w') > {(w") en

T(TwTw/) == T(TwTw//Ts) == T(TsTwTww)
B { Ssw, (w1 1(Tsw), als {(sw) > l(w),
N (qs — 1)5w,(w”)—1 l(Tw) + QSésw,(w”)_l 1(T3w), als E(sw) < E(w),

vanwege de inductiehypothese. Merk op dat ww” # 1 als £(sw) < ¢(w). Immers, als
w'w = w"ssw = w'sw =1, dan is £(sw) = l(w’) > L(w") = ¢(w). Evenzo merken we op
dat 1 = w”sw = w'w impliceert dat {(sw) = {(w") < f(w") = ¢(w). Dus we verkrijgen

0, als £(sw) > l(w),

=0 w-11 Tw),
2oy 1 1(To),  als £(sw) < (), w07 1Tw)

T(TwTw) = {

omdat TsTsy = Ty2y, = Ty en dus ¢s1(Tsy) = 1(T)) als f(w) > £(sw). O

Propositie 3.4.2.
(1) v=3pew WTw) 'TwTy-1 € Z(H(W)), en u is geen nuldeler,
(i) trywy(h) = 7(hu), waarbij h: H(W) — H(W) als links vermenigvuldiging wordt
gezien.
(ii) (h,h') = tryw)(Rh') is een niet-gedegenereerde bilineaire vorm op H(W) x H(W).

Bewigs. Voor (i) merken we op dat voor de centraliteit van u het voldoende is om te laten
zien dat Tsu = uTs voor alle s € S. Dit is een direkte berekening;

Taw= > UL 'Twlor+ Y. LTw) ' ((gs = )Tw + qsTow) Ty
w;il(sw)>L(w) w;il(sw)<L(w)
— > 1(Ty) T Top-1s + > (gs — D)1(Ty) T T+
wil(w=1)>Ll(w1s) wil(w—ls)<l(w—1)
Z QSl(Tsw)_lTwTw—ls = uTs,

wil(w—1)<l(w1s)



28 GENERIEKE HECKE ALGEBRA

gebruik makend van het feit dat 1 een representatie is en de vermenigvuldigingsregels van
Stelling 3.1.3 en (3.1.1). Een meer algemeen argument maakt gebruik van Propositie 3.4.1
en gaat als volgt. Zij Sy, = 1(T,,) T, -1 de duale basis voor T, dan voor h € H(W)

hu= > hTySw= Y (hTw,Suw)Tuw Su

weWw w,w' eW

= Y Tw(Tw,Suwh)Sw= Y TwSuwh=uh

w,w' EW w'eW

gebruik makend van de associativiteit, symmetrie en niet-gedegenereerdheid van (-,-).

Stel nu er een h = > h,T, € H(W) bestaat zodat hu = uh = 0. We mogen
veronderstellen dat er een w € W bestaat met h,, ¢ (gs — 1) C Clgs, g5 '] door eventueel
door machten van (q; — 1) te delen. Zij nu o: C[qs, g5 '] — C de specialisatie in 1, dan volgt
dat o(h) # 0 en o(h)o(u) = 0, maar o(u) = |W| is geen nuldeler in H(W), = C[W]

Voor (ii) berekenen we h(Ty) = >, (hTw, 1(Tyw) ' T(yry-1) T met de bilineaire vorm
als in Propositie 3.4.1. Neem vervolgens het spoor.

De derde uitspraak is een direkt gevolg van (i) en (ii). O

Gevolg 3.4.3. Zij F het quotiéntenlichaam van Clqs,q5 ] en F de algebraische afsluiting
van F. Dan zijn H(W)p en H(W) g semisimpel, en de laatste is een direkte som van

matriz algebras over F'.

Bewijs. Gebruik Propositie 3.4.2 in combinatie met Gevolg 3.3.15 en Gevolg 3.3.21. [
3.5. Tits’ isomorphiestelling.

Stelling 3.5.1. (Tits) Stel dat H(W), en H(W),, o, € (C*)™, twee specialisaties zijn

van de generieke Hecke algebra H(W') zodat H(W)_, en H(W)B semisimpele algebras over
C zijn. Dan H(W),, = H(W),.

[e%

Het heuristische argument is als volgt. De generieke Hecke algebra hangt “continu”
van ¢, af, en voor bijna elke specialisatie is H (W), semisimpel, omdat het slechts afhanke-
lijk is van het al dan niet verdwijnen van de determinant A = (trw)(TwTw))w,w ew
welke slechts eindig veel nulpunten heeft. Anderzijds is semisimpelheid bepaald door de
discrete numerieke invarianten, die, als functies van de ¢,, constant moeten zijn op de
samenhangsgebieden waar A niet verdwijnt.

Gevolg 3.5.2. Zij G een eindige groep met een BN-paar en Weyl groep W. Dan is
H(G,B) = C[W].
Bewijs. Omdat H(G,B) = egC|[Glep en C[W] semisimpel zijn, zie Voorbeeld 3.3.22, en

beide specialisaties zijn van H(W), zie Stelling 3.2.6 en Opmerking 3.1.7, volgt het uit
Tits’ Stelling 3.5.1. [

We hebben het begrip gehele afsluiting van een ring nodig.

Definitie 3.5.3. Zij R een ring zonder nuldelers bevat in een ring B, dan heet o € B
geheel over R als er een monisch polynoom p(X) € R[X] bestaat zodanig dat p(a) = 0.
Met I geven we de verzameling gehelen in B over R aan. I heet de gehele afsluiting
van R in B.



EINDIGE GROEPEN VAN LIE TYPE 29

Stelling 3.5.4.
(i) Equivalent zijn de volgende uitspraken
(a) « € B is geheel over R
(b) R[a] een eindig voortgebracht R-moduul is,
(c) er bestaat een getrouw R|a]-moduul dat als R-moduul eindig voortgebracht is,
(ii) I is een ring,
(iii) Als R een ontbindingsring is, dan is R gelijk aan zijn gehele afsluiting in het quotiént-
enlichaam.
(iv) I[X] is de gehele afsluiting van R[X] in B[X],
(v) Een ring homomorphisme o: R — C breidt uit tot een ring homomorphisme o: I — C,

Schets van het bewijs. Voor (i) merken we op dat als a geheel is, dan is o™ een combinatie
van lagere machten als de graad van het monische polynoom 7 is. Dus R[a] heeft hoogstens
n voortbrengers en dit bewijst (a) = (b). Voor (b) = (c) nemen we R[a] zelf. Voor
(¢c) = (a) nemen we aan dat het getrouwe R[a]-moduul eindig voortgebracht is door
w1, ..., Wy, dan volgt aw; = Zj a;jw; voor zekere a;; € R. Maar dan is a een nulpunt
van det(X -1 — (a;5)). Voor dat laatste is getrouwheid noodzakelijk.

Zij nu a, 3 € I, en zij M = R[a|, N = R[] de eindig voortgebrachte R-modulen.
Dan is ook M N een getrouw eindig voortgebracht moduul, dat o + 8 en af bevat. Dus
a+p,ab €l.

Voor het bewijs van (iii) veronderstellen we dat a/b, voor a,b € R geheel is. Zij p € A
een priem, dat b deelt maar niet a. Vermenigvuldig de relatie (a/b)™ + a,_1(a/b)"~1 +
...+ay =0, a; € R, met b", zodat a” + a,_1a" b+ ...+ agb” = 0. Maar dan deelt p
ook a”, en dus a. Tegenspraak.

Zij I de gehele afsluiting van de polynoomring R[X], dan is I C I als de constante
polynomen. Bovendien is het polynoom X € I, want 1- X — X - (X)°? = 0. Vanwege (ii)
volgt dat I[X] C I. Voor de omgekeerde inclusie moeten we met vergelijkingen van de
vorm Zf: fi(X)(p(X))! =0, f; € R[X], fx =1, gaan spelen. Merk op dat specialisatie in
X = 0 direkt geeft dat de constante coéfficiént p(0) € I. We laten dit als opgave.

Zij a ¢ R geheel over R, dan is a een nulpunt van Ele a; X%, a; € R, ap = 1.
We definiéren nu o(«) als een nulpunt van het monisch polynoom Zle o(a;) X" € C[X].
Merk op dat we hier slechts nodig hebben dat C algebraisch gesloten is. Dit brengt een
uitbreiding tot R[a]. Ga nu verder tot I door gebruik te maken van het lemma van
Zorn. [

Bewijs van Stelling 8.5.1. Om de notatie te vereenvoudigen stellen we R = Clq,, q; '], F
het bijbehorende quotiéntenlichaam, en F de algebraische afsluiting. Dan zijn H(W) £ en
H(W),, direkte sommen van matrix algebras over F' en C. We zullen aantonen dat de
numerieke invarianten van deze twee semisimpele algebras gelijk zijn, hetgeen de stelling
bewijst.

Kies onafhankelijke variabelen z,, over F, en beschouw het genericke element a =
> wew Twlw € F(zyw) @p HW)p = HW)p(s,) Laat P(t) het karakteristiek poly-
noom zijn van de rechtsvermenigvuldiging op H(W)z(, . dan is P(t) = [], Pk (t)% de

factorisatie in irreducibele monische polynomen over F(z,). Merk op dat, vanwege de



30 GENERIEKE HECKE ALGEBRA

vermenigvuldigingsregels in de generieke Hecke algebra, de coéfficiénten van P in R[x,]
liggen.

Lemma 3.5.5.
(1) di = graad(Py),
(ii) di’s zijn de numeriek invarianten van H(W) gz, -

Bewijs van Lemma 3.5.5. Merk op dat H(W )z = @, Mata, (F) een basis heeft van ma-

trix elementen Efj, 1 < 1,7 < di, zodanig dat de standaard vermenigvuldigingsregel

EZE’Il’Lm = 610 EF,, geldt. Herschrijf het generieke element a in termen van deze basis;

a=> ki yfj Efj Omdat de coordinaten van de basistransformatie van T}, naar EZ"; alin F
liggen, geldt dat het verband tussen x,, en yfj wordt gegeven door een matrix uit G'Ljy| (F)
en dus hebben we F(z,,) = F(yf;). In deze basis hebben we Ef.a = Y- yh, EF., en dus
zien we dat P(t) = [], Px(t)™ met Py(t) = det(t-1— (yf;)) een monisch polynoom van de
graad dy,.

Rest nog te bewijzen dat Py(t) irreducibel is in F(x,)[t] = F (yfj)[t] We hebben yfj

algebraisch onafhankelijk over F, omdat de z,,’s dat zijn. Laten we de yfj’s specialiseren;

0 1 o ... 0
k _d k
(¥i;) 0 o . o 1] Pi(t) =t" —yg. 1,
ysk’l 0o ... 0

en deze is irreducibel in F (yﬁk,l)[t] vanwege de voorwaarde van Eisenstein, zie bijvoorbeeld
Lang [6, Ch. TV, §3, p.184]. Dus Py(t) is irreducibel in F(z,,)[t] = F’(yfj)[t] O

Vervolgens bestuderen we de coéfficiénten van P(t). Vanwege de vermenigvuldigingsre-
laties in H(W) volgt dat de coéfficiénten van P(t) in R[z,] bevat zijn. De coéfficiénten
van Py (t) liggen in F(z,), en anderzijds in het lichaam voortgebracht door de nulpun-
ten (in een eventuele uitbreiding van F(z,,)) van de P (t). Een nulpunt van P;(t) is een
nulpunt van P(t), en is dus geheel over de ring waarin de coéfficiénten van P(t) zitten.
Dit betekent dat de coéfficiénten van Py (t) bevat zijn in de gehele afsluiting van R[z,,] in
F(x,). Merk op dat de gehele afsluiting bevat is in F[z,,], want de gehele afsluiting van
R[z,] in F(z,) is in het bijzonder bevat in de gehele afsluiting F[x,,] in F'(z,,), hetgeen
vanwege Stelling 3.5.4(iii) gelijk is aan F[x,]. Volgens Stelling 3.5.4(iv) is de gehele af-
sluiting van R[z,] in F[z,], en dus in F(z,,), gelijk aan I[x,,] met I de gehele afsluiting
van R in F. Vanwege Stelling 3.5.4(v) kunnen we dus elk van de polynomen Pj(t) in de
ontbinding van P(t) gaan specialiseren.

Zij H(W),, de gespecialiseerde Hecke algebra met specialisatie o: R = Clgs, ¢5 '] — C,
¢s — 5. Beschouw het generieke element o(a) = > zwTw € C(zy) @c H(W),, en
P, (t) het karakteristiek polynoom van de rechtsvermenigvuldiging met o(a). Dan is P, (t)
de specialisatie van P(t), en omdat o lift naar de gehele afsluiting volgt dat P,(t) =
[T, Pr.o(t)%, waarbij Py (t) de specialisatie van Py(t) is. Omdat alle polynomen monisch
zijn volgt dat de graad van Py ,(t) gelijk is aan dj.
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We claimen nu dat de dj’s ook de numerieke invarianten zijn van de gespecialiseerde
Hecke algebra. Gebruik makend van de redenering als in Lemma 3.5.5 is dit zeker waar
als alle Py, ,(t) ongelijk zijn en irreducibel over C(x,,). Maar als een van deze mogelijkhe-
den wel voor zou komen, dan zou P,(t) een irreducibele factor hebben met multipliciteit
groter dan de bijbehorende graad, hetgeen weer in tegenspraak is met (het bewijs van)
Lemma 3.5.5. [

Propositie 3.5.6. Zij 0: R = Clqs,q; '] — C een specialisatie q; — «; € C*. We veron-

derstellen de gespecialiseerde algebra H(W), semisimpel. Zij : H(W )z — F een irre-

ducibel karakter, i.e. het spoor van de aktie van een element van H(W)p op een simpel

moduul. Dan geldt

(i) ¥(Ty) is bevat in de gehele afsluiting I van R in F.

(i) Y7 H(W), — C gegeven door ¥°(Ty) = o((Ty)) is een irreducibel karakter van
HW),,.

(i) De afbeelding 1) — 7 geeft een bijectie tussen de irreducibele karakters van H(W) g
en H(W),,.

«

Gevolg 3.5.7. Zij G een groep met een BN-paar en Weyl groep W. De irreducibele
karakters van H(G, B) staan in bijectief verband met W, de verzameling irreducibele re-
presentaties modulo equivalentie.

Bewijs. Zowel H(G, B) als C[W] zijn specialisaties van de generieke Hecke algebra H (W),
zodat Propositie 3.5.6(iii) een bijectie geeft van de irreducibele karakters van H(G, B) en
C[W]. De laatste zijn niets anders dan de karakters van irreducibele representaties van W
die in bijectief verband met W staan. O

Bewijs van Propositie 3.5.6. Zij H(W) een direkte som van matrix algebras over F zoals
in het bewijs van Stelling 3.5.1, en laat nu T;, = Z”k cijij voor zekere cfj € F. Dan
zijn de irreducibele representaties van H(W) s gegeven door py: Ty, — (cfj)i,j:17,,_ ., met
bijbehorende karakters t: Ty, — >, ck.. Nu kunnen we py uitbreiden tot H(W) Fzw)

en dan x>, TwTw) = Y., Tw Y, ck. Het karakteristicke polynoom van het gene-
rieke element op dit moduul is Py(t) € I[z,][t], en het karakter, ofwel het spoor, is
een coéfficiént van Py (t) tot op een minteken. Dus 95 (>, zwTw) € I[zy]. Als we
0: Flx,] — F definiéren door 6, () = 0y, dan is 6, een ringhomomorphisme en
Vi (Tw) = 0uw(Vr(>_, TwTw)) € I, hetgeen (i) bewijst.

We hebben al gezien in Stelling 3.5.4(v) dat o uitbreidt tot de gehele afsluiting I, en
dus is ¥7 goed gedefinieerd op T,,. Uit het bewijs van Stelling 3.5.1 weten we dat het
karakteristieke polynoom van het generieke element ) 2,7, € C(xy) ®c H(W),, op een
irreducibel moduul van C(xz,,) ®c H(W),, gelijk is aan Py ,(t) € Clz,,][t]. Het spoor is dus
gelijk aan dezelfde coéfficiént, en dus is dit spoor de specialisatie a(wk(zw waw)). Het
spoor van T, vinden we door 6,,: C[z,,] — C toe te passen. Maar de operatoren 6,, en o
commuteren, en dus is het karakter op 7, voor dit moduul gelijk aan a(@bk (Tw)), ofwel
aan het gespecialiseerde karakter.

Omdat de numerieke invarianten van H(W)_ en H(W) dezelfde zijn, volgt dat er
evenveel karakters, namelijk het aantal matrix algebra’s, zijn, en uit het bovenstaande
blijkt het injectieve verband. [J
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Opmerking. We gebruiken de notatie T,, voor zowel de generieke Hecke algebra H (W) als
voor de specialisaties H(W)

o
Voorbeeld 3.5.8. De irreducibele karakters van de commutatieve Hecke algebra H(.S3) zijn
de triviale representatie 1: T, — ¢ en de teken representatie €: T, — —1. De irreducibele
representaties van H(S3) worden gelabeld door de partities van 3; (3), (111) en (21). De
eerste correspondeert met de triviale representatie 1 en de tweede met de teken repre-
sentatie €. De partitie (21) correspondeert met de 2-dimensionale representatie gegeven

door . 5
g 0 q—1 1—gq )
Tsl'_) 9 TS — )

(0 —1) 2 1—q2(Q(1—q) ¢*(1—q)

die voor ¢ = 1 equivalent is met de spiegelings representatie van de Coxeter groep S3, i.e.
van type As. Het is nu eenvoudig het karakter x uit te rekenen;

Tl T81 T82 T8182 T8281 T813231
2 q—1 qg—1 —q —q 0
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4. DE ONTBINDING VAN Ind$%1

Dit hoofdstuk laat zien hoe Hecke algebra’s kunnen worden gebruikt om geinduceerde
representaties te ontbinden. We ontwikkelen de Howlett-Lehrer-Lusztig theorie voor het
speciale geval Indgl. Dit is een toelichting op Carter [2, Ch. 10].

4.1. Representatietheorie van eindige groepen.

In deze sectie herhalen we een aantal bekende feiten uit de representatietheorie van
eindige groepen. In deze sectie is G een eindige groep. We veronderstellen de lezer bekend
met deze theorie, waarover meer informatie kan worden gevonden in bijvoorbeeld Serre [7]
of Fulton en Harris [4].

Een representatie van G is een homomorphisme p:G — GL(V) = GL,(C) met
n = dimc V' de graad van de representatie, die we noteren met deg(p). V wordt dan
een links moduul voor de groepalgebra C[G]. De representaties p,0:G — GL,(C) heten
equivalent, notatie p ~ o, als p(g)T = To(g), Vg € G, voor zekere T' € GL,(C). De
representatie p heet irreducibel als voor een lineaire deelruimte M C V = C" met
p(g)M C M volgt dat M = {0} of M =V = C". De direkte som van twee representaties
p1:G — GL,,(C) en p2:G — GL,,(C) is de representatie p; & p2: G — GLyp,4n,(C)
gedefinieerd door p; @ p2(g)(v1 ®v2) = p1(g)v1 @ p2(g)ve. Dan is elke representatie van G
volledig reducibel, i.e. equivalent met een direkte som van irreducibele representaties.

Het karakter van een representatie p:G — GL,(C) is x,(9) = trcrp(g). Dan is
het karakter een klassefunktie, i.e. de funktie is constant op conjugatieklassen in G. We
noemen deze funkties ook wel centrale funkties omdat f(g192) = f(g291). Dan geldt dat
p en o equivalent zijn dan en slechts dan als x, = X,. Een karakter x, heet irreducibel
als p een irreducibele representatie is. Elk karakter is de som van irreducibele karakters
omdat X p,@p, = Xpy + Xps- In het bijzonder is |G| = #{conjugatieklassen in G}.

Het Lemma van Schur zegt nu dat voor twee irreducibele representaties p;: G —
GL(V;) geldt dat

L, als p1 ~ pa,

dimc HOmg(Vi, Vg) = { 0 anders

Definieer het inprodukt (fi, f2)g = |G| ™! deG fi1(g) f2(g) op de groepalgebra C[G]. Dan
vormen de irreducibele karakters, zeg {x1,...,xr} werkend op de vektorruimtes V;, een
orthonormale basis voor de klassefunkties ten opzichte van (-,-)g. Bovendien voor een
algemeen karakter x = > '_, n;Xx; werkend in de vektorruimte V' geldt

n; = (X, Xi)¢ = dimc Homg (V, V) € Z>o,

ofwel n; is de multipliciteit van V; in V' in de ontbinding in irreducibele representaties. Als
X = Y_i_q niXi met n; € Z noemen we x een virtueel karakter.

Merk op dat voor een karakter geldt dat x(g) = x(¢~ ') omdat elke representatie
van G unitariseerbaar, i.e. elke matrix p(g) is unitair, is. Het spoor is de som van de

eigenwaarden, zodat het gewenste resultaat volgt. Het volgt dat f(g) = f(g~!) voor elke
klassefunktie f € spang{xi,...,Xr}-
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Definitie 4.1.1. Zij H C G een ondergroep met een representatie p: H — GL(M) met
karakter x,. Dan is V = C[G] @cig) M een links C[G]-moduul, en een geeft een represen-
tatie van G, de zogenaamde geinduceerde representatie van H naar G. We noteren
V = IndGM voor de representatieruimte, Ind% Tp voor de bijbehorende representatie en
Ind$x wvoor het bijbehorende karakter.

Lemma 4.1.2. Ind$M = {f:G — M | f(gh) = p(h=1)f(g), Vg € G,Yh € H}, en ook
Ind M = ZSQG/H s- M. In het bijzonder geldt deg(Ind,p) = deg(p) |G/H|.

In het bijzonder is C[G/B] = {f:G — C | f(gb) = f(9), Vg € G,Yh € H} is de

representatieruimte voor Indgl.

Bewijs. Identificeer eerst C[G] ® M met de M-waardige funkties op G door 6, @ w te
associéren met f:G — M zodat f(¢') = 0g4w. Het tensorprodukt nemen over C[H]
betekent dat we het tensorprodukt C[G] ® M beschouwen modulo de equivalentierelatie
dh@w ~ 1®p(h)w voor alle h € H en w € M. Ofwel 6, ®@w = f®p(h)w in C[G]®cim M
voor f € C[G]|, h € H, w € M. Het eerste element correspondeert met de M-waardige
functie g — f(gh™!)w en de tweede met g — f(g)p(h)w.

Laat g; € G een verzameling representanten zijn voor G/H, i.e. G = U;g;H. Dan is
ClGl ®@cim M =3, 9: @ M, want p(H)M = M. O
Opgave 4.1.8. (i) Zij H C K C G en p een representatie van G. Laat zien dat inductie
transitief is, i.e. Ind$Ind%p = Ind%p
(ii) Zij V = @, M, een representatie van G zodanig dat G de deelruimtes M, transitief

permuteert. Laat voor een vaste j de ondergroep H = {g € G | g- M; = M, }. Bewijs dat
V = Ind% M;.

De eerste beschrijving van Lemma 4.1.2 generaliseert naar meer algemene groepen in
termen van homogene vektorbundels.

We kunnen de laatste beschrijving van Lemma 4.1.2 gebruiken om Ind%y te bepalen
in termen van y. Ind%x(g) = try(g) = > scc/m trsm(g), en in de laatste som hoeven we

enkel de termen mee te nemen waarvoor s 'gs € H omdat anders ¢ de ruimte s - M niet
stabiliseert en het spoor dan nul is. Maak gebruik van het commutatieve diagram

M LR M
s-M —— s. M
om in te zien dat try.as(g) = tras(s~1gs), zodat we uiteindelijk
1 _
(4.1.1) Indfx(g) = ] > x(s7'gs)
s€G, s—lgseH

vinden. Merk op dat (4.1.1) de mogelijkheid biedt om ook inductie van klassefunkties op
H naar klassefunkties op G te definiéren. In het bijzonder kunnen we ook spreken van het
induceren van virtuele karakters.
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Stelling 4.1.4. (Frobenius reciprociteit) Laat ¢ een klassefunktie op H C G en 1 een
klassefunktie op G zijn, dan

<¢7 RGSHI/J>H = <Ind§1¢7 ¢>G7

waar Resg de restriktie van 1 tot H voorstelt.

Beuwnjs. Het rechterlid is gelijk aan

(Ind$ ¢, )¢ = ’—(1;’ 3 L > oz y2)u(y)

vanwege (4.1.1). Ga over op & = 2~ 1yz ofwel y = zzz~! en gebruik dat (zzz71) = ¢(z).
De sommatie over z € (G is dan triviaal geworden. [J

Opgave 4.1.5. Bewijs dat Hompy (M, E) = Homg (Ind$ M, E) voor elke representatie van
G in de vektorruimte E. Dit bewijst Stelling 4.1.4 voor ¢ en ) karakters.

Opgave 4.1.6. We weten dat C[G] een semisimpele Artinse algebra over C is, en in het
bijzonder geldt dat M = C[H|e voor zekere idempotent e € C[H] vanwege Gevolg 3.3.14.
Dan is Ind§ M = C[G] ®c(m C[H]e = C[Gle. Bewijs dat de commutantenalgebra gelijk is
aan

Homg (Ind$ M, Ind$ M) = eC[G]e.

Hint: breidt het bewijs van Stelling 3.2.2 uit.

Laat H C G een ondergroep van G met representatie p: H — GL(M) in M. Zij nu
K C G een ondergroep van G, en laat s € K\G/H, dan is K N*H = K NsHs™ ! een
ondergroep van K, en we definiéren een representatie *p: K N*H — GL(Mj) met My = M
door middel van *p(*z) = p(x) € GL(M).

Stelling 4.1.7. (Mackey) Als representaties van de ondergroep K C G geldt

ResgInd$p = @ Ind% . 5°p-
seK\G/H

Bewijs. Vanwege Lemma 4.1.2 volgt Indg M = D.cc/mz- M. Voor s € K\G/H stellen
we M (s) de deelruimte van M opgespannen door z - M voor z € KsH. Dan is elke M (s)
invariant onder K en bovendien Ind% M = > sex\a/m M(s). Rest nog te bewijzen dat

M (s) de representatieruimte is van Ind¥ . ;%p.

Merk eerst op dat {x € K |z -(s- M) =s-M}={z € K | (s7las)- M = M} =
{r € K| s 'zs € H = KN *H vanwege Lemma 4.1.2. Bovendien permuteert K de
ruimtes x - M C M(s) op transitieve wijze per constructie. Vanwege Opgave 4.1.3(ii) volgt
nu dat M(s) = Ind¥ . ;s M. Omdat s- M = M; als K N *H-modulen gegeven door het
isomorphisme s: My = M — s - M volgt de stelling. [
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Gevolg 4.1.8. Zij H, K ondergroepen van G met karakters x, v, dan

(Ind% v, ndfx) ¢ = Z (Resknsnt), Reskn=m"X) k-
seK\G/H

Bewijs. Gebruik Frobenius reciprociteit, en vervolgens Mackeys stelling

(Ind%¢, Indfx)e = (¢, ResgIndfx)x = D> (¢, Indine X)) k-
se K\G/H

Gebruik vervolgens weer Frobenius reciprociteit. [

Laten we nu het speciale geval K = H nemen, dan is °p, gedefinieerd. Bovendien
kunnen we Resgnsp(p) definiéren, omdat H N *H een ondergroep van H is.

Gevolg 4.1.9. (Mackeys irreducibiliteitscriterium) De representatie Ind$p is irreducibel
dan en slechts dan als de volgende twee voorwaarden zijn voldaan
(i) p is een irreducibele representatie van H
(ii) voor elke s € G\H zijn °p en Resynsp(p) disjunkt als representaties van H N°H,
i.e. ze hebben geen gemeenschappelijke irreducibele constituent ofwel de karakters zign
orthogonaal.

Bewijs. Vanwege Gevolg 4.1.8 voor K = H hebben we

dimg (Ind$ p, Ind$ p) = Z ds, met ds = (Resgn=up, °p)Hn=H-
SEH\G/H

Merk vervolgens op dat voor de dubbele nevenklasse s = 1 geldt dat di = (p, p)g > 1. We
zien dus dat Indgp irreducibel is dan en slechts dan als d; = 1 en ds = 0 voor alle andere
s € H\G/H. Het ecerste betekent dat p een irreducibele representatie van H is, en het
tweede betekent dat Resgnsgp en °p disjunkt zijn als representaties van H N°*H. [

4.2. Orthogonaliteitsrelaties voor symmetrische algebra’s.

Laat A een eindigdimensionale semisimpele algebra over een algebraisch gesloten
lichaam k van karakteristiek 0 zijn. Uit Gevolg 3.3.14 weten we dat A als links A-moduul
een direkte som is van simpele modulen L, i.e. van minimale links idealen, A = @?:1 L;.
Voor een minimaal links ideaal L definiéren we de isotypische component H = r.er Li-

Stelling 4.2.1. (Stelling van Wedderburn) Zij A een eindigdimensionale semisimpele al-
gebra over een algebraisch gesloten lichaam k van karakteristiek 0, dan is A= H1®...®H,,
r < n, een direkte som van isotypische componenten, de zogenaamde Wedderburn com-
ponenten. Dan is H;, 1 = 1,...,r, een tweezijdig ideaal en H;H; = 0, i # j. Laat
1 =-e1+...+ e, de ontbinding van 1 € A zijn, dan zijn {e1,... ,e.} orthogonale centrale
idempotenten. FElke isotypische component H; bevat geen niet-triviale twee-zijdige idealen
en H; is isomorph met een matrizalgebra over k. In het bijzonder is het centrum van H;
opgespannen door e;, en is het centrum van A opgespannen door {e1,... e, }.

Bewigs. De eerst uitspraak volgt direkt uit Gevolg 3.3.14.
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Zij L C H; een minimaal ideaal en kies a € Hj, dan is La C H; een minimaal ideaal
dat of nul is of van het type dat bij de isotypische component van H; hoort. Als i # j dan
is La = 0. Dus H;H; = 0 voor ¢ # j, en bijgevolg is H; een tweezijdig ideaal.

Als in het bewijs van Stelling 3.3.12 zien we dat H; = Ae; = e; A, waar de laatste
gelijkheid volgt omdat H; een tweezijdig ideaal is. Merk op dat dus e; als de identiteit
werkt op H; en als 0 op Hj, @ # j. Dus e; is centraal.

Zij S een tweezijdig ideaal in H;, dan is S ook een tweezijdig ideaal in A omdat
H;H; = 0. Kies L een minimaal ideaal L = Ae C S, en zij L' = Ae/ een ander minimaal
ideaal in H;. Dan is L = L’ als linker A-modulen, en L' = La met a € H;. Omdat S een
tweezijdig ideaal is in A volgt dat L' € S, en dus H; C S.

Als M een H;-moduul is, dan is h — h; — m — hm een algebrahomomorphisme van
H; op Endy (M), want D = Endy, (M) = k, vanwege Gevolg 3.3.18(ii) en Propositie 3.3.20.
Omdat H; simpel is het homomorphisme een isomorphisme. Het centrum van Endy (M)
is 1-dimensionaal. [

Opgave 4.2.2. Bewijs dat de idempotenten uit Stelling 4.2.1 primitieve centrale orthogonale
idempotenten zijn, i.e. niet te schrijven als som van twee centrale orthogonale idempoten-
ten.

Definitie 4.2.3. Een algebra A heet symmetrisch als er een niet-gedegenereerde sym-
metrische associatieve bilineaire vorm (-,-): A x A — k bestaat, i.e. (a,b) = (b,a) en

(ab, c) = (a,be).

Opmerking. Een semisimpele algebra over een algebraisch gesloten lichaam k is sym-
metrisch. Het is voldoende dit aan te tonen voor A = Mat,, (k), en neem dan (a,b) = tr(ab).
Dit is een speciaal geval van een resultaat van Eilenberg en Nakayama (1955).

Als M een A-moduul is dan wordt het karakter van M op de gebruikelijke manier
bepaald; x: A — k, xar(a) = tras(a). Het karakter heet irreducibel als M simpel is.

Stelling 4.2.4. (Kilmoyer) Zij A een eindigdimensionale symmetrische semisimpele alge-

bra A over een algebraisch gesloten lichaam k. Stel dat {ay,... ,a,} en {b1,...,b,} duale

bases zijn voor (-,-). Laat x een irreducibel karakter van het moduul M van A zijn en stel

dy = >0, x(a;)b;. Dan geldt

(i) x(a) = (dy,a) voor alle a € A,

(ii) x(dy) # 0 en laat e; de centrale idempotent zijn van H; met M C H,, dan e; =
X(1)x(dy) "ty

(iii) (Fossum) Laat z =Y., a;b;, en laat X' een irreducibel karakter van A zijn, dan is z
centraal en

Z" X(2)x(1)7h als x =X,

! d == i ! b’L =

X () im1 xlasx () { 0, anders.

Opgave. Werk Stelling 4.2.4 uit voor het geval A = C[G]| met G een eindige groep.

Bewijs. Merk op dat (i) triviaal is voor a = a;, en dan volgt het voor algemene a € A
vanwege lineariteit.
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7Zij A= Hi ®...® H,. de Wedderburn ontbinding van A uit Stelling 4.2.1 met H; =
Ae; = e;A. Dan is (Ae;, Aej) = (A,e;Ae;) = 0, want H;H; = 0. Dus (-,-)|q, is niet-
gedegenereerd. Merk op dat x(H;) = 0, i # j vanwege H;H; = 0. Nu is (dye;, Aej) =
(dy,Aej) = x(Aej) = x(H;) = 0 voor i # j vanwege (i). Dus dye; = 0 voor ¢ # j en
dy =dy -1 = Z;:1 dyej = dye;, ofwel d,, € Ae; = H;. Vervolgens merken we op dat
d, centraal is in H;. Immers (zd,,y) = (yz,dy) = x(yz) = x(zy) = (dy,zy) = (dyz,y)
voor alle y € A. Dus zd, = dyx. Aangezien het centrum van H; 1-dimensionaal is volgt
e; = Cd,, voor zekere C' € k*. Door het spoor te nemen volgt x(1) = x(e;) = Cx(dy). Nu
is x(1) = dimg (M) # 0 omdat k karakteristiek O heeft.

Zij p het karakter van het A-moduul 4, dan is p = Y, xi(1)x; als x; het karakter
van een simpel moduul M uit H; is. Anderzijds aa; = Y, _,(aa;, by)ak, zodat p(a) =
S (a,a;b;) = (a,z) voor a € A. Pas nu toe op d, en merk op dat x;(dy) = 0 omdat

j=1
dy € H;. Dus

X(2) = (dy, 2) = p(dy) = ZXj(l)Xj<dx) = xi(1)xi(dy)

en dit geeft de kwadratische norm. Anderzijds, >, x(a;)x'(b;) = x'(dy) =0 als d, ¢ H,
de isotypische component voor het moduul bij x’. Dat z centraal is volgt als de centraliteit
van u in Propositie 3.4.2. [J

4.3. De ontbinding van Ind%1.

In het algemeen is er een verband tussen karakters in de decompositie van de geindu-
ceerde representatie en de karakters van de commutantenalgebra. We formuleren eerst een
algemeen resultaat.

Propositie 4.3.1. Laat A en B semisimpele algebras over C in Endc(M) zijn. Veron-
derstel dat M een links A-moduul en een rechts B-moduul is, zodat A en B elkaars com-
mutantenalgebra zign. Laat {N;}ics de collectie van inequivalente simpele links B-modulen
zyn, dan is
dim N;
M =@ (Mo N)
icl
de ontbinding van M in simpele links A-modulen. Bovendien is de dimensie van de simpele
links A-modulen in M gegeven door de multipliciteit van simpele rechts B-modulen in M.

Bewijs. Merk eerst op dat voor b € B de afbeelding M @ B-b — M - b een isomorphisme
van links A-modulen is. Immers, beschouw het commutatieve diagram

M®zB —> M®sB-b —— M®gB

| l :

Omdat de vermenigvuldiging met b surjectief is, en de afbeeldingen ¢ injectief zijn, volgt
dat de middelste verticale pijl ook een isomorphisme is.
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Stel nu dat N een simpel links B-moduul is, dan is ook M ®g N een simpel links
A-moduul. Om dat in te zien veronderstellen we eerst dat M een irreducibel rechts B-
moduul is. Dan is A = C, want A is de commutant van B. We moeten dan laten zien
dat dim¢ M ®p N < 1. Nuis B = @, Mat,,(C) en N is een simpel links B-moduul,
zodat we N kunnen identificeren met één kolom van één van de Mat,,, (C). Evenzo is M
te identificeren met één rij van één van de Mat,, (C), zodat dim¢ M ®p N = 1 als de
n;’s overeenstemmen en dimc M ®pg N = 0 als de n;’s niet overeenstemmen. Als M niet
irreducibel is, dan is M = @, M;"" de ontbinding van M in simpele rechts B-modulen.
Dan geldt M ® g N = @,(M; ®p N)™ = C™i voor zekere j. Omdat A de commutant van
B is volgt dat A = P, Mat,,, (C), en C™ is dan overduidelijk een simpel links A-moduul.

Gebruik nu de Stelling 4.2.1 van Wedderburn om B = @, NJ"™ Nt zodat M =
M ®p B de gewenste ontbinding geeft.

Het bewijs laat zien dat dim¢ M ® g N; = m;, met m; een multipliciteit van een simpel
rechts B-moduul in M als rechts B-moduul. [

Zij G een eindige groep met ondergroep P met irreducibel karakter ¢. Het karakter
komt van een moduul M = C[PJe en dan is Ind§M = C[Gle met karakter Ind%¢. De
commutantenalgebra is ) = eC[Gle, zie Opgave 4.1.6.

Propositie 4.3.2. Er is een bijectieve correspondentie tussen de irreducibele karakters
x van G met (Ind8¢,x)a # 0 en irreducibele karakters x5 van $ = eC[Gle. xg is de
beperking van het karakter x van C[G| tot $ = eC[Gle. De graad van x ¢ is de multipliciteit
van x in Ind$e, i.e. xq(e) = (IndEo, x)q.

Bewijs. Beschouw het moduul M’ dat het karakter x geeft. Dan geldt Homg (C[Gle, M) =
eM’ door em: eC[Gle — eM’, a — aem. Het bewijs is volstrekt analoog aan het bewijs
van Stelling 3.2.2. En dus

dime eM’ = dime Homg (C[Gle, M') = (Ind%¢, x)c.

Nu is eM’ een links $ = eC[G]e-module. Bovendien is eM’ irreducibel, immers
eC[G]em = eC|[G]m = eM' voor 0 # m € eM’, omdat M’ een irreducibel C[G]-moduul is.
Laat nux € 9, dan x M’ C eM’, en dus is x(x) = tryp (x) = trepss (). Dus het irreducibele
karakter xg op 9 is de beperking van y tot $ = eC|Gle.

Dit geeft nu het verband, en we moeten nu controleren dat het een bijectie is. Voor
de surjectiviteit beschouwen we een irreducibel $)-moduul N = eC[G]en voor een zekere
idempotent n € $ met irreducibel karakter ¢). Dan is n een primitieve idempotent in
C[G]. Immers, als n = ny + ny met ny,ne € C[G] orthogonale idempotenten dan is
ni1 = nny = nnin € eC[Gle en idem ny € eC[G]e in tegenspraak met de primitiviteit van
n € eC[G]e. Dus C[G]n is een irreducibel C[G]-moduul met een zeker irreducibel karakter
X, maar dan yg = t. De afbeelding is surjectief.

Om injectiviteit in te zien veronderstellen we dat p een irreducibel karakter van C[G]-
moduul V' zodanig dat xg = ¥ = pg. Beschouw de afbeelding N — neC[Glen = Cn
door van links met de primitieve idempotent n te vermenigvuldigen. Immers, eC[G]en is
irreducibel, en dus is de commutantenalgebra neC[G]en ééndimensionaal. In het bijzonder
volgt 1(n) =1, en dus ook x(n) = u(n) = 1. Ofwel, nV # 0, en dus bestaat er een v € V
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met nv # 0. Beschouw nu de afbeelding C[G]n — V',  — zv. Deze afbeelding is niet
nul, en commuteert met de C[G]-aktie. Aangezien beide modulen irreducibel zijn, volgt
ClGIn=ZVendus x =p. O

Opmerking 4.3.3. Propositie 4.3.2 kan worden vergeleken met Propositie 4.3.1. Neem daar-
toe M = C[Gle, A = p(C[G]), i.e. het beeld van C[G] onder de bijbehorende representatie
in End(C[G]e), en B = $ = eC[G]e. Dan zijn eC[G]en voor n primitieve idempotenten in
9 de simpele links $)-modulen, en het bijbehorende simpele links C[G]-moduul in C[G]e is
ClGle ®g eC[G]en = C[G]n. Dan zegt Propositie 4.3.2 dat het karakter xg van het irre-
ducibel links $-moduul eC[G]en verkregen wordt door het karakter x van het irreducibel
links C[G]-moduul C[G]n te beperken tot $. De ontbinding van C[G]e als links C[G]-
moduul is dan gelabeld door de primitieve idempotenten n van eC[G]e met bebijhorend
moduul C[G]n en multipliciteit dimc eC[G|en.

7ij G een eindige groep met een BN-paar. We beschouwen de geinduceerde represen-
tatie Ind§1 werkend in C[G/B] = C[G]e met als commutantenalgebra de Hecke algebra
H(G, B), een specialisatie van de generieke Hecke algebra H(W) met W de Weyl groep
van G.

Lemma 4.3.4. Het spoor van de aktie van Ty, € eC[G]e op C|G/B] als rechts eC[G]e-
moduul is nul voor 1 #w € W.

Bewijs. Gebruik dat C[G/B] = @, g;-C vanwege Lemma 4.1.2 voor een verzameling repre-
sentanten van G/B. Dan kiezen we een basis van functies f; door f;(g;) = d;; te definiéren.
Dan is (fiTw)(9;) = |BI™" X jeq fil9:97  xBws(9) = |BI™' Y cpws filgig™"). Stel dat
fiTw(g:) # 0, dan g;byw~1by € g; B voor zekere by, b € B en dus w € B ofwel w=1¢€ W
vanwege de Bruhat ontbinding. [J

De Hecke algebra H(G, B) is een symmetrische algebra als specialisatie van de gener-
ieke Hecke algebra door middel van (a,b) = 7(ab) = constante term van (ab) met als
basis T, en duale basis 17(T,,) " 'T,,-1, zie Propositie 3.4.1, waarbij o: Clgs,q; '] — C de
bijbehorende specialisatie is, zie Propositie 3.5.6.

Propositie 4.3.5. Zij xq een irreducibel karakter van $ = eC[Gle dat voorkomt met
multipliciteit m in het rechts $-moduul C[G/B] = Ind§C. Dan

X9 (Tl) dlm(c Indg(C
> wew X6 (Tw) 17 (Tw) x5 (Tw-1)

m =

Bewijs. Laat X}), .-+, X de irreducibele karakters van §) zijn die voorkomen met multi-
pliciteit m;, dan

(4.3.1) trnage(Tw) = Y myxh(Tw) = du,1 dime IndFC
j=1
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vanwege Lemma 4.3.4. Vermenigvuldig met x%(17(7,) 'T,~1) en sommeer over w € W,
zodat

dime IndBC x4 (T1) = > > myxh (Tw)xe(17(Tw) ' Tyy-1)
weW j=1

= miXs (Tw)Xe (17 (L)~ Tp-1)
vanwege Stelling 4.2.4. [

Merk op dat m = (xs (Tl))Qdirn@ Ind%C/xg(u) vanwege Stelling 4.2.4 en Proposi-
tie 3.4.2.

Gevolg 4.3.6. Zij x een irreducibel karakter van G zodanig dat (Indg1, x)g # 0, dan

X5 (T1) dime IndgC
wew X9 (Tw) 17 (Tw) ™ X (Ti-1)

met x en X gerelateerd als in Propositie 4.3.2.

Beuwijs. Pas Propositie 4.3.1 toe met M = C[G]e = C[G/B] = Ind$C, A het beeld onder
deze representatie van C[G] en B = §) = eC[G]e. Merk op dat voor de semisimpele algebra
eC[G]e het karakter van een simpel links moduul eC[G]en hetzelfde is als het karakter
van het simpele rechts moduul neC[G]e. Gebruik hiervoor de realisatie van eC[G]e als

direkts som van matrix algebras. Het volgt nu uit Propositie 4.3.2, Propositie 4.3.5 en
Opmerking 4.3.3. [

Opmerking 4.3.7. Met Gevolg 4.3.6 kunnen we (4.3.1) herschrijven tot

degx = x(1) = 5

Z degx X5 (Tw) = 6.1 dime Ind§C, VweW
X€G, (x,Ind§ 1) c#0

hetgeen in het algemeen een overgedetermineerd lineair stelsel vergelijkingen voor de graden
geeft. Immers het aantal irreducibele karakters is gelijk aan het aantal irreducibele karak-
ters van W, vanwege Gevolg 3.5.7 en Propositie 4.3.2. Dat is gelijk aan het aantal conju-
gatieklassen in W, wat strikt kleiner is dan |W| tenzij W abels is.

Definitie 4.3.8. Zij xg een irreducibel karakter van $ = eC[Gle = H(G, B), de gespe-
cialiseerde Hecke algebra H(W),,, die correspondeert met het irreducibele karakter ¢ van
de generieke Hecke algebra H(W), i.e. ¥ = xg, zie Gevolg 3.5.7. Dan is

degy) Zwew 1(Tw) cF
ZweW ¢(Tw)¢(1(Tw)_1Tw—1)

de generieke graad horend by xg.

dy =

We kunnen Gevolg 4.3.6 herschrijven als

o(dy) dime IndGC
> wew 17(Tw)

degy =
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hetgeen de naam generieke graad verklaart. De generieke graden zijn volledig getabuleerd.

Voor de 1-dimensionale representaties 1, de triviale representatie Ts — g5, en de teken-
representatie e, Ts — —1, verkrijgen we irreducibele karakters y; en x. in de ontbinding
van C[G/B] van de graad dim¢ Ind§C/ Y, oy, 19(T) en dime Ind§C/ Y, oy 17 (Tw) ™2

We zien dat we Ind§1 volledig in irreducibele karakters van G kunnen ontbinden
met multipliciteiten en graden bekend door de representatietheorie van de gespecialiseerde
Hecke algebra H (G, B) te gebruiken; Ind%1 = >~ e X6 (1) X™ voor irreducibele represen-
taties 7 met bijbehorend karakter x§ van § = eC[Gle, Gevolg 3.5.7, en karakter x™ van
G dat voorkomt in Ind$1, Propositie 4.3.2.

Opmerking 4.8.9. Desom ) - 1(Ty) is een polynoom in de g5, en dit heet het Poincaré
polynoom Py,. Voor alle eindige Coxeter groepen W is dit polynoom bekend. Voor
W = S,, hebben we

n

Po= Y ¢ =][ 4=

weS, i=1

Dit kan met inductie naar n worden bewezen. Het geval n = 2 is eenvoudig. Kies nu
Sp C Sp+1 als maximaal parabolische ondergroep met J = {1,...,n — 1}, dan kunnen
we 0; = SpSp—1..-8i, 1 = 1,...,n en o9 = 1 representanten van nevenklassen S,,1/S,
nemen. Met Propositie 1.4.4 zien we dat dit de minimale representanten zijn, zodat de
lengtes optellen, ofwel

n+1

- o; w - i 1- q
Ps, (@) =>_ > ¢ =N"¢'Ps (q) = Ps, (¢)————.
1=0

1 —
i=0 weS, q

Voorbeeld 4.3.10. In dit voorbeeld nemen we G = GL,,(F,;) met de standaard Borelonder-
groep B van bovendriehoeksmatrices. Merk op dat |GL,(F,)| = (¢" —1)(¢" —¢q) ... (¢" —
g™ 1), omdat we de eerste kolom van een matrix vrij kunnen kiezen in Fy — {0}, en
dit geeft ¢ — 1 mogelijkheden. De tweede kolom kunnen we vrij kiezen, maar niet in
de lijn opgespannen door de eerste kolom, dit geeft ¢ — ¢ mogelijkheden, etc. Nu is
IB| = (¢—1)"¢2"(™1 want we kunnen de diagonaalelementen willekeurig, maar verschil-
lend van 0, kiezen, en dan blijven er nog q keuzen voor elk van de matrixelementen boven
de diagonaal over. Dus dim¢ Ind§C = |G: B| = Ps, (q), hetgeen in grotere algemeenheid
geldt.

Met het triviale karakter 17 van H(G, B) correspondeert dus een karakter y van G
met degx = 1. Dit is het triviale karakter van G dat in Indgl zit vanwege <Indg1, g =
(1,1)p = 1, vanwege Frobenius reciprociteit. De tekenrepresentatie ¢ van H(G, B) cor-
respondeert met een karakter met graad Pg (¢)/Ps, (¢7') = ¢2™(™ 1 het zogenaamde
Steinberg karakter St.

In geval n = 2 is de Hecke algebra commutatief, en is de ontbinding van Ind%1
multipliciteitsvrij. Omdat H(S2) slechts de twee 1-dimensionale representaties heeft, volgt
Ind$1 = 1 + St. Merk op dat deg(Ind§1) = ¢ + 1.

In geval n = 3 is de Hecke algebra 6-dimensionaal, en de karaktertheorie van de
gespecialiseerde Hecke algebra H(GL3(F,), B) is gelijk aan die van Ss, zie Voorbeeld 3.5.8.
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Deze heeft twee 1-dimensionale representaties, namelijk de triviale en de tekenrepresentatie
horend bij de partities (3) en (111), en 1 2-dimensionale representatie horend bij (21).
Voor het enige karakter x van graad 2 berekenen we nu 3, o X(T)17(Ty) " tx(Ty-1) =
6 + 2(q — 1)2¢™ 1, en de bijbehorende generieke graad is q(q + 1). Dus de graad van de
bijbehorende representatie van GG die in Indgl voorkomt is ¢(¢ + 1), en die komt voor met
multipliciteit 2. Dus we krijgen

nd$ )1 = 1 4 St + 2y

We krijgen hetzelfde resultaat door Opmerking 4.3.7 toe te passen voor n = 3 en w = 1,
dan volgt

1-14St(1)-1+degx -2 = |GL3(Fy): Bl = (1+q)(1 + q+ ¢*).

In dit geval is St(1) = ¢® zodat we degyx = ¢* + ¢ vinden als voorheen. Merk op dat we nu
dat we niet de expliciete 2-dimensionale representatie van H(S2) hebben gebruikt.

Voor Sy en H(Sy) zijn er 5 representaties (2 van graad 1, 2 van graad 3 en 1 van graad
4), en we kunnen de bijbehorende generieke graden berekenen. Zie Carter [2, §13.5].
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5. CUSPIDALE KARAKTERS EN INDUCTIE

In dit hoofdstuk tonen we aan dat het voldoende is om de zogenaamde cuspidale karak-
ters van alle Levi ondergroepen te kennen om via inductie vanaf parabolische ondergroepen
alle karakters van de groep G te verkrijgen. Dit is de philosophie van Harish-Chandra.
Dit is een toelichting op Carter [2, Ch. 9]. Voor het ontbinden van geinduceerde represen-
taties van de cuspidale representaties van Levi ondergroepen spelen Hecke algebras weer
een grote rol. Dit is de Howlett-Lehrer-Lusztig theorie, zie Carter [2, Ch. 10].

5.1. Parabolische ondergroepen.

In dit gehele hoofdstuk is G een eindige groep met een splijt BN-paar van karakter-
istiek p dat aan de commutator relaties voldoet, zie Carter [2, Ch. 2]. Dit zijn de nodige
technische voorwaarden die het volgende impliceren. Elke standaard parabool Py, J C I,
de ontbinding P; = Uy x Lj heeft waarbij L; een groep is met een splijt BN-paar dat
aan de commutator relaties voldoet, de zogenaamde Levi component en waarbij U;
de maximale normale unipotente ondergroep van P; is. In het bijzonder geldt dat voor
I = J, en dan verkijgen we dat G = P; = L; en U; = {1}, ofwel G heeft geen normale
unipotente ondergroep. Voor het andere uiterste geval hebben we Py = B = Uy x Ly met
Ly = H = BNN. We stellen U = Up. We veronderstellen bovendien dat H geheel uit
semisimpele elementen bestaat. Elke eindige groep van Lie type is een een groep met een
splijt BN-paar dat aan de commutator relaties voldoet.

Voorbeeld 5.1.1. Voor G = GL,(F,) met B de ondergroep van bovendriehoeksmatrices,
N de groep van monomiale matrices, H de groep van diagonaal matrices, U de groep
van unipotente bovendriehoeksmatrices, en W = S,,, I = {1,... ,n} zijn alle voorwaarden
vervuld. Immers voor J = {1,... ,;ny—1,n1+1,... ;ni+ne—1,...} metn=n1+...4+n,
een partitie van n hebben we dat, zie Voorbeeld 2.3.4, P; bestaat uit de ondergroep van
matrices van de vorm

A1 Blg Bl3 e Blr

0 A2 ng e BQT
(5.1.1) , A€ GL,,(Fy), Bi; € Mat,, »,(Fg).

0 N 0 Ar—l B’I“—l,'l"

0o ... 0 A,
Dan correspondeert L; met de matrices waarvoor B;; = 0, ofwel L; = GL,, (F,) x ... x
GL,, (F,), dat inderdaad weer van hetzelfde type is. De bijbehorende maximale normale
unipotente ondergroep correspondeert dan met A; = 1, ¢ = 1,... ,r. We kunnen zonder

verlies van algemeenheid aannemen dat de H; van L; overeenkomt met de H van G, en
dat B; de groep van bovendriehoeksmatrices is die in L ; liggen ten opzichte van de matrix
als in (5.1.1).

Het volgende lemma is duidelijk in Voorbeeld 5.1.1, maar geldt in grotere algemeenheid
zie Carter [2, Prop. 2.6.6-7].

Lemma 5.1.2. ZijJ C I, P; =Uj ;x Ly, dan zijn de standaard parabolische ondergroepen
van Ly gegeven door K C J C I van de vorm Lj N Py . Deze hebben de ontbinding

PKQLJ:(UKQLJ)NLK
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i een semidirekt produkt van een maximale normale uniptente ondergroep maal de Levi
component.

5.2. Cuspidale karakters.

Definitie 5.2.1. Zij G een eindige groep met normale ondergroep N en karakter x, dan
heet

Tan(X)(9) = ﬁ > x(ng)

neN
het afgebroken karakter van G/N.

Om in te zien dat dit inderdaad een karakter van G/N is laten we V C C[G] de
representatieruimte waarvan we het karakter y verkrijgen. Dan werkt de idempotent eny =
IN|=1 Y, cn 1 € C[G] als een projektie op de ruimte van N-vaste vectoren VY = {v € V|
n-v=uvVYn € N}. Merk op dat ey centraal is in C[G], omdat H normaal is in G. Dan is
V¥ een moduul voor G/N, en dan is x(eng) = Try(eng) = Try~ (eng). Ofwel T n(x)
is het karakter van G/N dat van V¥ komt.

Definitie 5.2.2. Zij G een groep met een splijt BN -paar dat aan de commutator relaties
voldoet, zodat Py = Uy x Lj wvoor elke standaard parabolische ondergroep. FEen karakter
van G heet cuspidaal als Tp, /i, (x) = 0 voor elke parabool Py G G.

Aangezien elke parabolische ondergroep geconjugeerd is met een standaard parabolis-
che ondergroep volgt dat Tp,7(py(x) = 0 voor cuspidale karakters x met U(P) de maximale
normale unipotente ondergroep van P.

Opmerking 5.2.3. Als G geen echte parabolische ondergroepen heeft dan is de voorwaarde
in Definitie 5.2.2 leeg, en zijn alle karakters cuspidaal. In dat geval moeten we hebben dat
G = B = U x H. Maar omdat G geen normale unipotente ondergroep heeft volgt dat
G = H abels is.

Propositie 5.2.4. Zij x een irreducibel karakter van G. Dan is x cuspidaal dan en slechts
dan als (x,Ind§ 1)q =0 voor alle J S I.

Bewijs. Als x cuspidaal is, dan

1
0="Tp,/u,(x)(1) = ] > x(u) = (Resp, x, v, = (x,Ind§, 1)
uelUy

voor alle J & I.

Omgekeerd, stel dat 0 = (x,Indfj 1)¢ = (Resy,x, 1)y, voor alle J S I. Laat p
de representatie van G zijn met karakter y. Dan betekent dit dat p|y, niet de triviale
representatie bevat voor elke J ; I. Vanwege het Lemma van Schur volgt dat alle matrix
elementen van p loodrecht staan op het matrix element van de triviale representatie van
Uy; ofwel 32 iy pij(u) = 0, maar dan geldt dit ook voor de matrix -, p(u) = 0. Door
van rechts te vermenigvuldigen met p(g), g € G, zien we dat »_, ;; p(ug) = 0. Neem nu
het spoor, zodat ), i, x(ug) =0 =3 .y, x(gu). Neem vervolgens g € P;. U

Als (Resy, x,1)u, = 0, dan is VY7 = {0}, en is het karakter Tp,,y,(x) = 0. Het
bovenstaande bewijs geeft echter meer informatie.
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Gevolg 5.2.5. Zij x een irreducibel karakter van G, dan zijn de volgende uitspraken equiv-
alent:
(i) x is een cuspidaal karakter,
(ii) (x,Ind§ 1)g =0 voor alle J S I,
(iil) >yer, X(ug) =0 voor alle g 6 G enalle J G I,
(iv) 2 uev, x(gu) = 0 voor alle g € G en alle J C I.

Bewigs. Vanwege Propositie 5.2.4 is (i) < (ii), en omdat x centraal is volgt (iii) < (iv).
Het bewijs van Propositie 5.2.4 laat zien dat (ii) = (iii), en (iv) = (i) per definitie door
g € Py te nemen. [

5.3. Inductie van cuspidale karakters.

7ij Py = Uy x Lj een parabolische ondergroep van G. Voor L; kunnen we spreken
van cuspidale karakters, aangezien L ; een ondergroep binnen dezelfde klasse is. Zij ¢ een
irreducibel karakter van L, dan kunnen we ¢ naar P; D L; opblazen door middel van
op, (ul) = ¢(I) hetgeen goed gedefinieerd is omdat L; NU; = {1}.

Stelling 5.3.1. Zij x een irreducibel karakter van G. Dan bestaat er een deelverzameling
J € I en een irreducibel cuspidaal karakter ¢ van Lj zodanig dat (, Inng op,)a > 0.

Bewijs. We gaan eerst de J en de ¢ bepalen. Zij daartoe S = {J € I | (Resy, x, 1)u, # 0}.
Danis I € S, want Uy = {1} en (Resy, x, 1)y, = x(1) # 0. Laat J een minimaal element
van S zijn.

Zij V een representatieruimte voor het karakter x van GG, dan zijn er U j-vaste vectoren
omdat de triviale representatie van U; voorkomt in Resy,x. Zij V' = {v € V | uwv =vVu €
U;}. Omdat Uy normaal is in Py is de ruimte V' ook Pj-invariant, en in het bijzonder L ;-
invariant. Laat ¢ het bijbehorende karakter van L zijn, en laat ¢ = ), ¢; de ontbinding
in irreducibele karakters zijn. Merk op dat het karakter van P; precies het opgeblazen
karakter ¢p, = Y .(¢;)p, is, omdat U triviaal werkt op V’. Dus komt elke (¢;)p, voor
in Resp, x, en <Ind (¢Z)PJ>X>G - <(¢i)PJ7ReSPJX>PJ # 0.

Rest nog aan te tonen dat elk karakter ¢; een cuspidaal karakter van L; is. Stel
dat ¢; geen cuspidaal karakter van Lj; is, dan bestaat er een verzameling K ; J met
(dis Dupnr, # 0 vanwege Gevolg 5.2.5(iii) en Lemma 5.1.2. Dan bestaat er een v € V'
met xv = v Vo € Ugx N L. Maar dan is v € V'’ ook invariant onder Ux N P; = Uk, omdat
P; =Uj x L. Ofwel (Resy,.x,1)u, # 0 en K € S, in tegenspraak met de minimaliteit
van J. [

Opmerking. Stelling 5.3.1 zegt dat het voldoende is cuspidale karakters van de Levi com-
ponenten van alle standaard parabolische ondergroepen te kennen. Merk op dat de stelling
niet zegt dat J & I; het kan voorkomen dat <X,Innggz5pJ>G = 0 voor alle J & I. Dan
I =Jen (x,0)qg =1, ofwel x is cuspidaal. We zien uit het bewijs dat de cuspidale karak-
ters van G ook niet kunnen voorkomen in Inng ¢p, voor J G I. Ofwel, de kennis van
de cuspidale karakters van de Levi componenten van alle propere standaard parabolische
ondergroepen geeft alle karakters van G behalve de cuspidale karakters.

Gegeven Stelling 5.3.1 is het nu de bedoeling de J’s en de irreducibele cuspidale
karakters van L te vinden zodanig dat we precies alle karakters van G uit de inductie
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procedure kunnen verkrijgen. We vermelden daartoe een aantal resultaten zonder bewijs,
zie daarvoor Carter [2, §9.1-2].

Stelling 5.3.2. Laat ¢, Y irreducibele cuspidale karakters zin van de Levi ondergroepen
Ly, Lxg van G en veronderstel dat (Ind§J¢pJ,IndgK¢pK>G # 0. Dan bestaat er een
w € Dy g zodanig dat Ly = "Lk, ¢ =", en bovendien is dan IndJGDngpJ = IndgK¢pK.

Schets van het bewijs. De eerste stap in het bewijs van deze stelling gebruikt Gevolg 4.1.8
en Propositie 2.3.5;

(5'3'1) <Indlch ¢PJ ) IndgK Ypy >G = Z <ReSPJﬂ“’PK ¢PJ7 ReSPmePKw(¢PK )>PmePK'
weD K

Vervolgens hebben we allerlei informatie nodig over de unieke decompositie van Py N Py

in de volgende vorm;

(5.3.2) PiNnYPg =U;NYUg)(U;NYLrg)(LyN*YUk)Ly

met M = JNw(K), ie. Ay = Ay Nw(Ag) vergelijk Stelling 1.4.7. We kunnen nu
elke component aan de rechterzijde van (5.3.1) uitschrijven gebruik makend van de unieke
ontbinding (5.3.2). Merk op dat ¢p,, als opgeblazen karakter, de eerste twee componenten
van (5.3.2) niet voelt, terwijl “ (¢ p, ) de eerste en de derde component in (5.3.2) niet voelt;
ofwel

(533) <ReSPJﬁ“’PK ¢p,, Resp,nvwpy v WPK )>P‘ImeK =

Pt (X een)( X win)

teELy zeLjNwWUgk yeU;NY L

dan zien we in dat de aanname in de stelling leidt tot het bestaan van een t € L;; met

> o(at) #£0, > w(yt) £0.
z€LyNwUgk yeU N¥ Ly

Aangezien Lj; N Uk de U-component is van een parabolische ondergroep P van L is,
namelijk de parabool L; N Pk, zien we dat de eerste som slechts ongelijk nul kan zijn
als de parabool de groep L; zelf is, omdat ¢ een cuspidaal karakter van L; is vanwege
Gevolg 5.2.5(iii). Aangezien de bijbehorende maximale normale unipotente groep U trivi-
aal is, zien we dat L; N “Ug = {1}. Voor G = GL,(F,) is het niet zo moeilijk in te zien
dat we hieruit L; C “Lg mogen concluderen, en dit geldt algemeen. Als we aannemen
dat “i) een cuspidaal karakter van “ L is, dan volgt met een soortgelijke redenering
UjN“Li ={1},en Ly C* Ly. Dus L; = “Lg. Met een analoge ontbinding als (5.3.2)
kunnen we concluderen dat M = JNw(K) = J.

De som in (5.3.3) is nu enkel over ¢t € Lj en bovendien volgt uit (5.3.2) en het
voorgaande resultaat dat |Py N"“Px| = |Uy N"“Uk||Ly|, en dus reduceert (5.3.3) tot

(Resp,nwpydp,, Resp,nwpe “(Vpg ) Pynvrx = (@, “Y) L,

Aangezien er een w € D i bestaat waarvoor dit ongelijk nul is, volgt dat (¢, "), # 0.
Omdat ¢ een irreducibel karakter is van L, en 1 een irreducibel karakter is van “ L =
Ly volgt dat ¢ = “.

Zie Carter [2, Prop. 8.2.7] voor de laatste uitspraak. [
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Definitie 5.3.3. Voor J, K € I zeggen we dat J geassocieerd is met K, notatie J ~ K,
als J = w(K) voor zekere w € W.

Het is eenvoudig in te zien dat J ~ K dan en slechts dan als ®; = w(®g) dan en
slechts dan als L; = “ L. Het is zelfs voldoende om w € D ;i te nemen omdat D i
representanten zijn voor W \W/W.

Opmerking 5.3.4. Geassocieerdheid definieert een equivalentierelatie op de machtsverza-
meling van I, en we zien uit Stelling 5.3.2 dat de irreducibele karakters van G uiteen vallen
in families gelabeld door de equivalentieklassen in 27. De familie van karakters bij de lege
verzameling () heet de hoofdreeks (“principal series”), en bestaat uit alle karakters van
G die voorkomen in Ind%@ p met 0 een 1-dimensionaal karakter van H. In het bijzonder
behoren alle irreducibele karakters in Ind§1, zoals het triviale karakter en het Steinberg
karakter als in Voorbeeld 4.3.10, tot de hoofdreeks. De familie die correspondeert met [
heet de discrete reeks en bestaat uit alle irreducibele cuspidale karakters van G. We zien
dat gegeven de irreducibele cuspidale karakters van alle strikte Levi ondergroepen we alle
irreducibele karakters van G verkrijgen behalve de irreducibele cuspidale karakters.

Merk op dat we een nog fijnere verdeling kunnen aanbrengen als we ook reken-
ing houden met de conditie dat de cuspidale representaties geconjugeerd moeten zijn in
Stelling 5.3.2.

Opmerking. Voor eindige groepen van Lie type is deze inductie procedure gegeneraliseerd
door Deligne en Lusztig, zodanig dat ook de cuspidale karakters uit de inductie procedure
worden verkregen, zie Carter [2, Ch. 7]. De Deligne-Lusztig inductie procedure geeft
voor een F-stabiele maximale torus 7' in een reductieve algebraische groep G en een bij-
behorend karakter § van T'F een virtueel karakter Rt van de eindige groep van Lie type
GF ={g € G| F(g9) = g}. Bovendien is =Rz ¢ een irreducibel karakter voor voldoende
algemene karakters § van T, waarbij voldoende algemeen betekent dat @ niet vast is onder
een niet-triviaal element van de Weyl groep W (T)¥ = (Ng(T)/T)¥. De definitie van het
geinduceerde karakter gebruikt erg veel algebraische meetkunde, in het bijzonder [-adische
cohomologie van algebraische variéteiten. De Deligne-Lusztig inductie generaliseert de
Harish-Chandra inductie procedure in de volgende zin; als de maximale torus 7" bevat
is in een F'-stabiele Borel ondergroep B van G, dan is Rr g = Indgi Opr. Een maximale
torus 7" die in een F-stabiele Borel ondergroep B van G ligt heet een maximale splijt torus.
Bovendien is voor voldoende algemene karakters § van T het geinduceerde Deligne-Lusztig
karakter £Rr ¢ cuspidaal precies dan als 7" in geen enkele F-stabiele Borel ondergroep ligt,
ofwel precies dan als T niet splijt is. Voor het geval G = GL,(F,) met F(g) = (gfj)ij,
q =p’, f €N, het (standaard) Frobenius automorphisme, zodat G = GL,,(F,), zijn de
GF'-conjugatieklassen van F-stabiele maximale tori in G in bijectieve correspondentie met
de conjugatieklassen in de Weylgroep W = S,,. De G¥-conjugatieklasse van de maximale
splijt tori, die allemaal geconjugeerd zijn in G¥', correspondeert met 1 € S,,, zie Carter [2,
§3.3].

Als 0 niet voldoende algemeen is, dan bevat R7p meer componenten. Het triviale
karakter 1 van T is het meest niet algemeen, en de irreducibele karakters van Gf die
voorkomen in Ry heten de unipotente karakters van G*', zie [2, Ch. 12]. De cuspidale
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unipotente karakters met de bijbehorende graden zijn volledig bekend uit het werk van
Lusztig, zie Carter [2, §12.2, §13.7].

5.4. Howlett-Lehrer-Lusztig theorie.

Deze theorie beschrijft de ontbinding van Ind% ¢p, voor een cuspidaal karakter ¢
van de Levi component L ; van de parabool P; door de commutanten algebra te beschrij-
ven. Het blijkt dat deze weer (grotendeels) in termen van een Hecke algebra kan worden
beschreven. Zie Carter [2, Ch. 10] voor meer informatie. We berekenen eerst de dimensie
van de commutanten algebra.

Propositie 5.4.1. Zij ¢ een cuspidale representatie van de Levi component Ly van G,
dan

<Inng¢PJ7IndIGDJ¢PJ>G - |{U) €Dy | w(‘]> =J qu = ¢}|

Merk op dat voor J = () we |W| voor de dimensie vinden in overeenstemming met de
eerdere resultaten. Merk bovendien op dat {w € Dy |w(J) =J} ={w e W |w(J) = J},
en dus een ondergroep van W vormt. De inclusie C is triviaal, en de inclusie D volgt
direct uit Propositie 1.4.4(iii). De groep W”¢ = {w € W | w(J) = J, “¢ = ¢} speelt een
belangrijke rol in de ontbinding van IndIGDJ op,.

Schets van het bewijs. In het geschetste bewijs van Propositie 5.3.2 nemen we K = J en
Y = ¢ zodat het rechterlid gelijk is aan het aantal w € Dj; met J Nw(J) = J, ofwel
w(J) =J en ¢ = *“¢. Aangezien w(J) = (J) impliceert dat w € Ny (W) volgt dat de
dubbele nevenklasse W;wW ; gelijk is aan wW ;. [

Laat p: Ly — GL(M) de representatie van de Levi component in de representatie-
ruimte M zijn met cuspidaal karakter ¢. Dan blazen we p op tot pp,: Py — GL(M) door
U}y triviaal te laten werken, zodat het karakter precies het opgeblazen karakter ¢p, is. Dan
kunnen we voor de representatie ruimte van Inng ¢p, de ruimte {f:G — M | f(gp) =
pr;(p~1)f(g), Vg € GVp € P;} nemen. We gebruiken de notatie F(J, p) = Indg M voor
deze representatieruimte om het belang van p te onderstrepen. De G-actie is dan gegeven
door g+ f(z) = f(g~ ).

Lemma 5.4.2. Zijjw e W met w(Ay) = Ax dan definieert

(6w f)(g) = ﬁ S flgww),  geG.

ueUgk
een element 6, € Endg(F(J, p), F(K,"Yp)).

Merk op dat “p een representatie definieert van Lx = “L; door “p(*z) = p(z).
Bovendien is voor w = 1 de interwiner #; = 1 omdat pp,(u) =1 voor alle u € U;.

Bewijs. Dat 6,, commuteert met de G-actie is triviaal. We moeten laten zien dat 0, f €
F(K,"Yp) als f € F(J,p). Het transformatiegedrag onder u € U is triviaal per construc-
tie, en we hoeven slechts (Gw f) (gl), l € Lk, te beschouwen. Omdat Uk normaal is in Py
kunnen we gluw = glul~'lw = gu'lw = gu'w(w™ lw) schrijven, zodat

(6.,) (1) = ,U—l‘ S Flguwww)) = plw 1 w) (8,1)(9) = ") (6uf) (9)

ueUgk
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aangezien w~Hw € Ly. [

Als we nu in de situatie van Lemma 5.4.2 w € W*® nemen, dan is K = J en bovendien
is dan pp, equivalent met “pp, als representaties van P;, omdat ze hetzelfde karakter
hebben. Laat p(w) € GL(M) een intertwiner zijn, i.e. “pp,(p) = p(w) " 1pp, (p)s(w) voor
alle p € Py. Merk op dat p(w) tot op een complexe constante is gedefinieerd vanwege het
Lemma van Schur en de irreducibiliteit van p en “p.

Propositie 5.4.3. Laat w € W%, en B, f = p(w)0y f. Dan is B, € Endg(F(J,p)), en
de verzameling {B,, | w € W7} vormt een basis voor de commutanten algebra.

We kiezen p(1) = 1, zodat ook By = 1.

Schets van het bewijs. De eerste uitspraak volgt vrijwel direkt uit Lemma 5.4.2. Aangezien
de dimensie van de commutanten algebra |[W7/¢| is vanwege Propositie 5.4.1, is het vol-
doende om lineaire onafhankelijkheid aan te tonen.

Veronderstel ) yv6 CwByw = 0 in Endg(F(J,p)), dan > e Cw (Bwf) (9) =
in het bijzonder voor iedere f € Endg(F(J,p)) en voor alle g € G. We kiezen daartoe
voor 0 # v € M een functie f(g) = pp, (9~ )v als g € Py en f(g) =0 als g ¢ Py. Dan is
f € Endg(F(J,p)). Vervolgens nemen we g~ = w € W%, zodat

chp |U|wa uw’)

w' eWw ¢ ueUy

Uit de definitie van f volgt dat de enige niet-nul termen komen als (w') ~tu~tw € P;, ofwel
als w € Pyw'Py, en vanwege Propositie 2.3.5 w € W;w'W;. Nu is zowel w,w’ € {w €
Dy |w(J)=J} C Nw(Wy), en dus wW; = w'W;. Propositie 1.4.4 impliceert w = w’, en
dus

0= cyp(w Z flw™tuw) = ¢, Z plw)pp, (wtu" w)w.

ueUy uceU;Nv Py

Het vergt nu enige kennis van doorsnijdingen van algemene parabolen voor deze specifieke
w om in te zien dat w™'u"lw € Uy in deze situatie. Maar dan is deze aktie voor elke u
triviaal. Verder is v # 0 en p(w) inverteerbaar. Dus ¢, = 0. O

Om nu de structuur van de commutanten algebra te bepalen moeten we de samen-
stelling B,, B, gaan uitrekenen. Om de stap naar een Hecke algebra te kunnen inzien zijn
er meerdere stappen te doen;

a) de vermenigvuldiging B, B, als {(w) + {(w") = {(ww'),
b) welke Coxeter groep speelt een rol,
c) eventuele kwadratische relaties.
We zullen deze punten bespreken zonder in details te treden.

Ad stap a). Stap a) is een relatief eenvoudige stap, waarbij voornamelijk de structuur van
bepaalde ondergroepen, wortel ondergroepen, van de verschillende U;’s en bijbehorende
factorisaties een belangrijke rol spelen. Het resultaat is dan het volgende.
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Lemma 5.4.4. Zij w,w' € W”? met £(w) +£(w') = {(ww'), dan ByByw = MNw, w") By
waarbij AN(w,w’) € C gedefinieerd is door p(w)p(w’) = Mw, w")p(ww’).

Merk op dat p(w)p(w') en p(ww’) beide intertwiners zijn voor “™ p met p en dus

een complex getal verschillen. Dus A\(w, w’) is goed gedefinieerd. Aangezien we nog keuze
vrijheid hebben in p, zijn er mogelijkheden om \: W% x W/¢ — C goed te kiezen, zie
Carter [2, Prop. 10.3.4].

Ad stap b). Stap b) is een belangrijke stap, aangezien deze al nodig is om de volgende
stap ook te kunnen doen. In het algemeen is W*¢ geen Coxeter groep, maar er is een
normale ondergroep die dat wel is. Daarvoor is het nodig om het quotiént wortel systeem
te hebben, en om dit te introduceren hebben we enkel de verzameling J C I nodig. Laat
a € P\A; zodanig dat Ay U {a} binnen een deelverzameling van simpele wortels valt, of,
equivalent, dat er w € W bestaat zodanig dat Ay U{a} C w(A). Definieer nu het element
wa = (Wo) A, u{a) (Wo)s, Wwaarbij (wo)a,ufa} respectievelijk (wp)s de unieke elementen van
maximale lengte, zie Lemma 1.2.14, zijn voor de Coxeter groepen met verzameling simpele
wortels A yU{a} respectievelijk A ;. Laat nu €2 de verzameling zijn van a € ®\ A ; zodanig
dat Ay U {a} C w(A) voor zekere w € W en zodanig dat w2 = 1. Deze laatste conditie
is equivalent met wgs(Ay) = Ay ofwel wg(J) = J. Beschouw nu V; = spangA; C V en
stel V = V/V; 2 Vi, en deze heeft dus een W-invariante bilineaire vorm. Zij =V — V
de kanonieke afbeelding, en laat Q = {a | o € Q}. Laat bovendien R; = (ws | @ € Q) de
ondergroep van W voortgebracht door deze elementen. Dan geldt het volgende.

Lemma 5.4.5. Q is een wortelsysteem in V (tot op schaling met positieve factoren) en
a = [ voor a, 3 € Q = a = (. Bovendien werkt Ry getrouw op V', en Ry is de Weyl
groep van het wortelsysteem €2 in V.

) is het quotiént wortelsysteem; het spant niet noodzakelijkerwijs de ruimte V op.
We kunnen nu de eerste stap naar de kwadratische relaties maken.

Lemma 5.4.6. Stel a € A\A; met wg € W% (en dus w2 = 1), dan bestaan er £4,1q €
C zodanig dat B;, = na Buw, +&a - 1.

De waarden van &, en 7, in Lemma 5.4.6 kunnen beter bepaald worden. Zo is bij-
voorbeeld &1 = |U,,. | waar U, = U N UY" een zeker ondergroep van U is, zodat in
het bijzonder &, een macht van p, de karakteristiek, is. Over de waarde van 7, kan ook
meer worden gezegd, in het bijzonder door de situatie terug te brengen tot |[W/¢| = 2
door in Lk te gaan werken met Ax = Ay U {a} zodat het geinduceerde karakter splitst
in een som van twee irreducibele karakters. Dan is 7, = 0 dan en slechts dan als deze
twee irreducibele karakters dezelfde graad hebben. We kunnen nu 7, voor a € ®\A; op
geschikte manier, door W”?-conjugatie, definieren.

Stelnu T = {a € Q | wg € W'? 5, # 0}, ofwel T is de verzameling van wortels
niet in A; zodanig dat 1. Ay U {a} is een verzameling simpele wortels, 2. w2 = 1
ofwel wa(Ay) = Ay, 3. wsg € W7? en 4. n, # 0, ofwel B, is geen involutie (voor
a € A). Dan kan worden aangetoond dat W’¢ een ondergroep van Aut(T) is. Laat
R4 de ondergroep van W zijn gegenereerd door de elementen wg voor a € I', en laat
Cre ={w e W' | w(l'") = I''} waarbij I'" = ' N ®* de positieve wortels in T' zijn.
Dan geldt het volgende.
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Propositie 5.4.7. R; 4 is een Coxetergroep met bijbehorend wortelsysteem Fr={alac
L}inV, en W/ =Cj s x Ry

Deze ontbinding is vergelijkbaar met de ontbinding van de automorphisme groep van
een wortelsysteem in een semidirekt produkt van de Weyl groep met de automorphisme
groep van het Dynkin diagram.

Ad stap c). We kunnen nu beschrijven hoe de Hecke algebra structuur van de commutanten
algebra er uit ziet. Laat A de simpele wortels van I' zijn, zodanig dat de bijbehorende
positieve wortels I't zijn en stel A = {a € T' | @ € A}, die de rol van de simpele wortels
speelt.

Stelling 5.4.8. Er bestaan geschikte constantes c,,, w € W”? zodanig dat de basis T,, =
cw By van de commutanten algebra van Innggpr, ¢ cuspidaal, voldoet aan de volgende
commutatierelaties:

(i) Voor w € W% en w' € C.e bestaat er afbeelding pu: W x W/ — C zodanig dat

Tyl = ,U'(w, wl) Tww TwTy = /J/(wly U)) Twrw,
(ii) Er bestaat een W7 ¢-invariante functie A — C, a +— p, zodat voor w € W% en
a € A geldt

Twaws als w™(a) > 0,

Tw.Tw =
PaTlwaw + (Pa — )Ty, als w™(a) <0,
Twwss als w(a) > 0,

TwTlyw, =
paTwwa + (poz - l)Tun CLZS ZU(Oé) < 0

De functie p is de functie A uit Lemma 5.4.4 afgezien van de vermenigvuldiging met
zekere constanten. De waarden p, zijn in het algemeen machten van de karakteristiek p,
en soms zijn het halftallige machten.

In het bijzonder zien we dat in het geval C;4 = {1} de commutanten algebra van
Inng ¢p, een specialisatie is van de generieke Hecke algebra H(R;4). De ontbinding van
Inng ¢p, volgt dan als voorheen door middel van de representatietheorie van deze Hecke
algebra.
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6. GROEPEN MET EEN SPLIJT BN-PAAR

6.1. Definitie en Bruhat ontbinding.

Definitie 6.1.1. FEen algebraische groep G heet een groep met een splijt BN-paar als

(i) G heeft gesloten ondergroepen B, N zodanig dat G een groep met een BN -paar vormdt,
zie Definitie 2.1.1,

(il) B=UxH, H= BNN zodanig dat de normale component U een gesloten unipotente
ondergroep vormt en H een gesloten abelse ondergroep is, waarvan alle elementen
semisimpel zijn,

(iii) NpennBn~!' = H.

Opmerking. Herinner dat een algebraische groep G een algebraische variéteit is waarvoor
de afbeelding (z,y) — xy~! van G x G — G een morphisme van algebraische variéteiten
is. De topologie op G wordt gegeven door de Zariski topologie, waarvoor de gesloten
verzamelingen overeenkomen met de affiene deelvariéteiten.

Aangezien elke algebraische groep getrouw kan worden ingebed in GL,, (k) C Endy (k™)
kunnen we spreken van de (additieve) Jordan ontbinding van een element x € G, i.e
r = x5 + x, met xsx, = r,rs waarbij s het semisimpele deel en z,, het nilpotente
deel van x is. Dus x4 is diagonaliseerbaar en x,, is nilpotent, i.e. (z,)™ = 0 voor n
voldoende groot. De (multiplicatieve) Jordan ontbinding is dan z = zsx, = z,zs met x;
het semisimpele deel en z,, het unipotente deel, i.e. (xz, —1)™ = 0 voor n voldoende groot.
Een groep heet unipotent als elk element unipotent is. Merk op dat we hiervoor moeten
controleren dat de Jordan ontbinding niet afhankelijk is van de inbedding van G in een

GLn (k).

1 1

Notatie 6.1.2. We gebruiken de notatie Y& = yxy™ ", ¥ = y~
V% = (2¥)*. We definiéren nu de volgende ondergroepen:

xy, zodat Y*x = Y(*x) en

U™ =U" = wo_lUwo = woUwy,

X, =UnNU7)* =U0nUY% =U N s;woUwps;,
U, =U0UnU* =UnNs;Us,,

X i =X =sUs;NwlUwy =s;Us; NU",

Uy =UNUYY =N (U7,

waar s; € S = {s; | i € I} de verzameling generatoren voor de bijbehorende Coxeter groep
W is, w € W en wg het unieke element in W is van maximale lengte, zie Lemma 1.2.14.

Voorbeeld 6.1.3. Voor k algebraisch gesloten lichaam is GL, (k) een groep met een splijt
BN-paar met B, N en H als in Stelling 2.2.1 en voor U de ondergroep van unipotente ma-
trices nemen, i.e. de ondergroep van B met allemaal énen op de diagonaal. Het is duidelijk
dat B en N gesloten zijn, dus Definitie 6.1.1(i) volgt uit Stelling 2.2.1. Definitie 6.1.1(ii) is
triviaal in dit geval. Aangezien H C N,cnynBn~! uit Definitie 2.1.1, omdat H normaal in
N en H C B. Voor de omgekeerde inclusie merken we op dat wg € W = §,, overeenkomt
met de permutatiematrix met 1 op de antidiagonaal, zodat woBwg = B~, de ondergroep
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van benedendriehoeksmatrices. Dus B NwoBwy = H, de groep van diagonaalmatrices, en
NpennBn~! C H.

Aangezien we een aantal algemeen geldige resultaten enkel voor dit geval zullen be-
wijzen werken we de ondergroepen uit Notatie 6.1.2 verder uit. Laat F;; de matrix zijn
met overal nullen behalve op de (ij)-de plek, waar een 1 staat. Dan, voor een permu-
tatie w € W = §,, hebben wilEijw = FEy-1(3i),w-1(;)- Hieruit zien we dat U~ bestaat
uit de unipotente ondergroep van benedendriehoeksmatrices met énen op de diagonaal.
Aangezien s; overeenkomt met (4,7 + 1) volgt dat X; =1+ k- E;;41,9=1,... ,n—1,
en we zien dat deze groep isomorph is met k als additieve groep. Ook volgt direkt dat
U; bestaat uit de ondergroep van U waarbij er een nul op de (i,7 + 1)-component staat.
Bovendienisnu X_; =1+ k- FE;y1,,¢=1,... ,n— 1. Tot slot beschrijven we U,,. Merk
opdat 1+k-E;; C U voori < j, en dat voor 1+k-E;; C (U™)" we ook w(i) > w(j) nodig
hebben. Ofwel, U,, bestaat uit de ondergroep van bovendriehoeksmatrices met énen op de
diagonaal en slechts niet-nul matrix elementen op de (ij)-de plek met ¢ < j en w(i) > w(j).
In het bijzonder zien we dat dimy U,, = ¢(w) en U,, = U. Merk op dat U; niet gelijk is
aan Ug,.

Opmerking 6.1.4. Veronderstel dat GG een eindige groep met een BN-paar is, zodanig dat
NpennBn~! = H, B =U x H met H abels. Veronderstel bovendien dat er een priemgetal
p is zodanig dat U een p-ondergroep is, i.e. |U| = p™ voor n € N, en dat p { |H|. Dan
heet G een eindige groep met een splijt BN-paar van karakteristiek p. Stel dat we
G kunnen beschouwen als een lineaire algebraische groep over een algebraisch gesloten
lichaam van karakteristiek p, dan is U unipotent en elk element van H semisimpel, en dus
is G dan een groep met een splijt BN-paar. Immers, als GG een eindige groep is dan deelt
het minimale polynoom m,(X) van g € G het polynoom X! — 1. Voor u € U volgt dat
my(X) | XY =1 = (X —1)IYl omdat we in karakteristick p werken en U een p-ondergroep
is. Dus is u unipotent. Voor h € H volgt my,(X) | X"l — 1, en dat laatste polynoom
splitst volledig in lineaire factoren over het algebraisch gesloten lichaam van karakteristiek
p, omdat |H|X!H1=1 geen nulpunten heeft.

Voorbeeld 6.1.5. Beschouw GL,(F,) = GL,(F,) als lineaire algebraische variéteit, dan
volgt uit Opmerking 6.1.4 dat GL,,(F,) met B, N en U de vaste punten onder het Frobenius
automorphisme F' van de B, N en U als in Voorbeeld 6.1.3 ook een splijt BN-paar geeft.
Immers, p{ (¢ — 1)" = [H| en p | gb""=D = |U.

Lemma 6.1.6. Er geldt BwB = BwU,,, en de decompositie aan de rechterkant is uniek.

Bewijs voor GL,,. We merken op dat B = HU en dat U = Uy,,,U,. Dat laatste volgt
direkt uit Voorbeeld 6.1.3, omdat {i < j | w(i) > w(j)} en {i < j | wow(i) > wow(j)}
precies complementair zijn. Dus we hebben

BwB = BwHU = BHwU = BwU = BwU,,,wU,, = Bw(UNUY)U,
= B(UY  NU)wU, = BwlU,,
want wH = Hw en U*" ' NU C B. Voor de uniciteit beschouwen we biwu; = bowug met

bi,bo € B, uy,us € Uy. Dan b 'by = wuyuy ' € Bﬂ(Uw)“’fl, maar (Uw)“f1 —Uv ' nU-
en U~ heeft triviale doorsnede met B. Dus by = by en u; = ug. O
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Stelling 6.1.7. (Bruhat ontbinding) Zij G een groep met een splijt BN -paar, dan is elk
element uniek ontbindbaar in de vorm uhwu metuw e U, he H, we W, u' € U,.

Bewijs. Pas de Bruhat ontbinding, Stelling 2.1.3, toe samen met Lemma 6.1.6 en B =
UxH. [

Met Stelling 6.1.7 kunnen we ordes van eindige groepen met een splijt BN-paar
gemakkelijk uitrekenen. Zo vinden we

GLA(F)| = [H|- [U]- 3 U] = (g — 1)"g#"0=D 57 g,
weWw weWw

Met behulp van het Poincaré polynoom voor S,,, zie Opmerking 4.3.9 vinden we hetzelfde
resultaat als in Voorbeeld 4.3.10 voor de orde van GL, (F,).

6.2. Levi ondergroepen en wortel ondergroepen.

In Voorbeeld 6.1.3 en Voorbeeld 6.1.5 zien we dat H de ondergroepen X; normaliseert;
h(l+a- B i)h™t = (1+ ahih;_ll - E; iy1) als h = diag(hq, ... ,hy). Dus we vinden op
deze manier een linear karakter a;: H — GLq(k), danwel o;: H — GL1(F,), h — hih;ll,
i=1,...,n. Westellen a; = (g; —;41)/V2, zie Voorbeeld 1.2.8. We noemen dit karakter
een simpele wortel, en X; is de bijbehorende wortel ondergroep.

Stelling 6.2.1. De verzameling ondergroepen van de vorm wX;w™!, w € W, i € I, is in
bijectief verband met de wortels ®. Als o = w(c;) dan stellen we X, = wX;w™L.

Voor het voorbeeld GL,, zien we dat diag(hy,...)w = wdiag(huy(),--- ;huwm)). Dan
geeft conjugatie met h op de ondergroep wX;w~! aanleiding tot het karakter w(c;) =
(5w(i) — 5w(i+1))/\/§: h — hw(i)h;(li+1). Merk op dat wX;w™! = {1+ aEw(i),w(i+1)}~

We introduceren B,, = BN B*" B; = B,,. Voor GL, (k) en GL,(F,) zien we dat
B; = X;H, ofwel de matrices die ongelijk nul zijn op de diagonaal en op het (i,i + 1)-ste
element. Evenzo is B,, = U,, H, ofwel we laten ook willekeurige elementen op de diagonaal
toe. Merk op dat X; N H = {1} = U, N H. Dit geldt in het algemeen.

Lemma 6.2.2.
(i) B; # H,
(ii) Als w(ey) >0, dan B; C Bygw,
(i) Als w(a;) <0, dan B; N By,w = H.

Bewigs voor GL,,. Aangezien X; C B; en X; N H = {1} volgt (i). Als w(a;) > 0 dan geldt
voor de permutatie w dat w(i) < w(i+1). Maar dan is E; ;11 € Bygw- Als w(a;) < 0 dan
geldt voor de permutatie w dat w(i) > w(i + 1), en dan E; ;11 ¢ Bygw- U

Bewijs van Stelling 6.2.1. Het is voldoende te bewijzen dat w(a;) = «a; dan en slechts
dan als wX;w™! = X, voor simpele wortels a;,a; € A. Immers, w'(o;) = w(a;) <
w ' () = aj <= v X (W) w = X; = W' X (W) = wXjwt

Veronderstel eerst dat w(a;) = «a;, dan is B; C By, vanwege Lemma 6.2.2(ii),
maar ook wos;w(a;) € T, dus B; C B, vanwege Lemma 6.2.2(ii). Dus wBw™' C
BY"' N BN B C B;. Doe hetzelfde voor w™!(a;) = «j, zodat w™'Bjw C B;. Dus
verkrijgen we wB;w™! = B;, en omdat B; = X;H verkrijgen we wX;w=! = X;.
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Anderzijds, als wX;w™! = X, dan wBw™! = X;H = Bj en dus B; C BY N BYo%iY,
In het bijzonder volgt B; C BN BY = By,w. Als w(a;) < 0, dan is B; N Bygw = H
vanwege Lemma 6.2.2(iii), en dus B; = H in tegenspraak met Lemma 6.2.2(i). Dus
w(cy) > 0. Anderzijds, B; C BN B"°%" = B, ,, en B; # H en dan laat Lemma 6.2.2(ii)
zien dat wosjw(a;) > 0, en dus sjw(a;) < 0. Aangezien s; de positieve wortels behalve
a; permuteert, zie Propositie 1.2.12, volgt w(cy) = a;. O

Stelling 6.2.3. Uy = [[ co+nw-10- Xa met uniciteit als de volgorde van de wortel on-
dergroepen wordt vastgelegd. In het bijzonder is U =[], cqpr Xa-

Zie Opgave 1.2.13 voor een beschrijving van de verzameling wortels.

Bewijs voor GLy,. Voor S, is @ Nw™1®~ = {(g; —&;)/vV2 | i > j, w(i) < w(j)}, en nu
volgt het direkt uit de beschrijving van U,, in Voorbeeld 6.1.3. Als de volgorde is vastgelegd
is de decompositie duidelijk uniek. [

Definitie 6.2.4. Zij G een groep met een splijt BN -paar, Coxeter groep W en genererende
verzameling S = {s; | i € I}. Voor J C I definiéren we de Levi ondergroep L; als de
ondergroep van G voortgebracht door H en de wortel ondergroepen X, a € ®; =V N
het wortelsysteem voor de parabolische ondergroep W; C W.

Stelling 6.2.5. De Levi ondergroep Ly is een groep met een splijt BN -paar met By =
Uwe), H en Nj/H =Wy, met (wo); het langste element in de Cozeter groep W .

Voorbeeld 6.2.6. De Levi componenten voor GLy, (k) en GL,(F;) zijn GL,,(Fy) x ... x
GL,, (F,) voor een partitieny +...+n, =nals J={1,... ,ny —1,n1+1,... ,ny+ng—
1,...n}, zie ook Voorbeeld 2.3.4. Het is duidelijk dat dit weer een groep met een splijt
BN-paar is, omdat het een produkt is van groepen met een splijt BN-paar.



