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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeine Betrachtungen

Die Untersuchung asymptotischen Verhaltens in den verschiedensten Lingen-
bzw. Impuls- sowie Massenskalen ist seit den frithen Tagen der stérungstheo-
retischen Quantenfeldtheorie, spitestens jedoch seit 1954 [1, 2] Gegenstand ei-
ner groffen Zahl von Untersuchungen. Die Motivation hierfiir ist eine zweifache.
Zum einen erhofft man sich Einsichten in das globale Verhalten von Quanten-
feldtheorien iiber die Storungsrechnung hinaus, die, von speziellen Situationen
abgesehen, bestenfalls als divergente asymptotische Entwicklung Giiltigkeit be-
sitzt. Ein Standardbeispiel hierfiir ist die Exponentierung und Aufhebung der
Infrarotdivergenzen in der QED bei geeigneter Konstruktion der Wirkungsquer-
schnitte [3]. Die Einsicht in die Existenz eines solchen Mechanismus wurde zum
Ausgangspunkt fiir die Suche nach einer zweckméBigeren Definition asymptoti-
scher Zustinde als sie der Fock-Raum liefert (fiir einen Uberblick siehe z.B. [4]).
Von &hnlicher Bedeutung ist die asymptotische Freiheit nichtabelscher Eichtheo-
rien, die ebenfalls zuerst im Rahmen der Stérungstheorie entdeckt wurde, und
die bei der nichtstérungstheoretischen Konstruktion renormierbarer, aber nicht
superrenormierbarer Quantenfeldtheorien von zentraler Bedeutung ist (s. z.B.
[5])-

Bescheidener in ihrer Zielsetzung, aber von grofler praktischer Bedeutung, ist
die Betrachtung bestimmter Formen asymptotischen Verhaltens im Hinblick auf
sich ergebende Vereinfachungen in der Struktur der untersuchten Theorie, insbe-
sondere das Auftreten zusétzlicher exakter Symmetrien, die in der vollen Theorie
nicht oder nur nadherungsweise vorliegen. Ein typisches Beispiel ist die chirale
Symmetrie gewisser fermionischer Modelle bei verschwindender Fermionmasse.

Gegenstand der Betrachtung sind i. d. R. Greensche Funktionen (evtl. mit
Operatoreinsetzungen) bzw. Streuamplituden, bei denen man einige Argumen-
te festhélt, d. h. als Parameter betrachtet, wihrend man die iibrigen gewissen
Grenzwerten zustreben lafit. Vielfach untersuchte asymptotische Regionen erge-
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

ben sich, wenn man einige oder alle Massenparameter gegen Null (IR-Limes,
[18, 21]) oder unendlich (‘decoupling’, [11, 12]) oder einige oder alle &ufleren Im-
pulse gegen unendlich (high-energy-behavior, [14, 15]) gehen 148t. (Aufgrund der
Homogenitét der Amplituden gibt es Beziehungen zwischen den jeweiligen Re-
sultaten.) Durch Parametrisierung der Massen, Impulse etc. mittels eines Skalen-
parameters A 148t sich der betrachtete Limes in die Form A — oo bringen. Wenn
der betreffende Grenzwert (gegebenenfalls nach Abfaktorisierung einer einfachen
A-abhéngigen Funktion) existiert, eine nichttriviale Funktion der festgehaltenen
Parameter ist und sich mittels einfacherer Regeln konstruieren 148t, wollen wir
von einer effektiven Theorie sprechen. Diese Definition verzichtet im Hinblick
auf die Vorgehensweise dieser Arbeit bewuft auf die Terminologie der Renormie-
rungsgruppe (‘Ausintegration von Freiheitsgraden’). Ein einfaches Beispiel stellt
das schon erwahnte Decoupling-Theorem dar, welches besagt, dafl sich Feynman-
Amplituden bei der Skalierung der Masse mindestens einer inneren Linie gegen
unendlich wie eine negative Potenz dieser Masse, multipliziert mit einem Poly-
nom in Inm verhalten. Die sich daraus ergebende effektive Theorie besteht daher
lediglich im Weglassen der Graphen, die mindestens eine schwere Linie enthalten.
Im Vergleich hierzu ist die effektive Theorie fiir schwere Quarks (HQET) [6, §],
deren Untersuchung diese Arbeit gewidmet ist, wesentlich interessanter. Diese
Theorie 1i8t sich ganz im Sinne obiger Uberlegungen als Limes einer komplizier-
teren Theorie auffassen [7, 9]. Sie hat im Laufe der letzten Jahre im Rahmen
der phdnomenologischen Hochenergiephysik als weitgehend modellunabhéngige
Néaherung vielfialtige Anwendung gefunden. Im Mittelpunkt steht hierbei die Un-
tersuchung schwacher Zerfille von Mesonen und Baryonen, welche schwere (d.
h. c- bzw. b-)Quarks enthalten. Fiir einen Uberblick siehe z. B. [10]. Gegenstand
dieser Arbeit sind jedoch nicht diese phanomenologischen Anwendungen, sondern
vielmehr ankniipfend an [7] einige Beitrige zur Kldrung grundsétzlicher Fragen
im Zusammenhang mit dem heavy-quark-Limes, die nach Ansicht des Verfassers
naherer Betrachtung bediirfen.

1.2 Physikalische Motivation

Der HQET liegt die physikalisch plausible Vorstellung [8] zugrunde, daf bei ge-
bundenen Systemen aus leichten und schweren Quarks die Gesamtmasse im we-
sentlichen gleich der (rein phédnomenologisch definierten) Masse m des schweren
Quarks ist und dal der Impuls durch

Pt = mot (1.1)

mit der 4-Geschwindigkeit v* (v? = 1) des schweren Quarks zusammenhingt.
Wechselwirkungen, die endliche Impulsiibertrage ¢* bewirken, haben im Grenzfall
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grofler Masse (m — o0) keinen Einflufl auf die Geschwindigkeit:

O il = o = ot (1.2)
m

Daraus folgt, dafl sich das schwere Quark im Limes m — oo mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt und lediglich als Quelle fiir Farbstrome auftritt. Eine
Anderung der Geschwindigkeit ist nur durch Wechselwirkungen moglich, die mit
der Masse m skalieren. Diese Tatsache wird gelegentlich als ‘Geschwindigkeits-
Superauswahlregel’ bezeichnet.

Diese Vorstellung implementieren wir, indem wir die Greenschen Funktionen
der betrachteten Theorie (auf ein bestimmtes Modell legen wir uns hier nicht
fest) ‘in der Umgebung der Massenschale’ im Impulsraum betrachten. Zu diesem
Zweck schreiben wir den dufleren Impuls eines einlaufenden schweren Quarks der
Geschwindigkeit v in der Form

" = mot + pt (1.3)

mit dem Restimpuls p. Entsprechend sei der auslaufende Impuls (zunéchst unter
der Voraussetzung, dafl das schwere Quark seine Identitdt nicht durch schwa-
chen Zerfall dndert) durch p* = mo* + p* gegeben. Der heavy-quark-Limes
besteht nun in dem Grenziibergang m — oo, wobei sich die Hoffnung auf seine
ZweckméafBigkeit auf die folgende Beobachtung und die sich aus ihr ergebenden
Konsequenzen stiitzt: Unter der Ersetzung p* = mv* + p* mit v? = 1 wird der
Dirac-Propagator

1 1 LA | 1
= f—i_mz Al +?{+’7§ — 1+¢ - (1.4)
p—m p*—m 2v-p+ & 2 v-p

Die Konvergenz fiir m — oo ist gleichméflig bzgl. einer beliebigen Matrixnorm
fiir Impulse p € M auf kompakten Mengen M C R*\ {p|v - p = 0}. Dadurch
dal man Masse und Impuls in koordinierter Weise gegen Unendlich gehen 148t,
erhédlt man einen nichttrivialen Limes, zu dem es offensichtlich kein euklidisches
Analogon gibt. Die Singularitit auf der Massenschale (p* = m?) wird im Limes
m — 0o zu v - p = 0. Dies wollen wir etwas genauer betrachten. Die Pole des
Dirac-Propagators liegen in der p°-Ebene bei

P = (5% + m?)2. (1.5)
Nach der Ersetzung p = mv + p wird daraus
- =)
—, — 2_" D D
7 = —mo £[(m°)2 4 2miFY? = mo[— 1+ (1+—— L 1 Py (1)

mit
= —2m® + O(1) (1.7)
= % +om™). (1.8)
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Einer der Pole verschwindet somit fiir m — oo im Unendlichen, wihrend die
positive Massenschale gewissermafien ‘geradegebogen’ wird, indem p? = m? zu
v-p =0 wird. Da (v-p+1i0)* fiir alle w € C als temperierte Distribution in p
existiert (sogar analytisch in w), ist leicht einzusehen, daf

1 m—oo 1
= - 7 =~ (1.9)
vep+ L= 410 v-p+10

in der iiblichen Topologie des S’(R*). Die Verbindung zu den physikalischen Ar-
gumenten vom Beginn dieses Abschnitts zeigt sich anhand der Fouriertransfor-
mierten von (v - p +40)~!, deren Berechnung mit Hilfe der Parameterdarstellung
instruktiv ist:

d4}5 - i 0o d4]§ L
_ —ipx _ —0 ip-(oav—1x) —
(@) / @n)'" v p+i0 /o dac / @)t

/OOO da §*(z — av).  (1.10)

Wie man sieht, ist der Tréger von S, (x) durch den Halbstrahl aw, o > 0 gegeben,
so daf} dieser Propagator tatséchlich die Ausbreitung von Teilchen mit fester
Geschwindigkeit beschreibt, wobei der Parameter a nichts anderes ist als das
Eigenzeitintervall o« = v/22. Integration von (1.10) iiber « fiithrt schlieBlich auf

0(x%0°)

[0°]

(1.11)

§o| <y

53(Zi" — $0173) mit 173 =

Wie man diesem Ausdruck ansieht, fithrt eine negative Nullkomponente der Vie-
rergeschwindigkeit v, relativ zur natiirlichen Orientierung der Fermionlinie, zu
Propagation in negativer Zeitrichtung.

1.3 Ubersicht iiber diese Arbeit

Der Hauptteil dieser Arbeit gliedert sich im einzelnen wie folgt:

e In Kapitel 2 werden die Betrachtungen des vorangegangenen Abschnitts
nach einer vorbereitenden Diskussion der sog. Decoupling-Theoreme zur
Grundlage einer vollstdndigen Formulierung der effektiven Theorie fiir
schwere Quarks gemacht.

e Die vorliegende Behandlung der HQET stiitzt sich auf den bekannten For-
malismus der Parameterdarstellung fiir herkommliche Theorien. Im Inter-
esse der Vollstandigkeit wird dieser in Kapitel 3 soweit benotigt kurz vor-
gestellt, wihrend einige Herleitungen in die Anhénge verbannt wurden.
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e Kapitel 4 enthélt die Herleitung graphischer Regeln fiir die Parameterdar-
stellung der effektiven Theorie. Diese werden einerseits als formaler Limes
der in Kapitel 2 definierten ‘intermedidren Theorie’, andererseits auf di-
rektem Wege gewonnen. Die Umformungen in diesem Kapitel werden ohne
Beachtung von Existenzfragen vorgenommen.

e In Kapitel 5 wird die formale Diskussion des heavy-quark Limes durch
eine Untersuchung des UV-Verhaltens und den Beweis eines Powercounting-
Theorems untermauert.

e Kapitel 6 ist der Untersuchung einiger analytischer KEigenschaften der
HQET gewidmet, wobei die Singularitéiten im Vordergrund stehen, die nur
von den Geschwindigkeiten abhingen.

e Nach einer knappen Ubersicht iiber die parametrische Formulierung der
BPHZ-Renormierung werden in Kapitel 7 zweckméflige Renormierungsbe-
dingungen fiir die intermediére Theorie gesucht. Aus diesen folgt ein Reno-
mierungsverfahren fiir die HQET, mit dem sich anschliefend die Konver-
genz der renormierten Amplituden nachweisen la3t.

Auf die Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 8 folgen einige Anhénge:

e Anhang A enthilt die Definition der graphentheoretischen Begriffe, die in
dieser Arbeit verwendet werden.

e In Anhang B fassen wir die Herleitung der konventionellen Parameterdar-
stellung zusammen, wobei wiederum formal vorgegangen wird.

e Anhang C ist der Untersuchung der wichtigsten graphentheoretischen Funk-
tionen in einem gegebenen Hepp-Sektor gewidmet.

e In Anhang D werden die Betrachtungen der Kapitel 4-7 anhand einiger
expliziter Rechnungen veranschaulicht.

1.4 Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen Mitgliedern der Arbeitsgruppe Quan-
tenfeldtheorie fiir die angenehme Arbeitsatmosphére bedanken. Mein besonderer
Dank gilt Herrn Prof. Dr. P. Manakos und Dr. H. Anlauf fiir hilfreiche Anregun-

gen und Diskussionen.
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Kapitel 2

Die effektive Theorie fiir schwere
Quarks

In diesem Kapitel werden wir zunéchst eine Definition der HQET auf der Grund-
lage individueller Feynman-Graphen angeben und in heuristischer Weise den
heavy-quark-Limes in Impuls-Darstellung diskutieren.

2.1 Graphische Definition der HQET

2.1.1 Decoupling schwerer Teilchen

Als Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrachtungen sei ein beliebiger Feynman-
Graph I" gegeben, dessen (innere) Linien Dirac-Fermionen bzw. Bosonen beschrei-
ben. Letztere konnen sowohl skalar als auch vektoriell in beliebiger Eichung sein.
Ob die Vertices des Graphen von Wechselwirkungen der effektiven Lagrange-
dichte (im Sinne Zimmermanns) oder von Operatoreinsetzungen herriihren, ist
in diesem Zusammenhang ebenso gleichgiiltig wie die spezielle Form der Kopp-
lungen (beachte jedoch Anm. 1 in Kap. 4). Der erste Schritt zur Definition des
heavy-quark-Limes besteht in einer Zerlegung der Menge Z der Linien in die
Mengen Z;, bzw. Zg der ‘leichten’ bzw. ‘schweren’ Linien. Wahrend die Massen
der leichten Linien durch Konstanten m; > 0 gegeben sind (zur Vermeidung von
Infrarot-Problemen werden in der ganzen Arbeit nichtverschwindende Massen der
leichten Teilchen vorausgesetzt), setzen wir fiir die schweren Linien

m; = Aam® Vi € Ig. (2.1)

Als Vorbereitung auf die Diskussion der HQET ist es von einigem Interesse, das
Verhalten der Feynman-Amplitude Tt im derart definierten Limes A\ — oo zu
untersuchen. Fiir konvergente Graphen (bei denen fiir jeden Subgraphen ~ der
Divergenzgrad ¢.,, den wir in Kap. 3 definieren werden, negativ ist) in euklidischer
Metrik kann man zeigen [17, 12], dal die betrachtete Amplitude fiir A — oo bei

9



10 KAPITEL 2. DIE EFFEKTIVE THEORIE FUR SCHWERE QUARKS

festgehaltenen iibrigen Parametern (p, m, m(?) durch

AP (In NI mit P = mﬁ;n(—&y) (2.2)

multipliziert mit einer Konstanten beschréinkt ist. Hierbei ist Lr die Anzahl der
unabhéngigen Schleifen in [' und das Minimum ist hinsichtlich aller Subgraphen
7 C I' zu bilden, die alle schweren Linien enthalten. Die Werte — min, (—d,) und
Lr sind als obere Grenzen zu verstehen, da es vorkommen kann, daf§ sich fiithren-
de Beitrége gegeneinander wegheben. In jedem Fall folgt aus ¢, < 0, daf§ die
Feynman-Amplitude Fr im Limes A — oo verschwindet. Im Grenzfall unendli-
cher Masse entkoppeln die schweren Felder somit (zumindest in allen Ordnungen
der Stoérungstheorie) von den Prozessen, bei denen sie nicht im Anfangs- oder
Endzustand auftreten, weshalb man derartige Aussagen als Decouplingtheoreme
bezeichnet. Die spezielle Rolle der Subgraphen ~, die alle schweren Linien enthal-
ten, ist insofern interessant, als uns diese auch im Zusammenhang mit der HQET
in Kapitel 4 wieder begegnen werden.

Bei divergenten Graphen mufl man sich zunéchst auf ein Renormierungs-
verfahren festlegen, wie z. B. die APZ-Formulierung [35, 36] der BPHZ-
Renormierung [29, 30, 31], die den Arbeiten [11, 12] zugrunde liegt. Fiir die
Graphen einer skalaren Theorie (in einer Raumzeit gerader Dimension) ergibt
sich damit die Schranke [12]

AP (In \)Er mit P = maX(Q,myin(—dy)). (2.3)

Bei Vorliegen von Spin oder Ableitungskopplungen und/oder ungerader Dimen-
sion ist die 2 durch 1 zu ersetzen. Wihrend [12] auf einer Mellin-Transformation
bzgl. A basiert, werden in [11] unter Verzicht auf Aussagen iiber das logarithmi-
sche Verhalten lediglich elementare Abschitzungen verwendet.

Die bisher zitierten Ergebnisse sind noch insofern unbefriedigend, als sie
unter der Voraussetzung euklidischer Metrik hergeleitet wurden. Da Tr(p) in
Minkowski-Metrik nicht fiir alle Werte der Impulse existiert, kann man Decoup-
ling lediglich im Distributionssinn nachweisen. So kann man zeigen (s. [13] sowie
weitere Veroffentlichungen Manoukians), daB, gef. nach Renormierung, fiir jede
Testfunktion f € S(R*E-1) gilt:

lim lim [ dp T3 (p) f(p) = 0. (2.4)

T A So0e—0

tim ()
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2.1.2 Der heavy-quark-Limes

Kennzeichnend fiir die im vorangegangenen Abschnitt besprochenen Decoupling-
Theoreme war, dafl die Massen einiger innerer Linien bei festgehalten dufleren
Impulsen gegen unendlich geschickt wurden. Da fiir die quantenfeldtheoretische
Streutheorie nach LSZ die amputierten Greenschen Funktionen auf der Massen-
schale relevant sind, sind die Decoupling-Theoreme nur auf Prozesse anwendbar,
bei denen sich keine schweren Teilchen im Anfangs- oder Endzustand befinden.
Um diesen Mangel zu beheben, betrachten wir zunéchst einen Graphen, der die
Wechselwirkung eines schweren Quarks mit weiteren Teilchen beschreiben moge:

p— 2 — P

Abbildung 2.1: Feynman-Graph mit schwerer Spur

Der schraffiert gezeichnete Rest des Graphen wird i. d. R. natiirlich auch dufle-
re Linien mit dem gesamten einlaufenden Impuls pg.s besitzen, die an dieser
Stelle jedoch nicht von Interesse sind. Die inneren Linien des schweren Quarks
haben wir durch Doppellinien dargestellt; eine ununterbrochene Kette schwerer
(innerer) Linien werden wir als schwere Spur bezeichnen. Geméaf der Argumen-
tation in Kap. 1.2 sollten QED- und QCD-Wechselwirkungen keinen Einflufy auf
die Geschwindigkeit des schweren Quarks haben, so dafl man allen Linien der
entsprechenden schweren Spur die gleiche Geschwindigkeit v zuordnen kann. An-
kniipfend an Kap. 1.2 wird der heavy-quark-Limes nun folgendermaflen definiert:
Die Massen aller Linien der schweren Spur sind durch m = Am(®) gegeben, wobei
die Massenskala m© lediglich eingefiihrt wurde, damit der Skalenparameter A
dimensionslos ist. Fiir die &ufleren Impulse des schweren Quarks setzen wir

p= ptrmv= p+Im (2.5)
p= +mv= §+Im

an, womit die Impulserhaltung p—p’ +ppges = 0 20 p—P' +prest = 0 wird. Im Fall
eines Antiquarks ist fiir v das negative der tatsidchlichen Geschwindigkeit einzu-
setzen. Der heavy-quark-Limes besteht nun im Grenziibergang A — oo. Bevor
wir diesen nédher untersuchen, sind einige Verallgemeinerungen angebracht. Wie
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im Fall mehrerer schwerer Spuren zu verfahren ist, liegt auf der Hand. Wahrend
alle Linien ein und derselben Spur die gleiche Geschwindigkeit v und Massenskala
m© besitzen, muf} dies fiir verschiedene Spuren nicht gelten. Die Gleichung (1.4)
1aBt freilich die Vermutung zu, dal die konkrete Wahl der m§°) auf den Limes
A — 00 keinen Einflufl hat, was jedoch zumindest im Fall divergenter Graphen
der Uberpriifung bedarf.

Waihrend QED und QCD auf masselosen Eichbosonen basieren und lediglich
an Ladung und Farbe der Quarks koppeln, verdndern schwache Wechselwirkun-
gen deren Identitdt, namentlich deren Masse, und auch der Riickstof}, den die
W+ /Z° Bosonen iibertragen, ist keinesfalls zu vernachlissigen. Im Rahmen einer
Behandlung der schwachen WW mittels einer effektiven Theorie werden schwache
Zerfille durch Operatoreinsetzungen représentiert, wie z. B. :

pP1— — D2 >

1 2 1 2

Abbildung 2.2: Durch Operatoreinsetzungen vermittelte schwache Zerfille

Wenn man im linken Graphen wiederum

myo = )\mg (27)
D2 = 251,2+>\m§(2v1,2, (2.8)

setzt, muB der im Limes A — oo unendliche Impulsiibertrag )\(mgo)w — mgo)vl)
von der Operatoreinsetzung geliefert werden (der endliche Anteil ps —p; natiirlich
auch).

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir eine allgemeine Vorschrift fiir die Para-
metrisierung der harten (~ \) dufleren Impulse angeben, wobei wir von nun an
alle Impulse als in den Graphen I' hineinlaufend definieren:

1. Zerlege die Menge 7 in Z;, und Zg , wobei Zg sinnvollerweise nur Fermion-
linien enthélt.

2. Ordne jeder schweren Linie eine Geschwindigkeit v? = 1 und eine Massens-
(0)

kala m,;” zu. Fir @ € 7, gelte v; = 0.

3. Setze
m; = Am? Vi € Lg (2.9)

1

Pi= Di— Azjl'zl Eijmg'O)’Uj VieV (2.10)
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Hierbei bezeichnet ¢;; die Inzidenzmatrix des Graphen I' (s. Anh. A), so da8

1
AZeijmgo)vj (211)

j=1

die Summe aller am Vertex ¢ anfallenden harten Impulse ist, die, wenn von null
verschieden, von auflen ausgeglichen werden mufl. Durch diese Vorschrift werden
auch Graphen wie der rechte in Abb. 2.2, bei denen der harte Impuls der schweren
Linie vollsténdig von der Operatoreinsetzung absorbiert wird, korrekt behandelt.
Wegen 3, €;; = 0 wird die Impulserhaltung >, p; = 0 zur Bedingung >-; p; = 0
an die Restimpulse p. Bzgl. Feynman-Amplituden mit der Parametrisierung (2.9-
2.10) werden wir von der intermedidren Theorie sprechen.

Noch nicht diskutiert haben wir Schleifen schwerer Quarks. Auch bei diesen
geht die Masse gegen unendlich, jedoch ohne dafl dies durch harte duflere Impulse
kompensiert wird. Auf diese sind somit die Decouplingtheoreme anwendbar, wel-
che das Verschwinden der betreffenden Amplitude fiir A — oo besagen. Die Ver-
mutung, dafl dies auch dann giiltig bleibt, wenn zusétzlich reale schwere Quarks
auftreten, d. h. solche auflerhalb von Fermionschleifen, ist so plausibel, daf§ wir
schwere Schleifen von nun an ausschlieBen werden.

2.2 Asymptotische Entwicklungen

Ausgangspunkt unserer Definition des heavy-quark Limes war die Feynman-
Amplitude eines Graphen I' im Rahmen der herkommlichen Stérungstheorie,
d. h. als Distribution in den #ufleren Impulsen [24] oder als analytische Funktion
der invarianten Skalarprodukte [43]. Durch die Parametrisierung (2.9-2.10) wird
hieraus eine analytische Funktion der p und der v bzw. eine Distribution in p mit
den Geschwindigkeiten v als Parametern. Bei der Untersuchung des heavy-quark
Limes A — oo wird man sich zunéchst fiir das fiihrende asymptotische Verhalten
interessieren. Falls dieses O(1) ist und ein nichttrivialer Grenzwert existiert, ist
dieser z. B. im Hinblick auf Analytizitdat bzgl. p und v zu untersuchen. Schlie3-
lich stellt sich die Frage nach der Existenz einer asymptotischen Entwicklung fiir
grofle \.

Ein schon friihzeitig etablierter Ansatz zur Untersuchung asymptotischen Ver-
haltens in storungstheoretischer Quantenfeldtheorie beruht auf einer direkten Be-
trachtung der Feynman-Amplituden in Impulsdarstellung. Derartige Methoden
erlauben zwar die Bestimmung des fithrenden Potenz- [14] und logarithmischen
[15, 17] Verhaltens sowie den Nachweis der Existenz einer asymptotischen Ent-
wicklung [16] der Form

TR ~ > A" In™ A Tty s (2.12)

eine explizite Angabe der Koeffizienten dieser Entwicklung ist auf diesem Weg
jedoch nicht moglich.
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In dieser Hinsicht wesentlich leistungsfahiger sind Verfahren, die ausgehend
von einer Parameterdarstellung auf Mellintransformationen basieren [18, 19, 20].
Durch die Ersetzung (2.10) wird das Symanzik-Polynom A(a,p) (vgl. Kap. 3)
zu einem Polynom 2. Grades in A, so daf§ eine einfache Mellintransformation
bzgl. A wie in [18] unpraktikabel ist. Fiir unsere Problemstellung auf den ersten
Blick geeignet ist dagegen das leistungsfihigste (fiir euklidische Metrik) bekannte
Schema, die sog. ‘vollstindige Mellin-Transformation’ [20]. Diese erlaubt, jedes
zu A(a,p) beitragende invariante Skalarprodukt mit einer eigenen Potenz des
Skalenparameters A zu skalieren. Aber abgesehen davon, dafl die Anwendung
dieses Verfahrens duferst aufwendig ist (es erfordert lineare Optimierungen, die
nicht analytisch, sondern nur algorithmisch durchfiithrbar sind, bzgl. einer grofien
Anzahl von Variablen), scheitert seine Anwendung an den Problemen, die sich
in Minkowski-Metrik ergeben. Zum einen ist die analytische Fortsetzung in den
duBeren Impulsen in der Mellindarstellung schwierig, zum anderen ist fiir die
effektive Theorie, wie schon an (1.4) ersichtlich ist, das Herausfallen gewisser
fithrender Terme essentiell.

Da die Feynman-Amplituden der intermedidren Theorie fiir endliches A und
beliebige v wohldefinierte temperierte Distributionen bzgl. der p sind, wére oh-
nehin eine asymptotische Entwicklung im Distributionssinn, d. h. analog (2.12)
mit T2, Ty pm € S'(RYF~Y), wiinschenswert. Dem Verfasser ist allerdings nur
eine einzige Untersuchung asymptotischen Verhaltens in Minkowski-Metrik be-
kannt, die konsequent in diesem Sinne durchgefiihrt wurde [21], wobei der dort
betrachtete Fall (m — 0 in der ¢j-Theorie) erheblich einfacher ist als der uns
interessierende. Obwohl es denkbar erscheint, dafl die dort verwendeten Metho-
den, insbesondere Trutes Diagonalisierung von A(a,p)/D(a), auch auf unsere
Problemstellung anwendbar sind, werden wir uns bei der Behandlung der effek-
tiven Theorie fiir schwere Quarks auf den Nachweis der Existenz der effektiven
Theorie, d. h. des Limes A — oo, sowie Analytizitdts- und Renormierungsaspekte
beschréanken.

2.3 Betrachtungen im Impulsraum

Ein direkter Zugang zum Limes A — oo ergibt sich aus der Beobachtung, daf
die Summe der harten dufleren Impulse iiber alle Vertices einer schweren Spur
per Konstruktion verschwindet. Es ist daher moglich, die inneren Impulse so zu
parametrisieren, dafl die harten Impulse nur durch die schweren Linien fliefen,
was auf die Ersetzung der Propagatoren durch

1+ ¢ + AL

n

2.13
QUZ' . ]{32 + AL ( )

W2
O
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fiilhrt. Formal kann man den Limes A — oo unmittelbar vollziehen, indem man
zu den Propagatoren
L+¢ 1

2 V; - ]{52
iibergeht. Das Rechnen mit diesen kann man in feldtheoretischer Weise formali-
sieren, indem man fiir jede Geschwindigkeit v, v? = 1 ein heavy-quark Feld ¥,
einfiihrt [8]. Dieser Preis erscheint jedoch recht hoch, zumal nicht klar ist, wie die-
se im Limes A — oo aus einem einzigen hervorgehen sollen. Wir werden daher bei
den nachfolgenden Betrachtungen auf der Ebene individueller Feynman-Graphen
bzw. -Amplituden bleiben und deren Eigenschaften untersuchen, zumal sich hier
selbst im Fall UV-konvergenter Amplituden interessante Fragen stellen.

So ist die Konvergenz fiir A — oo lediglich fiir Baumgraphen, bei denen keine
Impulsintegrationen vorzunehmen sind, offensichtlich. Bei Graphen mit Schleifen
ist dagegen keineswegs klar, ob man den Grenziibergang A — oo mit den In-
tegrationen und dem anschliefenden Limes ¢ — 0 vertauschen kann. Auch die
Vermutung, die effektive Theorie, definiert durch den Propagator (2.14), verhalte
sich hinsichtlich des power-counting genauso wie die urpriingliche, verdient eine
nidhere Untersuchung. Um dies zu verdeutlichen sei auf folgenden Sachverhalt
hingewiesen: In der gewohnlichen Theorie sind Feynman-Amplituden, die nach
power-counting endlich sind, im Impulsraum mit Minkowski-Metrik und ¢ > 0
keineswegs absolut konvergent [23], da Propagatoren wie

(2.14)

1

[Eppc— (2.15)

fir k — oo nicht in allen Richtungen des Impulsraums gleichméflig abfallen.
Wenn man, wie dies in der Renormierungstheorie iiblich ist, absolute Konvergenz
der Integrale fordert, muff man von Propagatoren der Form

1
k2 —m? + i&?(/’g2 + m?2)

(2.16)

ausgehen. Da sich diese durch (k% 4 m?)~! abschiitzen lassen, sind die Aussagen
des euklidischen power-counting anwendbar. Wie man weiter zeigt [23], existiert
der Limes ¢ — 0 als lorentzkovariante Distribution. Wenn man dagegen von
(2.15) ausgeht, Schwinger-Parameter einfiihrt und formal iiber die Impulse inte-
griert, erhélt man, ungeachtet des genannten Problems, eine absolut konvergente
Parameterdarstellung, deren ¢ — 0-Limes mit dem gemé&fl obiger Vorschrift kon-
struierten iibereinstimmt [24]. Fiir praktische Rechnungen, die ohnehin in Pa-
rameterdarstellung durchgefithrt werden, ist das genannte technische Problem
daher irrelevant. In der effektiven Theorie ist dies jedoch nicht der Fall. Wie
wir in Kapitel 5 anhand eines Beispiels sehen werden, fiihrt die Verwendung des
schweren Propagators (2.14) auf Amplituden, die auch in Parameterdarstellung
nicht absolut konvergieren!
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Weiterhin kiénnte das Verhalten des Propagators (2.14) wie ||k|| =" bei kleinen
k vermuten lassen, dafl die effektiven Theorie im Infraroten singulérer ist als die
gewohnliche Storungstheorie. Schliefflich ist eine Untersuchung der analytischen
Eigenschaften von Feynman-Amplituden der HQET bzgl. p und v von Interesse.

Wie schon bei gewthnlichen Theorien erweist sich die Verwendung von Pa-
rameterdarstellungen zur Betrachtung der genannten Fragen als vorteilhaft, wes-
halb wir im n#chsten Kapitel eine knappe Einfiihrung in diese Methoden geben

werden.



Kapitel 3

Parameterdarstellungen

In diesem Kapitel sollen im Interesse der Vollstdndigkeit kurz diejenigen Tatsa-
chen bzgl. der Parameterdarstellung gewohnlicher Feynman-Amplituden darge-
legt werden, auf die wir bei der Diskussion der effektiven Theorie fiir schwere
Quarks zuriickgreifen werden.

Um die Anwendung der im folgenden Kapitel erhaltenen Ergebnisse im Rah-
men der dimensionalen Renormierung der HQET zu erleichtern, werden alle Be-
trachtungen zur Parameterdarstellung in beliebiger Dimension d durchgefiihrt.
Bei der Diskussion der Renormierung der intermedidren und der effektiven Theo-
rie in Kapitel 7 werden wir uns jedoch auf den BPHZ-Formalismus in vier Di-
mensionen stiitzen.

3.1 Einfiihrung in die Parameterdarstellung

Gegeben sei ein beliebiger, als zusammenhéingend angenommener Feynman-
Graph I'. Ihm wird eine Amplitude der Form

|4

i) = Hdd e 1L pﬁzeﬂkl &) (D)

= 5d(;pz-) Ti(p) (3.2)

zugeordnet!. Die Integration erstreckt sich iiber die Impulse k; aller Linien des
Graphen, wiahrend die Deltafunktionen Impulserhaltung an den Vertices sicher-
stellen. Die @Q;(k;) und S;(k, p) sind Polynome in den Impulsen der inneren (und
dufleren) Linien, welche von den Spintermen der Propagatoren und den Ablei-
tungskopplungen an den Vertices herriihren. In den néchsten beiden Kapiteln

'Um aus der angegebenen Amplitude den korrekten Beitrag zur Greenschen Funktion zu
erhalten, miissen noch Symmetriefaktoren, Kopplungskonstanten sowie diverse Potenzen von i
und 47 hinzugefiigt werden, worauf jedoch im folgenden verzichtet wird.

17
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werden wir sie zu Z (k) zusammenfassen. Auf die Behandlung der Gammamatri-
zen, metrischen Tensoren etc. in d Dimensionen gehen wir an dieser Stelle nicht
ein, da sich gegeniiber dem bekannten Formalismus fiir gewohnliche Theorien (s.
z. B. [26]) nichts dndert. Fiir die iibrigen Bezeichnungen und graphentheoreti-
schen Begriffe wie ‘one-trees’ sei auf Anhang A verwiesen.

Man fiihrt nun die iibliche Integraldarstellung der Propagatoren

_(_ d za( —m24ie) itk 3.3
k2 —m? +ie ( Z>Q18£ =0 (3.3)
ein und vertauscht die Reihenfolge der k— und a—Integrationen (zur Rechtfer-
tigung dieses Schrittes vgl. die Bemerkungen in Kap. 2). Wie in Anhang B.1
gezeigt wird, 148t sich die Integration iiber die Impulse k£ ausfiihren, wodurch
sich folgende wohlbekannte Darstellung (s. z. B. [39])

Ti(e) = Quy [ ([doe ™ "N ZG gl b0 (34
I(a,p,§) = D(Ql)d/Q eij[AéQ(,QZ_;/) B i Z_:l %] (3.5)

mit den sog. Symanzik-Polynomen [27]

T1 igT1
Ala,p) = Z l_IozZ Z pj )2 (3.7)
T2 igT2 GEKL o
und
> ey (33)
j=1 ]2%'

sowie dem konstanten Faktor ()7 ergibt. Summiert wird hierbei iiber alle one-
trees bzw. two-trees des Graphen I'. Zu jedem dieser Subgraphen ist das Produkt
der a-Parameter derjenigen Linien von I' zu bilden, die nicht in dem jeweili-
gen one-(two-)tree enthalten sind. Bei der Bestimmung von A(q,p’) ist dieses
a-Produkt mit dem Quadrat eines folgendermaflen gebildeten Vierervektors zu
multiplizieren. Jeder two-tree besteht aus genau zwei Komponenten und zerlegt
so die Menge aller Vertices in zwei disjunkte Teilmengen K; U Ky = V(T') (vgl.
Anh. A). Der betreffende Vierervektor ergibt sich als Summe der Vektoren p!
iiber eine dieser Komponenten, wobei es wegen der Impulserhaltung (3}, p; = 0)
gleichgiiltig ist, welche man verwendet.

Die Darstellung (3.5) ist noch nicht ideal, da man zunéchst die Vektoren p)
konstruieren muf}, wobei die Inzidenzmatrix explizit eingeht, die man eigentlich
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zugunsten anschaulicher Regeln eliminieren wollte. In Anhang B.2 wird die Iden-

titat ;
Al p) 1

D(a) 4 Z::

mit den expliziten Regeln

Bla,p,&) = Y& S ([T e p) (3.10)

A( a,p) + B(a

Q‘S“

(3.9)

~

= 5
1
K(a,§) = 1 SO mer&n)® > (I ) (3.11)
L & PTSL igPT

bewiesen. In (3.10) wird summiert iiber alle Linien ¢ und alle one-trees, die die
Linie ¢ enthalten. b steht fiir die partielle Summe &duflerer Impulse, die im
Baumgraph 7'1 durch die Linie 7 flieft. In (3.11) erstrecken sich die Summen
iiber alle Schleifen L bzw. alle Pseudotrees, die die Schleife L enthalten und
() ke )? ist die orientierte Summe der &-Vektoren aller Linien der Schleife L.

Die Symanzik-Polynome D und A sowie die Spinpolynome B und K sind
allein durch die Topologie des Graphen bestimmt und somit unabhéngig von
der Parametrisierung der Linienimpulse durch unabhéngige Schleifenimpulse. Sie
sind offensichtlich homogene Funktionen der a-Parameter. So haben D(a) und
B(a,p,§) den Grad I — (V —1) = L, A(a,p) den Grad I — (V' —2) = L +1 und
K(a,§) den Grad I -V =L — 1.

Diese und einige weitere Eigenschaften bedingen die Uberlegenheit der Para-
meterdarstellung gegeniiber der Impulsraumformulierung. Dies gilt insbesondere
fiir die Renormierung, da sich aus den oben genannten Griinden die Auswahl
einer zuldssigen Wahl [31] der unabhéngigen Variablen eriibrigt. Noch wichtiger
ist die Tatsache, dal man die Renormierung in der Parameterdarstellung durch
einen R-Operator bewerkstelligen kann, der direkt auf den a-Integranden wirkt
und vollig unabhéngig von der Topologie des Graphen ist (von der Anzahl der
Linien abgesehen) [33, 34]. Renormierungsfragen werden jedoch erst in Kapitel 7
behandelt.

Im Hinblick auf die Untersuchung der analytischen Eigenschaften von Feyn-
man-Amplituden seien noch zwei zu (3.7) bzw. (3.10) dquivalente Darstellungen
angegeben, auf deren Beweis [39] wir hier verzichten.

Alp.a)= D(a) S aq? =Y Dryla ZmL%qJ) (3.12)
LeLl

Bi(p, o) = D(a) g — > Dr(a)niL me;q]) (3.13)
Lel

Hier ist ¢ eine beliebiger Satz innerer Impulse, der die Impulserhaltung
Z €5i4; —i—pj =0 VJ <Y (314)
i€T

erfullt.
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3.2 Power-Counting

Wir beginnen, indem wir jedem (durch seine Linien 7, definierten) Subgraph -y
den Divergenzgrad
5, = dL(y) — 21(3) + D() (3.15)

zuordnen, wobei D() der Grad des Beitrags zum Spinpolynom Z(k) ist, der von
den Linien und Vertices in ~ herriithrt. Hierbei spielt es keine Rolle, ob alle an
einem Vertex in v endenden Linien tatséchlich in v liegen. Als endlich gemé&f
Power-Counting wird ein Graph I' bezeichnet, wenn gilt :

5, <0 VycT. (3.16)

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl die Erfiillung dieser Power-Counting-
Bedingung hinreichend fiir die absolute Konvergenz von Feynman-Amplituden
Tt geméf der Darstellung (3.4) ist [44]. (Notwendig ist sie nicht in allen Féllen.
Die Zugrundelegung dieser Definition des Divergenzgrades 4, fithrt bei der Re-
normierung auf die sog. ‘isotropen Normalprodukte’ [31, 34].)

Durch Anwenden des Differentialoperators Z(9/0¢) und anschlieBendes Null-

setzen der ¢ ergibt sich ein Polynom in Bg%’;—g) und KDJ(%) (definiert durch

= >.& B, K = 3, K& - ¢;) und somit eine rationale Funktion in «
und p. Tt 1a8t sich daher als Linearkombination von Integralen folgenden Typs
darstellen (die Lorentz-Indices der B’s weglassend):

—ic;(m2—ie _a/2 Bu (Qvf_)) BuF(QvI_))
/ Hdo” ") D) D(@)  Da)
Kow (@) Kygug(a) Ala, p)
D(a) e D) exp i Do) (3.17)

Wir untersuchen zunéchst die lokale Integrabilitit dieses Ausdrucks, wobei mogli-
che Schwierigkeiten offensichtlich nur von den Nullstellen der Funktion D(q)
herriihren kénnen. Anhand der Definition

= (T ) (3.18)

T1 i¢T1

sieht man, daB D(a) eine Summe von im Integrationsgebiet G = {a|a; > 0}
nichtnegativen Termen ist, so dafl D(«) > 0, sofern alle ; > 0. D(«) verschwin-
det daher nur, wenn a; = 0 fiir alle 7 oder bestimmte Teilmengen aus Z, d. h. an
der unteren Integrationsgrenze. Weiterhin sieht man anhand von

Bi(a,p) = Z H a;) Zp und Hjgrs @ <1 (3.19)
- 1 Tl o1 (Iegr o)
1€T'1
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sofort ein, daf

EES by (3.20)

€Tl
gilt, dafl % also im ganzen Integrationsgebiet stetig und beschriankt ist. Da es
(bei zusammenhéngendem Graphen I') zu jedem two-tree mindestens einen one-
tree gibt, aus dem dieser durch Entfernen einer Linie hervorgeht, sieht man auf
analoge Weise, dafl 4 in G stetig und durch C' || @ ||oc mit C' > 0 beschrénkt ist.
Eine entsprechende Aussage gilt fiir Kij nicht, wie schon anhand eines 1-

D
Schleifen-Graphen deutlich wird, da fiir diesen gilt: %j ~ i In Abschnitt 5.2
werden wir die Singularitéiten d&hnlicher Funktionen ausfiihrlich untersuchen. Fiir

die Zwecke dieses Abschnitts ist die Beobachtung ausreichend, dafl @il ynd

D
%'TK” (keine Summation) auf G stetig und beschréinkt sind, wie wir im folgenden
zeigen wollen. So wie jeder Pseudo-tree durch Entfernen einer in seiner Schleife
enthaltenen Linie k zu einem one-tree wird, wird sein a-Produkt ([[;¢pr a;) durch
Multiplikation mit a zu dem a-Produkt eines one-trees. Da zur Bestimmung von
K;; iiber alle Pseudo-trees zu summieren ist, die die Linie ¢ und j enthalten, fiihrt
die Multiplikation mit «; oder «; auf eine Summe von one-tree-a-Produkten. Von
hier ab verlduft die Argumentation wie bei %.

Bevor wir Aussagen iiber die absolute Konvergenz von (3.17) machen kénnen,
ist eine genauere Kenntnis der Mannigfaltigkeit, auf der D(«) verschwindet, sowie
des Verhaltens in deren Umgebung erforderlich?. Zu diesem Zweck zerlegen wir

das Integrationsgebiet in die I! ‘Hepp-Sektoren’ [30]?
0< Qr(1) < Qr(2) <...< Q1) < 00, (3.21)
wobei (7(1),7(2),...,7(I)) eine Permutation von (1,2,...,I) ist, d. h. 7 € S;.

Von nun an konzentrieren wir uns auf einen bestimmten Sektor und fithren neue
Variablen (ti,...,t;) ein:

1
ax) = [1# (3.22)
7=t
0<t; <oo (3.23)
0<t;<1 ,i<I—1. (3.24)

Mit den Subgraphen I';, die durch die Linien

Ir, = {x(1),7(2), ..., 7(i)} (3.25)

2Den zugrundeliegenden begrifflichen Rahmen liefert die Theorie der ‘resolution of singula-
rities’, auf die wir jedoch nicht zuriickgreifen werden.

3Eleganter ist die Zerlegung in sog. ‘labeled singularity families’ [40], die v. a. im Rahmen
der analytischen und dimensionalen Renormierung Anwendung findet.
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aufgespannt werden, ist dies dquivalent zu

I 1
o= [ #=1I ¢t (3.26)
I=m—1(2) =1
ZEIFl
Kij
D

In Verbindung mit unserer Aussage {iber folgen hieraus Stetigkeit und Be-

schranktheit von

(3.27)

Die Funktionaldeterminante der Transformation (3.22) ist fiir alle Sektoren
gleich und betragt
9(a) I ! 2i—1
—_— = 2 tll . (3.28)
ow 7 11

Die Zweckméafigkeit dieser Transformation ergibt sich aus folgendem

Lemma 1 D(t) = [I, "7 D(t).
D(t) ist ein Polynom in den Variablen ty bis t;_y1, welches im (kompakten) Gebiet
0<t, <1,i<I—1 nicht verschwindet.

Einen Beweis dieses Lemmas geben wir in Anhang C.1.
Bei der Untersuchung der absoluten Konvergenz von (3.17) kénnen die Fak-

toren % und expz% ignoriert sowie Igj durch (HI = t;)~? abgeschiitzt werden.
?, Fl

Die t;-Integration schneiden wir zunéchst bei C' ab. Hinreichend fiir die absolute

Konvergenz von

c 1 I .
/ dt; / dty .. .dtp_y [t 2EE), (3.29)
0 0 i=1
ist unter Beriicksichtingung von i = I(T';) die Bedingung
21(T;) — dL(T;) — 2K(T;) > 0 Vi. (3.30)
K(I')) bezeichnet hierbei die Anzahl der Faktoren %", deren beide Indices i und

J in Zr, enthalten sind. Da zur Erzeugung eines solchen Faktors zwei Ableitungen
a% erforderlich sind, gilt

D(Iy) > 2K(T), (3.31)
so da die Bedingung (3.30) a fortiori in allen Sektoren und fiir alle ¢ erfiillt ist,

wenn fiir jeden Subgraphen §, < 0 gilt. Da das Integral (3.29) als Funktion von
C offensichtlich polynomial beschrankt ist, garantiert der Faktor

e i = oot O+ T ) (3.32)

die absolute Konvergenz von (3.29) mit C' = oo und somit von (3.17). Hiermit ist
das ‘naive’ Potenz-Z#hlen im Rahmen konventioneller Theorien gerechtfertigt.
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3.3 Analytische Eigenschaften

Zur exliziten Berechnung von (3.17) und Untersuchung des Limes ¢ — 0 macht
man von der Homogenitét aller Bestandteile von (3.17) bzgl. a Gebrauch, indem
man neue Variablen einfiihrt

deA={aa>0AY a=1) (3.34)

und iiber X integriert

D(I — Ld/2 — G)il~L4/2-G / D(a)~4
A

Kyyw, (@) ‘”KUGwG(Q) [A(g,]_g) N (I~ Ld/2-G)
D(a) D(a) | D(a) > aim +ie : (3.35)

wobei wir anstelle von & wieder a geschrieben haben. Fiir p € R*E-1) derart daBl
Q = % — Y a;m? auf A negativ definit ist, kann man e unmittelbar nullsetzen
und erhélt eine analytische Funktion der p. Fiir andere Impulse setzt man (3.35)
analytisch fort, indem man die Nullstellen von ) durch Deformation der Integra-
tionskontouren umgeht, wobei die +ie-Vorschrift angibt, in welcher Weise dies zu
geschehen hat. Dies scheitert, wenn (vage formuliert) die Hyperkontour von den
Nullmannigfaltigkeiten von ) ‘eingeklemmt’ wird (‘pinch’) oder eine Nullstelle
auf dem Rand des Integrationsgebietes liegt (‘endpoint’). Notwendig fiir das Vor-
liegen einer solchen ‘Landau-Singularitét’ [41, 42] bei den duBeren Impulsen p ist
die Existenz einer Losung « der Landau-Gleichungen

=0 VieI'’cZT (3.36)

0 e
aaiQ(g,]_)):O VieI=1-1° (3.37)

(Wegen der Homogenitét von @ folgt hieraus ¢Q = 0. Die Bedingung > «o; = 1
kann man fallenlassen, sofern man die triviale Losung «; = 0 ausschliefit.) Eine
mathematisch befriedigende Herleitung der Landau-Gleichungen und eine Unter-
suchung der Riemannschen Mannigfaltigkeit erfordert homologische Methoden,
auf die wir hier nicht eingehen konnen (s. [43] und dortige Referenzen). Uber-
schaubarer sind dagegen die reellen Singularitdten auf dem physikalischen Blatt,
da fiir diese die Landau-Gleichungen (3.36, 3.37) nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend sind, sofern man sie durch die zusétzliche Forderung ergénzt,
daB alle oy reell und nichtnegativ sein miissen. Dies 1483t sich auf relativ elementa-
re Weise durch explizite Angabe einer Vorschrift fiir die analytische Fortsetzung
zeigen [25].

Die Losung, bei der kein «a; verschwindet, bezeichnet man als fiihrende Sin-
gularitit. Da die Funktion Q bei Nullsetzen der Parameter o, i € Z° zu der des
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Graphen T wird, der aus I' durch Kontraktion der Linien in Z, hervorgeht, sind
die nichtfithrenden Singularitdten nichts anderes als die fithrenden Singularitéiten
der kontrahierten Graphen. Hierbei mufl der Graph I' bei Zerschneiden der Linien
in 7 in mindestens zwei Komponenten zerfallen, da andernfalls A / D verschwindet
und somit keine Losung der Gleichung (3.37) existiert. Unter den Mengen 7, die
diese Bedingung erfiillen, bezeichnet man die minimalen als Zwischenzusténde.
Bei diesen bleibt der Graph zusammenhéngend, wenn man nur eine Linie aus
7 nicht zerschneidet. Die zugeordneten Singularititen, die normalen Schwellen,

treten auf bei
P2 = (Y m), (3.38)
icZ

wobei P die Summe der dufleren Impulse einer der beiden Komponenten von Z°
ist.

Bei der Untersuchung der Landau-Fléachen erweist sich héufig eine Darstellung
der Landau-Gleichungen als zweckméBiger, die neben den Parametern a auch die
Impulse k£ der inneren Linien enthélt. Eine solche stellt das Gleichungssystem

Sejikitp;=0 YjeV (3.39)
1€

1€T
ik} —mi) =0 Viel (3.41)

dar. Die Gleichungen (3.39, 3.40), von denen maximal (V —-C)+ (I -V +C) =1
linear unabhéngig sind, stellen bei gegebenen (p, a) ein lineares Gleichungssystem
fiir die I Impulse k dar. Da der Betrag der Determinante dieses Systems gleich
D(«) ist [39, Theorem 3-11], besitzt es fiir [T; a; > 0 eine eindeutige Losung. Wie
aus Gl (3.13) unmittelbar hervorgeht, ist diese durch

ki(a,p) = = (3.42)

gegeben, woraus mit (3.12) unmittelbar

52 (5) =

folgt. Weiterhin kann man zeigen [39, Theorem 9-5], daf§

g{i = (%)2 —m? (3.44)

gilt, woraus schliefllich hervorgeht, dafl (3.41) zu (3.37) dquivalent ist.
Die nichtfithrenden Singularitdten kann man auf die Betrachtung ihrer kon-
trahierten Graphen zuriickfiihren, sie lassen sich jedoch auch im Rahmen des
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vollen Gleichungssystems (3.39-3.41) verstehen. Wenn die Menge Z° mindestens
eine Schleife enthilt, ist D(a) = 0, worin zum Ausdruck kommt, daf die Impulse
k nicht eindeutig durch (B, «) bestimmt sind. So kann man bei einer Schleife, fiir
die die Parameter aller ihrer Linien verschwinden, zu den Impulsen aller Linien
den gleichen Betrag K addieren, ohne dafl sich dies in den Gleichungen (3.39,
3.40) widerspiegelt. Diese Unbestimmtheit spielt jedoch keine Rolle, da die Glei-
chungen (3.41) fiir diese Linien automatisch erfiillt sind.

Abschliefend sei bemerkt, dafl man das Gleichungssystem (3.39-3.41) auch auf
direktem Weg, d. h. ohne graphentheoretischen Formalismus, aus der gemischten
Darstellung

I 0o 1 5(1 -3 an) HV: 5d(pl +> 6lmkm)
dy. ) n =1 m
/ 11 k), 1L des X ar (k7 —m3) o

erhalten kann. Die Gleichung (3.40) ist dann nichts anderes als die Bedingung fiir
einen Pinch bzgl. aller unabhéngigen Impulse k£ nach Beriicksichtigung der Im-
pulserhaltung (3.39), wéhrend (3.41) Pinches oder Endpunkte in den Parametern
«a fordert.
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Kapitel 4

Formale Betrachtung der

effektiven Theorie

In diesem Kapitel sollen, ausgehend von der in Kapitel 3 vorgestellten Parame-
terdarstellung die formalen Aspekte des Heavy-Quark-Limes A — oo betrach-
tet werden, was zu graphischen Regeln fiir die Feynman-Amplituden der HQET
fithren wird. Uber ihre rechentechnische ZweckméBigkeit hinaus werden sich die-
se bei der Untersuchung der UV-Konvergenz und der analytischen Eigenschaften

der effektiven Theorie als niitzlich erweisen.

4.1 Intermediire Theorie in Parameterdarstel-

lung

Der Ubergang zur intermediéiren Theorie gemif Kapitel 2 besteht in den Erset-

zungen

m; = Am§°> Vi € Ig

Pi= Di— >\Z§:1 Eijmg'O)Uj Vie V.

Dadurch wird (3.8) zu

mit

Mit

& =&+ X2a;mPv;.

1 2 1 2
e 1o + Napmol + xmv; - &

4 o,y 4 o,y

27

(4.4)

(4.5)
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ergibt sich anstelle von Gleichung (3.5)
1 o 02,0 N~y (0)
D(a) 7 expz[z;A am; v +2Amj v; &
‘]: ‘]:

Ala,p) 1 & €2
D) 122 an)

I(a, p,v,§) =

(4.6)

Der erste Term im Exponenten hebt sich gerade gegen den Beitrag der schweren
Massen in (3.4) heraus. Unter Beachtung von

ZPT,z‘ePT(ngpT aj)Oéi o ZTI,iGTl(ngZTl aj)

1— = 4.
D(a) D(a) 47
erhédlt man durch Zusammensetzen der bisherigen Resultate
- L 10 Be(a, p,0,§) + Kee(a, §)
Tav)‘ n) — . Z _— ’ —
0 = Qo [ [T 25 g exv ey Heo
1 | Ala, p) + Bu(a, p,v) + Kuw(a, v)
—_— = = — 4.
D) exp i Dla) ZGXI:L a;m? (4.8)
mit
D(a) = > (]I ) (4.9)
T1 igT1
Ala) = D (IT el X2 5y (4.10)
T2 igT2  jeK1/2
I
B,(a,p,v) = ZQaiAmgo)vi ST o) Zp (4.11)
N i=1 T1 j&T1
€Tl
Ky(a,v) = —Z(Z njLaj)\mj vj) Z H a;) (4.12)
L PTDL igPT

=> & [D_ (]I o)) )\m v,—l—Zp)

=t ZET%I JeTl
_Z anLaJAm UJ) > (11 ak)] (4.13)
ZEL i PTOL k¢gPT
Kegla§) = —3 Z(anng)Q > (I @) (4.14)
L j PTDL ig¢PT

Wenn man alle Geschwindigkeiten v; gleich null setzt, verschwinden B,, K,, und
der pseudo-tree Beitrag zu Be, so dafi sich wieder die herkémmliche Darstellung
ergibt.
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Im Rahmen der formalen Betrachtungen dieses Kapitels ignorieren wir den
Faktor e~ 2% sowie die Frage, inwieweit die Limites ¢ — 0 und A — oo ver-
tauscht werden konnen. In diesem Sinne wollen wir zunéchst die Darstellung
(4.8-4.14) in eine Form bringen, die es zuléBt, den Limes A — oo im Integranden
zu vollziehen. Ein Blick auf die Gleichungen (4.11-4.13) zeigt, dafl der Skalenpa-
rameter \ fast iiberall, wo er auftritt, von einem schweren a-Parameter begleitet
wird. Daher nehmen wir fiir die schweren Linien folgende Substitution vor:

o — AN la; Vi€ Ts. (4.15)

Infolge dieses Schrittes verschwinden die ‘groflen’ Faktoren A zugunsten ‘kleiner’
negativer Potenzen von .

Diese Mafinahme erweist sich auch im Hinblick auf die Betrachtung der Lan-
dau-Singularitdten in der Parameterdarstellung als zweckméafig. Dies wird schon
anhand der normalen Schwellen (s. z. B. [42]) deutlich. Fiir die von null verschie-
denen a-Parameter gilt an der Singularitét

a; . m;

(4.16)

Q; m;

Bei Zwischenzusténden, die sowohl schwere als auch leiche Linien enthalten, wird
die Singularitit gegen den ‘Rand’ des Integrationsgebietes {a|a; > 0,7 € Z} wan-
dern, was die Analyse der analytischen Eigenschaften im Limes A\ — oo erheblich
erschwert. Durch obige Substitution wird erreicht, daf§ die Singularitét im Raum
derjenigen a-Parameter, die nicht von vornherein null sind (endpoints), gegen
einen inneren Punkt konvergiert.

Zunéchst werden alle Faktoren der Form (J];z, ;) mit A~X0) multipliziert,
wobei X () die Anzahl der schweren Linien bezeichnet, die nicht im Subgraphen
~ enthalten sind. Damit gilt z. B.

D(a) =>(I] &) = DMa) =S (] o) A—XID), (4.17)

T1 ¢T1 T1 ¢T1

(0)
J
A nur im Faktor )\mgo)vi in Gleichung (4.13) unkompensiert auftritt. Fiir ¢ € Zg
gilt somit Be; = O(\), wéhrend alle anderen graphischen Funktionen von der
Ordnung O(1) sind. Aufgrund der Definition der effektiven Theorie in Kapitel
1.2 ist klar, da$ jede schwere Fermion-Linie einen Faktor (Am!” + ;) zu der
Spinfunktion Z(k) beitrégt, so da8 der Differentialoperator Z(9/0¢) (abgesehen
von der Reihenfolge der Faktoren, -Matrizen etc.) die Form

. y 0
Die Ausdriicke oszmg» )vj werden zu a;m; vj, so dafl der ‘groBe’ Parameter

L0, _ o, 1,0y, 10
Z(ga—é) = I Om;” + Z-V“(%;;) ZL(Z- 8§) (4.18)

J€Is
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hat. Z enthélt die Spinfaktoren der leichten Linien sowie Ableitungskopplungen.
Die Beitrédge zu

|§=0

{Z(;—)expz (4.19)

mit der héchsten Ordnung in A sind offensichtlich diejenigen, die entstehen, wenn
man alle schweren Differentiationen in (4.18) auf B? anwendet und somit durch

ij 19 B + Kg

[T vnf” + T2 g i = s (4.20)

J€Ls

gegeben. Aus diesen 148t sich ein Faktor A’s herausziehen, der die Funktional-
Determinante A=’ exakt kompensiert!. Dagegen sind alle Terme in (4.19), die
mindestens einen Faktor K¢ ;; mit ¢ oder j in Zg enthalten, von der Ordnung
O(A™Y) oder kleiner.

4.2 Parameterdarstellung der effektiven Theo-
rie
4.2.1 Formale Diskussion des heavy-quark-Limes

Unter dem Integralzeichen 148t sich der Limes A — oo nun leicht durchfiihren.
Zunéchst reduzieren sich alle Summen der Form

ST([Lew) A5 auf ST /(I ew), (4.21)

v iy vaigy

wobei der Strich bedeutet, dal nur iiber diejenigen Subgraphen v zu summieren
ist, die alle schweren Linien enthalten. So gilt z. B.

D'(a) = hm DMa) =" 1(I] ) (4.22)

T1 gT1

Dieser Ausdruck® wie auch A'(a,p), K{(a,§) und der one-Tree Beitrag zu
Bi(a, p, v, §) hingen offensichtlich nur noch von den leichten Parametern ab!
Zu Gleichung (4.20), multipliziert mit A\=’s, triigt jede schwere Linie einen
Faktor
B .3

1
)\D)‘

(4.23)

1Es ist klar, daB diese Uberlegungen der Modifikation bediirfen, wenn das Polynom Zp
ebenfalls schwere Impulse enthélt, wie es z. B. bei Vorliegen von Ableitungskopplungen der
Form A, WO*¥ der Fall ist. Der fithrende Beitrag wird sich dann mindestens wie O()\) verhalten.
Diese Situation wird im folgenden ausgeschlossen.

2Fiir Graphen mit schweren Schleifen, die wir ausgeschlossen haben, wiirde D’(a) = 0 gelten!
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bei, den wir nun kurz betrachten wollen. Da der Ausdruck > =1 (II;¢m @;) nach
i€T1

der Substitution (4.15) fiir A — oo ebenso wie D* gegen D’ konvergiert, strebt
(4.23) bis auf den pseudotree-Beitrag gegen m© (1 + ;). Zu zeigen bleibt somit
nur noch, daf} letzterer im heavy-quark-Limes vernachlassigt werden kann. Hierzu
geniigt es sich klarzumachen, dafl

a; X pr->r(kgpr o) (4.24)
S (Thigpr 1)
fiir alle o, A beschrénkt ist und im Limes A — oo fiir fast alle a gegen Null
konvergiert.
Damit reduziert sich die Feynman-Amplitude fiir A — oo auf
10 B: + K/
{7 (z aé)expzig 55}|§ 0 (4.25)
mit
=TT m( 1+¢Z(18) (4.26)
Z 05 Jj€Ls ] - ¢ 0§L ‘

iibrig. Der Index L erinnert daran, daf§ Z;, keine Differentiationen nach den schwe-
ren § enthilt (vgl. Anm. 1), was uns erlaubt, deren Beitrag zu B{ und K[, weg-
zulassen.

Damit haben wir fiir A = oo die Darstellung

B/ D, v, Kl (a,
1 . A’(Q,z_?) +B£)(Q71_97 v) + K, (a,0)
7D/(g)d/2 expt D'(a) - = agmy | (4.27)

mit

D(a) = S/ a) (4.28)

T1 gTl

Alap) = 2T el X2 B)° (4.29)

T2 igT2 jeK1/2

Bl(a,p,v) = > (] ) Z2o¢lm (e Zp (4.30)

T1 j¢T1 i€Ts

Kz/w(gvﬂ) = Z ZUJL%W( v;) Z H ;) (4.31)

PTDOL i¢gPT
Bé(g7]_57y7§) = Zgz B@—Z&[Z HOéj Zp
€Ly, €Ly, zETfll"l J€T1

- Z(Z nipaymiVu;) P;L / ';_[ %’)] (4.32)
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Kila,§) = ——Z Sonin&)? Y ([T ). (4.33)

L jeIr PTSL igPT

Die schweren Parameter treten jetzt nur noch in stark reduzierter Form in Er-
scheinung: linear in B;, und B; sowie quadratisch in K7, .

4.2.2 Direkte Herleitung

In Kapitel 2.3 hatten wir die effektive Theorie im Impulsraum durch die einfache
Ersetzung der schweren Propagatoren

1 1+
— — 4.34
p—m PR (4:34)
definiert. Anstelle von (3.2) betrachten wir daher
5@ = [ 11 05— 118+ 3
ie1, l{;z—m + i€ o7, 2m( )vj kj +ie 1=
(4.35)

mit Z' geméf (4.26). Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, daf§ dem in Para-
meterdarstellung die Gl. (4.27-4.33) entsprechen. Fiir die schweren Propagatoren
verwenden wir in Analogie zu (3.3) die Integraldarstellung®

1 N [ ; (0) . fotg
_(_ d ta(2m'\%v-k+ie) 4.36
2mOy - k + ie (=9) /0 ac ’ (4.36)
so daB sich
T7E,00 —ea;\ ) . a;m? 10 - -
s (_ QIV/ Hd@z z ZZEIL l{Z/(z—(‘) )I(a,]_),g, fL)}|§L:0
27

ergibt. Ein Blick auf Gleichung (B.1) zeigt, daB I(a, pv, &, ) aus I(a,p,§) auf
folgende Weise hervorgeht:

Da in den schweren Propagatoren kein Term quadratisch in k; auftritt, sind die
a-Parameter aller schweren Linien (i € Zg) gleich null zu setzen. Danach (die Rei-
henfolge ist wesentlich) ersetzt man bei diesen Linien &; durch 2aim§0)vi, wodurch
ihr Beitrag zum a-Integranden generiert wird. Die £ spielen somit offensichtlich
eine doppelte Rolle, denn fiir die leichten Linien dienen sie nach wie von zur
Erzeugung des Spinpolynoms Z’(k;) durch Differenzieren und anschliessendes
Nullsetzen.

3Die Faktoren 2m1(-0) im Propagator und in Z’ heben sich gegeneinander weg, wie es sein
muf, da in (4.34) keine Masse auftritt. Sie wurden lediglich eingefiihrt, damit die leichten und
schweren Parameter gleiche Dimension haben.



4.3. DIREKTE HERLEITUNG 33

Es ist nun ein Leichtes, sich davon zu iiberzeugen, dafl

o 1 Ala,p) + Bla,p, §) + K(a,§)
I(a, B7Q7§L) = D(a)/? exp1 D(a) 1. a;—0 }\1'
(0) i€ls
2. & — 2a,m; v,
(4.38)
unmittelbar auf die Darstellung (4.27-4.33) fiihrt, die wir als Limes A — oo der
intermedidren Theorie gewonnen hatten. Etwas anderes war freilich auch nicht zu
erwarten. Daher drangt sich an dieser Stelle die Frage auf, warum wir iiberhaupt
zunéchst den vermeintlich umsténdlicheren Weg gegangen sind. Im néchsten Ka-
pitel wird sich zeigen, dafl die Parameterintegrale der effektiven Theorie, vergli-
chen mit denen der urspriinglichen, unschéne Eigenschaften aufweisen, so daf}
es besser ist, sie als Limes wohldefinierter Ausdriicke darzustellen. Auch bei der
Renormierungsdiskussion fiir die effektive Theorie wird es sich als hilfreich erwei-
sen, dafl wir die intermedidre Theorie gewissermassen als regularisierte Version
der effektiven Theorie zur Verfiigung haben.

4.2.3 Reduzierte Graphen

Die oben angegebenen Regeln lassen sich leicht in graphischer Weise interpre-
tieren, indem man jedem Graphen I' den ‘reduzierten’ Graphen I zuordnet, der
entsteht, wenn man alle schweren Linien zu Punkten kontrahiert (s. Anh. A). Von
jeder schweren Spur (s. Kap. 2.1.2) und den auf ihr liegenden Vertices bleibt dann
nur je ein ‘schwerer Vertex’ iibrig. Dies wird in Abb. 4.1 anhand eines Beispiels
verdeutlicht, das in Anhang D.1 ausfiihrlicher diskutiert wird.

r - 4
F/
5 6 7
Reduktion 1
1 2 2

Abbildung 4.1: Graph I" und reduzierter Graph I

Da wir von vornherein Graphen ausgeschlossen hatten, die schwere Schleifen
enthalten (s. Kap. 2), hat der reduzierte Graph I genauso viele Schleifen wie
der urspriingliche Graph I'. Weiterhin ist leicht einzusehen, dafl zwischen den
one-(two-, pseudo-)trees von IV und den one-(two-, pseudo-)trees von I' | die
alle schweren Linien enthalten, eine eineindeutige Beziehung besteht. So ist z. B.
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die Summe Y7, dquivalent zur Summation iiber alle one-trees des reduzierten
Graphen I".

Wiéhrend wir im Graphen I' keine Tadpoles (s. Anh. A) zugelassen hatten,
zeigt schon das obige Beispiel, dafl IV durchaus Tadpoles enthalten kann. Diese
rithren von leichten Linien her, deren beide Enden in I' auf ein und derselben
schweren Spur und somit in I'" auf auf ein und demselben schweren Vertex liegen.
Diese werden wir im folgenden als ‘pseudo-Tadpoles™ bezeichnen.

Da kein one- oder two-tree, der alle schweren Linien umfafit, pseudo-Tadpoles
enthalten kann (andernfalls wiirde eine Schleife vorliegen), triagt jeder pseudo-
Tadpole t € I;, zu D'(a), A'(a,p) und B;(a,p,v) einen Faktor oy bei, der im
Quotienten A’/D’ bzw. B! /D’ herausféllt. Das gleiche gilt fiir den Beitrag der
one-trees zu B¢,;. Wenn man noch den Graphen I'” einfiihrt, der aus I'" durch
Entfernen der pseudo-Tadpoles hervorgeht, gilt damit

A/ . AFH
D' Dp’

(4.39)

wobei die dufleren Impulse der schweren Vertices in I'” als Summen der dufleren
Impulse aller Vertices zu verstehen sind, die auf der jeweiligen schweren Spur
liegen. Somit ist 4; — ez, aym? nichts anderes als der Exponent der Parame-
terdarstellung des reduzierten Graphen I'”.

Die Beobachtung, da8 A’(a, p) von den N dufleren Impulsen der Vertices, die
auf einer schweren Spur liegen, nur in Form von deren Summe abhéngt, legt es

Abbildung 4.2: AuBere Impulse einer schweren Spur

nahe, diese Impulse durch
j=1

.. B! o e . . . . .
auszudriicken. Da 3% auch beziiglich dieser neuen Variablen eine lineare Funktion
ist, kann man ihre Abhéngigkeit von s ...y_1 bestimmen, indem man die &ufleren

4Im Falle von Eichboson-Propagatoren mit Eichparameter A\ # 1 liefert nur der erste
Summand nach Ausmultiplizieren einen pseudo-Tadpole. Der eichabhingige Teil wird durch
Einfithrung zweier Feynman-Parameter behandelt, da er proportional zum Produkt zweier
gewohnlicher Propagatoren ist. Bei Kontraktion aller schweren Linien entsteht somit kein Tad-
pole sondern eine Schleife mit zwei Linien.
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Impulse der leichten Vertices und die Gesamtimpulse der schweren Spuren gleich
null setzt. Da dann jede jede schwere Spur fiir sich die Impulserhaltung erfiillt,
sind die Beitrige aller one-trees zu B gleich. Hieraus ergibt sich, daf§ %’% von den
Variablen s;, i =1,..., N — 1 geméf

N-1
3 200m Vv, - s, (4.41)

1=1

abhéngt. Bei Fouriertransformation in den Ortsraum fithrt dies unmittelbar auf
N-1
H 5d($2‘+1 — T; — 2aim§0)vi), (442)
i=1

worin sich wieder ausdriickt, dafl sich die schweren Quarks mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegen.

Der Beitrag der pseudo-Tadpoles zu den pseudo-tree-Summen Z,PTCp in
K,,, B, Ki¢ kann auf sehr einfache Weise bestimmt werden. Da man alle pseudo-
trees, die einen bestimmten pseudo-Tadpole enthalten, durch Hinzufiigen dessel-
ben zu einem beliebigen one-tree erhélt, ist klar daf§ jede pseudo-Tadpole-Linie
zum Integranden in Gleichung (4.27) einfach einen Faktor

1 (& +2 >jeL iajmg'())vj)z
F exXp —1 4at (443)

beitrigt, den man ohne jede Rechnung hinschreiben kann. Die Summation er-
streckt sich iiber die schweren Linien, die von den beiden Enden des pseudo-
Tadpoles eingeklammert werden, und die Vorzeichen sind positiv zu wahlen, wenn
die Linien ¢ und j gleichen Umlaufsinn haben. Diese Gleichung erhilt man auch
direkt, wenn man in man in der Impulsdarstellung {iber den Schleifenimpuls in-
tegriert, der durch die pseudo-Tadpole-Linie fliefit.

Die oben diskutierten Graphenregeln fiir die effektive Theorie stellen ge-
geniiber denen der gewohnlichen Theorie eine betréchtliche Vereinfachung dar.
Besonders deutlich féllt diese bei Selbstenergie- und Vertexgraphen der schweren
QED aus. Bei diesen gibt es nur eine schwere Spur, auf der alle Vertices liegen,
so dafl alle leichten Linien pseudo-Tadpoles sind und A’(a,p) verschwindet. So
ergeben sich fiir die beiden Graphen aus Abb. 4.3 mit skalaren Boson-Propaga-
toren bzw. in Feynman-Eichung und Parametrisierung der d&ufleren Impulse gem.
(4.40) die Darstellungen

0o
/ da1~~~5 e—i(a4ui+a5u§)+2i Z?:1 aimgo)vi-si
0 (Oé40(5)d/2

(0) 0), \2 (0)
exp —i ((alml e + (azmy

Oy a5

Vg + Oé3mz(),0)1)3)2

) (4.44)
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o

Abbildung 4.3: Zweischleifen-Selbstenergie-Graphen

bzw.

o0
/ don. 5 6—i(a4ui+a5u§)+2i Z?:1 aimﬁo)vrs@-
0 (agas)d/?

0)2 0 0 0
exp i (a%mg ) N (imPvy + aam§ v, + agms )vg)2> . (4.45)

g Qs

Da es mit formalen Betrachtungen nach Art dieses Kapitels natiirlich nicht
getan ist, werden wir uns in den folgenden Kapiteln den grundlegenden Existenz-
fragen zuwenden. Dabei werden wir uns wie bisher auf Graphen ohne schwere
Schleifen beschranken.



Kapitel 5

UV-Powercounting in der
effektiven Theorie

5.1 Erste Uberlegungen

Wie wir gezeigt haben, impliziert die Erfiilllung der Powercounting-Bedingung
(3.16) die lokale Integrabilitdt und fiir ¢ > 0 die absolute Konvergenz der Pa-
rameterdarstellung (3.4). Dies gilt natiirlich auch in der intermedidren Theorie
gemiB (4.2) und nach der Substitution (4.15). Die Frage inwieweit der Ubergang
zur effektiven Theorie (A — o) mit der Integration und dem Limes ¢ — 0 ver-
tauschbar ist, ignorieren wir zunéchst und untersuchen das UV-Verhalten (d. h.
kleine Parameter) der effektiven Theorie.

Infolge des Schrittes (4.15), den wir vorgenommen hatten, um die ‘groBen’
Faktoren A zu eliminieren, verschwinden die Beitrdge zu D(a) aller One-Trees,
die nicht alle schweren Linien enthalten (vgl. (4.22)). Wie sich in Abschnitt 4.2.3
gezeigt hatte, entspricht D’(«) gerade dem Symanzik-Polynom des reduzierten
Graphen I". Da dieser jedoch bei gleicher Schleifenzahl weniger Linien enthélt,
wird sein UV-Verhalten i. d. R. schlechter sein. Die duflert sich zum einen darin,
daBl D'(a) im Raum der Parameter oy bis a; ‘mehr’ Nullstellen besitzt, zum an-
deren durch die Pseudo-Tree-Beitriage zu B; (4.32) und K, (4.31). Diese fithren

/

B!
dazu daB im Gegensatz zur urspriinglichen Theorie sowohl die —5;* als auch der

nach dem Nullsetzen der § verbleibende Exponent in (4.27) Singularitéten besit-
zen.

Um moglicher Verwirrung vorzubeugen erscheint an dieser Stelle eine Bemer-
kung angebracht: Obwohl durch D(a) dividierte Pseudo-Tree-Summen Singula-
ritdten aufweisen (vgl. Anhang C.2), treten solche bei den oben genannten Grofien
in der intermedidren Theorie nicht auf. Dies ist aufgrund der Stetigkeit von A/D
und B/D in der urspriinglichen Theorie und der Verschiebung (4.2) klar, folgt
jedoch auch aus der Darstellung (4.12, 4.13), da neben dem a-Produkt des je-
weiligen Pseudo-Trees der a-Parameter mindestens einer Linie aus der Schleife

37
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auftritt. Das Auftreten von Singularititen im Limes A — oo ist darauf zuriick-
zufiihren, daf bei diesem alle schweren Parameter in (I];z, ;) und D(a) zu Null
gesetzt werden, nicht jedoch in dem danebenstehenden Faktor, da dort ein A
steht, welches das A7 in (4.15) kompensiert.

Wir wollen die sich hieraus ergebenden Probleme zunéchst anhand des ein-
fachsten konvergenten Graphen der effektiven Theorie (Abb. 5.1) untersuchen.
In der intermedidren Theorie entspricht diesem (bis auf konstante Faktoren) der

Abbildung 5.1: Beispiel fiir einen Graphen, dessen reduzierter Graph divergiert

Ausdruck

/00 doy g5 €752 m® + (o + ) (Mm% + \71B) + A tagp
0 (a1 +ag+ A tag)? mn a1 + as + A lag
ca1a9q? + 20103mOv - p 4 20003m Qv - (P + q)

exp iq{ -~

o)+ o+ A 10&3
A ragasp? + A tagas(p + q)% — a2m!

+ oy + g + )\_10é3
Die eckige Klammer ignorieren wir im folgenden, da sie gleichméaflig gegen
m© (1 + ) konvergiert. Gleichung (5.1) mit A = oo ist nach Abschnitt 4.2.2
genau der Ausdruck, der sich ergibt, wenn man im Impulsraum von dem schwe-

ren Propagator —— ausgeht und Schwinger-Parameter einfiihrt. Da (5.1) mit
da 2

p+ie
A = oo offensichtlich nicht lokal integrabel ist (fy Tez), folgt mit dem Satz
von Fubini, dal schon die Impulsdarstellung nicht absolut konvergent war. Dies
bestétigt unsere Uberlegungen von Kapitel 2.

Um nun festzustellen, wie (5.1) mit A = oo zu interpretieren ist, reicht es
zunachst aus, den Fall p = ¢ = 0 zu betrachten, fiir den der Limes ¢ — 0 trivial
ist, da wir die Kontouren der a-Integrationen rotieren und ¢ = 0 setzen konnen:

]

0)2

— (a + )} (5.1)

o0 doyos a2m (0?2 )
— exp — + (a1 + . 5.2
/0 (a1 4+ as + A7 tag)? P (a1 +as + A lag (o 2)1) (5-2)

Fiir A = oo kann die Integration iiber a3 durchgefiithrt werden und ergibt

s
T+ aa)' (5.3)




5.2. VOLLSTANDIGE DISKUSSION 39

so daf3

2 _(0)2

/00 _darp(arragys /  doge ST (5.4)
0 (a1 + an)? 0

als iteriertes Integral existiert. Es ist schliefflich ein leichtes, sich durch zweifache
Anwendung des Lebesgueschen Satzes iiber dominierte Konvergenz, zuerst auf
die az-, dann auf die ay o-Integration, davon zu iiberzeugen, daf dieses iterierte
Integral tatséchlich der Limes A — oo von (5.2) ist.

Ungeachtet der Vereinfachung p = ¢ = 0, die wir oben vorgenommen hatten,
liegt es nahe, folgende Vermutung zu formulieren: Auch wenn die Parameterdar-
stellung der effektiven Theorie fiir schwere Quarks (4.27-4.33) u. U. auf Integrale
fiihrt, die nicht absolut konvergieren, existieren die iterierten Integrale, bei denen
man zuerst tber die schweren Parameter integriert, und stellen in wohldefinierter
Weise den Limes A — oo der intermedidren Theorie dar. Die zugrundeliegende
Idee ist einfach: Die Integration iiber die schweren Parameter 148t sich fiir fast
alle Werte der leichten Parameter durchfiihren und ergibt eine Funktion dersel-
ben, die aufgrund der im Limes A — oo auftretenden Singularitidten von K /D’
bei kleinen leichten Parametern ebendort verschwindet. Dadurch liefert sie einen
zusétzlichen UV-Cutoff, der die starkeren UV-Divergenzen des reduzierten Gra-
phen I" kompensiert. Diese Uberlegung, die noch einmal die unterschiedlichen
Rollen verdeutlicht, die die leichten und schweren Parameter in der effektiven
Theorie spielen, ist zwar unmittelbar einleuchtend, fiir eine Betrachtung beliebig
komplizierter Graphen jedoch wenig geeignet, da sich diese Integrationen in den
wenigsten Fillen explizit durchfithren lassen.

Auch im Hinblick auf den Grenziibergang ¢ — 0 empfiehlt sich eine ande-
re Vorgehensweise. Wihrend bei der konventionellen Storungsrechnung fiir das
UV-Verhalten die Pole von D~! und % und fiir die Landau-Singularitidten die
Nullstellen von % — > aym? relevant sind (von den ‘Singularititen zweiter Art’,
die nur bei unphysikalischen Impulsen auftreten, sehen wir hier ab), ist die Situa-
tion in der effektiven Theorie komplizierter, da das Auftreten von Nullstellen und
Polen bei dem Quotienten % zu einer Verquickung der beiden genannten
Aspekte fiihrt. Daher werden wir im néchsten Abschnitt eine Umformung des
Integrals vornehmen, die in der intermedidren Theorie (A < 00) ohne weiteres
zuldssig ist, und den Integranden konvergenter Graphen auch in der effektiven
Theorie (A = 00) lokal integrabel macht.

5.2 Vollstindige Diskussion

Fiir die Graphen, die im Rahmen der HQET von Interesse sind, gilt im Hinblick
auf (4.18) die Beziehung

D(7) = Is(y) + Dr(v), (5.5)



40 KAPITEL 5. UV-POWERCOUNTING IN DER HQET

so daf3 (3.15) zu
5, = dL(7) — 214() — Is(v) + Du() (5.6)

wird. Ob und in welchem Sinn die Feynman-Amplituden der effektiven Theorie
unter der Bedingung (3.16) existieren, soll in diesem Abschnitt untersucht werden.

Hierbei werden wir unter Berufung auf die obige Argumentation von vorn-
herein mit A = oo rechnen. Aufgrund ihrer unterschiedlichen Rolle werden die
leichten Parameter mit « ...y, und die schweren mit 3, ... ;, bezeichnet. Von
zentraler Bedeutung ist offensichtlich das Verhalten von

K’(ﬁ

vv ab (Oé)
Dla Z Baly : (5.7)

D)

Diese Funktion ist eine quadratische Form in den 3’s, deren Koeffizienten von «
abhédngen und Singularitdten bei kleinen a’s aufweisen, welche v. a. im Hinblick
auf die Renormierung der effektiven Theorie (vgl. Kap. 7) duBerst storend sind:

Kl ab ) (Iligpr o)
vv,ab 0),,.(0) PToL\1LligPT “ti
= —mg My Ve - Vb Y NaL oL, =y (5.8)
D L ZTl(ngTl aj)

Die duflere Summation iiber alle Schleifen in I' erstreckt sich effektiv nur iiber
diejenigen, die die schweren Linien a und b enthalten, wihrend Z;DTD ;, Uber alle
Pseudo-Trees in I' lduft, die alle Linien der Schleife L sowie alle schweren Linien
enthalten. Wenn man der Schleife I des Graphen I' die aus den leichten Linien
in L bestehende Schleife L’ des reduzierten Graphen I zuordnet, gilt

ZIPTDL(HigPT Oéz‘) _ ZPT'DL'(Hing/ Oéz‘)
ZlTl(ngTl ) S (g o) 7

wobei T'1" bzw. PT" die One-/Pseudo-Trees von I bezeichnen. Der Quotient in
(5.8) ist somit allein durch IV und L’ bestimmt, so dafl auch fiir das UV-Verhalten
hinsichtlich der «’s allein der reduzierte Graph I mafigebend ist. Daher werden
wir im néchsten Schritt lediglich die leichten Parameter o durch Hepp-Sektoren
m € Sy, und Speer-Variable t; ...¢;, parametrisieren:

(5.9)

N = M t2 5.10
Ar) = H §o ( . )

oo 7 00 1 Ir %1 oo
/0 do df — QL/O dtIL/O dtl...dtIL_lizﬂlti"/O dB ... Br. (5.11)

In Analogie zu (3.25) definieren wir die Graphen IY, die jetzt natiirlich Subgra-

phen von IV sind. Damit werden die % zu Funktionen von ¢ (homogen vom
Grade —2 bzgl. t7,) mit Polen in den t; bei t; = 0, die es nun genauer zu be-
trachten gilt. Dazu wenden wir das folgende Lemma, das in Anhang C.2 bewiesen
wird, auf IV und L' an:
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ZPTDL(HigPTé‘i) _ (Hi:io tk)_2F(§) )

Tl(Hj€T1 a])
ig ist der kleinste Wert, fir den Iy, D L gilt, und F(t) ist ein Polynom in
ty...tr_1, welches die Pole bei t, = 0,k > iy nicht kompensiert.

Lemma 2

Hiermit ergibt sich, daf3 ) 5% bei t; = 0 genau dann einen Pol besitzt, wenn fiir
mindestens eine dazu beltragende Schleife L gilt: L' C I". Wir nehmen nun die
Substitution

Ip,
= It 3, (5.12)
i=1
vor, wodurch (5.7) zu
K, (@, ) {wa =
D) Z Bh =" ” H pflotfh (5.13)
a,b=1 — i=1

wird. Fiir die Konstanten R;, wihlen wir die kleinsten Werte RY,, die gewihrlei-
sten, daf die t; 2-Faktoren der diagonalen Beitriige zu (5.13) durch die Faktoren

I 2R :
[1/2, t7%* kompensiert werden:

(5.14)

R _ 1 wenn es eine Schleife L 5 a gibt, derart da§ L' C I,
‘@1 0 sonst

Dafl damit auch die nichtdiagonalen Terme (a # b) in (5.13) stetig bzgl. ¢ sind,
folgt daraus, dafl jede Schleife, die zu K, , beitrédgt, auch zu K7, ,, und K

vv,a vv,aa
beitrdgt und daher erst recht durch den Faktor HIL tR’aJrR“’ regulér gemacht

wird. Somit fithrt die Substitution (5.12) dazu, dafl % sowohl bzgl. der
ﬁ/ als auch der ¢ im Integrationsgebiet regulér ist.
Die Funktionaldeterminante ist durch

9(8,1) SR L s
D) Ht Sl | A (5.15)
— =1 =1

gegeben, wobei S(I;) die Anzahl der schweren Linien bezeichnet, die in (minde-
stens) einer Schleife liegen, deren leichte Linien vollstindig in I", enthalten sind.
Diese Funktionaldeterminante, die die die Verallgemeinerung des Faktors (5.3) ist,
reflektiert den Beitrag der schweren Linien zur Verbesserung der UV-Konvergenz
der Subgraphen I7,.

Wir wollen nun zeigen, dafl der Integrand der Darstellung (4.27) fiir den im
Limes A — oo fithrenden und einzig nichtverschwindenden Beitrag zur Feynman-
Amplitude nach Einfiihrung der Sektoren (5.10) und der Variablentransformation
(5.12) tatsdchlich lokal integrabel ist. In Analogie zur Betrachtung im ersten Ab-
schnitt dieses Kapitels konnen wir hierbei die betragsméflig beschrankten Expo-
nentialfunktionen und (D')~%? ignorieren, wihrend die Funktionaldeterminante
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ggtgﬁé,; und der singulire Faktor von (D')~%? auf

Iy, . / /
1=1

fithren. Zu berticksichtigen ist nun noch der Rest des Integranden, der jetzt durch

K%f(ix()g ) d % gegeben ist. Im Gegensatz zur herkommli-

ein Polynom in

chen Theorie sind die Ausdriicke %;i beim Power-Counting nicht vernachléssig-
bar, da die Pseudo-Tree-Beitrage (2. Term in (4.32)) Pole besitzen. Durch Auf-
spalten von B, in Bfp; und B{ pp; erhalten wir eine Linearkombination von

Monomials der Form

/ / / ! / /
Beris,  Bervsy Berra  Beprur Kegmw  Kegwgus (5.17)
D’ D’ D’ D’ D’ D ’

wobei die Indices s; ... wg fiir leichte Parameter (d. h. a’s) stehen. Da die Fak-
toren % regulér sind, wenden wir uns gleich % zu und betrachten wir
zunichst eine beliebige dazu beitragende Schleife, d. h. eine die die Linie i
enthédlt. Lemma 2 besagt, daf Z};TDL(Hing a;)/ Z}l(Hing «;) eine Singula-
ritdt der Form (Hizio tr) "2 besitzt, wobei ig wiederum der kleinste Wert ist, fiir
den L' C I'j, gilt. Dies ist jedoch noch mit (3, njLajm§0)vj), einer Summe iiber
alle schweren Linien j der Schleife L, zu multiplizieren. Hierbei ist zu beriicksich-
tigen, daf} das darin auftretende o in der Notation dieses Kapitels gleich 3, mit
geeignetem a ist und der Substitution (5.12) unterliegt. Mit (5.14) folgt sofort
R;, = 1 Vi > i, so da} der singuldre Beitrag der Schleife L lediglich (Hizio t) "t
betragt. Dies ist, in Verbindung mit der Tatsache, da8$ ¢;, die Dimension Masse ™!
hat, duBerst plausibel, da die B”’s aus einem Impuls im Ziahler des Integranden
hervorgegangen sind, die K s hingegen aus zweien. Wir halten fest, dafl es fiir

B.. L :
eine t;l—Singularitat von —5;- notwendig ist, daf die Linie ¢ in einer Schleife des

Subgraphen I"; enthalten ist. Entsprechend verschirfen wir unter Verwendung
von Lemma 2 unsere frithere Aussage iiber KfDé;” dahingehend, daf fiir einen Pol
t; 2 die Linien 4 und j nicht nur in I’} sondern in einer Schleife dieses Subgraphen
liegen miissen. Unter Verwendung dieser Resultate ergibt sich, daf sich Gl. (5.17)

hochstens wie

[ (5.18)

verhélt, wobei N(I'}) die Anzahl der Indices u; ... wp ist, die in den Schleifen
der I"-Subgraphen I" enthalten sind. Wenn wir nun jedem I'; C IV mit I'; C T’
den Subgraphen zuordnen, der aus allen (leichten und schweren) Linien besteht,
die in den Schleifen von I', liegen, ergibt sich S(I'}) = Ig(I';), @ > I.(I';) sowie
N(T%) < Dp(T;). Wenn der Graph I' gemi8 Power-Counting endlich ist, die
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Bedingung (3.16, 5.6) somit insbesondere fiir die Subgraphen I'; erfiillt ist, folgt
aus obigen Abschéatzungen

2 — dL(I) + S(I) — N(I}) > 2I,(T) + Is(T3) — dL(T;) — D(Ty) > 0 (5.19)

und somit die gewiinschte lokale Integrabilitét.

Wesentlich fiir dieses Ergebnis war die Variablentransformation (5.12), bei
der mit R;, = RY, die kleinsten Werte gewiihlt wurden, die zur Beseitigung der
Singularitidten von (5.7) ausreichend waren. Durch ausreichend grofie Wahl der
R;, konnte man mittels der Funktionaldeterminante (5.15) alle denkbaren UV-
Divergenzen beseitigen. Dann bekdme man natiirlich an anderer Stelle Schwierig-
keiten, und zwar beim Limes ¢ — 0, den wir im néchsten Abschnitt betrachten
werden.

Die Tatsache, daf fiir die Variablentransformation (5.12) und die Wahl der
R;, weniger die Subgraphen I", des reduzierten Graphen I als vielmehr dessen
Schleifen-Struktur mafigebend waren, ist ein Indiz dafiir, dal die Betrachtungen
dieses Abschnitts sich durch eine andere Parametrisierung der leichten Parameter
« in eine elegantere Form bringen lassen. Es handelt sich dabei um die eine
oder andere Form der ‘labeled singularity families’, wie sie bei der Behandlung
der analytischen und dimensionalen Renormierung [40, 26] Anwendung finden.
Insbesondere fiir eine griindlichere Untersuchung der analytischen Eigenschaften
erscheint deren Verwendung unerlafilich, was jedoch einer spéteren Betrachtung
vorbehalten bleiben mu#.
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Kapitel 6

Analytische Eigenschaften der
HQET

In diesem Kapitel werden wir zunédchst Landau-Gleichungen fiir die effektive
Theorie in einer gemischten Darstellung analog zu (3.39-3.41) herleiten. Bei der
Ubersetzung dieser Bedingungen in eine reine Parameterform, vergleichbar mit
(3.36, 3.37) wird sich zeigen, daf deren Losungen selbst im Fall reeller p und v
nicht alle Singularitdten der Feynman-Amplitude liefern, weshalb eine Untersu-
chung der Parameterdarstellung unumgénglich ist.

6.1 (Gemischte Darstellung

Wie in Abschnitt 2.3 erwdhnt wurde, ist die Parametrisierung der d&ufleren Impul-
se geméB (2.10) dquivalent zur Addition von )\mgo)vi zum Impuls k; einer jeden
schweren Linie. Mit (2.9) und der Substitution (4.15) wird das Gleichungssystem
(3.39-3.41) zu

1€l
Z nilaik‘i + Z nﬂaj(mgo)vj + )\_1]{5]') =0 Vie Ll (62)
1€1L J€Ls
a(k2—m?) =0 Viel, (6.3)
a;(2mPv; ki + A2 =0 Vie s (6.4)

Solange A und somit die schweren Massen und harten Impulse endlich sind, hat
dieses System die gleiche Struktur wie in der urspriinglichen Theorie. Jedem
p € R*Z=D derart daB (3.39-3.41) eine Losung besitzt, entspricht im Raum der
Restimpulse eine Singularitét p.

Durch den Grenziibergang A — oo und Umbenennung der schweren Parame-

45
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ter in (3; gelangt man schliellich zu folgenden Gleichungen:

> eiki+p=0 VjieV (6.5)
i€
Z nilaiki —+ Z njlﬂjmg»o)vj =0 Vie L (66)
€Ly, Jj€Ls
ik —m}) =0 VieI, (6.7)

Daf die Gleichungssysteme (6.1-6.4) bzw. (6.5-6.8) in Analogie zu (3.39-3.41)
aus einer gemischten Integraldarstellung der Form (3.45) hervorgehen, wenn man
von den Propagatoren (2.13) bzw. (2.14) ausgeht, liegt auf der Hand. Da hieraus
keineswegs folgt, dal das Gleichungen (6.5-6.8) die Singularitdten der Feynman-
Amplituden der effektiven Theorie tatsdchlich richtig beschreibt, wollen wir sie
im folgenden etwas genauer untersuchen, wobei wir analog zu Abschnitt 3.3 vor-
gehen.
Hierzu gehen wir von der Parameterdarstellung (3.12)

Q=Y aa? - )= 3 PHE S, (69)

i€T LeL &) jer
aus, setzen q; — ¢; + )xml(-o)vi, a; = B\~ fiir ¢ € Zg und erhalten fiir A — oo

Q' = Z oi(g; —my) + 2 Z ﬁjm§°)vj “qj

i€ly, j€Tsg
Dry (@)
-2 %(Z mroug + Y neBemPvs)?, (6.10)

wobei der Strich an D, Dr\;, wie iiblich bedeutet, dafl in dem betreffenden Aus-
druck die schweren Parameter gleich null zu setzen sind. Die Losung des linearen
Gleichungssystems (6.5-6.6) ist durch

D'(@) =1 e) 5= mnmPv) S ([ aw)  (6.11)
T1 j¢T1 i ZELL ];ﬁz PTDL kgPT

gegeben, und Einsetzen in (6.10) fiihrt natiirlich zum Verschwinden der Summe
tiber die Schleifen L. In Analogie zu (3.44) gilt

Q'

Do = qi2 — mf 1€1; (612)
a /
agi = 2m§0)v,~ -q; 1€, (6.13)

so daBl die Gleichungen (6.7-6.8) das Verschwinden von @’ und den Ableitungen
nach den Parametern implizieren. Die Existenz einer Losung von (6.5-6.8) fiihrt
somit tatsdchlich zu einer Landau-Singularitét.
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Die Beziehung zwischen den Losungen des Gleichungssystems (6.5-6.8) und
dem analytischen Verhalten sind komplizierter, falls der kontrahierte Graph
I’ schwere Schleifen enthilt. In diesem Fall werden die obigen Betrachtungen
ungiiltig, da Q' beim Nullsetzen der «;, i € 'Y divergiert. Die Sonderrolle derar-
tiger Graphen I" wird auch anhand der Gleichung (6.6) deutlich. Fiir jede schwere
Schleife [ in T reduziert sich (6.6) auf

Z njlﬂjm§0)vj = 0, (614)

J€Is

d. h. eine Konsistenzbedingung, die die unbekannten Variablen o und £ nicht
enthélt. Wenn die Geschwindigkeitsvektoren einer dieser schweren Schleifen linear
unabhingig sind, ist die betreffende Gleichung nicht 1sbar, sodaB T nicht zu einer
Landau-Singularitét fithren kann. Zur Klarung der Situation ist es unumggnglich,
die Pole von @) zu beseitigen, wozu wir im néchsten Abschnitt an Kapitel 5
ankniipfen.

6.2 Parameterdarstellung

Im Gegensatz zur urspriinglichen Theorie, bei der wir die Hepp-Sektoren nur
verwendet hatten, um die absolute Konverenz nachzuweisen, spielen sie bei der
effektiven Theorie eine wesentliche Rolle. Die Transformation (5.12) erschwert
allerdings die Untersuchung der analytischen Eigenschaften, da die in Tabelle 6.1
angegebenen Homogenitétseigenschaften verlorengehen. Um von diesen optima-

A B, Ky Beri | Bepr | K

Dl Dl D/ Dl Dl Dl

a 1 0 -1 0 | -1 | -1
i 0 1 2 0 1 |0
(@p) | 1 1 1 0 0 | -1
~ [xy|xaq-v) | xEE] 1 | Y| L

Tabelle 6.1: Homogenitétseigenschaften

len Gebrauch zu machen, éndern wir die bisherige Wahl der Integrationsvariablen
(5.11) wie folgt ab:

Ir—1

Q) = XY H t? (6.15)
j=i

I—1

Bo= X1-Y) [t 3, (6.16)
=1
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mit den Grenzen
0<X<oo, 0SY <1, >0, Y =1 (6.17)

Die relevanten graphentheoretischen Funktionen hingen von X und Y nur in Ge-
stalt der einfacher Faktoren ab, die in der letzten Zeile von Tabelle 6.1 angegeben
sind, so daf} wir z. B.

Ko(@p) (A=Y K,tpG)

= = d 6.18
Do) YD (049
schreiben werden. Die vollstédndige Funktionaldeterminante lautet
INay...ap,Br...Br) I—1yI-1y,I—1 I 1IL_1 2i—14+5(v:)
/La : S :2L—X_YL_(1_Y>S— Hti %’
a(tltll,_17616]s—l7X7Y) i=1
(6.19)
so daf} die Integration iiber X auf
1 -1 .
2LL=1P(] — Ld/2 — G)Z-I—Ld/2—G/ (11 dtit?z—l—FS(’yi))/
0 i=1 Aﬁ/
/1 dY(l o Y)Is+F—1ny—1—(Ld/2+F+G)+(I—Ld/2—G’)
0
1 Bé/Tl)sl R BélevsH Bévavul . Bé7PT)uF Kés’vlwl - KégvawG
(D/)2 D’ D’ D’ D’ D’ D’
o B K —(I-Ld/2—G)
Y2 e S ait)mi | +Y(1— V)5 + (1= Y)Z# + i€ (6.20)
€Ly,

fithrt. Im Interesse der Ubersichtlichkeit wurde die Abhingigkeit der graphischen
Funktionen von p, v, t, Q’ unterdriickt, wihrend der Integrand von Y nur in der
explizit dargestellten Weise abhéngt. Der Faktor Y ~(L4/2+F+G) riihrt von (D) ~4/2
sowie den Pseudo-Tree-Faktoren her, wihred Y(~L4/2=G) qurch Herauszichen
eines Faktors Y ! aus der eckigen Klammer entstanden ist. Der Exponent von Y
lautet also

oI, + Ig— Ld— F —2G — 1 (6.21)

und ist wegen F + 2G < Dy (I") groBer als —1, wenn der Graph I' als ganzer
die Power-Counting Bedingung (3.16) erfiillt. Auch der Exponent von (1 —Y) ist
wegen F' > 0 und Ig > 1 grofler als —1.

Diese Darstellung besitzt nun alle gewiinschten Eigenschaften: Das Integrati-
onsgebiet ist kompakt und der Ausdruck in der eckigen Klammer sowie der rest-
liche Integrand sind dort (und in einer offenen Umgebung) analytisch. Dies folgt
aus den bekannten Eigenschaften der graphentheoretischen Funktionen in einem
Hepp-Sektor und der Diskussion von K| /D' in Kapitel 5. Zu untersuchen wire
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nun der Limes € — 0 als Distribution bzgl. p bei gegebenen Geschwindigkeiten v
oder als analytische Funktion der invarianten Skalarprodukte. Wir werden uns an
dieser Stelle auf einige Bemerkungen zu den Landau-Singularitdten beschranken.
Relevant fiir diese sind die Nullstellen von
A B! K/
=Y - M| +Y1-Y)=2L+(1-Y) =2 6.22

Q (D, Tl +YQ-V)T -V (62)
am Rand bzw. die Pinches im Inneren des Integrationsgebietes, was u. a. auf die
Bedingungen

Q=0 (6.23)
o .,
Y=0VY=1V Q=0 (6.24)

fiihrt. Am Endpunkt Y = 1 reduziert sich @' auf die Funktion Q = %,, —
Sier, aym? des reduzierten Graphen I", die von den g’ unabhéngig ist. Dessen
Singularitéiten sind daher auch solche des Graphen I', was nicht weiter tiberrascht,
da die harten Impulse ~ X an I'' vorbeiflieBen. Weniger trivial sind Losungen von
8%@’ =0, Y # 0,1, da diese auf Bedingungen an p und v fithren. An der Inte-
grationsgrenze Y = 0, auf die wir uns in der Folge konzentrieren werden, bleibt
von Q' nur K/ /D' unabhéngig von den d&uferen Impulen p, iibrig. Daher kénnen
die entsprechenden Singularititen, die wir als ‘Geschwindigkeits-Singularititen’
bezeichen wollen, dazu fithren, daf§ der Limes ¢ — 0 fiir alle Werte von p nicht
existiert.

Zuniichst wollen wir zeigen, dafl die Wahl eines R;, in (5.12) grofer als RY,

gem. (5.14) zu einer Endpoint-Singularitét fithrt. Hierzu nehmen wir R, ,, > R?oao
an. An der Stelle 8! = 644, reduziert sich K /D’ auf

/ IL—l IR

VV,a0a0 t iaQ 625

D/ 21;[1 3 Y ( )
was sich fiir ¢;;, — 0 wie

2(Rigag—R2 . )
by, oo (6.26)

verhdlt. Bei Y = 0, 3] = 0qqq, ti, = 0 liegt somit unabhéngig von p und v eine
Endpoint-Singularitét vor. Ob diese zur Divergenz des Integrals fiir ¢ — 0 fiihrt,
miifite eine genauere Betrachtung zeigen.

In Abschnitt 6.1 hatten wir gesehen, daf3 diejenigen Landau-Singularitdten
einer genaueren Untersuchung bediirfen, deren kontrahierter Graph I' schwere
Schleifen enthélt, also solche, die nur aus schweren Linien bestehen. Anstelle einer
vollsténdigen Analyse, die den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, werden wir
uns darauf beschrinken zu zeigen, dafl bereits die Existenz einer nichttrivialen

(f # 0) Losung der Gleichung
> iz B v; = 0 (6.27)

i€lg
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fiir eine beliebige Schleife L zu einer Singularitéit fithrt. Da in (6.27) nur iber die
schweren Linien der Schleife L summiert wird, ist es moglich, dal verschiedene
Schleifen L auf (6.27) fiihren. In diesem Fall wihlen wir diejenige, die die ge-
ringste Zahl (V) leichter Linien enthélt. Wir betrachten einen Sektor II, bei dem
diesen leichten Linien die N kleinsten a-Parameter, d. h. amnq) . .. any) zugeord-
net werden. Wenn man nun die #’-Parameter aller schweren Linien, die nicht in
L liegen, sowie ty4; ...t —1 gleich null setzt, reduziert sich

Ky Dr\s ) T R
D = - Z D (Z niLﬁimi v; H tj ) (628)
L i€Tg j=1
auf den Beitrag der Schleife L, proportional zu
(> i Bim{”v;)2. (6.29)

i€lg

Wenn es 3" gibt, derart daB8 o7, niLﬁ{mgo)vi orthogonal auf allen v; mit ¢ €
L, (5! # 0 ist, verschwindet K/ /D’ mitsamt den Ableitungen nach 3/, i € Zg(L)
und t; ...ty, womit die Bedingungen fiir eine Singularitét erfiillt sind. Insbeson-
dere gilt dies, wenn Gleichung (6.27) eine Losung besitzt, die Geschwindigkeiten
der Schleife L also linear abhéngig sind. Dafl zwischen diesen Singularitdten und
den ‘mixed second-type singularities’ der herkémmlichen Stérungstheorie [41, 39
ein Zusammenhang besteht, liegt auf der Hand, soll jedoch an dieser Stelle nicht
weiter verfolgt werden, da wir uns in erster Linie fiir die Singularitdten auf dem
physikalischen Blatt interessieren. Damit eine solche vorliegt miissen die ﬁ' in
(6.27) reell und nichtnegativ sein, sodafl lineare Abhéngigkeit der Geschwindig-
keiten v nicht ausreicht. Dies wird anhand des einfachsten nichttrivialen Falles,
einer Schleife mit zwei schweren Linien ¢ und j deutlich, fiir den (6.27) zu

mLﬁimgo)vi + njLﬂjm§0)vj =0 (630)
wird. Die Bedingung fiir die Existenz einer Losung 3;, 5; > 0 lautet damit
V; = :|:’Uj fiir iLn;L = :Fl (631)

Von den Singularitdten am Endpunkt Y = 0 sind diese zweifellos die wichtigsten.
Ob es weitere gibt, sowie das Verhalten der Feynman-Amplituden in deren Um-
gebung muf} einer spéteren Untersuchung vorbehalten bleiben. Die physikalische
Bedeutung der Gleichung (6.31) wird anhand zweier einfacher Beispiele deutlich,
die wir in Anhang D.2 ndher betrachten werden:

Im ersten Fall liegt die Singularitét fiir v; = vy vor, d. h. bei Streuung zweier
schwerer Quarks mit gleicher Geschwindigkeit. Bezogen auf den Box-Graphen
wurde hierauf schon in [6] hingewiesen, obige Betrachtung gilt dagegen fiir be-
liebig komplexe Graphen. Die Geschwindigkeitssingularitidt des rechten Graphen
tritt bei v1 = —wvy auf, d. h. wenn die Linien 1 und 2 ein schweres Quark und
Antiquark mit gleicher physikalischer Geschwindigkeit darstellen, was einem Paa-
rerzeugungsprozef entspricht.
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q
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Abbildung 6.1: Ein-Schleifen-Graphen mit zwei schweren Linien

o1
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Kapitel 7

Renormierung divergenter
Graphen

7.1 BPHZ-Renormierung in Parameterdarstel-
lung

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir hinreichende Bedingungen fiir die UV-
Konvergenz von Feynman-Amplituden hergeleitet. Man kann zwar auch notwen-
dige Bedingungen angeben, diese sind jedoch weniger wichtig, da man ohnehin
haufig Ubersubtraktionen vornimmt. Die klassische Methode zur physikalisch
konsistenten Beseitigung der UV-Divergenzen besteht in der Einfiihrung eines
UV-Cutoffs A (in der Parameterdarstellung am einfachsten durch Abschneiden
der a-Integrationen an der unteren Grenze) und geeigneter cutoff-abhéangiger Mo-
difikation der Kopplungen, derart, dafl der Limes A — oo existiert. Wahrend die-
se Vorgehensweise (neben anderen) in der konstruktiven QFT (s. z. B. [5]) nach
wie vor ihre Berechtigung hat, ist die von Bogolubov und Parasiuk angegebene
[29, 30] fiir eine systematische Untersuchung der Stoérungsreihe zweckméBiger.
Hierbei bestimmt man, fiir jeden Feynman-Graphen I' getrennt, auf rekursive
Weise die Beitrdge der Counterterme in der Lagrange-Dichte zu I' und seinen
Subgraphen. In Zimmermanns Formulierung [31] geschieht dies durch Ersetzung
des urspriinglichen Integranden Ir(p, k) in der Impulsdarstellung durch den re-
normierten Integranden Rr(p, k), mit dem

Tf‘a,ren = /dE RF(]_j; E) (71)

absolut konvergiert! , so dafl die Einfithrung eines Cutoff véllig entfallen kann.

'Die angegebene Vorschrift macht beliebige Feynman-Amplituden endlich, unabhéingig da-
von, ob diese einer renormierbaren oder nichtrenormierbaren Theorie entstammen. Der Unter-
schied zwischen diesen manifestiert sich lediglich in der Anzahl der erforderlichen Renormie-
rungsbedingungen, die nur bei renormierbaren Theorien endlich ist [28].
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Als ‘Renormalization-Parts’ bezeichnen wir diejenigen ein-teilchen-irredu-
ziblen generalisierten Vertices 7, deren Divergenzgrad nichtnegativ ist (5() > 0).
Nach Bogolubov/Parasiuk setzt man

o (1-— T5 NRr T ist Renormalization-Part (7.2)
L= Rr T ist kein Renormalization-Part '
wobei Ry rekursiv durch
R =1+ Z V)V e H :n% E ) (7.3)

=1

definiert ist. Die Summe Y, lduft iiber alle Mengen C' = {7;...7.} disjunk-
ter Renormalization-Parts, wobei C' = {7} ausgeschlossen ist. I/, .. ist der
(unrenormierte) Integrand des Graphen, der aus 7 hervorgeht, wenn man die Re-
normalization-Parts ~; ...7,. zu Punkten kontrahiert, der also 1nsbesondere nur
aus Linien besteht, die Verschledene Renormalization-Parts verbinden. T R ist
das Taylor-Polynom der Ordnung () der Amplitude des Graphen ~ bezughch
seiner unabhéngigen dufleren Impulse. Fiir eine Motivation dieser Definitionen s.
[29].

Die explizite Losung der Gleichungen (7.2-7.3) wird (in extrem kompakter
Notation) durch die sog. ‘Waldformel’ angegeben:

Re =3 (1 T (7.4)

F ~eF

Summiert wird hier iiber alle Wilder (forests) F aus Renormalization-Parts, wo-
bei der leere Wald F' = () auf den unsubtrahierten Integranden I fiihrt. Die
Anordnung der Taylor-Operatoren ist so zu wihlen, daf§ T} links von 7). steht,
wenn 7y, D s gilt, wihrend sie fiir disjunkte Graphen irrelevant ist. Falls I" selbst
Renormalization-Part ist, tritt jeder Wald in einer Version mit bzw. ohne I' als
Element auf, was der Wirkung von (1 — 7)) in (7.2) entspricht. Fiir den rein
kombinatorischen Beweis s. z. B. [31]%. Auf die einfache Form

Rp=[[(1 = T29) I (7.5)

T

reduziert sich (7.4) genau dann, wenn alle Renormalization-Parts paarweise nicht-
iiberlappend sind.

Im Rahmen der Renormierungstheorie im Impulsraum spielt die Diskussion
‘zuléssiger’ Parametrisierungen der inneren Impulse als Funktionen der dufleren

2Dort werden Renormalization- Parts lediglich als oberflichlich divergente 1PI-Subgraphen
definiert, also ohne die Forderung nach Vollstéindigkeit. Wie Zimmermann spiiter (Beitrag zu
[45]) gezeigt hat, fallen die dadurch gegeniiber BPH hinzukommenden Terme automatisch her-
aus, so dafl beide Definitionen dquivalent sind.
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und der Schleifenimpulse eine grofie Rolle. Da sich die vorliegende Arbeit auf die
Parameterdarstellung stiitzt, die davon manifest unabhéngig ist, werden wir hier
lediglich die Ubersetzung von (7.4) in diese Darstellung behandeln. Wir beginnen,
indem wir das Spinpolynom Z(k, p) in Monome (ohne Lorentz-Indices) zerlegen

E]_? ZK Hpmx1Hk"xa’ (76)

wobei wir jeweils nur einen Term x betrachten und die Konstante K, ignorieren.
Zunéchst sei eine Amplitude ohne Subdivergenzen betrachtet, auf die also nur
T If(r) anzuwenden ist. Dazu dquivalent sind die Skalierung aller &ufleren Impulse

p mit ¢ und Anwendung des Operators Tg (F), der anschlielend ( = 1 setzt. Da
die Linienimpulse k& von den &ufleren Impulsen unabhéngig sind, ergibt sich

My 1 Nx
4
.. /] Hd el | L
1%
(1 . Tg( ) Mx—4V 1) H p] _'_Z‘Sjlzl)’ (77>
7j=1 =1

Auf Graphen mit beliebigen Subdivergenzen kann man (7.7) leicht verallgemei-
nern, da jeder Wald F' nur nichtiiberlappende Subgraphen I'; enthélt, so dafi man
fiir jeden von diesen eine Skalenvariable (; einfiihrt:

MX
4
ul;[lpmx’“/Hd — m? —Hev :
ST (=7209) T M=V 00D T 6% +Z€ﬂ_ - (78)

<

mit

o] = H Ct- (79)

v¢3l

M, (7s) bezeichnet die Anzahl der Faktoren p,, ., die von Vertices herriihren,
die im Subgraphen =, liegen. Der Ubergang zur Parameterdarstellung erfolgt
analog zu Anhang B, wobei die Deltadistributionen in (B.1) durch die in (7.8) zu
ersetzen sind. Die Mitnahme der Faktoren ¢; bei den Umformungen fiihrt anstelle
von (B.20) auf den Ausdruck

Ala',p) + Bla/,p.€) + K(,£) (7.10)

41 (y;
QIV5 sz H C g D( )

i=1 v EF (— )2
mit

o, = oo? und & = &0 (7.11)
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Da die ~; zusammenhéingend sind, gilt I(y;) — V(v;) + 1 = L(v;), so dafi wir
erhalten:

RS | YRR GRS op | (e
pmx’i / da e ZCV] m-—ZE ™
i=1 0 =1 Za&ul F y.€F
A B Ko, ¢
H Ciwx(“/s)+4L(’Ys) e expi (_ ’—) + (Q ’]_)/’ g ) + (Q ’§ ) (712)
vsE€F D(g> D(Q) ‘5:0

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl der Ausdruck in der letzten Zeile fiir a >
0,¢ > 0 eine gemeinsame Taylor-Entwicklung in den ¢ besitzt: A/D und B/D
bereiten ohnehin keine Schwierigkeiten, wihrend die Pole von D(a’)~2 bzgl. der ¢
K(a'¢)
D(a)

durch den Faktor 1, ¢p (202 kompenswrt werden. Was

das ¢;?-Verhalten von Zrror (H’f” ) i1 Fall L C ; dadurch ausgeglichen, daf

geméB (7.11) (X4 merée)? einen Faktor ¢? liefert. Die Differentiationen nach £ und
die Taylorentwicklung in ¢ sind somit vertauschbar, so dafl man

angeht, so wird

Hpm,“/ Hda] —ioj (m7 —ie) Z H S(yr) ng w)+Nx(%)+4L(%))

F yeF

N9 1 Al Bla ,
{l:Hl(Eagnx,l) D()? expi (a'p) + E) (aﬂ 9 K(a 5)}50 (7.13)
schreiben kann. Mit (3.15) kann
H (_Tci(%) CTMX('YT)+NX(~,T)+4L(%)) (7.14)
weF
durch
H (_72:21(%)+U(%)) (7.15)

yr€F

ersetzt werden, wobei 7 die Laurent-Entwicklung bzgl. ¢ bis zur Potenz ("
extrahiert (fiir weitere Eigenschaften siehe [33, 34]). Bei BPHZ-Renormierung
sind die ‘Ubersubtraktionskoeffizienten” U(~,.) durch

U(vr) = D(v) = My () — Ny(v) > 0 (7.16)

gegeben und rithren daher, dafl die Monomials y in (7.6) im allgemeinen nicht den
maximalen Grad D(+,) besitzen. Eine andere Wahl dieser Koeffizienten fiihrt auf
renormierte Amplituden, sich von denen geméfi BPHZ durch endliche Renormie-
rungen unterscheiden. Insbesondere entspricht U(+,) = 0 der minimal méglichen
Renormierung.
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Daf (7.13) fiir jeden Term x ein absolut konvergentes Integral darstellt, be-
weist man am einfachsten in zwei Schritten. Zuerst zeigt man [33, 34]), daf der

Operator
ST (—7 ooy, (7.17)

F ’\/TEF

bei Anwendung auf die geschweifte Klammer in (7.13) durch einen Operator
ersetzt werden kann, der von der Topologie des betrachteten Graphen voéllig un-
abhéngig ist. Eine Moglichkeit hierfiir ist die sog. Renormierung iiber Nester [34]
mittels des Operators

1 + Z H 2I(S +U(S)))’ (718)

N SeN

wobei unter einem Nest N eine nichtleere, bzgl. Inklusion total geordnete Familie
von Teilmengen aus Zr verstanden wird und 7g auf die a—Parameter in S wirkt.
Hierzu dquivalent [33, 34] ist der Operator

H (1 . 72:21(’77")"‘[](%))’ (719)

reX

bei dem die Menge X zunéchst alle Renormalization-Parts enthélt, jedoch oh-
ne Anderung des Ergebnisses auf alle divergenten Subgraphen (gleichgiiltig ob
zusammenhiingend, 1PI, vollstindig) oder gar alle 2/ — 1 Subgraphen von I aus-
gedehnt werden kann. Bei dieser Darstellung ist auch die Anordnung der (1 —7)-
Faktoren beliebig. Gl. (7.19) erinnert an (7.5), setzt aber nicht voraus, daf die
Renormalization-Parts nicht iiberlappen. Unter Verwendung der Darstellungen
(7.18) bzw. (7.19) und unter gewissen Bedingungen an die Ubersubtraktions-
Koeffizienten U(7;) (die insbesondere durch U(y;) = 0 und (7.16) erfiillt werden),
gestalten sich die Konvergenzbeweise ([34] bzw. [35, 36]) relativ einfach. Eine zen-
trale Rolle spielt bei diesen Beweisen die Tatsache, daf§ der Integrand in (7.13)
bzgl. der Skalenvariablen ¢ eine gemeinsame Laurent-Entwicklung besitzt, solange
nur die Graphen +, nicht-iiberlappend sind.

7.2 HQET: Erste Uberlegungen

Feynman-Amplituden, die in der vollen Theorie divergieren, miissen selbst-
verstandlich renormiert werden, bevor man den Limes A — oo untersuchen
kann, wobei das asymptotische Verhalten von den dabei zugrundegelegten Renor-
mierungsbedingungen abhéngen wird. Ob die verwendete Subtraktionsmethode
(BPHZ, dimensional, analytisch,...) direkt zur Einhaltung dieser Bedingungen
fithrt oder zu diesem Zweck endliche Counterterme in die Lagrangedichte ein-
gefithrt wurden, ist hingegen irrelevant; es liegt jedoch nahe, eine Impulsraum-
Renormierungsmethode zu verwenden, da der heavy-quark Limes die dufleren
Impulse involviert.
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Zur Motivation der in Abschnitt 7.3 zugrundegelegten Renormierungsvor-
schrift soll zunéchst kurz der einfachste divergente Graph, die Selbstenergie eines
schweren Teilchens, in Einschleifenordnung diskutiert werden. In Anhang D.3
wird das entsprechende Feynman-Integral der vollen Theorie gemafi BPHZ re-
normiert, wobei der Renormierungspunkt durch den Index 0 bzw. v angedeutet
wird. Mit der Ersetzung p = p + mv, m = Amy ergibt sich dann fiir A — oo

2

S(3) = —1e—51" {—Amo(1 + 5) — X 20 5(1 + ) = T+ (0 Y
HU P00 +v-p)+moF (D) +o(1) - (7.20)
mit
F(X) = /01 % [ln <a2:1—22 + (1 —a)* —2a(1 — oz)X+z'O> + 2a(1 +X)] .

(7.21)
Dieses O(A)-Verhalten ist leicht zu verstehen. Wéhrend bei dem unrenormierten
Integranden die gegen unendlich strebenden Massen durch die &ufleren Impulse
kompensiert werden, was fiir A — 0o zu einem nichttrivialen Grenzwert fiihren
wiirde, wenn es die UV-Divergenz nicht gibe, ist dies bei den Countertermen
nicht der Fall. Daher verschwinden diese fiir m — oo, so dafl das O(\)-Verhalten
gerade die urspriingliche lineare Divergenz wiederspiegelt, in weitgehender Ana-
logie zur Pauli-Villars Regularisierung. Man konnte nun in eine detaillierte Un-
tersuchung des asymptotischen Verhaltens fiir A — oo eintreten, mit dem Ziel
die Divergenzen durch eine geeignete Wahl endlicher (fiir A < oo) Counter-
terme zu eliminieren. Ein solches Programm wurde in [38] fiir den Limes ver-
schwindender Masse in der ¢}-Theorie durchgefiihrt und mit der Angabe eines
R-Operators abgeschlossen, der bei Anwendung auf die masselosen Feynman-
Integrale direkt auf das entsprechende Ergebnis fithrt. Im Fall der HQET 148t
sich dieser Weg gliicklicherweise abkiirzen, da die Losung auf der Hand liegt:
Die divergenten (Sub-)Graphen sind nicht durch Taylor-Entwicklung bzgl. ih-
rer dufleren Impulse p, sondern hinsichtlich der Restimpulse p zu renormieren,
was der Wahl von null verschiedener Renormierungspunkte in der urspriingli-
chen Theorie entspricht. Eine solche Vorgehensweise wurde gelegentlich (Gomes,
Mitter,...) zur Renormierung masseloser Theorien vorgeschlagen, konnte sich
jedoch nicht gegen das Lowenstein-Zimmermannsche Verfahren durchsetzen, da
durch die Einfithrung weitgehend willkiirlicher Hilfs-Vierervektoren die Lorentz-
Kovarianz verlorengeht. In der HQET stellt dies natiirlich kein Problem dar,
da sich die harten Impulse in (2.10) als Renormierungspunkte aufdréngen. Im
Fall der schweren Selbstenergie belduft sich dieses Verfahren auf die Ersetzung
p = p+ mv,m = Amg und die Subtraktion des Taylor-Polynoms 1. Grades bzgl.
p. Die hieraus hervorgehende Funktion besitzt fiir A — oo den Grenzwert
2

v-p

2, () = —— v“(lwm{mo(F(m)—F<o>>+v-mn%}. (7.22)

1672
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Wiéhrend die bei p = 0 renormierte Selbstenergie in der vollen Theorie auch fiir
m # 0, = 0 existiert, divergiert sie fiir p — 0, falls auf der Massenschale re-
normiert wurde. Aufgrund der Analogie zur on-shell Renormierung ist auch der
Ausdruck (7.22) IR-divergent. Eine nidhere Untersuchung der Infrarotdivergenzen
in der HQET wire wiinschenswert, wird in dieser Arbeit jedoch nicht unternom-
men.

Zum Vergleich seien noch (ohne Rechnung) die entsprechenden Ausdriicke fiir
den Vertexgraphen nach BPHZ-

Mb(7.0) = 7oy {201+ A — 1) v = o
H (D) -, o) (2

bzw. modifizierter BPHZ-Renormierung
3

1672

2

o (U (2D - P 1 0 (2

A(D,q) =

angegeben. In der HQET ist der renormierte Vertex (7.24) erheblich einfacher
als in der urspriinglichen Theorie, ja er ist im wesentlichen nichts anderes als die
Differenz zweier Selbstenergien,

A (D, q) = eﬂ(zv(ﬁ) -5, +9) (7.25)

was fiir ¢ — 0 gerade die Ward-Identitét ist.

7.3 HQET: Vollstindige Formulierung

7.3.1 Modifizierter R-Operator fiir die intermediire
Theorie

In Abschnitt 7.2 hatten wir argumentiert, daf§ die Renormierung der interme-
didren Theorie im Hinblick auf den Grenziibergang A — oo nicht durch Taylor-
Subtraktion bzgl. der p sondern bzgl. der p = p + O()) vorzunehmen ist, was
einer Definition der Renormierungspunkte durch die harten Impulse entspricht.
Zur Ubersetzung dieser Vorschrift in die Parameterdarstellung betrachten wir er-
neut Gl (7.8) und nehmen die Ersetzung (2.10) vor. Geméafi Anmerkung 1 in Kap.
4 enthalt der Faktor HUMQI Pm,.. keine harten Anteile, so daf} dieser zu HUMQI Py
wird. Im {ibrigen ist nur der letzte Faktor in (7.8) betroffen, der zu

4 3 I k
I14" (pj + Y en(=— Am?‘”w)) (7.26)
j=1

=1 01
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wird. Der Ubergang zu heavy-quark Renormierungsbedingungen gemif Ab-
schnitt 7.2 besteht nun lediglich in der Ersetzung dieses Ausdrucks durch

H54 (ﬁy"‘ZEyl Aml ”l), (7.27)

was der Substitution
v — v =07 " (7.28)

entspricht. Die sich anschlieende Einfiihrung von Parametern und Integration
iiber die Impulse verlduft wie gewohnt. Insbesondere ist der erste Term im Expo-
nenten von (4.6) unabhéngig von ¢, so daf§ dessen Kompensierung der schweren
Massen durch die Renormierung nicht beeintréchtigt wird. Damit ergibt sich die
renormierte Amplitude der intermedidren Theorie in Analogie zu (4.8) und (7.12)
als

M
l_ipvmm /oo ﬁ(daje—ea] ZZEIL aym? Z H MX(’Yr)+4L(7r))
i=1 0 ;=

F 'Y'reF
ﬁ(l 0 )exszg(g/’é’ v, §) + Kee(a,€)
t=1 8£nx,t D(Q/)
1 A(d,p) + By(a,p,v') + Ky (a0
expi——= = . (7.29)
D(a/)? D(a/) |€=0
Die topologischen Funktionen sind wieder durch (4.9-4.14) gegeben, nun aber mit

den gestrichenen Argumenten o/, v’, ¢, die iiber

aj=a;0;, E§=E&o0i, vi=v0;" (7.30)

und (7.9) von ( abhéngen. Davon, da8 der Exponent auch mit (7.28) keine Pole
bzgl. der Skalenvariablen ¢ besitzt, kann man sich wiederum durch einfaches
Potenzzihlen iiberzeugen.

Es ist instruktiv, die Abhéngigkeit der graphentheoretischen Funktionen von
(r zu betrachten (unabhéngig davon, ob I' Renormalization-Part ist). Man sieht
sofort, dafl 5 -
~GL F e S e (731)
Bei dem Quotienten (vgl. (4.13)) ist der Term Y ; p proportional zu (r, die
beiden anderen sind von (r unabhéingig. Hieraus fong,t, dal Taylorentwicklung
bzgl. (r tatsichlich dquivalent zu solcher bzgl. der &ufleren Impulse p ist. Keines
besonderen Beweises bedarf die Tatsache, daf§ die renormierte Amplitude (7.29)
fiir 0 < e, A < oo absolut konvergiert, da sich die verwendete Vorschrift wegen A <
oo nur um eine endliche Renormierung vom herkémmlichen BPHZ-Formalismus
unterscheidet. Zu untersuchen wéren nun die Grenziibergéinge ¢ — 0, A\ — oo
(in dieser Reihenfolge). Wie schon bei den konvergenten Graphen werden wir
stattdessen den Limes A — oo formal im Integranden vollziehen.

ol O
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7.3.2 BPHZ-Renormierung der HQET

Die einzige Modifikation gegeniiber der in Kap. 4 durchgefiihrten Betrachtung
unrenormierter Amplituden besteht darin, da man die ¢ {iberall mitnehmen
muB. Die Abfaktorisierung der Spinterme 1+¢; der schweren Propagatoren (4.26)
funktioniert auch nach der Renormierung, so dafl nur noch die graphischen Funk-
tionen durch die gestrichenen (4.28-4.33) zu ersetzen sind. Diese héngen von den
schweren Parametern nur noch durch Faktoren der Form

QOéimZ(-O)’UZ' ~ 0; 1 € IL (732)

ab, so dafl wir die ¢ anstelle von (7.30) auch durch

a; o; of i €I (7.33)
ar = ooy i €ZIg (7.34)
& = &oi (7.35)

einfiihren konnen. Damit erhalt man fiir die renormierte effektive Theorie in
Analogie zu (7.13) die Darstellung

Hpmxl/ Hda] GIL & JZ H T_2IL(’Y7« Is(%)-i-U(’yT))

F 'YTEF
N ~
x1 9 Bi(d,p,v, &) + Kie(d, §)
I ) expi———= = =
{ 108, D) =0
A, p) + B (o, p,v) + K, (,v)
D)’ exp i D'(a) (7.36)
mit
U(vr) = Dr(v) — My () — Ny(r) 2 0. (7.37)

Im ersten Abschnitt wurde erwéhnt, dafl fiir die Parameterdarstellung konven-
tioneller Theorien eine Vielzahl moglicher R-Operatoren existiert. Diese sind je-
doch sédmtlich dquivalent zur Darstellung (7.4), bei der iiber alle Walder zusam-
menhéngender, irreduzibler, vollstdndiger und divergenter Subgraphen summiert
wird, die daher nur genau die Subtraktionen enthélt, die zur Sicherstellung der
Konvergenz erforderlich sind. Aus diesem Grund wird sie als Ausgangspunkt bei
unserer Diskussion der Renormierung der HQET dienen. Zu beriicksichtigen ist
hierbei, dafl in der effektiven Theorie der Integrand bei Skalierung der « eines
beliebig gewiithlten Subgraphen X C I’ mit (% bzw. (x nur dann einen Pol endli-
cher Ordnung bzgl. { besitzt, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Alle schweren
Linien in I', die zusammen mit den lelchten Linien in X Schleifen bilden, miissen
is X enthalten sein, da andernfalls Kvv oinen Pol erster Ordnung bei (x = 0 hat.

D’
Daf dies durch die oben genannte Renormierungsvorschrift keineswegs garantiert
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3
r L/vs q
l
. 1 2
p
i 2 1
q
4 ~

Abbildung 7.1:

wird, 148t sich anhand eines einfachen Graphen verdeutlichen: Renormalization-
Parts im oben definierten Sinn sind neben dem vollen Graphen I' die Subgraphen
m =1{1,2,3}, 72 ={1,2,4} und 73 = {3,4}, so daBl der R-Operator durch

R=(1-TH)(1-T) -T) - 1T7) (7.38)
gegeben ist. Wegen
K, 1 1
F = —(almgo)vl + Oégmgo)vg)2(a—3 + Oé_4) (739)

bereitet der Operator T. 33 offensichtlich Schwierigkeiten. Dies ist nicht weiter
tiberraschend, da der Graph I'/v3 eine Schleife aus schweren Quarks enthilt.
Ankniipfend an die Argumentation in Kap. 2 erscheint es offensichtlich, dafl der
zugehorige Counterterm, der fiir A < oo wohldefiniert ist, im Limes A — oo
verschwindet, bei der Renormierung der effektiven Theorie daher von vornherein
wegzulassen ist. Um dies zu rechtfertigen, miifite man den Limes A — oo der
renormierten intermedidren Theorie genauer untersuchen, was hier jedoch nicht
geschehen soll. Anstelle dessen erweitern wir die Definition der Renormalization-
Parts um die Forderung, dafl diese mit je zwei auf ein und derselben schweren Spur
liegenden Vertices auch alle dazwischen liegenden enthalten miissen. Hierdurch
ist sichergestellt, dafl der Integrand bzgl. der Skalenparameter ¢ keine wesentli-
chen Singularitéiten besitzt. Damit ist die Definition des renormierten Integranden
abgeschlossen.
Wie schon die renormierte heavy-quark Selbstenergie

o dadB ey @282, s @y
Sg ~ / —O‘f et =im O (2D 1 _ gm0y . ) (7.40)
0 «

zeigt, wird die Darstellung (7.36) i. d. R. ebensowenig auf absolut konvergente
Integrale fiithren, wie dies fiir power-counting-endliche Graphen der Fall ist (vgl.
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Kap. 5). Daher ist auch bei der Renormierung die Parametrisierung gem. (5.10)
und (5.12) notwendig, durch die die Pole von K /D’ beseitigt und die Konvergenz
bei kleinen Parametern verbessert wird. Zum Beweis der absoluten Konvergenz
dieser Darstellung des renormierten Integrals verfihrt man anschlieffend wie in
[34] unter Verwendung der sog. Q-Konstruktion. Aufgrund des grofien notationel-
len Aufwandes fiir diese Konstruktion wird dies hier jedoch nicht durchgefiihrt,
sondern auf spitere Untersuchungen verwiesen.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit bestand darin, durch Anwendung des wohlbekannten gra-
phentheoretischen Formalismus einige grundsétzliche Fragen bzgl. der effekti-
ven Theorie fiir schwere Quarks zu kldren. Hierzu wurden explizite graphische
Regeln fiir die Schwingerparameterdarstellung von Feynman-Amplituden mit
schweren Propagatoren angegeben. Die qualitativ unterschiedlichen Eigenschaf-
ten dieser Darstellung (wesentliche Singularitdten des Integranden) gegeniiber
der herkommlichen wurden durch Untersuchung des heavy-quark-Limes A — oo
beleuchtet und unter Verwendung von Hepp-Sektoren fiir den reduzierten Gra-
phen IV wurde ein Power-Counting Theorem angegeben. Die Formulierung der
BPHZ-Renormierung in Parameterdarstellung durch Bergere, Zuber und Lam
wurde durch eine Anderung des Renormierungspunktes an die intermediéire Theo-
rie angepaflt, woraus eine Renormierungsvorschrift fiir die effektive Theorie folgte.
Zur Untersuchung der analytischen Eigenschaften von Feynman-Amplituden der
HQET wurden Landau-Gleichungen im Impulsraum angegeben, wobei eine Be-
trachtung in Parameterdarstellung aufwies, dafi es Singularitéiten gibt, die allein
durch die Geschwindigkeiten der schweren Quarks bedingt werden. Sowohl bei
der Renormierung als auch hinsichtlich der Singularitéten spielten kontrahierte
Graphen eine besondere Rolle, bei denen schwere Schleifen auftreten.

Zum Abschluf sollen kurz einige offene Fragen angesprochen werden. Was die
eher mathematische Seite angeht, bleibt zu zeigen, dafl die in Kapitel 7 angegebe-
ne Vorschrift zur Konstruktion des renormierten Integranden in Verbindung mit
Hepp-Sektoren gemafl Kapitel 5 auf konvergente Amplituden fiihrt. Anschliefend
gélte es, eine griindlichere Untersuchung der Geschwindigkeitssingularitdten kon-
vergenter wie divergenter Graphen vorzunehmen und Bedingungen fiir die Exi-
stenz des Limes ¢ — 0 als Distribution bzgl. p anzugegeben. Es erscheint sehr
plausibel, dafl unter den gleichen Bedingungen auch Vertauschbarkeit der Limites
€ — 0 und A — oo gegeben ist.

Nach diesen eher technischen Fragen sollten Formulierung und Beweis von
Action-Principles und Zimmermann-Identitdten kein Problem mehr darstellen,
so dafl man sich der Untersuchung der BRS-Invarianz zuwenden kann. Um diesen

65



66 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Formalismus zu vermeiden, erscheint jedoch auch eine ndhere Untersuchung der
dimensionalen Renormierung der HQET wiinschenswert. Finige dieser Fragen
sollen in zukiinftigen Verdffentlichungen betrachtet werden.



Anhang A

Graphentheoretische Definitionen

Unter einem (gerichteten) Graphen I' verstehen wir ein Tripel I' = (Vr, Ir, (€;5)),
wobei Vr = {1,2,...,V(I')} die Menge der Vertices, Ir = {1,2,...,I(I')} die
Menge der (inneren) Linien und (¢;,1 < ¢ < V,1 < j < I) die Inzidenzmatrix
ist. Deren Elemente sind folgendermaflen definiert:

1 Linie 5 endet am Vertex i
€;j =4 —1 Linie j beginnt am Vertex ¢ (A.1)
0  sonst

Tadpoles, d. h. Linien, die an ein und demselben Vertex beginnen und enden,
miissen bei dieser Definition ausgeschlossen werden. Auflere Vertices, deren An-
zahl wir mit F bezeichnen, sind solche, in die mindestens eine duflere Linie
miindet. Die Propagatoren der d&ufleren Linien spielen bei unseren Betrachtungen
keine Rolle, da iiber ihren Impuls nicht integriert wird. Relevant ist lediglich die
Summe p; aller in einen Vertex ¢ von auflen einlaufenden Impulse.

Fiir jede Menge 7, C Zr bezeichnet V¥ die Menge all der Vertices des Gra-
phen I', die als Anfang oder Ende einer Linie aus Z,, auftreten, und entsprechend
besteht 7Y aus den Linien von I', deren beide Enden in V, liegen.

Ein Tripel v = (V,,Z,, (€)jiev, jez,) mit V, C Vr,Z, C Ir und der ent-
sprechend eingeschrinkten Inzidenzmatrix bezeichnen wir als Subgraph, sofern
VI C V, gilt. Ein Subgraph « wird als vollsténdig bzw. als generalisierter Vertex
bezeichnet, wenn zusétzlich 7Y C Z, gilt.

Im Hinblick auf diese Definitionen werden wir Subgraphen bzw. generalisierte
Vertices i. d. R. durch Angabe ihrer Linien bzw. Vertices definieren, indem wir v =
Vh, 7, (€ij)jicver jez,) Pzw. v = v, I, (€ij)jiev, jervr) setzen. Als Subgraph
bzw. generalisierten Vertex werden wir dann sowohl das Tripel ~ als auch die
Menge 7, bzw. V,, durch die jenes definiert ist, bezeichnen.

Sofern nur ein Graph I' und seine Subgraphen betrachtet werden, wird der
Suffix I" bei Zr, Vr i. a. weggelassen.

Als Abkiirzung fiir V,, C V,,,Z,, C Z,, schreiben wir 7; C 7,. Der Durch-
schnitt y; N v, zweier Graphen ist durch V,,ny, =V, N V., Zyny, = 2, NI,
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definiert und stellt wiederum einen Subgraphen entsprechend obiger Definition
dar. Zwei Graphen ~; und 7, heiflen disjunkt (y; Ny = @), wenn sie keinen
Vertex (und somit auch keine Linie) gemeinsam haben, bzw. iiberlappend, wenn
keine der Bedingungen 71 C v2,71 D 72,71 N2 = 0 erfiillt ist. Unter einem Wald
(forest) verstehen wir eine (moglicherweise leere) Menge nichtiiberlappender Sub-
graphen. Jeder Wald kann, unabhéngig von seinen iibrigen Elementen, auch den
Graphen I selbst enthalten, da dieser mit keinem Subgraphen iiberlappt.

Unter I'—~ verstehen wir den Subgraph von I', der aus I" durch Entfernen aller
in v enthaltenen Linien hervorgeht. Die Vertices bleiben hierdurch unberiihrt,
d. h. Vr_, = Vr. Der reduzierte Graph I'/7 entsteht durch Kontrahieren aller in
v enthaltenen Linien zu Punkten, genauer durch Entfernung dieser Linien und
Identifikation ihrer jeweiligen Anfangs- und Endvertices.

Ein Pfad ist ein geordnetes Tupel von Linien, derart dafl je zwei aufeinan-
derfolgende Linien einen gemeinsamen Vertex besitzen, wobei die Orientierung
der Linien keine Rolle spielt und kein Vertex mehr als einmal beriihrt werden
darf. Wenn a # b die Enden des Pfades sind, sagt man, er verbinde diese Ver-
tices. Die Existenz oder Nichtexistenz eines Pfades, der zwei gegebene Vertices
verbindet, definiert eine Aquivalenzrelation, die Vr in die sog. Zusammenhangs-
komponenten zerlegt, deren Anzahl wir mit C(I") bezeichnen. Hiermit gilt [39]
Rang(e;;) = V — C. Von nun an wird I' als zusammenhéngend vorausgesetzt
(C = 1), was fiir seine Subgraphen i. d. R. selbstverstdndlich nicht gilt. Ein zu-
sammenhéngender Graph heifit ein-Teilchen-irreduzibel (1PI), wenn er bei Ent-
fernung einer beliebigen Linie zusammenhéngend bleibt.

Die Definition einer Schleife unterscheidet sich von der eines Pfades lediglich
dadurch, daB8 Anfang und Ende zusammenfallen (a = b), so daf alle Vertices bzw.
Linien der Schleife gleichberechtigt sind. Die Menge aller Schleifen werde mit £
bezeichnet. Wenn man jeder Schleife willkiirlich eine Orientierung (Umlaufsinn)
gibt, ist die Schleifen-Matrix 7, fiir 7 € Z und ¢ € £ durch

41 Linie 7 ist in der Schleife ¢ enthalten mit
Nie = gleicher /entgegengesetzter Orientierung (A.2)
0 Linie ¢ ist nicht in der Schleife ¢ enthalten

definiert. Zwei Schleifen heiflen unabhéngig, wenn die ihnen entsprechenden Spal-
ten der Matrix n;. linear unabhéngig sind. Die Anzahl der unabhéngigen Schleifen
ist durch L(T") = Rang(n;.) definiert, womit die Beziehung [39] L =1 -V + C
gilt. Wie man leicht einsieht, gilt folgende Ortogonalitétsrelation:

Zevmic =0 YweV,celLl. (A.3)
=
Ein One-tree ist ein zusammenhédngender Subgraph von I', der alle Vertices
von I'; genau V' — 1 Linien und somit keine Schleifen enthélt.
Ein Two-tree ist ein Subgraph mit zwei Komponenten K1 und K2, der alle
Vertices, genau V' — 2 Linien und keine Schleifen enthélt.



69

Ein Pseudo-tree ist ein zusammenhédngender Subgraph, der alle Vertices, ge-
nau V Linien und somit genau eine Schleife L enthélt. Diese kann mit dem
Pseudo-tree identisch sein, oder nur eine Teilmenge seiner Linien umfassen. Alle
Two-trees (Pseudo-trees) gehen auf nicht notwendig eindeutige Weise aus One-
Trees hervor, indem man eine Linie entfernt (hinzufiigt). Die genannten Eigen-
schaften dieser Subgraph-Typen sind nicht unabhéngig, sondern lassen sich teil-
weise auseinander herleiten [39]. Die Mengen aller One-(Two-,Pseudo-)trees wer-
den mit {T'1} ({72}, {PT?}) bezeichnet.
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Anhang B

Herleitung der graphischen
Regeln

B.1 Symanzik-Polynome D(a), A(a, p)

Ausgangspunkt der Umformungen ist der Ausdruck

1 \%4 1
i)' [(T] dhier +6) TL 6%, + 3 ek (B.1)
j=1 =1

i=1

Mit der Darstellung

= (QW)_d/ddxei”y (B.2)
erhélt man
1 1% I v v
—i)T (2m)~V / [T % T] d%y; expil - (amkZ +km- (&t D €amYn)+ > Yn-Dn)
i=1 j=1 m=1 n=1 n=1
(B.3)
Die GauBlintegrationen iiber die Impulse k; lassen sich unter Verwendung von
d
/ddkei(ak2+z-k —e i7(2—d) <I> 2 e_ig (B4)
o
leicht durchfiithren und fithren auf
I
(—i)l 2~ Vdgdl/2=V)gif =) H )~ %e DI amF(Q7p,) (B.5)
m=1 B
F(Q }_7 /H d Yj eprl _Z Z Duvyu Yo + Z Yw * pw (B6>
j=1 u,v=1 w=1

mit

i €uk€uk (B?)
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und
L1
p'/w = Pw — Z Q—Ewmgm (B8)
m=1 m
Aus der trivialen Tatsache, dafl jede Linie genau einen Anfang und ein Ende
hat, folgt SV_, e,x = 0 und daraus det(D,,) = 0. Daher nehmen wir folgende

Substitution vor:
w=yy, yi=vityy (1<i<V 1) (B.9)
Hiermit gilt d(y)/0(y’) = 1 sowie

1% V-1
> Diyi-y; = Y Dijy;- ) (B.10)
i,7=1 i,7=1
1% V-1 1%
Sowievh = >ty dop (B.11)
=1 =1 =1

so daf8 die Integration iiber y;, die Impulserhaltungs-Deltafunktion erzeugt. Mit
der Annahme, da8 D = (D;;)}; j<v—1 nichtsinguldr ist, folgt

%4
F(Q, p/) _ (Zﬂ)déd(zp;) (27T1/2)(V—1)d6—i§(2—d)(V—1)
£ et
(det D)~ expi > (D™ )uwpl, - Pl (B.12)

u,v=1

Zur Bestimmung von det D bedienen wir uns der Binet-Cauchy- Formel fiir
die Determinante der p x p-Matrix, die sich als Produkt der p x ¢g-Matrix A und
der ¢ x p-Matrix B ergibt. Diese verschwindet, falls ¢ < p, andernfalls gilt:

det(AB) Zdet Ay det By (B.13)

Summiert wird {iber alle Mengen M C {1,...,¢} mit |M| = p. Die Matrizen
Apr (By) entstehen aus A (B) durch Streichen aller Spalten (Zeilen) bis auf die,
deren Index in M enthalten ist. (Im Fall p = ¢ reduziert sich dies auf det(AB) =
det Adet B).
Mit den Bezeichnungen € = (e;,1 < i <V —-1,1<j <I)und a! =
D=¢e"é" (B.14)
und somit

det D = det &y det(a &)y =D (detén)® [ ar (B.15)
M M ieM
M durchléuft alle Subgraphen mit V' — 1 Linien. (Falls es solche nicht gibt, weil
I <V —1ist, folgt det D = 0). Ohne den einfachen Beweis (s. z. B. [39, Theorem
3-3]) verwenden wir folgendes
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Lemma 3 Sei M C V mit |M| =V — 1. Dann ist detéy = £1 genau dann,
wenn M ein One-Tree ist. Andernfalls gilt det €y = 0

Es folgt also:

det D= (][ ai’") (B.16)

T1 €Tl

D(a) = ([Jai)det D =3"(T] ). (B.17)

ieT T1 igT1
Auf dhnliche Weise kann man zeigen (s. z. B. [40, App. A]), dafl

@*mzzigzmnno (B.18)

&) 12 igT2

und

gilt, wobei iiber diejenigen Two-Trees summiert wird, bei denen die Vertices i
und j in der Komponente liegen, die den Vertex V' nicht enthélt. Von hier bis zu
dem Ergebnis

V-1 B A
Z(D_l)ijp;'P;:5 mit A(a,p) =D ([ a)( > p))* (B.19)
ij=1 T2 kgT2 I€Ky )

bedarf es lediglich einfacher Manipulationen, auf deren Wiedergabe hier verzichtet
sei. Zusammengefafit ergibt sich damit fiir (B.1) der Ausdruck

%
A
QI,Véd(;pz a5 P (B.20)
mit
QIV _ ( )1624(2 d)(I— V—H) (I—V—H)‘ (B21)
B.2 Spinpolynome B(a,p,§), K(q,§)
Ziel der folgenden Umformungen ist es, fiir den Ausdruck
Alep) 1L G
=- — — = B.22
D) 15 2
mit
' SRS B.23
pi—pi_;‘fijr% (B.23)

eine bequemere Darstellung zu finden. Einsetzen von (B.23) in (B.22) ergibt

> = (B.24)
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Blap® = 2X(Mal ¥ p)-( X Yo fpn) (B2

T2 1¢T2 meK1/2 i€K1/2 j=1

Ko = D[l ¥ Yot —izman;j—g@zm

T2 1¢T2 i€K1/2j=1 T1 1¢T1

Zunichst betrachten wir das Spinpolynom B(a,p,§). Bei der Summation iiber
1 ist die gleiche Komponente des Two-Trees wie bei der m-Summe zu wahlen.
Die Summe iiber i bei festgehaltenem T2, m, j ergibt null, wenn beide Enden der
Linie 7 in der gleichen Komponente des Two-Trees liegen, da sich dann zwei Bei-
trage gleichen Vorzeichens wegheben. Einen nichtverschwindenden Beitrag liefern
also nur die Linien, deren Hinzufiigung zu T2 einen One-Tree ergibt. Wenn man
sich nun auf diejenige Komponente des Two-Trees festlegt, aus der die Linie m
hinausléuft, ist bei der Summation iiber j nur ein Element ¢;; ungleich null und
hat den Wert —1. Es ist leicht einzusehen daf}

Z Z (]] ) = XI: S (I @) (B.27)

T2 m=1 T1 &T1
T2u{m}e{T1} i meTl 4

gilt, so dafl man schliellich

B(a,p,§) = ZI_: DO (B.28)

m
—

T1
meTl
erhélt. (3 m p) bezeichnet den Impuls, der im One-Tree T'1 durch die Linie m
entlang deren vorgegebender Orientierung flief3t.

Nun wenden wir uns dem Spinpolynom K (a, §) zu. Wir schreiben Gl. (B.26)
in der Form

I
K(a,§) = Y Ky&-¢ (B.29)

ijl

Kij = Z H al Z €mi€nj 7’#] (B3O)

4azO‘J T2 1¢T2  mneKk1/2

Ki = 5 (lo) Y emen— = S(I[ o) (B3

i T2 1gT2  mnek1/2 Qi 71 g7

Zu K, tragen in Analogie zur oben durchgefiihrten Betrachtung nur die Two-
Trees bei, bei denen Anfang und Ende der Linien ¢ und j in verschiedenen Kom-
ponenten liegen. Dann gilt

Z €Emi€nj = +1 (B32)

m,neK1/2



B.2. SPINPOLYNOME B(a, P, £), K (a, ) 75

mit positivem Vorzeichen, wenn beide Linien in gleicher Richtung von K1 nach
K2 laufen. Da es eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den betrachteten Two-
Trees und den Pseudotrees, bei denen die Linien ¢ und j in der Schleife liegen,
gibt, gilt

Ky=— S (] an(2D). (B.33)

4 prijer bt
Hier ist das positive (negative) Vorzeichen zu wéhlen, wenn die Linien ¢ und
j in der Schleife L die gleiche (entgegengesetzte) Umlaufrichtung haben. Ganz
entsprechend zeigt man

Ki = (= % (ITe)-(I] ) (B.34)

Ai " i o roSerry et T1 1gT1
1

= (¥ (ID-X(I )

i T1,ieT1 jeT1 T1 1¢T1

- - Y (Me)--7 & (I )

Aoy T1,i¢T1 jgT1 PTePT j¢PT

so daf (B.33) auch fiir ¢ = j giiltig ist, woraus die einfache Darstellung

K(a,§) = ——Z [1 o) (3o nin&i)* (B.35)

457 igPT

folgt. Im letzten Faktor dieses Ausdrucks werden die £-Vektoren der Linien, die
die Schleife bilden, addiert, wobei Linien gleicher Orientierung gleiches Vorzeichen
erhalten. Die Summation iiber Pseudotrees ist bei grofleren Graphen listig, da
es i. d. R. mehrere Pseudotrees mit der gleichen Schleife gibt, von der allein
(32;mjc;) abhéngt. Daher erweist sich die hier aufgrund ihrer unmittelbaren
Anschaulichkeit nicht bewiesene Identitét [39)]

Z [T @) =Drvs (B.36)

1opr T
als niitzlich, die auf
1
K ~1 >0 miL&)* D (B.37)
L J
1
K;; = ZZ niLn;L Dy (B.38)
L

fiihrt.
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Anhang C

Graphentheoretische Funktionen
in Hepp-Sektoren

Zur Untersuchung der Konvergenz von Feynman-Integralen in Parameterdarstel-
lung ist es erforderlich, das Verhalten von Funktionen wie

D = Z( H Oéi> und DF\L = Z ( H Oéi) (Cl)
T1 i¢gT1 Lg}gT i¢PT

in einem gegebenen Hepp-Sektor II fiir kleine Werte der Speer-Variablen ¢ zu
kennen.

C.1 One-Tree-Summen

Dazu betrachten wir zunéchst einen Term (Tl ;). Mit anu) = HJI-:Z- t; und
Z, ={II(1),...,1I(7)} wir dieser zu

I
1%, (C.2)
=1

wobei A; die Anzahl der Linien in I' — T'1 bezeichnet, deren a-Parameter einen
Faktor t; enthélt, d. h.

Ay = I(T=TH)Ny)=i—I(NT1)
= [i=V(uNnT1)+C(v))
—[(NT1) =V (%uNT1) + C(y NT1)]
+C(nNT1L) = C(). (C.3)

Mit i = I(y;), V(7:NT1) = V(v) (da T1 alle Vertices enthélt) und I =V +C = L
wir dies zu

Ai=L(v) = L(viNT1) + C(y NT1) = C(v). (C.4)

7
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Da der One-Tree T1 keine Schleifen enthélt, gilt weiterhin L(y; N 7T1) = 0, und
mit der Definition des sog. Defektes [44] von ~; bzgl. T1

def,,(T1)=C(NT1) — C(y) >0 (C.5)
ergibt sich
L A(L(vi)tdefy, (T1))
[Mo=]]e"" 7. (C.6)
igT1 i=1

Offensichtlich gilt L(7;) = 0 (eine Linie allein kann keine Schleife bilden, da
Tadpoles ausgeschlossen wurden) und def,, (1) = 0 (da v; = I'). Wie wir im
Anschluf} zeigen werden, gibt es zu jedem Sektor einen fithrenden One-Tree T1,
fir den alle Defekte def.,(T'1) verschwinden. Daraus folgt

I
D) =" (1 + D'(1) (C.7)
i=1
mit einem fiir £ > 0 nichtnegativen Polynom D'(t) in ¢ ...t; 1, so daB (1+D’)~!
im Integrationsgebiet analytisch ist. Um den fithrenden One-Tree zu bilden, be-
ginnt man mit der Linie II(1), die dieser enthalten muf, damit def., (7'1) gleich
null ist. Nun werden die Linien II(2),II(3), ... in dieser Reihenfolge hinzugefiigt,
wobei diejenigen zu iiberspringen sind, die mit den schon ausgewéhlten eine
Schleife bilden wiirden. Dies fithrt man fort, bis man keine Linie mehr hinzufiigen
kann, der One-Tree also komplett ist. Diese Vorgehensweise gewéhrleistet, dafl
v; N T'1 nicht mehr Zusammenhangskomponenten hat als ;, die Defekte somit
sdmtlich verschwinden, womit Gl. (C.7) bewiesen ist.

C.2 Pseudo-Tree-Summen

Fiir das a-Produkt (T];zpr ;) geht man analog zu Gl. (C.2-C.6) vor, iiberall T1
durch PT ersetzend. Allerdings ist L(~; N PT') nicht identisch gleich null, sondern

durch
1 Schleife [ in v; enthalten

0 sonst

5u(7) = { (©8)

gegeben, wobei es offensichtlich einen Index iy gibt, derart dafl d7,(7;) = 0 Vi < i
und 6 (7;) = 1 Vi > iy. Damit erhalten wir

I
H o; = H t?(L(%)_(SL(%)MEf”(PT)). (C.9)
igPT i=1

und konnen die Summe iiber alle Pseudo-Trees, die eine bestimmte Schleife L
enthalten, zunéchst folgendermaflen schreiben:

I I
Dry = Z ( H ;) = Ht?(L(%)—JL(%)) Z Ht?efw(PT) (C.10)
i=1

PTDOL i¢PT PTDL =1
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Bei der Division dieses Ausdrucks durch D fallt der allen Pseudotrees gemeinsame
Faktor [T7_, t*7%) heraus. Da (1+ D’)~! analytisch ist, konnen Singularitéiten des
Quotienten % nur von den Faktoren ¢; > 00 — t;2, i > ig herriihren. Schon ein
einfaches Beispiel zeigt, dafl es im Gegensatz zum vorangegangenen Abschnitt i. d.
R. keinen Pseudotree PT' O L geben mu#, fiir den alle Defekte verschwinden. Falls
z. B. die Linie II(1) zusammen mit der Schleife L eine weitere Schleife bildet, kann
sie in keinem der betrachteten Pseudo-Trees enthalten sein, woraus fiir all diese
Pseudo-Trees def.,, (PT) = 1 folgt. Ob % fiir alle ¢ > 4y einen Pol bei t; = 0
hat, hdngt nun davon ab, ob es wenigstens einen Pseudotree PT O L gibt, fiir
den def,,(PT) = 0 Vi > iy gilt. Dal man einen solchen tatséchlich konstruieren
kann, wollen wir nun zeigen. Im ersten Schritt betrachtet man den Subgraphen
Vi, und entfernt genau soviele der nicht zur Schleife L gehorenden Linien wie
erforderlich ist, damit nur eine Schleife (eben L) iibrig bleibt, wobei die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten unverdndert bleibt. Das Ergebnis macht man zur
Grundlage des PT', zu dem man nun, an die frithere Vorgehensweise ankniipfend,
die Linien TI(ig + 1),TI(ig + 2), ... hinzufiigt, sofern sie keine weitere Schleife
bilden. Dies fiihrt man fort, bis ein vollstéindiger Pseudotree vorliegt, fiir den
dann tatséichlich def., (PT) = 0 Vi > i, gilt. Uber die iibrigen Defekte wissen wir
so zwar nichts, sie spielen jedoch bei unseren Betrachtungen keine wichtige Rolle.
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Anhang D

Explizite Rechnungen in
niedrigen Ordnungen

D.1 Beispiel fiir die effektive Parameterdarstel-
lung
In diesem Abschnitt sollen die in Kapitel 4 hergeleiteten Regeln anhand des

Graphen aus Abb. 4.1 illustriert werden. Die dufleren Impulse des Graphen I'
und die daraus folgenden des reduzierten Graphen I'” seien geméfl Abb. D.1

Abbildung D.1: Die duleren Impulse des reduzierten Graphen I'” in Abhangigkeit
von denen des Graphen I"

gegeben. Da auf der schweren Spur {5,6,7} keine harten Einsetzungen liegen,
haben diese Linien gleiche Geschwindigkeit v und Massenskala m(®

Vs = Vg = U7
D.1
m® = p® = O (D.1)

81
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Die Boson-Linien 1, 2 und 4 seien der Einfachheit halber skalar bzw. vektori-
ell in Feynman-Eichung, wihrend die Linie 3 ein Dirac-Teilchen beschreibt. Bei
Vernachlédssigung aller konstanten Faktoren (einschliellich der #—Beitrége der
schweren Linien) gilt

Z'(k) = fs +ms, (D.2)

so daf} sich mit Gl. (4.27) die Parameterdarstellung

o0 1 B, A+B + K&
/0 d@l,,,gﬁ(% + mg) exp i o — ; aym?] (D.3)

ergibt. In Kap. 3 hatten wir gesehen, dafl A’/D’ allein durch den reduzierten
Graphen I bestimmt ist:

él _ Ay _ aras(py +152)2 + ajas3(ps +}54)2 + agagﬁg
D Drn a1+ oo + Qg

. (D)

wahrend D’ aus Dr» durch Multiplikation mit den Parametern der Pseudo-
Tadpoles hervorgeht:

D" = (]] as)Drv = cu(ar + as + as). (D.5)

tels

Dies stimmt mit dem Ausdruck iiberein, der sich ergibt, wenn man in
DF = Oéﬁ(Oél + g+ ag+ oy + a5+ Oé7) + (O./4 + Oé7)(0é1 + g + g+ s —|—(1/8) (DG)

die schweren Parameter oy ... ag gleich null setzt. Fiir B /D’ und K, /D’ erhlt
man

B;) 2 0 ~ ~ 0 ~
A m{al[mé )Us ((as + ag)p1 — arDa) — agmé )Us - Ps]
(0)

+ag[—(as 4+ ag + ar)mg 'vs - Pa — Oésms(so)vs - (P4 + D5)]

tag[~mvs - (s + ag) Bz + Ps) + arpa) — asmvs - a]} (D.7)
Ky las+agmfvs — agmvl?  mf(ag+ aq)? (D8
D’ a1+ Qg + (g Oy ’ '

Der erste Term in (D.8) riihrt von dem einzigen, die Linien {1, 2, 3} umfassenden
Pseudo-Tree von I' her, der zweite von dem Pseudo-Tadpole, den die Linie 4
bildet. Der Spinterm B 3/ D" schliefilich hat die Form

B, 1 . _ 0 0
5/ S — {a1(p3 + Ps) — vops — agmé Jvg + (a5 + 0z6)mg )115}, (D.9)

wobei die ersten beiden Terme in der geschweiften Klammer One-Tree-, die beiden
anderen Pseudo-Tree-Beitrige sind.
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D.2 Ein-Schleifen-Geschwindigkeitssingularita-
ten

In diesem Abschnitt sollen die Betrachtungen des Abschnitt 6.2, insbesondere be-
treffend die Geschwindigkeitssingularitéiten, anhand der beiden Graphen in Ab-
bildung 6.1 veranschaulicht werden. Wir beginnen mit dem linken, der geméf
Kapitel 5 auch in der effektiven Theorie frei von UV-Divergenzen ist, wobei wir
uns auf die normalen Schwellen a; = as = 0 bzw. a3 = oy = 0 beschridnken. Mit
a1 = ag = 0 erhélt man die Landau-Gleichungen

]{73 + ]C4 = }51 +}52 =P (DlO)
063]{?3 - Oé4]€4 =0 (Dll)
k3—m3=ki—mi = 0. (D.12)

Mit der zusatzlichen Einschriankung auf positive a’s erhélt man als eindeutige
Losung die wohlbekannte Schwelle

P2 = (m3 + m4)2, (D13)

die in der HQET die gleiche Form hat wie im gewthnlichen Formalismus, da der
kontrahierte Graph keine schweren Linien mehr enthélt.
Mit a3 = ay = 0 gelangt man dagegen zu dem Gleichungssystem

ki+ke = pr+p3=0Q (D.14)
BimiVvy — Bem$ vy = 0 (D.15)
(U k’l = Uy k’g = O, (D16)
das nur unter den Bedingungen
v = Uy (D.17)
v-Q = 0 (D.18)

eine Losung mit positiven (’s besitzt. Dafl dies zwei unabhéngige Gleichungen
sind, ist irritierend, da normale wie anomale Schwellen im Raum der invarian-
ten Skalarprodukte der &uleren Impulse durch Mannigfaltigkeiten der komplexen
Kodimension 1 gegeben sind. Eine Betrachtung in Parameterdarstellung zeigt
tatséchlich, dafl die Bedingung (D.18) iiberfliissig ist. Da der Graph keine Subdi-
vergenzen besitzt, kann man auf die Verwendung von Hepp-Sektoren verzichten
und gelangt mit der Parametrisierung

ap=X(1-Y)38, a3=XYa (D.19)
a=X1-Y)1-0), a=XY(1-a«a (D.20)
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zu

Y(1-Y)

Y2A+Y(1—Y)B+ (1L —Y)2C]2 (D.21)

1
/ dadBdy
0
mit

A = a(l—a)P?—amz—(1—a)my
= —(amg — (1 —a)my)? + a(l — a)(P? — (mg +my)?) (D.22)
B/2 = BmPv - (ap; — (1= a)pa) + (1 = B)mP vy - (afs — (1 — a)pa)
= pmi"v - Q = (B vy — (1= BymE”va) - (aps — (1 — a)fs) (D.23)
C = —(Bm"v — (1= Bymv,)?
= B — (1= M + 2mOmPB(1 = B)(v1 - vy — 1).  (D.24)

Wie man sieht, besteht hinsichtlich der Integration iiber Y vollstdndige Symme-
trie zwischen den Integrationsgrenzen ¥ = 0 und Y = 1. Da A von [ unabhéngig
ist, liegt unter der Bedingung P? — (mg3 + my4)? = 0 fiir alle 8 eine Landau-
Singularitdt bei Y =1, a = méo)_l / (mgo)_1 + mflo)_l) vor, in deren Umgebung
sich die Amplitude wie (P? — (m3 + m4)?)"/? verhilt. Dies kann man durch In-
tegration iiber Y und « bei beliebigem 3 in einer Umgebung der Nullstelle des
Nenners zeigen. Aufgrund der Symmetrie gilt entsprechendes fiir vy - vy — 1 = 0,
so dal bei v; = v, unabhéngig von vy - () eine Singularitdt vorliegt, was un-
sere allgemeinen Uberlegungen beziiglich der Geschwindigkeitssingularitéiten in
Abschnitt 6.2 bestédtigt. Analytizitéat hinsichtlich der iibrigen Skalarprodukte der

P, v ist dadurch jedoch nicht ausgeschlossen, da die Amplitude bei v, - v, = 1

nicht divergiert. Mit v; = vy = v und m§°) = méo) reduzieren sich die Gleichungen

(D.23-D.24) auf

B/2 = Bmi%.Q+ (1 —28)m"v - (aps — (1 — a)py) (D.25)
C = —(1-28)*m\"% (D.26)

Integration iiber eine Umgebung von Y = 0,3 = 1/2 liefert einen Beitrag ~
(v-Q)~!, der somit genau dann divergiert, wenn neben (D.17) auch (D.18) gilt.
Der Vertexgraph in Abb. 6.1 ist nach Renormierung geméafl Kap. 7 durch

(0) ()42
o dB1dPads _jqamz_; Prma vitBamy Tv2)T o) o (0) s
/ 726 iagmg—i o3 (ezﬁlml v1-p+ifamy va-(P+q) _ 1) (DQ?)
0 o3

gegeben, was sich in die Form

/01 dBdYdZ(1—Y)? [Y2m2 — 2V (1 = V) Z(BmVv, - 5+ (1 — B)ymPvs - (5 + §))

+(1 =Y (BmP7v + (1 — B)ymyvs)? 2 (D.28)
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bringen 148t. Aus dieser geht durch einfache Abschitzung hervor, dafl die Ampli-
tude fiir v; = —wvy divergiert, wobei sich der fithrende Term wie

w2 lnw mit w=wv; vy +1 (D.29)
verhélt. In diesem Fall ist die Amplitude fiir alle Werte von p, ¢ undefiniert.
D.3 QED-Selbstenergie im HQET-Limes
Mit X = 1§72r2 ~v¥ Iy, ist die BPHZ-renormierte Selbstenergie in Einschleifenord-
nung durch

©  dajdoy Qo ionm®—ioey? o i-2102 52
]Z(p) = /0 (al n a2)2 (m + o n (]'/213)6 1 24 (6 a1taz P _ 1) (D30)

gegeben. Mit der heavy-quark Parametrisierung p = mv + p, m = Amg sowie der

Substitution
(1—-—a)X

n (D.31)

ay =aX,a; =

und Integration iiber X erhélt man

1 da a I
_/0 m(mo + @(moyb + X))

a?p? + (1 —a)?m2 — 2a(1 — a)mgv - p — a1 — o) 222

n (ap? + (1 — a)md)(a + 52)

Die zweite Zeile von (D.32) bringen wir in die Form

(0?4 + (1= )2 = 2a(1 — @) 2 — a1 — ) Bke) + 2a(1 +

—20(14 22 + JE45) — In(a + 15%) — m —In(l—a+ §fi), (D.33)
mit der man durch nach langerer aber einfacher Rechnung bis einschliefllich O(1)
das in (7.20) angegebene Ergebnis erhalt.

Wenn man hingegen nach der Ersetzung p = mv + p,m = Amgy das Taylor-
Polynom 1. Grades in p subtrahiert, wird man auf

2

© dajdoy i pu2—i—1_m2 Qo ;2102 (2mup+5°)
— e aptag m + my + aptag —1
L o (m -+ ——(mf + D) )
—2im?v - (1 + —2 4% 1 (D.34)

Oél—l-CYQ Oél—|—(1/2

gefiihrt. Die gleiche Substitution wie oben und Integration iiber X liefern

o j
-} ottt o+ 5
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a?p? + (1 —a)*m2 — ol — a)(2mov - p+ Z5£2)

In 7 1 :
a?p? + (1 — a)?mp + sl — a)p?
3 a a(l — ) 1-a)? , _
om2u - 5(1 2, LZ0) o D.35
+2mgv p(—i_oz—i—l_Ta’é)Oé—l—l_Ta(a'u—i_a—i—l_TamO) } ( )

und im Limes A — oo den Ausdruck.

_(1+¢) /Oli—(;{moln

2 + (1 — a)’*mi — 2a(1 — a)mev - p
a?p? + (1 — a)?mq
a(l — )

+2v-p . D.36
g gt O
Dessen Aquivalenz zu (7.22) folgt aus
2
1— I —a(fs+1)
?( a) =a+a*—; 0 (D.37)
a2t + (1 —a)? a2t 4+ (1 —a)?
0 0
und der logarithmischen Integration
1 1-— OZ(%Q‘ +1) 2
2 [ da——y—T0 —m 20 (D.38)
0 o285 4 (1 —a)? %

D.4 Beispiele fiir die Renormierung der HQET

In diesem Abschnitt soll die in Kapitel 7 formulierte Renormierungsvorschrift fiir
die HQET anhand der Selbstenergiegraphen aus Abb. 4.3 demonstriert werden.
Dabei betrachten wir nur die Subdivergenzen, da die Beseitigung der overall-
Divergenz auch in der Parameterdarstellung einfach durch Taylorentwicklung
bzgl. der duleren Impulse p bewerkstelligt werden kann. Der erste Graph enthélt
die tiberlappenden logarithmischen Divergenzen I'y = {1,2,4} und I's = {2, 3, 5}.
In Gl. (4.44) sind daher folgende Ersetzungen vorzunehmen:

ap — Cag, gy — (Gan ag — (o (D-39

)
oy — C12044, o5 — C220z5. (D.40)

Multiplikation des Integranden mit ({¢} und Anwendung des Operators R =
1 =T — T fiihrt schlieBlich auf

/oo dOé2125 e—i(a4”421+a5ﬂ§) (D41)
0 ajoi
{expi[2 23: am®v; - s; — (i vy + azmi v, )? _ (amy vy + g )v3)2)]

i=1 Qg Qs
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(0) 0), \2 2. (0)2
. ©0) (cymy v + agms "vg) azms
—e 2ai3m - §3 — —
Xp i[2ci3msy” v3 - S3 o - ]
0)2 0 0
B expi[QOzlm(O)vl - Oz%mg ) B (agmé )2}2 + agmé )1)3)2)]}
! (7] (67 .

Der zweite Graph weist nur eine (lineare) Subdivergenz I'y = {2,4} auf, zu

deren Renormierung man

as — (g, oy — Cay (D.42)
setzt, mit ¢{¢3 multipliziert und den Operator R =1 — T} anwendet:
/ TIN5 o rasud) (D.43)
0o ala?
(0)

a%mgm (almg())vl + azmg 03)2)]

Oy (67

a%mgm + 2a2m§0)v2(a1m§0)v1 + agméo)vg)]

Vg + S — o
5

eXpi[QOélmgO)Ul <51+ 20637”&0)’03 +S3 —

{exp i[2a2méo)

-1
2a2m§0)v2(o¢1m§0)vl + ozgmgo)vg) 1

Qs

_Z'(Qm(o)v - pag —
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