Université Louis Pasteur Strasbourg

Habilitation & diriger des recherches

Catégories Tensorielles, Algebres et Champs Quantiques

Michael Miiger

Document de synthése
présenté le
9 décembre 2002

a I'Institut de Recherche Mathématique Avancée de Strasbourg

Garant d’habilitation:

Vladimir Turaev

Rapporteurs:
Sergio Doplicher
David E. Evans
Christian Kassel
Jury:

Christian Blanchet
Sergio Doplicher
Benjamin Enriquez
Christian Kassel
Bodo Pareigis
Vladimir Turaev






Table des matiéres

0.1 Introduction . . . . . . . . . o o . e e e

1 Catégories
1.1 Catégories Tensorielles . . . . . . . . . . L L L e
1.1.1  Préliminaires . . . . . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e
1.1.2  Algeébres de Frobenius et Equivalence de Morita de Catégories Tensorielles . . .
1.1.3 Exemple: Algebres de Hopf de Dimension Finie . . . . . . . . .. ... ... ..
1.1.4 Liens avec la Théorie des Sous-facteurs. . . . . . . ... ... .. ... ..
1.2 Théorie Tannakienne pour Groupes Quantiques Discrets . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.1  Groupes Quantiques Algébriques Discrets et Leurs Représentations . . . . . . .
1.2.2 Théorie Tannakienne pour Groupes Quantiques Algébriques Discrets . . . . . .
1.2.3 Le Monoide Régulier . . . . . . . . . . . . L
1.3 Catégories Tensorielles Symétriques: Reconstruction Abstraite . . ... ... ... ..
1.4  Structure des Catégories Modulaires . . . . . . .. ... ... L oL 0oL
1.4.1 Préliminaires . . . . . . . . . oL e e e
1.4.2 Catégories Modulaires: Théoréme du Double Centralisateur et Applications . .
1.4.3 Exemples et Applications . . . . . . . . ...
1.5 Le Centre Z; d’une Catégorie de Fusion . . . . ... ... . ... ... ... ......
1.5.1 Définition et Propriétés Elémentaires . . . . . . . . . oo vvii it
1.5.2 Equivalence de Morita Z;(C) ~ C R C et Modularité . .. ... ........
1.6 Théorie de Galois pour Catégories Tensorielles Tressées . . . . . . . . . . .. .. ...
1.6.1 Catégories Tensorielles de Modules . . . . . . . .. . ... .. ...
1.6.2 Extensions de Galois de Catégories Tensorielles Tressées . . . . . . . . . .. ..
1.6.3 Théorie de la Ramification . . . . .. ... ... ... ... ..
1.6.4 C xS comme G-Catégorie Croisée Tressée . . . . . . . . . . ..o ..

2 Champs Quantiques
2.1 Théories Quantiques des Champssur Ret S* . . . . . .. ... ... ... .......
2.1.1 La G-Catégorie Croisée Tressée d’une TQC sur R avec G-Symétrie . . . . . . .
2.1.2 TQC Chirales Completement Rationnelles: Modularité et Spectre Plein . . . .
2.2 Théories Orbifold . . . . . . . . . . . . e e
2.2.1 Résultats Généraux sur les Extensions Locales . . . .. .. .. ... ......
2.2.2  Les Théories Orbifold . . . . .. . . . . ... ... ... ... ... .. .....
2.2.3 Le Cas Holomorphe . . . . .. .. . .. . o
2.3 Les Invariants Modulaires . . . . . . . . . . . . . ... e

Publications de I’Auteur

Bibliographie

~ 1

oo

11
13
13
14
15
15
17
17
18
19
20
20
21
22
22
23
23
24

27
27
27
30
33
33
34
36
37

40

41






0.1 Introduction

La recherche que j’ai conduite dés la fin de mon doctorat a touché trois domaines d’interaction
entre la théorie des algebres d’opérateurs et la théorie des catégories tensorielles, ainsi que plusieures
applications de cette derniére & la topologie en basses dimensions. En termes d’un diagramme les
relations entre ces domaines pourraient étre représententées ainsi :

Théorie quantique des champs

Catégories
tensorielles

Algébres d’opérateurs Sousfacteurs topologie en d=3

Groupes quantiques

Vue sa nature trés analytique, la théorie des algebres d’opérateurs (au sens de C*-algebres et algebres
de von Neumann) ne semblerait pas, du premier coup d’ceil, amenable & 1’application de methodes
catégorielles au-dela des notions élémentaires comme, par ex., dans [58].

Il se trouve que c’est n’est pas le cas. D’une part, il y a des domaines comme la théorie quantique
des champs (TQC) et la théorie des groupes quantiques, qui (dans certaines de leurs formalisations)
se servent des algebres d’opérateurs. Cela se fait d’une maniére tres non-triviale, en utilisant de pro-
fonds résultats (théorie modulaire, théorie de la désintégration) de cette théorie. Dans les domaines
mentionnés on trouve des catégories des représentations tres interessantes, souvent tressées et rigides.
Tandis que c’est n’est pas surprenant vu la richesse des structures données, il est remarquable que,
de lautre coté, la théorie des sous-facteurs mene a des considérations catégorielles tres interessantes
malgré le fait qu’on départ d’une structure apparemment pauvre.

Mes travaux, qui seront décrits dans ce mémoire, peuvent étres classifiés comme il suit :

1. Identification et généralisation des structures catégorielles implicites dans les théories des sous-

facteurs et des champs quantiques. Exemples:
— Sous-facteurs: Algebres de Frobenius, bicatégories et équivalence faiblement monoidale de
Morita {5}.
— Sous-facteurs: sous-facteur de Longo/Rehren et sa relation avec le centre catégoriel Z;(C)
{6}.
— TQC: G-catégories croisées tressées provenantes d’une TQC munie d’une action d’un
groupe {10}.

2. Considérations purement catégorielles. Exemples:

— Théorie de Galois des catégories tensorielles tressées, amenant a G-catégories croisées
tressées {2,9}. Modularisation des catégories tressées {2}.

— Structure des catégories modulaires: théoréeme du double centralisateur, factorisation en
primes {7}.



— Modularité de Z;(C) et résultats liés. {6}.
3. Applications de notions/résultats catégoriels aux TQC, sous-facteurs et groupes quantiques.
Exemples:
— Modularité des catégories des représentations des TQC chirales complétement rationnelles
{3}.
— Théories ‘orbifold’ conformes : relations entre Rep A, Rep A® et G—Loc A. Théories ‘orbifold
holomorphiques’ et cohomologie quasiabélienne Hj,(G,T) {10}.
— Extensions locales des théories conformes par opposition & la catégorie F—Modg des modules
dyslexiques de Pareigis {10}.
— Classification des invariants modulaires en termes catégoriels {11}.
— Nouvelle démonstration du théoréme de Tannaka pour groupes quantiques discrets {8}.
— Nouvelle et plus forte démonstration du théoréeme abstrait de Tannaka pour catégories
symétriques {12}.
4. Applications a la topologie en dimension basse. Exemples:
— Invariance de Morita des invariants ‘state-sum’ pour 3-variétés {5}.
— Preuve d’une conjecture de Gelfand/Kazhdan sur Z;(C) {6}.
— (Inachevé) Relation entre invariants ‘state sum’ et chirurgie.
Plusieurs de ces travaux ont été réalisés en collaboration {3,8,12}. Le présent mémoire se divise en
deux chapitres. Dans le premier je décris mes travaux dans la mesure ou ils n’impliquent pas la théorie

quantique des champs. Les aspects concernant cette derniére sont traités dans le deuxiéme chapitre.
Pour une vue d’ensemble plus détaillée le lecteur est renvoyé & la table des matiéres.



Chapitre 1

Catégories

1.1 Catégories Tensorielles

1.1.1 Préliminaires

Les catégories qui proviennent des structures opérateur algébriques sont généralement des C*- ou
méme W*-catégories, voir [23, 31, 48]. En particulier, elles sont C-linéaires avec une involution positive
sur les morphismes et donc unitaires au sens de [67]. Dans la mesure ou la plupart de ces catégories
a en fait des espaces de morphismes de dimensions finies, on peut d’habitude ignorer les aspects
topologiques. (Par ex., bien que cela ne vaut pas pour la catégorie Rep A de toutes les représentations
d’une TQC, c’est le cas pour la catégorie RepyA des représentations de ‘dimension finie’.) La théorie
des groupes quantiques algébriques peut étre formulée sur un corps de base quelconque, et le méme
vaut pour nos considérations purement catégorielles. Mais a ’exception de parts de {5} pres, nous
n’aurons pas 'occasion de discuter des catégories non k-linéaires.

Nous supposons connues les notions standard de catégorie tensorielle (symétrique, tressée) comme
traitées dans beaucoup de références, voir [49, 41, 67], ainsi que de catégorie rigide et sphérique [5]. Nous
assumons aussi les notions des C*- et W*-catégorie et d’objets conjugés la-dedans. Nous soulignons un
point important : bien que dans les définitions de catégories rigides et sphériques on assume qu’elles
soient munies d’objets duaux choisis X*,*X ou X et de morphismes ex : X ® X* — 1 etc., il n'y a
aucune raison de supposer cela pour les x-catégories. En fait, c’est grace au fait que ’axiomatisation
légerement différente d’objets conjugés [48] élimine toutes les ambiguités qui se présentent dans les
non-* catégories si on n’assume que l'existence des duaux. Pour une discussion détaillée voir {5, Section
2}.

Par catégorie semisimple on entend d’habitude une catégorie abélienne dans laquelle toute suite
exacte est scindable. Quand une telle catégorie est k-linéaire sur un corps algébriquement clos et les
espaces de morphismes sont de dimensions finies, tout objet simple X (cela veut dire s : ¥ — X
est soit nul soit un isomorphisme) est absolument simple, i.e. End X = kidx. Dans quelques cas
nous préférons exclure les objets nuls. Pour ce que nous voulons faire il est parfois plus commode de
définir une catégorie k-linéaire semisimple comme une catégorie avec sommes directes, idempotents
scindables, hom-espaces de dimensions finies et algébres d’endomorphismes End X semisimples. Donc
tout objet est une somme directe d’objets (absolument) simples. Signalons une observation dans {5}
selon laquelle dans une catégorie tensorielle k-linéaire on peut définir sans ambiguité le carré de la
dimension de tout objet simple méme en I'absence d’une structure rigide/sphérique :

1.1.1 PROPOSITION Soit C une catégorie tensorielle k-linéaire avec unité simple (End1 = kidy ). Si X
est simple et a un dual bilatére, alors d*(X) = (nx oex)(dx oex) € k est bien défini. Si X,Y,XY sont
simples, alors d*>(XY) = d*(X)d?(Y). Quand C a une structure sphérique ou une *-structure, alors
d(X)? (comme défini en utilisant cette derniére) coincide avec d*(X).



Afin d’éviter d’ennuyeuses répétitions des axiomes nous définissons:

1.1.2 DEFINITION Une catégorie de fusion est une catégorie semisimple k-linéaire sur un corps algé-
briquement clos, vérifiant End 1 = kidy et étant ou sphérique ou une *-catégorie avec conjugés. Une
catégorie de fusion est finie si elle a une nombre fini d’objets simples & isomorphisme prés.

1.1.3 REMARQUE 1. Pour toute *-catégorie il existe une catégorie équivalente munie d’une structure
sphérique compatible et essentiellement unique, voir [78].

2. La définition de catégories de fusion dans [25] suppose que la dimension soit finie, tandis qu’elle
n’assume ni sphéricité ni une *-structure. Il y a de bonnes raisons pour cela, puisqu’on peut prouver
des résultats rémarquables dans le cas k = C. De 'autre c6té, une grande partie de nos considérations
est indépendente de la dimension, et le gain de généralité obtenu en renongant a la présence d’une
structure sphérique ou * semble limité. O

1.1.4 DEFINITION Soit C une catégorie de fusion. Si C a un nombre fini d’objets simples a isomor-
phisme preés, nous définissons

dimC =Y " d*(X) €k,
X

ot la somme est sur les classes d’isomorphisme d’objets simples et d*(X) est comme dans la proposition
précédente. Si C est infinie, nous écrivons dim C = oo.

Les considérations de cette section sont extraites de {5}.

1.1.2 Algebres de Frobenius et Equivalence de Morita de Catégories Tensorielles

Si G : D — C est adjoint a droite d’un foncteur F : C — D, alors il est bien connu que T" = GF fait
partie d’une monade dans C, i.e. T est 'objet d’un monoide dans la catégorie tensorielle (stricte) EndC.
De la méme fagon, S = F'G fait partie d’une comonade dans End D. Pour toute catégorie C et toute
monade (T,m,n) la-dedans on peut construire une catégorie D et une paire adjoint F' 4 G de foncteurs
induisant la monade donnée de la maniére mentionné ci-dessus. Les solutions de ce probléme, qui ne
sont pas uniques, peuvent étre organisées en une catégorie avec objets initial et terminal distingués,
les constructions de Kleisli et Eilenberg/Moore.

Les considérations précedentes peuvent étre généralisées immédiatement au cas de catégories plus
générales, que nous supposons strictes afin de simplifier la notation. Si X € C a un dual a droite X*
(ie. ilexiste e : X @ X* - 1,d: 1 — X* ® X satisfaisant aux équations triangulaires) et I' = X* @ X,
alors (I',id x» ® e®id x,d) est un monoide dans C. Nous nous interessons particulierement au cas ou X*
est aussi un dual & gauche *X de X par rapport aux morphismes e’ : *X @ X - 1,d : 1 - X @ *X.
Dans ce cas nous écrivons X. Alors (Tidy ® e®idx,d,idy ® d’ ® idx,e’) est une algebre de Frobenius
dans le sens de la suivante

1.1.5 DEFINITION Soit C une catégorie tensorielle (stricte). Une algébre de Frobenius dans C est un
quintuple (I'ym,n,A,e), ot (I';m,n) est un monoide dans C, (I',A,e) est un comonoide dans C et I'on a:

mIidr oldr@A=Aom=idr ® m o A®idr.

Si C est k-linéaire, alors (I';m,n,Ae) est fortement séparable ssi mo A = «aidr et e on = fidy ou

af #0.

1.1.6 REMARQUE 1. Classiquement, une algebre de Frobenius est une k-algebre A de dimension finie
munie d’'une forme linéaire ¢ : A — k telle que la forme bilinéaire (a,b) — (ab) est non-dégénérée.
Dans [1] on montre que pour la catégorie C = Vecty ces deux notions coincident. Une algébre de
Frobenius classique est fortement séparable ssi k1 C A est une extension de Frobenius avec indice
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[A: k1] et ©(1),[A: k1] € k*, voir [41]. Dans {5} nous démontrons que les deux notions de séparabilité
forte coincident dans la situation considérée ci-dessus.

2. Dans une catégorie semisimple qui est rigide (& gauche ou & droite), tous les duaux sont bilatéres.
Une catégorie sphérique [5] (non nécessairement semisimple) est munie d’objects duaux bilatéres et
morphismes e,d,e’,d’, satisfaisants & certains axiomes. Dans une telle catégorie, 1’algébre de Frobenius
(I'=X ® X,...) est toujours fortement séparable et a8 = d(T") = d(X)2.

3. Si C est une *-catégorie et X est un objet conjugé de X dans le sens de [48], alors 'algebre de
Frobenius I' = X ® X vérifie A = m*,c = n*. Dans ce cas nous parlons d’'une *-algébre de Frobenius.
Les ‘Q-systémes’ de [46, 48] sont précisément les *-algeébres de Frobenius fortement séparables. O

Etant donnée une algébre de Frobenius I" dans une catégorie tensorielle C, la question se pose si elle
provient d’un objet X et d’un dual bilatére X. En général, ce n’est pas le cas: dans Vecty, I’algébre de
Frobenius X ® X est une algeébre de matrices Mgy x (), tandis que toutes les algebres de Frobenius
ne sont pas de cette forme. Il y a tout de méme une réponse positive a condition qu’on généralise le
cadre. Si £ est une bicatégorie, voir [49], 2,8 € Obj€ et X : A — B a un dual bilatere X : B — A,
alors ' = XX € End®l est une algébre de Frobenius. Maintenant nous pouvons énoncer le contraire

{5}:

1.1.7 THEOREME Soient A une catégorie tensorielle stricte et (I';m,n,A,c) une algébre de Frobenius
dans A. Supposons qu’une des conditions suivantes soit satisfaite :

(a) moA = idr.
(b) A est End 1-linéaire et
mo A = aidr,

ol « est un élément inversible du monoide commutatif End 1.

(c) A a coégalisateurs et le produit ® les préserve.

Alors, il existe une bicatégorie £ telle que

1. Obj& = {AB}.

2. Il existe un foncteur tensoriel plein et fidéle I : A — Homg (2,21).

3. il existe I-morphismes J : A — B et J : B — A adjoints bilatéres.

4. L’algébre de Frobenius dans la catégorie tensorielle Endg (1) provenant de J,.J est isomorphe &
I'image de (T,...) par I.

5. Dans le cas (c), I est une équivalence. Dans les cas (a),(b), pour tout Y € Endg(2l) il existe

X € A tel que Y est un retracte de I(X). (Donc I est une équivalence ssi A a sous-objets
(=idempotents scindables).)

6. Si A est une catégorie pré-additive (k-linéaire), alors £ est une 2-catégorie pré-additive (k-
linéaire).

7. Si A a sommes directes alors £ a sommes directes de 1-morphismes.

8. Si A est sphérique k-linéaire avec End41 = k et dimHom(1,I') = 1, alors A est sphérique et
Endg(id%) =k.

9. Si A est abélienne (semisimple) alors £ est localement abélienne (semisimple).

Algébres de Frobenius isomorphes I donnent lieu a bicatégories £ isomorphes.

1.1.8 REMARQUE Dans le cas (c), a peine esquissé dans {5}, on définit £ comme la collection des
quatre catégories A, '—Mod, Mod—I" et '—Mod—T". Ici, '=Mod a comme objets les paires (X,u), ou
XeAetp:T®X — X vérifie poidr@u = pom®idx et pon®idyx = idx, et les autres catégories sont
définies d’une maniére analogue. La composition des 1-morphismes étant définie par une procedure
quotient comme en théorie des anneaux, cette construction est analogue & celle de Eilenberg/Moore.
Dans les cas (a),(b) on définit la bicatégorie & ot Endg,(A) = ObjA, Homg, (A,B) = {“JX”, X €



A}, Homg, (B,2) = {“XJ", X € A} et Endg,(B) = {“JXJ", X € A}. La composition des 1-
morphismes est définie de la facon evidente avec la régle J.J = I'. Les 2-morphismes sont définis par
Homg, (“JX”,“JY”) = Hom4(X,I'Y) etc., comme dans la construction de Kleisli. Puis on définit £
comme la complétée habituelle de & avec idempotents scindables. Les conditions (a),(b) garantissent
alors l'existence d’un morphisme d’identité de B comme retracte de JJ € Endg®B. Au cas ou A est
abélienne et ' est fortement séparable, les deux constructions ménent a bicatégories £ équivalentes.
Pour plus de détails nous renvoyons a {5}. O

Dans la situation considérée ci-dessus il existe une symétrie: si J,J sont duaux bilatéres dans une
bicatégorie &£ alors il existe une algeébre de Frobenius I' = JJ dans B = Endg¢(8). Puisque cela vaut
aussi quand & est obtenue d’une algebre de Frobenius I' dans A, nous pouvons appliquer la méme

construction & (I',...) dans B. On trouve qu’on réobtient les donnés initiales A et (T',...). Cela inspire
la suivante

1.1.9 DEFINITION Deux catégories tensorielles A,B sont faiblement monoidalement Morita équivalen-
tes A = B s’il existe une bicatégorie &£ telle que
1. Obj& = {AUB}.
2. Endg(2) (Endg(B)) est monoidalement équivalente a la complétée par rapport aux sous-objets
de A (B).
3. il existe 1-morphisms J : B — A, J : A — B, duaux bilatéres, tels que les compositions
njoey € idyy et djoey € idy,, sont inversibles.
& est dite un contexte de Morita pour A.B.

1.1.10 PROPOSITION = est une relation d’équivalence. Etant donnée une catégorie tensorielle A, on a
une bijection entre les catégories tensorielles B ~ A (munies d’un contexte de Morita &) et les algébres
de Frobenius fortement séparables dans A.

La relation d’équivalence =~ est beaucoup plus faible que I’équivalence monoidale habituelle ~.
Néanmoins elle a des conséquences remarquables:

1.1.11 PROPOSITION Si A = B sont des catégories de fusion finies, alors dim A = dim B.

Pour le centre Z;(C) d’une catégorie tensorielle, voir la Section 1.5, le formalisme de {5} en com-
binaison avec [65] implique immédiatement la suivante

1.1.12 PROPOSITION Soient C1,Co des catégories tensorielles faiblement monoidalement Morita équi-
valentes. Alors il existe une équivalence Z,(C1) ~ Z1(C2) de catégories tensorielles tressées.

Dans [67] on trouve une définition d’invariants TV (M,C) de 3-variétés orientées, basée sur des
triangulations, pour toute catégorie tensorielle unimodulaire C. (Une catégorie unimodulaire est une
catégorie modulaire (définie plus bas) qui est unimodale, i.e. tout objet simple autodual est ortho-
gonal et non symplectique.) Dans [4] on trouve une généralisation BW (M,C) de TV aux catégories
semisimples sphériques [5], non nécessairement tressées. Inspirés par des résultats non publiés (et
incomplets) d’Ocneanu [55], nous avons esquissé dans {5} une preuve du résultat suivant :

1.1.13 THEOREME Soient A,B catégories de fusion finies. Si dim A # 0 et A =~ B, alors BW (M,A) =
BW (M,B) pour toute 3-variété orientée M.

La preuve se base sur une généralisation de l'invariant de Barrett-Westbury aux bicatégories k-
lineaires. Au cas particulier ou la bicatégorie provient d’un sous-facteur A C B comme dans la Section
1.1.4 cet invariant se réduit & celui Oc(M,A C B) d’Ocneanu.

La recherche esquissée ci-dessus était motivée par son utilité pour l'analyse {6} du centre Z;(C)
d’une catégorie finie de fusion C, voir la Section 1.5. Les exemples suivants sont un peu plus élémentaires,
mais également importants.
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1.1.3 Exemple: Algebres de Hopf de Dimension Finie

Toute algebre de Hopf de dimension finie est une algebre de Frobenius (classique), donc elle donne
lieu & une algebre de Frobenius (au sens de la Définition 1.1.5) dans Vecty. Dans {5} nous montrons
qu’il existe une algebre de Frobenius moins évidente dans la catégorie tensorielle C = H — Mod.
Contrairement & H, cette algebre de Frobenius vérifie toujours dim Hom(1,I') = 1. Un ingrédient
important est le suivant:

1.1.14 LEMME Soit H une algébre de Hopf de dimension finie. Alors il existe une application linéaire
m: H®H — H telle que m(A(a)x) = am(z) pour touta € Hyx € H® H et m(m®id) = m(id®@m).

1.1.15 THEOREME Soit H une algébre de Hopf de dimension finie sur le corps k. Soient A,y integraux
a gauche dans H et H, respectivement, normalisés de la fagcon que (p,A) = 1. Soit I' € H—Mod Ia
représentation réguliére a gauche, ot H agit sur soi-méme par nr(a)b = ab. Les applications linéaires

k—T, c— cA,

=k  x—e(x),
Fr-Trel, z- A),
m: TR =T, 2@y~ mz®y)

DI oy

sont morphismes dans H—Mod, et (F,Th,ﬁ,A,é) est une algébre de Frobenius dans H—Mod qui vérifie
dimHom(1,I") = 1. Elle est fortement séparable ssi H est semisimple et cosemisimple.

1.1.16 THEOREME Soit H une algébre de Hopf de dimension finie semisimple et cosemisimple sur
un corps k algébriquement clos et soit I' I’algébre de Frobenius fortement séparable associée dans
H —mod. Si € est comme dans le Théoréme 1.1.7 et B = Homg (98,8), alors nous avons une équivalence
B~ H — mod de catégories tensorielles sphériques.

En reformulant ce théoréme nous avons 1’équivalence faiblement monoidale de Morita H —Mod =~
H—Mod quand H est semisimple et cosemisimple. Avec le Théoréme 1.1.13 cela implique BW (M,H—
Mod) = BW (M,H —Mod). C’était une conséquence connue du fait que BW (M,H —Mod) coincide
avec l'invariant de Kuperberg, mais ce n’est pas du tout évident si on ne considere que la définition
de BW (M,C). Bien siir, le Théoréme 1.1.13 est beaucoup plus général, et dans la Section 1.5 on verra
autres applications.

1.1.4 Liens avec la Théorie des Sous-facteurs

D’une part, la théorie des sous-facteurs comme initiée dans [35] est un secteur tres spécialisé de
l'analyse fonctionnelle. Mais d’autre part elle a des applications & (’approche opérateur algébrique
a) la théorie quantique des champs, voir par ex. [45, 47, 10], et liens avec de divers domaines des
mathématiques pures, comme les travaux de Jones en théorie de nceds [36, 37] le témoignent. Ces
derniers liens sont dus & la structure catégorielle qui est implicite dans la théorie des sous-facteurs. Un
but de {5,6} était d’élucider ces structures et d’améliorer la communication entre les deux domaines.

En faisant cela il devient évident que plusieurs résultats qui ont été démontrés d’abord en théorie
des sous-facteurs admettent des formulations catégorielles beaucoup plus générales: corps de base
arbitraire, catégories infinies ou non semisimples etc. En tant qu’application, la démonstration du lien
entre le centre Z; d’une catégorie tensorielle et le sous-facteur asymptotique d’Ocneanu contribue &
clarifier 'importance de ce dernier. En fin de compte, on espere de rendre applicables a la classification
des sous-facteurs des idées provenant d’autres domaines des mathématiques.

1.1.17 Pour tout espace hilbertien #, notons B(#) ’ensemble des endomorphismes linéaires bornés,
et pour M C B(H) notons M* = {a* | x € M} et M' = {z € B(H) | zy = yz Vy € M}. Une
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algébre de von Neumann sur H est un sous-ensemble M C B(H) qui vérifie M = M* = M" (donc en
particulier M est une algébre involutive et unifére). Un facteur est une algébre de von Neumann dont
le centre est réduit aux scalaires: Z(M) = M N M’ = C1. Un facteur M est de type II; s’il admet
une forme linéaire faiblement continue tr : M — C telle que tr(ab) = tr(ba), tr(1) =1 et tr(a*a) > 0
avec égalité ssi a = 0. Un facteur M (sur un espace hilbertien séparable) est de type III ssi pour tout
orthoprojecteur p = p? = p* € M il existe v € M tel que v*v = 1 et vv* = p.

1.1.18 Tl existe une 2-catégorie £ dont les objets sont les facteurs, les 1-morphismes Hom(M,N) étant
les morphismes de *-algébres o : M — N uniféeres faiblement continus et les 2-morphismes étant

Hom(a,B) = {s € N | sa(z) = B(x)s Yz € M}, «,8 € Hom(M,N).

(Factorialité et continuité impliquent que les 1-morphismes sont des applications injectives.) Les com-
positions des 1- et 2-morphismes sont les évidentes. L’involution * des facteurs donne lieu & une
involution positive sur £. La sous-2-catégorie pleine r;; dont les objets sont les facteurs de type I11
sur espaces séparables a sommes directes et sous-objets.

Etant donne une inclusion A C B de facteurs (‘A est sous-facteur de B’), une espérance condi-
tionnelle est une application E' : B — A qui est A — A bilinéaire (E(abc) = aE(b)c Va,c € Ab € B) et
completement positive. Pour une espérance conditionnelle E nous définissons

[B: Alg = (sup{\ > 0 | E(b*b) — \b*b >0 Vb e B}) ™"

et enfin I'indice
[B:A] = E:g’liA[B s Alg.

Evidemment, [B : A] € [1,00]. Le lien entre les théories des sous-facteurs et des catégories suit d'un
résultat crucial di a Longo [45] (& reformulation triviale pres):

1.1.19 THEOREME Soit A C B une inclusion de facteurs de type III (sur un espace séparable). Alors
[B : A] < oo ssi Iapplication d’inclusion v : A — B a un dual T bilatére dans la bicatégorie Ery;.

La sous-2-catégorie S}CH C &1 composée par les 1-morphismes o : A — B tels que [B : a(A)] < oo
a conjugés au sens de [48] et est sphérique [5]. Pour o : A — B dans EIfH nous avons [B : a(A)] = d(a)?,
ot d(a) est la dimension catégorielle au sens de [48, 5].

Nous expliquons brievement les résulats en théorie des sous-facteurs qui ont inspiré les considérations
dans {5}. Soit A C B une inclusion de facteurs de type III telle que [B : A] < oo. Alors, & coté de
I'inclusion ¢« : A — B il existe un morphisme dual 7: B — A tel que [A : 7(B)] = [B : A], donc il existe
une symétrie parfaite entre A et B. Comme dans la discussion catégorielle ci-dessus, I' = 71 est 'objet
d’une x-algebre de Frobenius fortement séparable dans la catégorie tensorielle End A. Inversement,
Longo a démontré [46] que toute *-algebre de Frobenius fortement séparable (ou ‘Q-systéme’) dans
End A provient d’une inclusion A C B d’indice fini. D’autre part, par les travaux d’Ocneanu [53, 54]
(dans le cadre legerement différent des facteurs de type II;) tout sous-facteur d’indice fini donne lieu
a une certaine bicatégorie C-linéaire E4cp avec deux objets B dans laquelle tout 1-morphisme a
un dual. Dans le contexte des facteurs de type III, la bicatégorie d’Ocneanu est trés facile a définir:
les 1-morphisms sont tous les retractes et sommes directes de toutes des compositions possibles des
1-morphisms ¢ et 7. Il y a donc deux constructions d’une bicatégorie (un contexte de Morita) & partir
d’une x-algebre de Frobenius dans End A: (a) construire I'inclusion A C B correspondante et considérer
la bicatégorie d’Ocneanu, (b) appliquer la construction catégorielle du Théoreme 1.1.7 4 End A et T" et
considérer la sous-catégorie pleine de £ générée par J et J. Le résultat suivant démontre qu’on obtient
des bicatégories équivalentes :

1.1.20 THEOREME Soient A un facteur de type III, (T,...) une *-algébre de Frobenius fortement
séparable dans End A et A la sous-catégorie pleine, stable par isomorphismes et sous-objets, de End A
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générée par I'. Soit £4cp la bicatégorie associée au sous-facteur A C B, ou B est construit comme
dans [46]. Si & est obtenue de A et (T',...) selon le Théoréme 1.1.7, alors nous avons une équivalence
de bicatégories £ ~ EAcB.

Ce résultat implique que le Théoréme 1.1.7 peut agir comme remplacant parfait des constructions
analytiques en théorie des sous-facteurs a la mesure que la bicatégorie £4-p est concerné. Cela nous
permettra d’appliquer certaines idées dans la théorie des sous-facteurs [54, 26, 34] & I’étude du centre
Z1(C) d’une catégorie de fusion finie.

Pour plus de détails nous renvoyons aux Sections 1.3 et 6.4 de {5}.

1.2 Théorie Tannakienne pour Groupes Quantiques Discrets

1.2.1 Groupes Quantiques Algébriques Discrets et Leurs Représentations

Il est bien connu que ’espace dual H d’une algebre de Hopf H de dimension finie peut étre muni

d’une structure d’algebre de Hopf, et qu’il existe une variante de la dualité de Pontryagin : H~H.
(Si G est un groupe fini abélien et H = kG cela devient un exemple de la dualité de Pontryagin pour
les groupes localement compacts abéliens.) Cette auto-dualité de la catégorie d’algebres de Hopf de
dimensions finies ne s’étend pas aux algébres de dimensions arbitraires, une raison étant qu’il n’est
pas toujours possible de munir le dual algébrique H d’une stucture d’algébre de Hopf raisonable.
Pour cette raison plusieures modifications de la catégorie d’algébres de Hopf ont été définies, comme
les algeébres de Kac [24] et les groupes quantiques localement compacts [44]. Les deux catégories
possedent Pauto-dualité désirée et contiennent la catégorie des groupes localement compacts, ainsi
fournissant une vraie généralization de la théorie de Pontryagin. Les algebres de Kac se sont révélées
trop restraites, mais le cadre de [44] contient en particulier les groupes quantiques compacts et discrets
définis par Woronowicz et d’autres. Tandis que I'existence d’une mesure de Haar peut étre démontrée
pour groupes localement compacts ainsi que pour groupes quantiques compacts [75] et discrets [71],
cela ne semble pas étre le cas pour groupes quantiques plus généraux. Pour cette raison lexistence
d’une forme de Haar est assumée dans [44] et la plupart de la litérature sur ce sujet. Puisque la
théorie des groupes quantiques localement compacts [24, 44] est plutot analytique et technique, un
formalisme alternatif purement algébrique a été développé par Van Daele [72]. Bien que moins général,
il contient toujours les groupes quantiques compacts et discrets et est fermé par rapport aux duaux et
doubles quantiques. Dans {8}, ce cadre est recommandé comme ’environnement le plus commode pour
la preuve des théorémes généralisés de reconstruction tannakienne. Nous commencgons par quelques
définitions, ou nous utiliserons une terminologie un peu non-standard dans l'intérét de concision. Tous
les produits tensoriels sont algébriques.

Si k est un corps, une k-algébre A est dite non-dégénérée si ab = 0Va € A = b =0 et ab =
0Vb e A = a = 0. Pour toute algebre A non-dégénérée il existe une algebre unifere M(A) de
multiplicateurs bilatéres, dans laquelle A s’insert comme idéal essentiel, voir [72] et les références
la-données. Un homomorphisme « : A — B d’algebres non-dégénérées est non-dégénéré si B =
a(A)B := spang{a(a)b, a € A,b € B} et B = Ba(A). Un homomorphisme « non-dégénéré s’étend
uniquement & un homomorphisme uniféere @ : M(A) — M(B). Une bialgebre de multiplicateurs est
une algébre A non-dégénérée munie d’un coproduit, i.e. un homomorphisme A : A — M(A ® A)
non-dégénéré qui est coassociatif (dans un certain sens). Une bialgebre de multiplicateurs est un
semigroupe quantique algébrique si elle est munie d’une forme linéaire ¢ : A — k invariante & gauche,
ie. (id ® )A(a) = ¢(a)l Va € A, et fidele, i.e. p(ab) =0Va € A = a =0 et a <> b. Une bialgebre
de multiplicateurs est une algébre de Hopf de multiplicateurs si les propriétées d’annulation

AA)(A21) =AA)(1RA) = (A 1AA) = (10 A)AA) =A® A

sont satisfaites dans M (A ® A). Finalement, un groupe quantique algébrique (gqa) est une algebre
de Hopf de multiplicateurs munie d’une forme fidéle invariante & gauche. Si k = C et A admet une
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involution * positive, i.e. a*a = 0 = a = 0, nous parlons de *-algébres de multiplicateurs, groupes
quantiques x-algébriques (x-gga) etc. En ce cas la forme ¢ est demandée positive.

Une bialgebre de multiplicateurs donne lieu & des applications linéaires e : A — ket S: A — M(A)
ayant la plupart des propriétés expectées. Si A est une algebre de Hopf de multiplicateurs on a
S(A) = A. Un gqa est discret s’il existe A € A tel que aA = Aa = €(a)A pour tout a € A et compacte
si A est unifére (en ce cas A est une algébre/di Hopf). Il existe une théorie de dualité de Pontryagin pour

p——

groupes quantiques algébriques telle que (4,A) = (A,A). (Nous soulignons la différence par rapport & la
dualité pour algebres de Hopf de dimension finie: au lieu des éléments d’unité on demande l'existence
de formes fidéles invariantes & gauche.) Cette dualité établit une bijection entre ggqa compacts et
discrets. Dans {8, Section 5.4} nous démontrons:

1.2.1 PROPOSITION Soit (A,A) un gqa discret. Alors (A,A) est semisimple, & voir A est une somme

directe d’algébres de matrices de dimensions finies, ssi le gqa compact (A,A) vérifie p(1) # 0.

1.2.2 REMARQUE 1. Les gqa discrets ont été étudiés d’abord dans [71] ou ils étaient nommés ‘groupes
quantiques discrets’. Pour les algebres de Hopf de multiplicateurs semisimples on peut démontrer
I'existence d’une forme fidele et invariante & gauche.

2. Das le cas de *-gqa les groupes quantiques compacts vérifient toujours ¢(1) # 0 et donc les gga
discrets sont automatiquement semisimples. O

Un représentation non-dégénérée d’un gqa est un (*-)homomorphisme 7 : A — EndV tel que
m(A)V = V. La catégorie de ces représentations et de leurs morphismes est notée Rep(A4,A). On note
Rep f(A,A) la sous-catégorie pleine des représentations de dimension finie. La théorie des représentations
a été étudiée par Van Daele et ses collaborateurs et dans {8}. En particulier,

1.2.3 PROPOSITION {8} Soit (A,A) un *-gqa discret. Alors la catégorie Rep(A,A) est une x-catégorie
de fusion avec conjugés (dans le sens de [48]).

Plus généralement, si (4,A) est discret et semisimple alors Rep(A4,A) est une catégorie de fusion
sphérique dans le sens de [5].

1.2.2 Théorie Tannakienne pour Groupes Quantiques Algébriques Discrets

Rep f(A,A) est une catégorie tensorielle concréte, au sens que ses objets sont espaces vectoriels
munis de plus de structure. Il est souvent profitable de considérer Rep f(A,A) comme une catégorie
tensorielle abstraite C munie d’un foncteur tensoriel fidele E : C — Vecty et de représentations mx
de A sur les E(X). Un foncteur tensoriel fideéle E : C — Vecty est dit un foncteur fibre. Si C est
une x-catégorie, on demande que E respecte les involutions x. Dans [74], Woronowicz a caracterisé
les C*-catégories tensorielles qui sont catégories de coreprésentations de ‘pseudogroupes compacts
matriciels’. (Ces derniers sont aux groupes quantiques compacts ce qui les groupes de Lie compacts
sont aux groupes compacts.)

On note H la catégorie d’espaces hilbertiens de dimensions finies et X sa symétrie naturelle. Dans
larticle {8}, qui est partiellement une vue d’ensemble, nous donnons des preuves simples pour le faits
suivants :

1.2.4 THEOREME Soient C une *-catégorie de fusion et E : C — H un foncteur fibre. Alors il existe
un semigroupe *-algébrique discret (A,A) et une equivalence F' : C — Rep;(A,A) de *-catégories
tensorielles telle que K o F = E, ou K : Rep;(A4,A) — Vectc est le foncteur oubli. Si C a objets
conjugés alors (A,A) est un x-gqa discret.
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Une R-matrice pour un gqa (A,A) est un élément inversible (satisfaisant aux équations habituelles)
de M(A® A) tel que RA(a)R™! = 0A(a) pour tout a € A, ol o est 'automorphisme volte-face. Une
R-matrice donne lieu a un tressage pour Repy, (A,A). Le contraire vaut aussi:

1.2.5 THEOREME Soient C,E et les données derivées (A,A),F comme ci-dessus. Alors il existe une
bijection entre tressages pour C et R-matrices pour (A,A) telle que C ~ Rep;(A,A) comme catégories
tressées. Tressages unitaires correspondent aux R-matrices unitaires.

Tous ces résulats se généralisent au cas de catégories de fusion sans *, voir {8, Section 5.4}. Si C
est tressée et E respecte le tressage, i.e. ¢(X,Y) = YE(x),E(y), alors C est symétrique et (A,A) est
cocommutatif. Dans ce cas on retrouve le théoréme classique de Tannaka :

1.2.6 THEOREME Soient C une x-catégorie de fusion symétrique avec conjugés et E : C — H un
foncteur fibre tel que c(X,Y) = Yg(x) g(y)- Alors il existe un groupe compact G et une équivalence
F : C — RepyG de *-catégories symétriques tel que K o F' = E, ou K : Rep;G — Vectc est le
foncteur oubli.

1.2.3 Le Monoide Régulier

Dans la Section 1.1.3 nous avons vu que la représentation réguliére d’une algebre de Hopf H de
dimension finie donne lieu a une algebre de Frobenius I' dans RepH. Evidemment, dans le cas de
dimension infinie, la représentation ne vit plus dans Rep;H, mais le résultat mentionné échoue aussi
pour d’autres raisons. Tout de méme les résultats suivants de {12, Section 3} montrent qu’une partie
de la structure survit:

1.2.7 LEMME Soit T' la représentation reguliére a gauche du *-gqa (A,A). Alors il existent isomor-
phismes unitaires T' ® 7 2 T’ ® I, naturels en 7, pour tout m € Rep(A,A), ou I, est la représentation
a > ¢g(a)id;. T' contient 1gepa,A) = € comme sous-représentation ssi (A,A) est discret. Dans ce cas la
multiplicité est un.

1.2.8 PROPOSITION Soit (A,A) un *-gqa. Alors il existe une application linéaire m : A®@ A — A qui
vérifie m(A(a)z) = am(x) pour tout a € A, z € A® A et m(m ®id) = m(id @ m).

La premiére équation signifie que 7m est un morphisme I' ® I' — I" dans Rep(A,A) et la seconde
que (I',;/m) est un semigroupe dans Rep(A,A). Si (4,A) est discret, alors ¢ — cA définit un morphisme
n € Hom(1.,T") et on vérifie que (I',/m,n) est un monoide dans Rep(A,A). En outre, nous avons A(A) C
A® A ssi(A,A) est compact ssi A est unifere. En ce cas A est un morphisme dans Rep(A4,A) et donc
(I',Ae) est un comonoide dans Rep(A4,A). Les deux structures de monoide et comonoide existent ssi
(A,A) est de dimension finie, ou elles coincident avec celles de la Section 1.1.3. Nous résumons la
partie qui sera pertinente dans ce qui suit:

1.2.9 THEOREME Soient (A,A) un *-aqg discret et ' sa représentation reguliére. Alors il existe un
monoide (I'yin,n) dans Rep(A4,A) ou I’ a la propriété d’absorption ' @ # = T'® I; = dimV,T et
vérifie dim Hom(1,T') = 1. Si (4,A) est cocommutatif (donc Rep(A,A) ~ Rep;G pour un groupe G
compact), alors Rep(A,A) est symétrique et le monoide est commutatif: i o crr = .

A nouveau, les résultats se généralisent aux gga (semisimples discrets) sans involution .

1.3 Catégories Tensorielles Symétriques : Reconstruction Abstraite

La théorie tannakienne de Woronowicz [74] ansi que celle décrite ci-dessus comptent sur I'existence
d’un foncteur fibre, i.e. un foncteur tensoriel fidele E : C — Vecty. Une catégorie tensorielle, souvent

15



— mais pas toujours — supposée symétrique et munie d’un foncteur fibre est dite tannakienne (ou
concréte). Dans le formalisme général le tressage de C, s’il existe, joue un role mineur. Il correspond
a une R-matrice pour (A,A). Si C et E sont symétriques, on déduit la cocommutativité de (4,A) et
donc Rep f(A,A) =~ RepyG pour G un groupe compact.

Les travaux [23, 15] vont au-dela de la reconstruction tannakienne au sens qu'ils caractérisent
certaines classes de catégories symétriques qui admettent un foncteur fibre et, en fait, le construisent.
Ici la symétrie a un role crucial.

Les cadres dans lequels les travaux cités se situent sont un peu différents. En considérant une
C*-catégorie C tensorielle munie d’une symétrie unitaire et en assumant qu’elle ait conjugés et qu’elle
soit paire, i.e. la torsion (‘twist’) le tout objet soit égale & +1, Doplicher et Roberts [23] démontrent
d’abord que la dimension de tout objet est un entier positif. Puis ils construisent un groupe compact
G et une équivalence F' : C — Rep;G. (Enfin, ils généralisent les résultats au cas ou torsions —1 sont
admises, qui donne lieu & un supergroupe.) Par contre, Deligne [15] considére des catégories k-linéaires
tensorielles symétriques abéliennes ou k est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. En
assumant que la dimension de tout objet soit dans N, il construit un foncteur fibre E et puis applique
le théoreme tannakien de Saavedra Rivano, comme complété par Deligne et Milne, afin de conclure
que C est équivalente & la catégorie des représentations d’un groupe proalgébrique. Nous commencons
par une brieve déscription de I'idée de la preuve de Deligne, cette derniere étant plus proche a l'esprit
du présent chapitre.

Nous assumons partout que k soit algébriquement clos de caractéristique zéro et que C soit k-
linéaire symétrique. Nous demandons aussi que C ait un générateur, i.e. un objet Y tel que tout X € C
est un sommand direct de Y™ pour un n € N et que C soit paire. (Concernant les généralisations aux
catégories sans générateurs et/ou admettant objets avec torsion —1, voir [23, 15, 16], nous n’avons rien
de nouveau & dire.) L’idée fondamentale est d’injecter C dans la catégorie associée ¢ =1IndC (compléte
par rapport aux limites inductives filtrées) et de constuire un monoide commutatif (I';m,;) dans C tel
que I' ® X 2 d(X)T pour tout X € C.

L’espace vectoriel K = Hom(1,I") est une k-algebre commutative pour la multiplication (a,b)
m o a® b et Punité 1 = n. Définissant un foncteur Fx : C — Vecty, par

EK(X) = HOIII@(].,F@X),
Ex(s)p = id®so¢, s: X =Y, ¢e Ex(X),

on trouve que Fx(X) est un K-module pour tout X, Paction de K étant donnée par
K x Eg(X) = Ex(X), (a,¢0) » m®idx o a® ¢.

En fait, Ex est un foncteur tensoriel C - K—Mod. Choisissant un idéal maximal M dans K, on peut
construire un foncteur tensoriel E} : C — I%—Mod, onk=K /M D k est une extension de corps, dont
on peut démontrer 'algébricité. Si k est algébriquement clos, E} est donc un foncteur fibre a valeurs
dans Vecty. Le résultat classique de Saavedra Rivano implique alors qu’il existe un groupe algébrique
G et une équivalence F' : C — Rep;G telle que E = K o F, ou K : Rep;G — Vecty est le foncteur
oubli. D’autre part, si C est une *-catégorie on peut appliquer un argument dans [8] afin d’obtenir un
foncteur fibre qui respecte les %, et le Théoréeme 1.2.6 implique un résultat analogue pour un groupe
compact de Lie.

La construction décrite ci-dessus n’est pas entiérement satisfaisante. Apres avoir prouvé que la
catégorie C est équivalente & Rep G, la discussion dans la Section 1.2.3 implique que Ind C ~ Rep(4,A)
contient un monoide commutatif (I';m,n) qui a la propriété d’absorption et contient I'unité 1 avec
multiplicité un. Si on applique la prescription précéndente & ce monoide afin de définir un foncteur
fibre F, la derniéere propriété implique dimy K = 1 et donc E est automatiquement un foncteur a
valeurs dans Vecty. Définissant G = Aut®E, suivant Saavedra Rivano, on trouve aisément

G=ZAuwt(Dymm) :={g € Autl' | gom=m o g®g, gon=n}.
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Le groupe G pour lequel on a C ~ Rep;G peut donc étre obtenu directement du monoide régulier
(T',m,n) méme sans considérer le foncteur fibre qui en ensuit. Pour cette raison il serait trés souhaitable
de construire directement le monoide régulier dans €. (Le monoide construit dans [15, 8] ne vérifie
pas dim Hom(1,I') = 1, donc il est au mieux un multiple non contrélé du monoide régulier.) Cela est
accompli dans {12, Section 3}, ol nous nous bornons au cas semisimple et utilisons des simplifications
du travail de Deligne qu’on trouve dans [7, 64].

1.3.1 THEOREME Soit k algébriquement clos de caractéristique zéro et soit C une catégorie de fusion
symétrique paire sur k telle que d(X) € N pour tout X € C. Alors

1. II existe un monoide commutatif (I';m,n) dans IndC tel que ' ® X = d(X)T pour tout X € C et
dimHom(1,I') = 1.

2. Le groupe G = Aut(I';m,n) est proalgébrique et C ~ Rep,G.

3. Si C est une x-catégorie alors G est un groupe topologique compact.

Ici, la nouveauté principale est 1, d’ou les énoncés 2 et 3 suivent comme expliqué ci-dessus. (Bien
entendu, 1 suit aussi de 2 ou 3 grace aux résultats de la Section 1.2.3, mais notre preuve est beaucoup
plus directe et entierement catégorielle.) Nous esquissons briévement la construction. Pour tout objet
X € C et tout n € N, la symétrie donne lieu & un homomorphisme 72X : ¥, — EndX", et les

n
idempotents
1 1
+ —— n
Pr(X) = o JZE: { sgn(o) }WX(U)

projectent sur des sous-objets S,,(X) et A, (X), respectivement, de X™. En particulier, d(Agx)(X)) =
let Ayx) = 1si X = X. On vérifie facilement que l'objet S(X) = @penSn(X) fait partie d’un
monoide commutatif (S(X),m,n) dans C, Palgebre symétrique sur X.

Pour tout monoide commutatif (I';m,n) dans une catégorie tensorielle k-linéaire D, (I';m) est un
[-module (& gauche). Un idéal dans (I';m,n) consiste de (X,u) € I'—Mod et un monomorphisme
v € Hompr \joq((X,u),(I',m)). Considérant le conoyeau p : (I'ym) — (I',m1) de ¢, on construit un
monoide commutatif (I'",m/,n’) dans D tel que pom =mop@p,pon =1n'. Ce monoide est considéré
comme quotient de (I'ym,n) par I'idéal ((X,u),t). On a une notion d’idéaux maximaux, et comme en
algébre commutative on montre que tout idéal est contenu dans un idéal maximal et que le quotient
par un idéal maximal est un ‘corps’. Dans notre cadre, cela veut dire que la k-algébre commutative
Hom(1,I") est un corps qui étend k.

Soit Z un générateur de C auto-dual (Z = Z), et considérons le monoide commutatif (S(Z),m,n)*?,
ott d = d(Z). En utilisant des idées de [7], voir aussi [64], on trouve un idéal ((X,u),t) dans (S(Z),m,n)*¢
tel que le quotient de (S(Z),m,n)*? par ce dernier (ou tout idéal qui contient ce dernier) a la pro-
priété d’absorption pour tout X € C. En considérant le quotient par un idéal maximal contenant
((X,u1),t) nous obtenons donc un monoide commutatif I' dans C qui a la propriété d’absorption et
pour lequel K = Hom(1,I') est un corps. Montrant que 'extension K D k est algébrique, donc triviale,
acheve la construction d’un monoide qui a toutes les propriétés désirées. Maintenant les considérations
précédentes impliquent que C >~ Rep;G ol G est le groupe d’automorphismes de ce monoide, et I'uni-
cité des foncteurs fibre entraine que ce monoide est en fait celui provenant de la représentation réguliere.
En particulier, on conclut que T & @;d(X;)X;. (Notons qu’il semble impossible de définir directement
une structure de monoide commutatif sur cet objet I'.)

1.4 Structure des Catégories Modulaires

1.4.1 Préliminaires

Si 'on adopte la perspective de ‘catégorisation’ [3] il n’est pas surprenant qu’au niveau de (1-
)catégories on trouve des analogies des constructions familaires avec 0-catégories, i.e. ensembles,
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monoides etc. En particulier, nous avons centralisateurs et centres:

1.4.1 DEFINITION Soit C une catégorie tensorielle tressée et K une sous-catégorie pleine, i.e. un en-
semble d’objets dans C. Le centralisateur C¢(K) de K dans C (ou le commutant relatif C N K') est la
sous-catégorie pleine définie par

ObJ Cc(IC) = {X eC | Cy,x 0CxX)y = idxy VY € IC}

1.4.2 DEFINITION Le centre d’une catégorie tensorielle tressée C est défini comme Z(C) = C¢(C).
Evidemment, il est une catégorie symétrique. Nous disons que le centre d’une catégorie tressée semi-
simple est trivial si tout objet de Z5(C) est une somme directe de copies de 'unité tensorielle 1 (ou
tout objet simple dans Z,(C) est isomorphe & 1).

1.4.3 LEMME Soit C tressée et K une sous-catégorie. Alors C¢(K) est tensorielle et close par rapport
aux sommes directes et retractions dans C. Si C est k-linéaire semisimple, C¢(K) D'est aussi. Si C a
duaux pour tout objet, alors C¢(K) a duaux. Si K1,Ko C C alors Ce(K1 V K2) = Ce (K1) N Ce(K2), ot
K1V Ko CC est la plus petite sous-catégorie tensorielle qui contient K1,Ks.

Maintenant nous nous bornons aux catégories semisimples qui ont un nombre fini d’objets simples
a isomorphisme pres.

1.4.4 DEFINITION Une catégorie pré-modulaire [11] est une catégorie de fusion finie tressée. Une
catégorie modulaire [67] est une catégorie pré-modulaire telle que la matrice (S(X,)Y)) = Trxy (cy,x o
cx,y), indexée par les classes d’isomorphisme d’objets simples, est inversible.

Le suivant a été démontré par Rehren [59] pour #-catégories et en général par Bruguiéres et
d’autres, voir [6].

1.4.5 THEOREME Soit C pré-modulaire telle que dim C # 0. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) Le centre Z3(C) est trivial.
(ii)) C est modulaire.

L’importance des catégories modulaires se dérive du fait qu’elles servent comme données initiales
pour la construction de certaines TQC topologiques, voir [67]. D’autre part elles surgissent commes
catégories de représentations des groupes quantiques (a une racine d’unité) et en TQC conforme {3}.
Cette derniére situation sera discutée dans la Section 2.1.2.

1.4.2 Catégories Modulaires: Théoréme du Double Centralisateur et Applications

Dans {7} j’ai maintenu que les catégories modulaires se présentent assez souvent pour mériter
de D'attention elles mémes, et j’ai fait un premier pas vers une théorie structurelle des catégories
modulaires. Tous les résultats de cette sous-section sont extraits de {7}. Toutes les sous-catégories
considérées ici sont des sous-catégories tensorielles complétes par rapport aux sommes directes, re-
tractions et duaux. L’ingrédient crucial est le suivant ‘théoreme du double centralisiateur’ (TDC):

1.4.6 THEOREME Soient C une catégorie modulaire et K C C. Alors nous avons :
(i) Ce(Ce(K)) = K.
(i) dimK - dim C¢(K) = dimC.

1.4.7 COROLLAIRE Soit C une catégorie modulaire et X C C. Alors nous avons:
Z3(Ce(K)) = Za(K).
En particulier, si K est modulaire, C¢(K) I'est aussi. Si K est symétrique alors Zo(Ce(K)) = K.
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1.4.8 PROPOSITION Soient C et K des catégories modulaires ou K s’identifie 4 une sous-catégorie
pleine de C. Soit L = C¢(K). Alors il existe une équivalence de catégories modulaires :

C ~ KX L.

(Ici KX L est la complétée par sommes directes du produit direct K @y, L, dont les objets sont paires
d’objets et les hom-ensembles produits tensoriels sur k d’espaces de morphismes respectifs dans K,L.)

1.4.9 DEFINITION Une catégorie modulaire C est prime si toute sous-catégorie pleine modulaire est
équivalente soit a C soit a la catégorie modulaire triviale Vecty.

1.4.10 THEOREME Toute catégorie modulaire est équivalente a un produit direct fini de catégories
modulaires primes.

Le théoréme implique qu’il suffit de classifier les catégories modulaires primes. Notons cependant
que la factorisation d’une catégorie modulaire en primes n’est pas nécessairement unique. Des exemples
de ce phénomene seront présentés plus bas.

1.4.3 Exemples et Applications

Une classe naturelle de catégories modulaires & étudier au début est fournie par les doubles quan-
tiques des groupes finis. Quand G = G x G nous avons D(G)—Mod ~ D(G1)—Mod K D(G2)—Mod.
11 suffit donc de considérer les groupes primes. Le cas abélien, ol GG est prime ssi il est cyclique d’ordre
une puissance d’un prime, a été compleétement clarifié :

1.4.11 THEOREME Soient p prime, G = Z/p"Z et C = D(G)—Maod.

(i) C est prime ssi p = 2.

(ii) Sip est impair, il existe une bijection entre les isomorphismes o : G — G et les sous-catégories
modulaires K,, C C, établie par K, = {(g,a(g)), g € G}. (Rappelons que les classes d’isomorphis-
me d’objets simples dans D(G) — Mod sont indexées par les éléments de G X G) Les catégories
Ko sont primes, et C¢(Cy) = Cq, ot @(-) = a(-)~!. Les factorisations de C en primes sont donc

A~

données par C ~ C, K Cg, a € Isom(G,G).

Ce résulat implique, déja pour groupes abéliens, qu’il n’existe aucune relation entre simplicité de
G et primalité de D(G)—Mod =~ Z;(Rep;G).

Pour les catégories modulaires unitaires (i.e. x-catégories modulaires) ce qui suit est une conséquence
facile du TDC:

1.4.12 PROPOSITION Soient C une catégorie modulaire unitaire et X C C. Alors
dimC > dim K - dim Z5(K).

On a égalité ssi C¢(K) = Cx(K)(= Z2(K)). En ce cas nous disons que C est une extension (pleine)
modulaire minimale de K.

1.4.13 ExeEMPLE Considérons S C C ou C est modulaire et S est symétrique. Avec K = C¢(S) nous
avons Zs(K) = Z3(S) = S. Donc C est une extension modulaire minimale de K. Grace au TDC cette
situation est générique: si C D K est une extension modulaire minimale et nous posons § = Z»(K)
alors K = C¢(S). O

Il est naturel d’expecter que cette borne soit optimale:

1.4.14 CONJECTURE Soit K une catégorie pré-modulaire unitaire. Alors il existe une catégorie mo-
dulaire unitaire C et un foncteur tensoriel plein et fidéle I : K — C tels que

dimC =dim K - Zy(K).
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Une approche directe & la preuve ne semble pas prometteuse. Voir la Remarque 1.6.20 pour une
approche plus sophistiquée.

1.5 Le Centre Z; d’une Catégorie de Fusion

1.5.1 Définition et Propriétés Elémentaires

Pour la construction de catégories modulaires il semble désirable avoir des moyens qui soient plus
simples que ceux qui utilisent groupes quantiques et TQC conformes. (Notons en passant que ces deux
sujets sont étroitement liés.) L’approche de modularisation {2},[11] sera mentionnée dans la Section
1.6.4.

I1 a été bien connu longtemps que la catégorie des représentations du double quantique D(G) d’un
groupe fini est modulaire, voir par ex. [2]. Cette construction (qui est un cas particulier d’une construc-
tion pour algébres de Hopf de dimension finie) admet une généralisation aux catégories tensorielles
arbitraires, découverte indépendemment par Drinfeld (non publié), Majid [51] et Joyal et Street [38].
Voir aussi [41].

1.5.1 DEFINITION/PROPOSITION Le centre Z1(C) d’une catégorie tensorielle (stricte) C a comme ob-
Jjets les paires (X,ex), ou X € C et ex est un ‘demi-tressage’, i.e. une famille {ex(Y) € Hom¢(X ®
VY ® X), Y € C} d’isomorphismes, naturels en Y et vérifiants la relation des tresses:

ex(Y®Z)=idy ex(Z) o ex(Y)®idgz VY,Z €C.
Les morphismes sont donnés par
Homy, o) ((X,ex),(Yiey)) = {t € Home(X,Y) | idx ®t o ex(Z) =ey(Z) o t®@idx VZ€C}.
Le produit tensoriel d’objets est donné par (X,ex) ® (Yyey) = (X ® Yexgy), ou
exey(Z) =ex(Z)®idy o idx ® ey (Z).

L’unité tensorielle est (1,e1) ou e1(X) = idx. La composition et le produit tensoriel des morphismes
sont herités de C. Avec
C(Xex ) (Yiey) = ex(Y)

Z1(C) est une catégorie tensorielle tressée.

Les suivantes sont quelques observations immédiates :

1.5.2 LEMME Si C est k-linéaire, Z1(C) I'est aussi. Si I'unité 1 de C est absolument simple, 1, ¢y l'est
aussi. Si C a sommes directes (sous-objects), Z1(C) a sommes directes (sous-objects).

1.5.3 PROPOSITION Soit C (stricte) pivotale. Alors Z1(C) I'est aussi, le dual (Y,ey) étant (Y ,ey), ot
ey (X) est défini par

gy @e(Y)

idv @ ey (X)) ! @ ids
YoX v ©er(X) L4

YXY®Y YoV XY —

g(Y) @idyy Yav

Les morphismes d’évaluation et coévaluation sont hérités de C :
e((Yeey)) =e(Y), &(YViey)) =2(Y).
Si C est sphérique, Z1(C) Dest aussi.
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roblém misimplicité moins évidente. Nou nons une repon rmativ
Le probleme de semisimplicité de Z;(C) est moins évidente. Nous obtenons une reponse affirmative
qu’en assumant des propriétés restrictives, mais cela suffira. Le résultat ci-dessous et ceux de la sous-
section suivante sont extraits de {6}.

1.5.4 THEOREME Soient k algébriquement clos et C une catégorie de fusion sur k telle que dimC # 0.
Alors le centre Z1(C) est une catégorie de fusion, donc en particulier semisimple et sphérique.

1.5.2 Equivalence de Morita Z;(C) ~ C K C® et Modularité

A ce point, nous savons que Z1(C) est semisimple si C est une catégorie de fusion de dimension
non-nulle. Afin d’obtenir des résultats sur da dimension de Z;(C) nous aurons besoin des machines
plus avancées décrites dans la Section 1.1.2. Nous définissons

A = CRCP,

X, = X,L‘ZXZOP € Ob_]A

Grace a {5, Lemma 2.9}, C°P.C ®j, C°? et A sont strictes sphériques d’une maniére canonique. Tout
X;, 1 €I, est simple.
Le suivant est une généralisation marginale de [47, Proposition 4.10].

1.5.5 LEMME Soient k algébriquement clos et C une catégorie de fusion finie sur k telle que dimC # 0.
Alors il existe une algébre de Frobenius fortement séparable (I';m,n,Ae) dans A = C K CP, telle que

r= X

el

1.5.6 PROPOSITION Soit £ le contexte de Morita provenant de I’algébre de Frobenius (T,...) dans la
catégorie tensorielle A, et soit B = Endg(®B). Alors il existe une équivalence tensorielle B ~ Z1(C).
Par conséquent, dim Z; (C) = (dimC)?.

Puisque nous savons trés bien controler la bicatégorie &, le méme s’ensuit pour Z;(C). Par ex.,
on peut démontrer que le nombre de classes d’isomorphisms d’objets simples dans Z1(C) est borné
par Z” dim Home (X;X;,X;X;). Au cas o C = Rep G pour G un groupe abélien fini cette borne est
atteinte. En plus:

1.5.7 THEOREME Soient k algébriquement clos et C une catégorie de fusion finie sur k telle que

dimC # 0. Alors le centre Z1(C) est une catégorie modulaire. En outre, la dimension et les ‘sommes
de Gauss’ AL (D) = 3. 0(X;)*1d(X;)? sont données par:

dimZ;(C) = (dimC)?,
A+(Z1(C)) = dimC.

Si C est munie d’un tressage ¢, on peut considérer C comme sous-catégorie pleine de Z;(C) grace
au foncteur Fy : X — (X,ex) tensoriel tressé plein et fidele, ot ex(Y) = cx y. Notant C la catégorie
tensorielle C munie du tressage ¢xy = c{,}X, il existe un foncteur analogue F» : C — Z;(C) tel

que Cyz o)(F1(C)) = Fy(C) et Czl(c)(FZ(é)) = Fi(C). (Cela est valable en complete généralité,
indépendemment du TDC.) Si C satisfait aux suppositions du Théoréme 1.5.7 alors la modularité

de Z1(C) et la Proposition 1.4.8 impliquent :

1.5.8 THEOREME Si C est modulaire alors Z1(C) ~ C ® C comme catégories modulaires.
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En particulier, toute catégorie modulaire apparait comme sommand direct de Z1(C) pour une
catégorie de fusion C. .
Vue le Théoreme 1.1.13, I’équivalence faiblement tensorielle de Morita Z;(C) ~ C K C implique

TV (M,Z,(C)) = BW(M,Z,(C)) = BW(M,CRXC) = BW(M,) - BW(-M)

pour toute catégorie de fusion C.

On peut démontrer {6} que le nombre d’objets simples dans Z;(C) coincide avec la dimension
de T'espace Hgi1, g1 d’états du tore dans la TQC topologique en dimensions d = 2 + 1 définie par
triangulation, comme conjecturé dans [30]. D’autre part, dans la TQC topologique RT définie par
chirurgie [67] partant d’une catégorie modulaire D, dim Hgi 41 coincide avec le nombre d’objets
simples de D. Cela supporte la conjecture selon laquelle BW (M,C) = RT(M,Z;(C)) pour toute 3-
variété orientée M et toute catégorie C de fusion finie unimodale. Dans le cadre des sous-facteurs il a été
démontré recemment [42] que la TQC topologique de type triangulation associée a un sous-facteur N C
M d’indice et profondité finies, voir [55], coincide avec la TQC topologique de type chirugie associée
au sous-facteur asymptotique d’Ocneanu. Vue la relation [34],{6} entre le sous-facteur asymptotique
et Z1(C), il semble un simple exercise de prouver la conjecture mentionnée par d’arguments purement
topologiques et catégoriels.

1.6 Théorie de Galois pour Catégories Tensorielles Tressées

1.6.1 Catégories Tensorielles de Modules

A plusieures occasions nous avons considéré catégories de (bi)modules d’un monoide dans une
catégorie tensorielle C. En I’absence d’un tressage pour C seule la catégorie '-Mod¢—1I" est monoidale.
On savait longtemps que si C est tensorielle et symétrique, I'—Mod¢ 'est aussi, voir par ex. [15]. Le
cas d’un tressage non-symétrique a été considéré premierement dans [57]:

1.6.1 DEFINITION/PROPOSITION Si C est tressée et a coégalisateurs, alors T —Mod¢ est tensorielle
avec (X,u) ® (Y,n) = coeq(a,B), ot o, : T @ X ®Y — X @Y sont donnés par

a=p®idy, f=idx @n o cr,x ®idy.

Il existe un foncteur tensoriel F : C — I'—Mod¢ tel que F(X) = (I ® X,m ® idx). La sous-catégorie
pleine T —Mod2 C T'—Mod, qui consiste d’objets (X,u) vérifiant pi o c X, © Cr,x = |4 est tensorielle et
tressée.

Ces résultats ont été redécouverts dans [11] pour le cas special ot ' € Z(C), dans lequel T-Mod =
I'—Modc, et dans [43] en général. Le matériel dans le reste de cette section est extrait de {9}.

1.6.2 PROPOSITION Soit C une catégorie de fusion finie tressée et soit (I'ym,n,Ae) une algébre de
Frobenius fortement séparable dans C telle que dimHom(1,I) = 1. Alors I'—Mod¢ est une catégorie
de fusion finie et

dimT'—Mod¢ = (dim ')~ dimC.

La catégorie I'—Mod¢ est un peu ennuyeuse en tant que son produit tensoriel est défini d’une
maniere un peu implicite. Pour cette raison il est utile avoir la suivante alternative :

1.6.3 DEFINITION/PROPOSITION Soient C une catégorie (stricte) tressée de fusion et (I';m,n,A¢) une
algébre de Frobenius fortement séparable dans C. Alors le suivant définit une catégorie tensorielle Cr.

— ObjCr = ObjC,
- X@Y =X®Y,

22



— Homg (X,Y) = Home(I'X,Y),

— Soient s € Homg (X,Y) = Home(I'X,)Y) et t € Hom; (Y,Z) = Home(T'Y.Z). Alors tos =
toidr ® so A® X dans Homg (X,Z) = Home(I'X,Z),

— Soient s € Homs (X)Y) = Home(T'X,Y) et ¢ € Homg (Z,T) = Home(I'ZT). Alors st =
s®@toidr®@crx ®idz o A®idx ®idz dans HornéF (XZYT) =Hom¢(T'XZYT).

La complétée canonique Cr = (3{3 de Cr en une catégorie a idempotents scindables est semisimple.
(Rappelons que ObjCr = {(X.,p), X € ObjCr,p = p? € Ends X} etc. AuNIieu de (X,idx) € Cr nous
écrivons simplement X.) Si C est une x-catégorie et A = m*,e = n* alors Cr,Cr sont des *-catégories.
Le foncteur ¢ : C — Cr défini par X — X, s — £ ® s est tensoriel et fidéle. La composition de v avec
Pinjection pleine Cr — Cr est aussi notée t.

1.6.4 PROPOSITION Soient C et (I'ym,n,A,e) comme ci-dessus. Alors il existe une équivalence tenso-
rielle K : Cr — I'—Modg¢ telle que K ot =2 F comme foncteurs tensoriels.

1.6.2 Extensions de Galois de Catégories Tensorielles Tressées

1.6.5 DEFINITION Soient C une catégorie de fusion stricte tressée et S C C une sous-catégorie pleine
finie symétrique paire. Soit (L', ...) I'algebre de Frobenius dans C provenant des Théorémes 1.3.1 et
1.1.15. Nous notons C xg S:=Cr et C xS :=Cr.

1.6.6 PROPOSITION C XgS et C X § sont des catégories tensorielles strictes sphériques et C X S est
semisimple, donc une catégorie de fusion. SiC est une *-catégorie, la x-structure s’étend a C xS et CXS.
Il existe un foncteur tensoriel 1 : C — C xS fidéle et injectif aux objets. Le groupe G = Aut(T',;m,n) agit
sur C 1 S par v4(s) = s o g~ ' ®@idx pour s € Homeys(X,Y) = Hom(TX,Y) et v4((X,p)) = (X,74(p)).
Nous avons (C xpS)% =2 C et (CxS)Y ~C. SiC est finie, alors dimC x S = dimC/|G| = dimC/ dim S.

1.6.7 THEOREME Soient S C C comme ci-dessus. Le foncteur tensoriel + : C — C X S satisfait a Ia
propriété universelle suivante :

1. Pour tout objet simpleY € C x § il existe X € C tel que Y est un sommand direct de 1(X).
2. Pour tout X € § nous avons +(X) 2 d(X)1 dans C x S.

3. Si D est semisimple et ' : C — D vérifie 1-2 alors il existe un foncteur tensoriel \" : C xS — D,
unique & isomorphisme tensoriel naturel preés, tel que ' =" o 1.

Nous appelons C x S V'extension galoisienne de C par la sous-catégorie pleine symétrique S.
Maintenant nous identifions C & la sous-catégorie +(C) de C x S.

1.6.8 THEOREME Soient C une catégorie de fusion tressée et S C C une sous-catégorie pleine symétrique
finie paire telle que § ~ Rep G. Alors il existe une bijection entre sous-groupes H C G et catégories
E telles que C C £ C C xS et & est la complétée de (C xg 8) N E par rapport aux sous-objets. La
correspondance est donnée par £ = (C x S) et H = Aute(C x S).

1.6.9 PROPOSITION Dans la correspondance susdite, le sous-groupe H C G est normal ssi il existe
une sous-catégorie symétrique T C S telle que £ = C x T. Dans ce cas, Autg(C X §) = H et
Aute () 2 G/H.

1.6.3 Théorie de la Ramification

Nous discutons briévement les faits connus concernant la décomposition des objects t(X) € C x S
pour X € C simple.

1.6.10 DEFINITION Pour X,Y € C nous écrivons X ~ Y ssi Hom¢e ('@ X,Y) # {0}.
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1.6.11 THEOREME {9} Restrainte aux objets simples, la rélation ~ est un rélation d’équivalence.
Soient XY € C simples. Si X # Y alors +(X),.(Y) sont disjoints, i.e. 1(X),.(Y') n’ont pas de sous-
objets isomorphes. Pour toute classe o d’equivalence il existe un ensemble fini I, des objets simples
deux-a-deux non-isomorphes Z; € C X S, i € I, et entiers positifs Nx,X € o, tels que

UX)=Nx @z VXeo
i€l

Au cas ou G est abélien (i.e. tout objet simple de S est inversible) une déscription plus précise
des objets simples de C x S peut étre donnée, voir {2}. Soient A et K les ensembles des classes
d’isomorphismes d’objets simples dans C et S, respectivement. Alors K est un groupe abélien qui agit
sur A de la maniere évidente (si X est simple et Y est inversible, alors X ® Y est simple), et les classes
d’équivalence considérées ci-dessus sont précisément les orbites sous cette action. En définissant, pour
tout [X] € A,

Kx={Y]eK|Y®X>X},

Kx est un sous-groupe de K et on démontre qu'il existe a € Z2?(Kx,k*) tel que Endews(¢(X)) est
isomorphe & l'algeébre tordue k*K x. Maintenant, Lx = {k € Kx | a(k,l) = a(l,k) VIl € Kx} est un
sous-groupe de Kx qui engendre le centre de k%K x. Donc il existe une correspondance bijective entre
les caracteres de Ly et les sous-objets simples non-isomorphes de ¢(X).

1.6.4 C xS comme G-Catégorie Croisée Tressée

Maintenant nous considérons la question si (ou en quel sens généralisé) C X S est tressée. Puisque
la catégorie C Xy S a les mémes objets comme C, un candidat naturel d’un tressage est celui ¢ de C.
Mais C xg S a plus de morphismes, donc la naturalité de cet aspirant tressage doit étre verifiée. En
fait, le suivant a été démontré dans {2} :

1.6.12 LEMME Le tressage ¢ de C s’étend a un tressage de C xo S ssi S C Z(C). En ce cas C x S est
également tressée.

1.6.13 PROPOSITION Si S C Z3(C), on a Z2(C x 8) = Z»(C) x S. En particulier, le centre Z>(C % S)
est trivial ssi § = Z5(C).

Le centre de € = C x Z5(C) est donc trivial. Si C est finie, C Test aussi, et par conséquent C est
modulaire grace au Théoreme 1.4.5. Pour cette raison C était appelée la cloture modulaire de C dans
{2}. (Dans [11], la catégorie équivalente '—Modc, ol (I',m,n) est le monoide régulier dans la catégorie
symétrique Z5(C), est nommée la modularisation de C.)

Méme si § ¢ Z5(C) on trouve que C X S est toujours tressée, pourvu qu’on généralise le cadre.
Une telle généralisation & été proposée dans [68], et nous donnons une version légérement adaptée de
cette définition :

1.6.14 DEFINITION Soit G un groupe (discret). Une G-catégorie croisée (stricte) est une catégorie
tensorielle D (stricte) munie de

— une sous-catégorie tensorielle pleine D C D d’objets ‘homogénes’,

— une application 0 : ObjDg — G constante sur les classes d’isomorphisme,

— un homomorphisme v : G — AutD (automorphismes (stricts) tensoriels de D),
tels que

1. (X ®Y) =0X 9Y pour tout X,Y € Dg.

2. 7¢(Dn) C Dgpg-1, o1 Dy C Dg est la sous-catégorie pleine 0~ g).
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Si D est additive nous démandons que tout objet de D soit une somme directe d’objets dans Dg. Un
tressage pour une G-catégorie croisée D est une famille d’isomorphismes cxy : X @ Y — XY @ X,
définis pour tout X € Dg, Y € D, telle que le diagramme

s®t

XY X Y

CXY cxty!

XY ® X lel ® XI

t®s

commute pour tout s : X - X', t:Y =Y/, et

CX, 72T = idXZ®CX7T ° Cx,z ® idr,

cxXev,Z = Cxyz ®idy o idx ® cy,z,

pour tout X,Y € Dg, Z, T € D.
1.6.15 THEOREME C x S est une G-catégorie croisée tressée, ott S ~ Rep G.

1.6.16 DEFINITION/PROPOSITION Le spectre d’'une G-catégorie croisée tressée D est SpecD = {g €
G | Dy # 0}. SpecD est clos par multiplication et conjugation avec éléments de G. II est clos par
inverses, donc un sous-groupe normal, si D a duaux.

Le spectre est dit plein s’il coincide avec G et trivial s’il est {e}.

1.6.17 PrOPOSITION L’inclusion (C NS') x 8§ < C x 8 donne lieu & un isomorphisme (C X §), =
(CNS8') x 8. Le spectre de C x 8 est trivial ssi S C Z2(C).

Soit Sy C S une inclusion pleine de catégories de fusion finies symétriques paires. Soient (T,...),
(To,--.) les algebres de Frobenius correspondantes dans 8p,S, respectivement, dont Go,G sont les
groupes d’automorphismes. Alors I' 2 T’y @ Z et Hom(Iy,Z) = {0}, donc le projecteur ¢ € EndT sur
T'y est central. Le groupe

N={g9€G|goq=yq}

est un sous-groupe normal de G = Aut(I';m,n). Il coincide avec
N={g€G|nx(9) =idpx) VX € So},

ou F : § — Vectc est le foncteur fibre et mx est la représentation de G sur E(X). (Cela est déduit
aisément de F(X) = Hom(1,I' ® X) et le fait que g € G agit sur E(X) par 7x(g) : ¢ — gRidx o ¢.)
Cela implique Gy = G/N.

1.6.18 THEOREME Soit S C C ot § ~ RepG. Soit N le sous-groupe normal de G correspondant
comme ci-dessus a I'inclusion pleine S N Z5(C) C S de catégories symétriques. Alors SpecC xS = N.

En particulier, le spectre de C x S est plein ssi S N Zy(C) est trivial, i.e. ne consiste que de multiples
de 1.

1.6.19 COROLLAIRE Si C est modulaire alors le spectre de C X S est plein et (C X 8), est modulaire.

1.6.20 REMARQUE Nous esquissons briévement une approche concevable & la construction d’exten-
sions modulaires minimales comme définies dans la Section 1.4.3. Considérons d’abord une catégorie
K pré-modulaire et une extension ¢ O K modulaire minimale. Soit & = Z5(K) et considérons l'in-
clusion pleine K xS C Cx S. A gauche nous avons une catégorie tressée munie d’une action de
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G (ou § ~ Rep @) — en fait ce n’est que la modularisation de K comme dans {2},[11] — alors qu’a
droite nous avons une G-catégorie croisée tressée dont le spectre est plein. C x § peut étre considerée
comme un produit croisé de sa sous-catégorie pleine K x S de degré zéro par I'action de GG. Dans des
contextes pas trop différents tels produits croisés ont déja été considérés, voir par ex. [70]. L’idee pour
la construction de C partant de K est donc: (i) considérer la G-catégorie D = K x Z3(K), (ii) définir
une G-catégorie croisée tressée & =“D x G” et (iii) définir C = £Y. O
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Chapitre 2

Champs Quantiques

2.1 Théories Quantiques des Champs sur R et S'

2.1.1 La G-Catégorie Croisée Tressée d’'une TQC sur R avec G-Symétrie

Dans cette section nous considérons des théories quantiques de champs (TQCs) sur la droite R
munies d’une action d’un groupe G de symétries internes. Dans {10} nous montrons que ce cadre
donne lieu & une G-catégorie croisée tressée G'—Loc A et & une sous-catégorie pleine G —LocysA qui
est en plus rigide et semisimple. Ces considérations se situent dans le cadre rigoureux de la TQC
(opérateur) algébrique, voir [33]. Au cas ou G = {e} notre analyse se réduit & des résultats connus,
voir [22, 27, 32]. Ici nous nous bornons a énoncer les définitions et les résultats les plus importants.

Soit K l'ensemble des intervals dans R, i.e. les sous-ensembles bornés connexes ouverts de R.
Nous écrivons I+ = R — I, et pour I,J € K nous notons I < J ou I > J si I C (—oo,inf.J) ou
I C (supJ, + o0), respectivement. Le suivant est la version en dimension un d’une définition trés
classique, voir [33].

2.1.1 DEFINITION Un réseau d’algébres sur R est un triple (Ho,A,Q2), d’habitude noté simplement A,
ou Hg est un espace hilbertien muni d’un vecteur distingué €2, et A est une application K > I —
A(I) C B(Ho), ou A(I) est un facteur de type III, voir 1.1.17. Ces données doivent satisfaire aux
axiomes suivants:

— Isotonie: I CJ = A(I) C A(J),

— Localité: I Cc J+ = A(I) C A(J),

— Irréductibilité : Viex A(I) = B(Ho) (équivalent a Njex A(I) = C1),

— Additivité forte: A(I)V A(J) = A(mo) quand I,J € K sont adjacents, i.e. leurs clotures

s’intersectent en un point.
— Dualité de Haag : Pour tout I € K nous avons A(I) = A(I')!, ou

A(IY) = Alg{A(J), Je K, JCTI'}.

Nous définissons également :
Ao = | A(I) C B(Ho).
Iex

Comme conséquence du fait que les A(T) sont des facteurs nous avons Z(Ay) = Cl = Z(A(I*)) VI €
K.

2.1.2 REMARQUE Les axiomes d’une TQC démandent en plus la covariance par rapport & une repré-
sentation du groupe de Poincaré telle que le générateur des translations temporales soit positif. Nous
n’aurons pas besoin de ces propriétés, ce qui explique pourquoi nous préférons de parler de réseaux
d’algebres. O
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2.1.3 DEFINITION Soit (Ho,A,Q) un réseau d’algébres sur R. Un groupe topologique G agit sur A
(par symétries internes) s’il existe une représentation unitaire fortement continue V: G — U(H,y) telle
que

1. Bg(A(I)) = A(I) Vg € G, I € K, ou By(x) = V(g)zV (g)*.

2. V(g)Q=Q.

3. 5if, | A(I) =id pour un I € K alors g = e.

2.1.4 REMARQUE 1. Dans la plupart de ce qui suit, la topologie de G n’est pas prise en compte. En
fait nous nous intéresserons surtout aux groupes finis, mais beaucoup de résultats sont aussi valables
dans le cas de groupes compacts, voir {10}.

2. La condition 3 est cruciale pour la définition de la G-gradation sur G —Loc A. Elle n’entraine
pas de perte serieuse de generalité. O

Le suivant est bien connu:

2.1.5 DEFINITION/PROPOSITION Soit B une *-algébre unifére. Soit End B la catégorie dont les objets

p,0, ... sont les endomorphismes (au sens des x-algébres uniferes) de B. Avec
Hom(p,0c) = {s € B| sp(z)=0(x)s Vx € B},
tos = ts, sé€ Hom(p,o),t€ Hom(o,n),

p@a = pla(-)),
s@t = sp(t)=p'(t)s, s€ Hom(p,p'),t€c Hom(o,0'),

End B est une catégorie tensorielle stricte C-linéaire avec unité 1 = idp et *-involution positive. Nous
avons End1 = Z(B).

Maintenant soient A un réseau d’algebres sur R et G un groupe de symétries internes. Nous
définirons G—Loc A comme sous-catégorie pleine de End A.

2.1.6 DEFINITION Soient I € K, g € G. Un objet p € End Ay, est dit g-localisé dans I si

plz) = = VI <I,x e A(J),
plx) = PBy(x) VJ > I, x e A(J).

p est g-localisé s’il est g-localisé dans un I € K. p est G-localisé s’il est g-localisé pour un g € G. Un
p € End Ay, g-localisé est transportable s’il existe, pour tout J € K, un p’' € End Ay, g-localisé dans
J, tel que g (au sens d’équivalence unitaire).

2.1.7 REMARQUE 1. Si p est g-localisé dans I et J D I alors p est g-localisé dans J.
2. Les sommes directes de morphismes transportables sont transportables.
3. La condition 3 de la Définition 2.1.3 implique que si p est g-localisé et h-localisé alors g = h. O

2.1.8 DEFINITION G —Loc A est la sous-catégorie pleine End Ay, dont les objets sont les sommes
directes d’objets G-localisés transportables de End Ay,. Donc p € End Ay, est dans G—Loc A ssi il
existe un ensemble fini A et, pour tout ¢ € A, éléments g; € G, objets p; € End Ay g;-localisés
transportables et v; € A tels que viv; = d;; et

p= vipi(-)v}.
i

Nous disons que p € G—Loc A est G-localisé dans I € K s’il existe une décomposition comme ci-dessus
ou tous les p; sont g;-localisés dans I et v; € A(I) Yi.
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Pour g € G, soit (G—Loc A), la sous-catégorie pleine de G—Loc A des p qui sont g-localisés, et
soit (G—Loc A)g I'union des (G—Loc A),, g € G.
Pour g € G nous définissons vy, € Aut(G—Loc A) par

'Yg(m = /ngﬂg_la
/79(3> = ﬁg(s)a SEHom(an)CAoo-

2.1.9 LEMME L’application 0 : Obj(G —Loc A)¢ — G, définie par Op = g si p € (G—LocA), est
une G-gradation, et G—Loc A est une G-catégorie croisée C-linéaire avec x-opération positive, sommes
directes et sous-objets (au sens d’orthoprojecteurs scindables par isometries) et telle que End1 = Cidy.

Avant de construire le tressage pour G—Loc A il nous faut quelques préparations:
2.1.10 LEMME Si p est g-localisé dans I alors p(A(I)) C A(I) et p | A(I) est ultrafaiblement continu.

2.1.11 LEMME Soient p,o g-localisés dans I. Alors Hom(p,0) C A(I), impliquant que G —Loc A est
une W*-catégorie au sens de [31].

2.1.12 LEMME Soient p; € G—Loc A, i = 1,2, g;-localisés dans I;, ot Iy < I5. Alors

p1@p2="p2®@p1 (=74 (p2) ®p1)-

2.1.13 PROPOSITION G—Loc A admet un tressage, i.e. une famille d’isomorphismes c, , : pQo — Fo@p,
pour tous p € (G—Loc A)g, 0 € G—Loc A, satisfaisante aux conditions de la Définition 1.6.14. Si p1,p2
sont comme dans Lemme le 2.1.12 alors cp, p, = idy,gp, = ideip,ep, -

Nous ne faisons qu’indiquer comme c est défini. Soient p € (G—LocA)y, ¢ € G—LocA G-
localisés dans I,J € K, respectivement. Soit I < J. Grace & la transportabilité nous pouvons trouver
p € (G—LocA), g-localisé dans I et un u € Hom(p,p) unitaire. Par Lemme 2.1.12 nous avons
p® o ="y(0)® p, donc le morphisme composé

*

u®id, ~id (U)®u
p@o= v0)®p—2

Cpo: PROO 79(0') @p

est unitaire et un candidat pour un tressage. Comme élément de Ao, ¢y 0 = 74(0)(u*)u = Byo B8, ! (u*)u.
Puis on vérifie que ¢, , est indépendant des choix faits et qu’il satisfait aux conditions de la Définition
1.6.14. Pour les détails voir {10}.

Vu le Lemme 2.1.10 nous pouvons définir :

2.1.14 DEFINITION G —LocsA est la sous-catégorie tensorielle pleine de G —Loc A dont les objets p
vérifient [A(I) : p(A(I))] < oo quand p est G-localisé dans I.

Par une adaption de I'approche de [32] on démontre la suivante :

2.1.15 PROPOSITION G—LocyA est semisimple (au sens expliqué au début de ce mémoire). Tout objet
de G—LocsA a un conjugé au sens de [48], et G—LocyA est rigide.

Nous résumons la discussion précédente :
2.1.16 THEOREME Soit A un réseau d’algébres sur R muni d’une action par symétries internes d’un

groupe G. Alors G—Loc A est une G-catégorie croisée tressée et la sous-catégorie G—LocyA est une
G-catégorie croisée tressée rigide semisimple.
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11 est évident que la sous-catégorie D, de degré zéro d’une G-catégorie croisée tressée D quelconque
est tressée au sens habituel. Dans le cas de G—Locy) A ces sous-catégories ont été étudiées longtemps,
et nous écrivons

2.1.17 DEFINITION Loc A = (G—Loc A), et LocyA = (G—LocsA)e.

2.1.18 REMARQUE 1. Loc A n’est que la catégorie familaire des morphismes localisés et transportables
définie dans [27]. (S’il n’y a pas de group G agissant sur A, mettons G = {e}.) Elle est équivalente
a la sous-catégorie pleine DHR(A) de Rep A dont les objets sont les représentations 7 qui satisfont
au critere DHR: pour tout I € K nous avons 7 | A(I+) & my | A(I1), i.e. il existe un unitaire
ur : Ho = Hy tel que uz = 7(x)u pour tout x € A(I1). Tout cela est trés classique, voir par ex.
[22, 27].

2. Pour une symétrie G non-triviale, la catégorie G—Loc A contient des informations qui ne peuvent
pas étre récuperées de Loc A. Le précédent le plus proche de nos considérations se trouve dans [60] avec
des suppositions si restrictives que la structure G-croisée essentiellement se trivialise. En particulier,

seulement le cas de groupes abéliens est considéré. O

2.1.2 TQC Chirales Completement Rationnelles: Modularité et Spectre Plein

Tandis que les constructions dans la section précédente sont tres générales, nous nous interessons
typiquement & une situation plus spécifique, c’est-a-dire aux TQC chirales sur S'. Nous présenterons
les définitions et montrerons comment elles donnent lieu & des réseaux d’algebres sur R. Puis nous
exposerons les résultats de {3} ol nous avons demontré, en n’assumant que des propriétés trés natu-
relles, que Loc A est une catégorie modulaire unitaire. Une vue d’ensemble plus complete accessible
aux non-experts est en préparation {13}.

Soit Z ’ensemble des intervaux dans S, i.e. des parties de S’ connexes ouvertes ni vides ni denses.
(T est équivalent & 'ensemble {(z,y) € S' x S! |  # y}.) Pour tout J C S* notons J' I'intérieur du
complément de J.

La définition suivante est classique, voir par ex. [13, 28]:

2.1.19 DEFINITION Une TQC (conforme) chirale est un quadruple (Hg,A,U,Q2), d’habitude noté sim-
plement A, ou

1. Hy est un espace hilbertien séparable muni d’un vecteur distingué €2,
2. A est une application T > I — A(I), ou A(I) est une algébre de von Neumann sur H.
3. U est une représentation unitaire fortement continue sur Hgy du groupe de Mébius PSU(1,1) =

SU(1,1)/{1,—1}, i.e. le groupe d’applications fractionelles linéaires C — C qui envoient le circle
dans soi-méme.

Ces données vérifient :
— Isotonie: I CJ = A(I) C A(J),
— Localité: I C J' = A(I) C A(J),
— Irréductibilité : V-1 A(I) = B(Ho) (ou NezA(I) =C1),
— Covariance: U(a)A(I)U(a)* = A(al) VYa € PSU(1,1),I €I,
— Positivité de I'énergie : Ly > 0, ol Ly est le générateur du sous-groupe de PSU(1,1) des rotations,

— Unicité du vide: tout vecteur dans Ho qui est invariant par I'action de PSU(1,1) est un multiple
de (2.

2.1.20 Pour les conséquences de ces axiomes voir par ex. [29]. Nous nous bornons & énoncer quelques
faits importants :

1. Type: L’algébre de von Neumann A(I) est un facteur de type III; pour tout I € Z.
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2. Dualité de Haag: A(I) = A(I') VI € T.

Propriété de Reeh-Schlieder: A(I)Q = A(I)'Q=Hy VI €T.

4. Les groupes et les conjugations modulaires associés aux paires (A(I),£2) ont une interprétation
géométrique, voir [12, 29] pour les énonciations précises.

5. Additivité: Si I,.J € Z sont tels que IN.J, IUJ € T alors A(I) V A(J) = A(I U J).

@

2.1.21 REMARQUE Notons que l'additivité forte, définie de la méme facon comme pour les réseaux
d’algebres sur R, ne suit pas des autres axiomes. Grace a la covariance, 1'additivé forte suit si elle est
vérifié par une paire I,J d’intervaux adjacents. En plus, tout TQC chirale peut étre étendue & une qui
satisfait a 1'additivité forte. O

2.1.22 DEFINITION Une représentation © de A consiste d’un espace hilbertien H et d’une famille
{nr,I € T}, ot 7y est une *-représentation uniféere de A(I) sur H telle que

IcJ = wm;[A{) =mnr.

7 est dite covariante s’il existe une représentation U, d’énergie positive du groupe PSU(1,1) (le
revétement universel du groupe de Mébius) sur H telle que

Ur(a)mr(x)Ur(a)* = 71 (U(a)zU(a)*) Va € PSU(1,1), I € T.
Notons Rep A la W*-catégorie de toutes les représentations sur des espaces hilbertiens séparables avec
les opérateurs entrelacants bornés comme morphismes.

2.1.23 DEFINITION/PROPOSITION Si A vérifie additivité forte et 7 est une représentation alors I’in-
dice de Jones de I'inclusion w;(A(I)) C mp(A(I')) ne dépend pas de I € T et nous définissons la
‘dimension’ de w par:

d(m) = [ (A") = 7 (AD)]'/? € [L00].

Par Rep A nous notons la sous-catégorie pleine de Rep A des représentations m vérifiantes d(m) < oo.

2.1.24 PROPOSITION Une TQC chirale (Hq,A,U,Q2) fortement additive donne lieu & un réseau d’alge-
bres sur R.

La preuve procede en choisissant un point co € S' quelconque et en identifiant S* — {co} & R par
projection stéréographique :

Avec To, = {I € T | 0o ¢ T} il existe une bijection évidente entre Zy, et K. La famille {A(I),] € K}
n’est que la restriction de I +— A(I),] € T 4 K =2 T, C Z. L’additivité forte de la théorie sur S! et la
dualité de Haag sur S' impliquent la dualité de Haag au sens de la Définition 2.1.1.

Le résultat suivant est démontré dans {3, Appendix B}. D’une part, il fournit une interprétation
tres satisfaisante de la catégorie Loc A, et d’autre part il équipe la catégorie Rep A d’une structure
tensorielle qui n’est pas du tout évidente a priori.

2.1.25 PROPOSITION Soit (Hg,A,U,Q2) une TQC chirale fortement additive. Alors on a des équivalences
de *-catégories

LocA ~ RepA,
LocyA =~ RepsA,
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ot Rep f)A fait référence a la TQC chirale et Définition 2.1.22, tandis que Loc(y)A fait référence au
réseau d’algébres sur R obtenu par restriction et la Définition 2.1.8.

2.1.26 REMARQUE Les catégories Rep A et G—Loc A n’ont pas d’objets nuls, donc ne peuvent pas étre
additives ou abéliennes. Cela est dii au fait que nous ne considérons que des représentations m = ()
ou toutes les 77 sont uniferes et endomorphismes p € End A, uniferes, respectivement, et pourrait étre
corrigé en renongant a ces conditions. Nous nous abstenions de faire ainsi parce que cela compliquerait
I’analyse sans entrainer des vrais gains. O

Maintenant nous nous interessons aux théories rationneles, i.e. TQC chirales qui n’admettent
qu’un nombre fini de représentations irréductibles & équivalence unitaire pres. Notre premier but est
d’identifier des axiomes supplémentaires qui choisissent de telles théorie sans éliminer les théories
rationneles connues.

2.1.27 DEFINITION Une TQC chirale vérifie la propriété de séparation si I'application
m: A(I) @qg A(J) = A(I)V A(J), z@y+— xy
s’étend & un isomorphisme d’algébres de von Neumann quand I,J € T sont tels que INJ = (.

2.1.28 REMARQUE 1. La propriété de séparation est implique par la propriété Tre~ "0 < oo V1 > 0.
Cette derniere et 'additivité forte ont été vérifiées dans tous les théories rationneles étudiées jusqu’ici.

2. On connait des TQC chirales, comme 'algébre des courants U(1), voir [13], fortement addi-
tives et vérifiant la propriété de séparation, qui ont un nombre infini de représentations irréductibles
inéquivalentes. Cela signifie qu’il nous faut un autre axiome pour éliminer cette possibilité. O

2.1.29 DEFINITION/PROPOSITION Soit A une TQC chirei]e fgrtement additive et vérifiant la propriété
de séparation. Pour E = I U J, ou I,J € T sont tels que I NJ = (), nous notons A(E) = A(I) VvV A(J).
Alors I'indice de I'inclusion A(E) C A(E")" ne dépend pas de I,J, et nous définissons

u(A) = [AE'Y : A(E)] € [1,od].

Une TQC chirale est dite complétement rationnelle si elle vérifie (a) 'additivité forte, (b) la propriété
de séparation et (c) u(A) < oo.

2.1.30 REMARQUE 1. Grace a la proposition, toute TQC chirale satisfaisante a I’additivité forte et la
propriété de séparation donne lieu & un invariant numérique p(A) € [1,00]. Les théories completement
rationnels sont certainement les TQC non-triviales les plus reguiéres, au sens qu’on a des résulats tres
forts concernant soit leur structure soit leur théorie des représentations, voir {3, 13}. En particulier,
I'invariant p(A) admet une interprétation satisfaisante, voir plus bas.

2. Toutes les classes connues de TQC chirales rationnelles sont completement rationnelles dans
notre sens. Pour les ‘modeles WZW?’ liés aux groupes des lacets cela a été démontré dans [73, 76]. Il
est encore plus important que la classe des modeles completement rationnels est stable par produits
tensoriels et extensions et sous-théories finies. Cela admet des applications aux modeles ‘orbifold’, voir
la prochaine section, et aux modeles coset. O

2.1.31 THEOREME {3} Soit A une TQC chirale complétement rationnelle. Alors
— Toute représentation m € Rep A (donc sur un espace hilbertien séparable) est complétement
réductible, i.e. une somme directe de représentations irréductibles. (Pour représentations non-
séparables cela vaut si on suppose qu’elles soient localement normales, ce qui est automatique
dans le cas séparable, ou Mébius covariantes.)
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— Toute représentation m € Rep A est covariante.

— Toute représentation = € Rep A irréductible est de dimension d(7) finie, donc Rep 7A est la
catégorie des sommes directes finies de représentations irréductibles, et a une représentation
conjugée 7.

— Le nombre des classes d’équivalence unitaire de représentations irréductibles et séparables est
fini et

f(A) = dimRep;A (= Z d(m;)?).

— Le centre Z3(Rep fA) est trivial, donc RepA est une catégorie modulaire unitaire.

Si A admet un groupe G de symétries internes, définies comme dans la Définition 2.1.3, les
considérations précédentes sont appliquables a (G —LocsA), = LocsA ~ RepsA. Concernant les
catégories (G—Loc A)g, g # e, nous démontrons dans {10} :

2.1.32 THEOREME Soit A une TQC chirale complétement rationnelle munie d’un groupe fini G de
symétries internes. Alors
1. Le spectre de la G-catégorie G—Loc A croisée tressée est plein, i.e. (G—LocsA)gy # 0 pour tout
g €Gq.
2. Tout objet p € G—Loc A est une somme directe (possiblement infine) d’objets dans G—LocyA.
Donc tout objet simple dans G—Loc A est de dimension finie.
3. dimG—LocyA = |G|dimRepA.

2.1.33 REMARQUE 1. La preuve se base sur la rélation entre G—Loc A et Loc A%, ot A est la sous-
théorie G-invariante de A, la ‘théorie orbifold’, voir la Section 2.2.2. Il serait désirable de trouver un
argument plus direct, mais cela semble tres difficile.

2. Dans la litérature sur les ‘algeébres d’opérateurs vertices’ (AOV) nos objets de G—Loc A de degré
g # e apparaissent comme ‘représentations G-tordues de A’. Il y a des résultats sur l'existence de
telles représentations pour certaines AOV, voir par ex. [20], mais dans ce cadre il ne semble exister un
résultat selon lequel les représentations G-tordues forment une G-catégorie croisée tressée. O

2.1.34 En combinant le Théoreéme 2.1.31 (de {3}) et [67] nous obtenons une chaine de constructions:
TQC chirale completement rationnelle ~» Catégorie modulaire ~» Invariant de 3-variétés.

Dans [68] les G-catégories croisées modulaires ont été utilisées pour la construction d’invariants de
G-variétés en trois dimensions, i.e. 3-variétés munies de G-faisceaux principaux. Combiné avec le
Théoreme 2.1.32 (de {10}) cela revient & une version équivariante de la susdite chaine de constructions.

2.2 Théories Orbifold

2.2.1 Résultats Généraux sur les Extensions Locales

Dans cette sous-section nous considérons les extensions locales finies de réseaux d’algebres sur R.
Les références principales sont [47, 9].

2.2.1 DEFINITION Soit T — A(I) C B(H§') un réseau d’algébres sur R. Une sous-théorie B C A est
une famille B(I) C A(I) de sous-algébres de von Neumann telle que, en définissant

H§ = B(DQ,
IeK
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le triple (HE,(B(I) | HE),Q) est un réseau d’algeébres sur R. Si un groupe P (Mobius, Poincaré) de
symeétries géométriques agit sur A par AdU(a) nous démandons U(a)B(I)U(a)* = B(al) pour tout
a € P,I € K. Nous disons également que A est une extension locale de B.

On peut démontrer [47] que 'indice de Jones [A(I) : B(I)] ne dépend pas de I € K. Cette valeur
est prise comme définition de l'indice [A : B] de l'extension locale. Si [A : B] < oo, nous disons que
A est une extension locale finie de B. En ce cas on peut prouver que u(B) = [A : B]?u(A) et par
conséquent dimRep;B = [A : B]>dimRep; A, voir {3}. Le suivant est contenu essentiellement dans

[47]:

2.2.2 THEOREME Soit B un réseau d’algébres sur R. Alors il existe une correspondance bijective entre
les extensions locales finies A D B (a équivalence unitaire prés) et les algébres de Frobenius commuta-
tives fortement séparables (I';m,n,Ac) dans LocyB (a isomorphisme prés). Cette correspondance est
telle que [A : B] = d(T).

Dans [47, 9] un foncteur tensoriel o : Loc B — End Ay a été défini. Partant de cela on peut
prouver {10} :

2.2.3 PROPOSITION Soient B un réseau d’algébres sur R et A D B une extension locale finie corres-
pondante & 'algébre de Frobenius (I'ym,n,A,e) dans C = LocyB. Soit F' : C = I'—=Modc le foncteur
tensoriel canonique de la Définition/Proposition 1.6.1. Alors il existe un foncteur tensoriel plein fidéle
K :T'—Mod¢ — End Ay tel que

F
LocyB — I'=Mod¢
K

End Ay

commute. K envoit la sous-catégorie pleine I —Mod? C I'—Modc dans LocyA.

Pour les extensions locales finies des modeles complétement rationnels on a la formule dim Rep A =
dimRep;B/[A : B> = dimRep;A/d(T)%. En comparant cela avec dimT' —Modg = dimC/d(T)* [43]
on conclut que K est essentiellement surjectif et donc on obtient {10} :

2.2.4 THEOREME Soit B la restriction & R d’'une TQC chirale complétement rationnelle sur S, et
soit A I'extension locale finie qui correspond a I'algébre de Frobenius (I',...) dans C = LocyB. Alors
K: I’—Modg — Locy A est une équivalence de catégories tensorielles tressées.

Des résultats similairs aux Théoremes 2.2.2 et 2.2.4 ont été formulés dans le contexte des AOV,
voir [43]. Cependant, dans ce cadre ils sont beaucoup plus difficiles & prouver, et en fait aucune preuve
compléte est parue jusqu’ici.

2.2.2 Les Théories Orbifold

Si A est une TQC munie d’un groupe G de symétries, la théorie orbifold est donnée par I + A(I) |
H§'. Maintenant A est une extension locale de A% d’indice [A : A%] = |G|, et les considérations de la
précédente section sont appliquables. Si A est une TQC chirale complétement rationnelle alors AS est
complétement rationnelle ssi G est fini, voir [77].

Par un résultat classique [21], Loc A% a une sous-catégorie pleine symétrique S ~ Rep G qui
consiste de toutes les sommes directes des sous-représentations irréductibles de 7764 I A%, En plus,
l'algebre de Frobenius dans C = Loc fAG qui correspond (par le Théoréme 2.2.2) & 'extension 4 D A%
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est celle de la représentation réguliére de GG, voir le Théoreme 1.1.15, donc I' — mod¢ ~ C x S. Par
conséquent, il est naturel de comparer les G-catégories croisées tressées C xS et G—Loc A:

2.2.5 LEMME Soient A un réseau d’algébres sur R et G un groupe fini agissant sur A. Nous écrivons
C = LocyAC. Soit (p,p) € Cx S simple (donc p € C et p est un idempotent minimal dans Endcy,s(p)).
Avec g = 0(p,p) € G nous avons K((p,p)) € (G—LocsA)y. Donc le foncteur K : C xS ~T'—Mod¢ —
End Ay de la Proposition 2.2.3 (et a fortiori o : Loc; A — End Ay,) envoye LocyAS dans G—LocyA.

2.2.6 PROPOSITION K : LOCfAG X § =+ G—LocyA est un foncteur de G-catégories croisées tressées.

Quand G est fini nous avons :

2.2.7 THEOREME Soient A un réseau d’algébres sur R et G un groupe fini de symétries. Alors K :
Loc fAG X S = G—Locy A est essentiellement surjectif et par conséquent donne lieu & I'equivalence

G—LocyA ~ LOCfAG xS
de G-catégories croisées tressées.
Vues les Propositions 1.6.17 et 1.6.6, cela implique les équivalences tressées
LocsA =~ (Loc;A9NS') xS,
Loc;A® ~ (G—LocyA)“

et donc la rélation
G| = dimLocyA%  dim(LocyA9NS)
- dim G—Locy A - dimLocyA

entre les dimensions. En termes d’un diagramme, les catégories en question sont liées par:

degré 0

LOCfA C G—LOCfA
G — fixpoints U U xS

LOCfAG ns' C LOCfAG

Ici G—Loc A est une G-catégorie croisée tressée, tandis que les autres catégories sont tressées au
sens habituel. Les inclusions verticales sont les sous-catégories G-fixes et les inclusions horizontales
sont pleines. La G-gradation sur G—LocsA descend & (G—LocyA) ~ LocyAY ssi G est abélien. En
ce cas (LocyA%), = Loc; A9 N S'.

On obtient les résultats les plus forts quand A provient d’une TQC chirale complétement ration-
nelle:

2.2.8 THEOREME Soient A une TQC chirale complétement rationnelle et G un groupe fini de symétries.
Alors la théorie orbifold A% est complétement rationnelle et ji(A%) = |G|?u(A). Les catégories Loc; A®
et LocyA ~ (G —LocA), sont modulaires. Le spectre de G —LocsA ~ LocfA® x S est plein et
dim G—LocyA = |G| dimLocyA.

Démonstration. La modularité de LocyA et Loc fAG suit de {3} et de la complete rationalité. Par
conséquent, le spectre de G —LocyA ~ LOCfAG X S est plein grace au Corollaire 1.6.19. Par le
Théoréme 1.4.6 nous avons dimLocyAY N'S' = dimLocyA% /|G|, et dim G—LocsA = |G|dimLoc;A
suit de (2.1). [ |
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2.2.3 Le Cas Holomorphe

Un cas particulier trés interessant est celui ou la catégorie des représentations de A est triviale:
Rep A ~ Vectc. Pour des raisons historiques on parle de modeéles orbifold ‘holomorphes’, voir [18]. Dans
notre cadre, cela équivaut & considérer des TQC chirales complétement rationnelles telles que u(A) = 1.
(On peut montrer que ceci est équivalent & assumer que A vérifie (a) la propriété de séparation et (b)
la dualité de Haag pour 2-intervals, i.e. A(E)' = A(E') quand E=INJoul,J€ZINJ=1{.) Les
résultats précédents {9,10} impliquent immédiatement :

2.2.9 THEOREME Soit A une TQC chirale complétement rationnelle dont la catégorie des représenta-
tions est triviale. Soit G un groupe fini de symétries de A. Alors G—Loc A a, a isomorphismes pres,
exactement un object simple X, de degré g pour tout g € G, et on a d(X,) = 1.

Soit D une G-catégorie croisée ayant exactement une classe d’isomorphismes d’objets simples de
chaque degré. Si D est la sous-catégorie pleine des objets simples, tout morphisme non-nul dans D
est un isomorphisme. Si 'on ignore les morphismes nuls, D est un groupe catégoriel. Comme montré
dans [68], les groupes catégoriels G-croisées tressées sont classifiés & équivalence preés par H, ,‘;’a(G,k*).
Ce dernier est un groupe de cohomologie quasiabélienne comme introduite par Ospel [56]. Comme
d’habitude, on a Hy,(G,A) = Z3,(G,A)/B3,(G,A). Les éléments de Z3,(G,A) sont les paires (w,0) ol
w € Z3(G,A) et 0: G x G — A satisfont aux conditions

w(z,y,z) +wryz Loze~ o) +o(ry+2) = wlwyrz,2) +o(z,2) +o(zy),
w(z,y,2) +wlzyzy e hay) oz +yz) = wl@yy ty) —o(z,2) —o(y,2)
et
wuzu Luyu Lz = w(zy,z),
oluzu tuyu ) = o(zy)

pour tout z,y,z,u € G. Puis, (w,0) € B;;’a(G,A) s’il existe n: G x G — A tel que

w(z,y,2) = n(y,2) —n(z+y,2) +n(zy + 2) —n(zy),
o(z,y) = n(zy) —n(y.z).

Pour G abélien il est évident qu’on retrouve la cohomologie abélienne de [51]: H g’a(G,A) = H3(G,A).
Des considérations précédentes on conclut :

2.2.10 COROLLAIRE Une TQC chirale complétement rationnelle A munie d’une symétrie G telle que
Rep A est triviale définit un élément de Hga(G,C*), a savoir l'invariant correspondant au groupe

catégoriel G-croisée tressée G — Loc A.

Une détermination des (w,0) € Hg’a(G,(C*) qui sont réalisés par une TQC chirale semble tres
difficile. Au moins nous savons que tout [w] € H?(G,C*) ne peut apparaitre, mais seulement les w
pour lesquels il existe une application ¢ : G X G — C* compatible.

La question se pose, si le passage d’une G-catégorie C croisée tressée comme ci-dessus au groupe
catégoriel G-croisée tressée C entraine une perte d’information, c’est & dire si C peut étre reconstruite
(a équivalence preés) de I'élément H, ,:;’a(G,k:*) associé & C.

2.2.11 CONJECTURE Pour tout [(w,0)] € H*(G,k*) il existe une G-catégorie croisée tressée k-linéaire
C(w,o) telle que
1. A isomorphisme prés il existe exactement un objet simple X, pour tout g € G, et d(X,) = 1.

—_~—

2. [(w,0)] est I'invariant associé a C(w,o).

36



3. C(w,0)Y a une sous-catégorie pleine S ~ Rep G telle que C(w,0) ~ C(w,0)% x S.
4. Comme catégorie tensorielle C(w,0) ~ D¥(G)—Mod, ot D¥(QG) est le double quantique tordu
[17] de G. Le tressage de C(w,o)¢ dépend de o et est donc différent de celui de D*(G)—Mod.

2.2.12 REMARQUE Cette conjecture montrerait d’une maniére précise que Hga(G,k*), et non H3(G,k*),
est rélevant dans le contexte des modeéles orbifold holomorphes. Le probléme principal dans la preuve
est la condition 3. En I'absence de cette derniere il suffirait de k-linéariser le groupe catégoriel G-
croisé tressé associé a (w,o) et de compléter par rapport aux sommes directes. Mais afin que 3 soit
vérifié, tout X € C(w,0) doit étre un sommand direct d’un objet G-invariant, et pour tout 7 € Rep G
irréductible un X, € C(w,0)% doit exister tel que Hom(1,X,) ~ m comme représentations de G. O

2.3 Les Invariants Modulaires

Dans ce qui suit, une TQC conforme en deux dimensions est un foncteur de la catégorie des
surfaces riemanniennes et des cobordismes dans la catégorie d’espaces hilbertiens (de dimensions non
nécessairement finies), satisfaisant aux axiomes de Segal [66]. Un probleme fondamental en TQC
conforme est la construction de telles théorie partant de deux TQC chirales ALY, A® (non nécessairement
différentes). Méme s’il existe une TQC en deux dimensions associée aux TQC chirales AY A% en
général elle ne sera pas unique. Donc il faut des données supplémentaires, que nous appelons ‘’invariant
modulaire’. En physique théorique on pense généralement que cette donnée soit une matrice (Z;;) on
i € AL j € AR les ensembles respectifs des classes d’équivalence des représentations irréductibles de
AL et AR, Z est sujette aux conditions Zij €N, Zgg =1,0u0 € AL/E correspond A la représentation

7r§ R qu vide, et ZTR =TLZ, ZSR = SLZ. (Cettes derniéres conditions impliquent que Z entrelace
les représentations de SL(2,7) associées aux catégories modulaires Rep AL et Rep A%, respectivement.)
Afin d’éviter toute confusion nous parlerons de matrices invariantes modulaires.

Tandis que beaucoup de travail a été investi dans la classification des matrices invariantes mo-
dulaires, en particulier au cas ou AY = AR il est devenu évident qu'une approche plus sophis-
tiquée est exigée. Nous décrivons brievement l'approche proposée par Rehren [61, 62]: rappelons
que l'espace minkowskien en d = 1 + 1 est la variété pseudo-riemannienne M = R? munie de la
métrique g = diag(1l, — 1) constante. Deux points (zg,z1),(y0,y1) sont de genre expace (z L y) ssi
d?(x,y) = (zo — y0)? — (22 — y?) < 0. Pour S C M nous définissons le complément de genre espace
St={re M|z lyVyecS} Une TQC sur M est une application O — A(O) C B(H,) définie pour
certaines régions O C M et vérifiant des axioms semblables 4 ceux de la Définition 2.1.1. (Maintenant,
localité signifie O; C Oy = [A(O1),A(02)] = {0}.) Nous définissons une bijection ¢ : R x R — M par
(xr,xR) = (v +xR,xr — xR) et écrivons O = {¢(I X Ir), I, Iz € K}. Il existe une théorie des TQC
completement rationnelles sur M analogue a celle sur R.

Etant données deux TQC (HE, AL QL) (HE, AR QR) sur R, nous obtenons une TQC A sur M
comme I'application O 3 O — AL(I1) @ AR(Ig) € B(H{ @ HE) o I, x Ir = ¢~ 1(0). (Evidemment,
cette théorie est définie sur I'espace hilbertien H{ @ HE et le vide est QF @ QF.) Si AL AR sont
completement rationnelles, B D A est une extension locale finie et m € Rep;B, et la restriction m | A
se décompose selon

] A= @ ZZ']'7TZ-L®7T;1,
ieAL jEAR
ou 7} (wF) sont les représentations irréductibles de A" (AR) et Z;; € N. Dans [62], Rehren a démontré
que Zgo = 1 et ZTT = T Z, mais le probléme d’identifier de conditions supplémentaires qui garan-
tissent ZST = ST Z restait ouvert. Les résultats dans le reste de cette section sont extaits de {11}.
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2.3.1 TukOREME Soient AV, AR des TQC chirales complétement rationnelles et soit B une extension
locale finie de A = AY @ AR sur M. Alors B est complétement rationnelle, et les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(i) ZS® = SYZ, donc Z est une matrice invariante modulaire pour la paire (ALY, AR).
(ii) u(B) =1.
(iii) La catégorie DHR(B) des représentations de B (au sens de [22]) est triviale.

2.3.2 REMARQUE Nous sommes convaincus qu’il existe une bijection entre les TQC conformes en
d = 2 selon Segal (associées & la paire (AL, AR)) et les extensions B ci-dessus, c’est-a-dire que cettes
derniéres sont les invariants modulaires corrects au sens expliqué ci-dessus. Tandis que cela n’a pas été
démontré, nous donnons un argument heuristique & cet effet : les conditions (ii), (iii) dans le théoréme
sont équivalentes & la trivialité de la 1-cohomologie locale de B comme introduite par J. Roberts, voir
[63]. Considérant cette derniére comme une obstruction, il semble raisonable de supposer qu’elle soit
nécessaire et suffisante pour l'existence d’une TQC conforme & la Segal associée 3 B D AX @ A%, O

Le Théoréme 2.3.1 méne au probleme de classifier les extensions locales finies B O AL @ AR
telles que Rep B est triviale. Cela se réduit essentiellement & un probléme purement catégoriel qui est
interessant en soi-méme:

2.3.3 P/ROPOSITION (i) Soient k un corps algébriquement clos et C,D des catégories de fusion finies
sur k. Ecrivant £ = C X D°P, il existe une bijection entre

1. Equiva]ences tensorielles F' : C — D a isomorphismes naturels tensoriels preés.

2. Classes d’isomorphismes d’algébres de Frobenius I' fortement séparables dans £ telles que

Ir=@x;RY>,
el

ou {X;, i € I} et {Y;, i € I} sont les ensembles des classes d’isomorphisme d’objects simples
dans C and D, respectivement.
(ii) Si C et D sont tressées, alors les équivalences tressées F : C — D correspondent aux algébres de
Frobenius commutatives par rapport au tressage sur & donné par

cc(URX,VRY) = ce(UV) B ecpop(X,Y),

ol Cpop (X,Y) = CD(Y,X).

(iii) SiC et D sont des *-catégories alors les équivalences tensorielles F' de x-catégories (pour lesquelles
les isomorphismes dfm, F(X)® F(Y) - F(X ®Y) sont unitaires) correspondent aux *-algébres de
Frobenius. En plus, les tressages dans (ii) sont unitaires.

Utilisant quelques observations dans [61] cela permet de démontrer le suivant :

2.3.4 THEOREME Soient AL, AR des TQC chirales complétement rationnelles. Alors il existe une bi-
jection entre les classes d’équivalence unitaire d’extensions locales finies B D Al @ AR telles que
Rep B est triviale et triples ([A"],[AR],[F]), our [A"],[AR] sont des classes d’équivalence d’exten-
sions locales finies de AL et AR, respectivement, et [F) est la classe d’isomorphisme d’un foncteur
F : Rep(A") — Rep(AR) qui établit une équivalence de -catégories tensorielles tressées.

Vu le Théoréme 2.3.1, ce résultat fournit une classification en termes de triples ([AL],[A%],[F])
exactement de ces extensions B D AL @ AR pour lesquelles Z est une matrice invariante modulaire.
Si nous rappelons les résultats de la Section 2.2.1, la classification ci-dessus peut étre formulée en
termes purement catégoriels : considérer (classes d’équivalence de) triples ('Y ,I'R F) ot TL (I'R) est
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une algebre de Frobenius commutative dans Rep A” (Rep A®) et F est une équivalence tressée F :
I’L—ModORepAL — FR—ModORepAR. Ce qui nous amene a la suivante

2.3.5 CONJECTURE Soient A" AR des TQC chirales complétement rationnelles. Alors les TQC con-
formes de Segal en d = 2 ‘associées & (AL, AR)’ (a préciser !) sont classifiées par les triples ([['*],[T%],[F])
(ou ([AL),[AR],[F])) comme ci-dessus.

2.3.6 REMARQUE Concluons en remarquant que quelque peu de support pour cette conjecture dérive
des considerations heuristiques dans [52] que nous ne répétons pas. Ces auteurs ont maintenu que les
TQC conformes en d = 2 associées & (AL AR) sont classifiées par les triples (AL ,AR,U), o AL/E 5
AL/R sont des extensions locales finies et o : A(AY) — A(AR) est un isomorphisme des anneaux de
fusion de Rep Al et Rep AL Evidemment, une équivalence de catégories tensorielles donne lieu & un
tel isomorphisme, mais I'inverse n’est pas vrai en général. Vue la nature catégorielle de tout le cadre
des TQC conformes, il semble mathématiquement beaucoup plus naturel de démander une équivalence
F de catégories tressées au lieu d’un simple isomorphisme ¢ comme dans [52]. 0
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