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VOORWOORD

Toen ik in 2012 aan mijn studie wiskunde begon, wist ik niet wat ik precies
kon verwachten. Meteen werd me duidelijk dat wiskunde veel breder was
dan ik ooit had gedacht. Ik kwam al snel in aanraking met vakken uit
verschillende vakgebieden binnen de wiskunde en natuurlijk ontstond er een
voorkeur voor bepaalde vakgebieden.

Halverwege mijn eerste jaar kwam ik voor het eerst echt in aanraking
met Analyse. Tk kon me in eerste instantie niet zo goed voorstellen wat het
doel ervan was, maar nadat ik er een tijdje mee bezig was, begon het me
steeds meer te fascineren. Tegelijkertijd volgde ik ook het vak Dynamische
Systemen, wat ik nog interessanter vond.

Op een gegeven moment kwam daar het punt aan dat ik mijn scriptie
moest gaan schrijven. Ik had nog geen duidelijke idee waarover ik mijn
scriptie precies wilde schrijven, maar over het vakgebied ontstond weinig
twijfel. Of Analyse 6f Dynamische systemen. Na kort overleg kwam mijn
supervisor Michael Miiger met een stelling die Carl Ludwig Siegel in 1942
bewees in zijn artikel Iteration of analytic functions gepubliceerd in Annals
of Mathematics.

Het betreft een stelling uit de complexe analyse die toentertijd veel stof
deed opwaaien en waar inmiddels meerdere bewijzen voor zijn. Natuurlijk
Siegels eigen bewijs, maar onder andere ook nog een bewijs dat hij samen met
een van zijn studenten Jiirgen Kurt Moser uitbracht in Lectures on Celestial

Mechanics. Waar het ene bewijzen puur analytisch is, bevat het andere wat



raakvlakken met combinatoriek en dynamische systemen.

Het leek mij interessant om beide bewijzen te bestuderen. Van het bewijs
van Siegel en Moser heb ik een herschrijving bestudeerd in het boek Complex
Dynamics van Lennart Carleson en Theodore Gamelin, waarbij ik af en toe
stukken heb nagelezen in bovengenoemd boek van Siegel en Moser. Het
bewijs dat Siegel in eerste instantie gaf, heb ik bestudeerd aan de hand van
het artikel A Brief but Historic Article of Siegel van Rodrigo Pérez.

Beide bewijzen waren ontzettend beknopt opgeschreven en mijn doel was
om in mijn scriptie de bewijzen toegankelijk te maken voor studenten met
slechts een basiskennis van Complexe analyse. Ik heb met veel plezier aan
mijn scriptie gewerkt en wil Michael Miiger dan ook bedanken voor het leuke
voorstel en de hulp die hij mij geboden heeft.

Jasper de Klein
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SYMBOLEN EN NOTATIES

A multiplier bij zp  f/(20)) met z een vast punt van f

0 hoek van A in radialen

Notatie 1. We schrijven f! = fen f* = f* 1o f, dus

Notatie 2. We schrijven £ voor de n® afgeleide van f.

Notatie 3. We schrijven A(0,7) voor {z € C: |z| < r}



1. VASTE PUNTEN, CONJUGERENDE AFBEELDINGEN
EN ANALYTISCHE FUNCTIES

1.1 Vaste punten

We gaan functies f(z) : C DU — V C C met een vast punt bekijken. Hierbij

definiéren we als volgt:

Definitie 1.1.1. We noemen z, een vast punt van f als f(zy) = z9. Daar-
naast noemen we A\ = f’(z9) de multiplier van z.

Als |[A| = 0 heet zy een superaantrekkend vast punt.

Als 0 < |A\| < 1 heet 2y een aantrekkend vast punt.

Als |A| = 1 heet zy een neutraal vast punt.

Als |[A] > 1 heet zq een afstotend vast punt.

Voorbeeld 1.1.2. De functie f(x) = y/z heeft vast punt zo = 1 met multi-
plier A = %, dus xg is een aantrekkend vast punt. Uit een simpele berekening
volgt d(zo, f"(z)) < d(wo, ["'(z))Vz € R, wat de naam verklaart.

Voorbeeld 1.1.3. De functie g(x) = z? heeft vast punt zo = 1 met mul-
tiplier A = 2, dus z( is een afstotend vast punt. Een simpele berekening

verklaart de naam afstotend, want d (:1:0, g”(a:)) >d (xo, g”_l(x))Vx eR,.

Opmerking 1.1.4. Als x( een neutraal vast punt is, is het gedrag van punten
uit de omgeving van van xy niet te voorspellen zonder extra informatie (te

halen uit hogere orde afgeleide), zie Voorbeeld 1.1.5



Voorbeeld 1.1.5. De functie h(x) = x + 2 heeft vast punt zo = 0 met
multiplier A = 1 en is dus een neutraal vast punt. Het is eenvoudig in te zien
dat d(zo, f"(z)) < d(zo, f"(x))Vz € (—1,0) en

d(zo, f™(x)) > d(zo, f"(z))Vz € (0,1). Het vaste punt zo is dus links

aantrekkend en rechts afstotend.

Definitie 1.1.6. Laat z; een neutraal vast punt zijn. We noemen z; een
rationaal neutraal vast punt als A = 1 voor zekere n € N en een wrrationaal

neutraal vast punt als X\ # 1 voor alle n € N.

Propositie 1.1.7. Laat zy een neutraal vast punt zign. Dan is zy een ratio-

2760

naal vast punt <= \ = e met 0 € Q en zy is een irrationaal vast punt

< A=¢e"" met € R\Q

Bewijs. |\ =1] <= X = > dus \" = 1 <= ¥ = 2% met n, k € N.
Dus 6n = k, ofwel 0 = n/k € Q. Hieruit volgt meteen dat \" # 1Vn € N <=
0 € R\Q O

1.2 Conjugerende afbeeldingen

We gaan kijken of we deze functies kunnen conjugeren aan een andere functie.

Hierbij definiéren we als volgt:

Definitie 1.2.1. De functie f : U — U is geconjugeerd aan g : V — V als er

een inverteerbare afbeelding ¢ : Y — V bestaat, zodat

g=ypofop™
ofwel 9(e(2) = ¢(f(2)). (1.1)

Vergelijking (1.1) wordt ook wel de Schriders vergelijking genoemd.



Propositie 1.2.2. Als f door ¢ geconjugeerd wordt aan g, dan conjugeerd
@ ook de iteraties [ aan g™ voor alle n € N. Ook de inverse functies van
f en g ziyn geconjugeerd door p. Verder worden vaste punten van f door ¢

afgebeeld op vaste punten van g,.
Bewijs. Het bewijs volgt eenvoudig door uitschrijven. We bekijken
g"=pofoplopofoplo-iopofop

=pofof--ofop™
=po flfop .

g =(pofoe )
= (7)o f oy

=poflop™h

Laat zg een vast punt zijn van f. De functies f en ¢ zijn geconjugeerd door

©, dus
o (£(2)) = 9(#(2))
SO(f(Zo)) = 9(%0(20))
w(20) = g(¢(20))
We zien dat (zp) een vast punt van g is. O

1.3 Analytische functie

Definitie 1.3.1. Een complexe functie f : 4 — C is analytisch in het domein

U als f in ieder punt uit zijn domein continu afgeleide heeft. Hieruit volgt



dat f in ieder punt gelijk aan zijn Taylorreeksontwikkeling, ofwel:

0 p(n)(,
f(z)zzf ('O)(z—zo)”,z()eu
n=0 )

n

Opmerking 1.3.2. Als f een analytische functie is, is f in ieder punt van
zijn domein te schrijven als machtreeks. Laat zy een vast punt van f met

multiplier A zijn, dan:

f(z) =20+ Az —20) + Z an(z — 29)" (1.2)

n=2



2. AANTREKKENDE EN AFSTOTENDE VASTE PUNTEN

2.1 Aantrekkende vaste punten

Definitie 2.1.1. Laat f een functie zijn. Een schaling van f is een ver-

menigvuldiging van f met ¢ € C\{0}.

Lemma 2.1.2. Als f(z) een analytische functie is met aantrekkend vast
punt 2o, dus multiplier 0 < |\ < 1, dan is een conjugatie p van f(z) aan

g(z) = Mz — z0) uniek tot op een schaling.

Bewijs. Ferst bewijzen we dat de samenstelling van een conjugatie van f aan
g en een conjugatie van g aan zichzelf een conjugatie van f aan g geeft. Laat
© een conjugatie van f aan ¢ zijn en 1 een conjugatie van g aan zichzelf.

Dan zien we

f(z)=pog(z)op™!
=po(pog(z)op™)op™
=potpog(z)o(por) .

Dus ¢ 01 is een conjugatie van f aan g.

Het is nu voldoende om te bewijzen dat iedere conjugatie ¢ van g(z) =
A(z — zp) aan zichzelf een schaling is. Stel namelijk dat er een conjugatie v,
van ¢(z) aan zichzelf bestaat die geen schaling is. Dan zou de samenstelling
van ¢ met ¢, een conjugatie van f(z) aan g(z) geven, die geen schaling van

@ is en bestaat er dus een nog een andere conjugatie.
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Merk op dat als de conjugatie 1); wel een schaling is, dat ¢ o 1y dan een
schaling van ¢ is. Als alle conjugaties ¥ van g(z) aan zichzelf schalingen zijn,
dan is de conjugatie ¢ dus uniek op schaling na.

Stel nu dat ¢ = a2 + a»2* + ... is een conjugatie van g(z) aan zichzelf,
ofwel
¥(Az) = Mp(z). We bekijken 1p(\z) en \i)(z)

V(Az) = a1 (A\2) + aa(A2)? +as(Az)® + . ..
= Nz + as\?2% +as 328 + .
M(2) = Mayz + ag2? + asz® +...)
= a1 A2 + a\2® +az P+ ...
Als we de coéfficiénten vergelijken, zien we a1 A = a1 A en

an)\n:)\&n, VTLZQ
A#ZO0en \"#1 pa, =0, Vn > 2.
)\n—i—l?é/\

Dus ¥(z) = a;z en hieruit volgt dat ¢(z) uniek is tot op een schaling na. [
Lemma 2.1.3. Zij {f,.(2)} een rij functies met

[far1(2) = fu(2)] < CT?, € < 1]z <0

Dan convergeert { f,,(2)} uniform voor |z| < 6.
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Bewijs. Zij 1 > j. We bekijken
i1

fi(2) = f5(2) = Y (fera(2) = fu(2))

k=j
1—1
dus |fi(z) = fi(2)] < Z | fer1(2) — fe(2)]
k=j
1—1 —1
<> CHEP <)t
k=j k=j
< Z Ck 52
k=j
52

_ j
1_0(].

Dus de afstand tussen f; en f; wordt willekeurig klein als j — oo, ongeacht

van z, dus {f,(z)} convergeert uniform naar f(z).

Stelling 2.1.4. Stel f(z) is een analytische functie met aantrekkend vast
punt zy, dan bestaat er een afbeelding p(z) van een omgeving van zy naar
een omgeving van de oorsprong die f(z) conjugeert aan de lineaire functie

g(z) = Mz — z0). Deze conjugerende functie is uniek tot op schaling na.

Bewijs. Zonder verlies van algemeenheid mogen we aannemen dat zy = 0,
want als dit niet zo is, kunnen we een translatie toepassen opf(z) zodat 0
het vaste punt wordt.

We gaan nu een functie ¢ construeren zodat ¢(f(z)) = Ap(z). We

definiéren
on(2) = A" f"(2).

Dan voldoet ¢,, aan

pno f=2T"f" = Mg,
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dus als ¢, — ¢, dan po f = A, ofwel o fop™ = \z. Dan is ¢ de gezochte
conjugatie.

Om de convergentie aan te tonen, merk op dat voor dp > 0 klein en zekere
C eRen |z] < d

f(2) = Az| < Clz]?
()| < IMJz| + Cz)?
< (JA] + Cdo)l|.

We kunnen C' zo kiezen dat |A| + C0 < 1, want |[A\| < 1, dus dan volgt met

inductie dat
()] < (Al + Cdo)" 2], 2| < 4.

(JA] + Cdy)?

Kiezen we d; < g zo klein dat p = B

< 1, krijgen we

fr(f(2) = Af"(2)

)\n-i-l

_ AP

- |)\|n+1
p"Clz|?

- A

|ont1(2) = en(2)] =

Dus met Lemma 2.1.3 volgt dat ¢, (z) uniform convergeert voor |z| < ¢&;
en de conjugatie ¢ bestaat. Uniciteit, op schaling na, volgt uit Lemma
2.1.2. O

2.2 Afstotende vaste punten

Stelling 2.2.1. Stel f(z) is een analytische functie met afstotend vast punt

20, dan bestaat er een afbeelding p(z) van een omgeving van zp naar een
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omgeving van de oorsprong die f(z) conjugeert aan de lineaire functie g(z) =

Mz — 20). Deze conjugerende functie is uniek tot op schaling na.

Bewigs. Dit volgt direct uit Stelling 2.1.4.

Stel namelijk f(z) = z0 + A(z — 29) + ... met vast punt zp en A > 1. Uit

f'(z0) # 0 volgt dat f locaal inverteerbaar is. Bekijken we nu f~1(z) =

2o + %(Z — 29) + ... dan zien we dat zy nog steeds een vast punt is met

multiplier § < 1. Met Stelling 2.1.4 volgt dat er een ¢ bestaat die f~'(2)
1

conjugeert aan g~'(z) = 5(z — 2), omdat zy nu een aantrekkend vast punt

is. En uit Propositie 1.2.2 volgt dat ¢ ook f(z) aan g(z) conjugeert. [J



3. IRRATIONALE NEUTRALE VASTE PUNTEN

3.1 Diophantiene getallen

Definitie 3.1.1. Een reéel getal 6 heet Diophantien als het slecht benader-
baar is door rationale getallen, in de zin dat er een u,c > 0 bestaan, zodat
Vp,q € Z,q #0
g2
q q*
De kleinste p waarvoor bovenstaande conditie waar is voor een getal ¢, noe-

men we de Diophantische orde van 6.

Lemma 3.1.2. Voor A = ¢*™ € C is de conditie dat 0 Diophantien is van

orde | equivalent aan

C

-1z -

279 met @ Diophantien, dus

Bewijs. Zij A = e
|)\n . 1| — |e2m'9n o 1‘

— |€7ri€n . e—ﬂi0n|

= 2| sin(mwn)].

De eerste gelijkheid hierbij is duidelijk. De tweede gelijkheid geldt omdat de

™| Voor

absolute waarde niet verandert door te vermenigvuldigen met |e~
1T —iT
—e

de laatste gelijkheid maken we gebruik van sin(x) = 5
i
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Laat m het dichtstbijzijnde gehele getal zijn van nf, dus |nf —m| < 1/2.
Hier geldt een strikte ongelijkheid, omdat € irrationaal is. Omdat sin(z)
periodiek is, geldt dat

A" — 1| = 2sin(7|nd — m|).

Merk verder op dat de grafiek van sin(7x) tussen de lijnen y; = 2z en yo = 7z
voor 0 <z <1/2, dus

4nf — m| < |A" — 1| < 27|nf — m)|.

C
Omdat 6 Diophantien is, dus ‘9 — @‘ > —2, volgt met de eerste ongelijkheid
n n

ACy  |Am—1|
<
nk n
C
< |)\n — 1|.
nHt—1

Andersom, als we weten dat —<5 < [A" — 1| met n # 0, zien we

o ol
nk n

We zagen al dat

A" — 1| = 2| sin(7nd)|
= 2| sin(mnfn — m)|

< 2m|nf — m).

De tweede gelijkheid geldt omdat |sin(7x)| periodiek is met periode één en
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m € Z. De ongelijkheid geldt omdat sin |7z| < |7rz|. We hebben dus

Co _ 2m[nb — m|

nk n
C() m
<l|0——
27m“_| |
C
~<lp-T
nt n
voor alle n,m € Z,n # 0. O

Opmerking 3.1.3. Voor vaste u > 2 voldoen bijna alle reéle getallen 6.
Laat E = {0 € [0,1] | |0 — p/q| < ¢ * oneindig vaak}, dus de verzameling
van alle getallen (tussen 0 en 1) die niet Diophantien zijn. We kunnen de

maat van F op de volgende manier schatten;

B[ <) 2" q=0®n"") =0
q=n

3.2 Irrationale neutrale vaste punten

Lemma 3.2.1. Als f een holomorfe fucntie is op een open verzameling €2

die een schijf D van straal r om zy en zijn rand C bevat, dan

|f(n)(zo)| < n! HfHC

r

waar || fllo = sup.ec [f(2)]

Lemma 3.2.2. Laat f holomorfe functie zijn op een open verzameling €.

Als D een schijf is rond zy, waarvan de afsluiting bevat is in 2, dan heeft f



18

n zo de machtreeksontwikkeling

f(z) = an(z — )"

n=0

voor alle z € D. De coéfficiénten a,, worden gegeven door

voor alle n > 0.

Voor beide lemma’s kan een bewijs worden gevonden in het boek

Il Complex Analysis van E. M. Stein en R. Shakarchi.

Propositie 3.2.3. Laat f een holomorfe functie zijn op een open verzameling
Q. Als D een schijf is rond zy, waarvan de afsluiting bevat is in €2, dan geldt

voor de coéfficiénten van de machtreeks:

1/l
jan| < =205
waar || flle = sup.cc [f(2)]
Bewigs. Dit volgt direct uit bovenstaande lemma’s. O]

Lemma 3.2.4. Laat f een holomorfe functie zijn op een open schijf D en
v,w € D, dan

£(0) = F@)] < sup )] o = wl.

Bewijs. De verzameling D is convex, dus er bestaat een lijn tussen de punten

v en w. Als we de afgeleide van f integreren langs deze lijn, weten we.

F(0) — flw) = / " P2 de
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Hieruit volgt dat
|f(v) = f(w)| < sup 1f(2)] - o —wl.

]

Stelling 3.2.5. Laat 6 Diophantien zign en f een analytische functie zijn met
vast punt in zy = 0 en multiplier X = e*™®. Dan bestaat er een oplossing voor
gp(f(z)) = \p(2), ofwel f kan in een omgeving van 0 geconjugeerd worden

aan een vermeniguuldiging met .

Bewijs. We willen een oplossing voor de Schroder vergelijking gp( f (z)) =
Ap(z) genormaliseerd door ¢/(0) = 1. Nemen we h = ¢!, dan krijgen we

F(h(2)) = h(A2), H(0)=1. (3.1)

We definiéren f en h door f(z) = Az + f(2) en h(z) = z + h(z). Nu kunnen

we, gebruikmakend van f en iz, de vergelijking omschrijven:

h(Az) = Ah(2)
(A2 +h(X2)) — (A2 + Mh(2)) = (Mh(z

h(Az) — Ah(z) = (h(2)). (32)
We gebruiken nu KAM theorie (genoemd naar A.N. Kolmogorov, V.I. Arnold,
J. Moser) in een simpel geval. We bekijken codrdinaat veranderingen ) rond

z = 0, genormaliseerd zodat 1(z) = z + 1(z) met ¢ = O(z2). We vinden

niet direct een oplossing voor (3.1), maar we maken 1 zo dat

Yo forh=yg(z) = Az +4(2)
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met g kleiner dan f in zekere zin. Merk hierbij op dat g = 0 de oplossing geeft.
We blijven dit proces herhalen met f vervangen door g en ¢ gedefiniéerd op
een iets kleinere schijf.

Schrijf nu f = > 7, b,2", als we in plaats van (3.2) de lineaire variant nemen,

dus we vervangen h(z) aan de rechterkant door z, krijgen we:

~

P(A2) = Mo(z) = f(2).

Dit kunnen we eenvoudig oplossen voor

N > b )
j=2

We gaan nu ¢ en ¢’ afschatten onder de volgende aannamen

1 < nt
—_— C—
A —1] =

|f'(2)| < 6 voor z € (0, 7).

De eerste ongelijkheid geldt omdat 6 Diophantien is met (vaste) Diophantis-
che orde p, zie hiervoor ook Lemma 3.1.2.

Gebruikmakend van de twee parameters ¢, r willen we een afschatting maken
van g = 1 ~!o fo1). Eerst schatten we 1& op een kleinere schijf A(O, r(l— 77))
voor zekere 0 < n < 1/5. Met behulp van de Propositie 3.2.3 voor de

machtreekscoéfficiénten van f’, hebben we

)
|bj] < —=-
jri-
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Dus voor z € A(0,7(1 — 7)) zien we

A = Al

7j=2
< i .]5 ]—1(1 . )]—1
R =1

j=2

= ju 7—1
< 2005—,(1 —n)

j=2

C05

De laatste gelijkheid is een speciaal geval van de binomiaalreeks, (1 + z)" =

> reo ()a*. Als we aannemen dat cod < 7”2, hebben we

'] <.
Omdat

¥(z) =2 +4(2)

[W(2)] < 2] + |nz|
<r(l—4n)+ry
=r(1—3n).

(3.3)

volgt dat

voor |z| < r(1 —4n)

Dus ¢(z) beeldt A(0,r(1 — 4n)) af op A(0,7(1 — 3n)). Verder impliceert
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|f| <6 dat f(z) < 8z, zoals hierboven. Dus als § < 7

f(2) =2z + f(2)
(@) = 2]+ 1£(2)]
< |z| + |nz| dus voor |z| < r(1 —3n) is
< (1= 30) + 7
=r(1—2n).
Dus f beeld A(O,T(l — 377)) af op A(O,r(l — 27])). We claimen verder dat
¢! de verzameling A(0,7(1 — 2n)) op A(0,7(1 —n)) afbeeldt.
Om dit te bewijzen laten we zien dat dat voor z € A(0,7(1 — 2n)) de

vergelijking ¢ + () = z een unieke oplossing heeft voor ( € A(O, r(1— 17))

We construeren ¢ als lim ¢, met (o =0 en
n—o0

1 +9(Gn) = 2

Bovenstaande definitie geeft ons een rij (,, van analytische functies van z die,

wegens |¢'| < 1, voldoet aan

|Gt — Cal = |9(Cn) — ¥(Cu1)| < |G — Cual-

Dus als ¢; < r(1 —n) voor i =0,1,...,n

|<n+1 - Cn| < 77”|C1 - C0| - 7)”|Z|

Voor |z| < (1 —2n) hebben we dus

n+1
2] 1-2n
[Goral €D 216G = Gl < T < 1_777”<(1—77)7”-
j=1
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Dit laat zien dat de functies (,, gedefiniéerd en analytisch zijn voor |z| <
(1 —2n)r. Omdat n < 1 convergeert de rij ¢, voor |z| < (1 — 2n)r naar
¢ = ((z), de gewenste inverse functie van ¢ + ().

Bekijken we nu g = ¢! o f o1, dan zien we dat 1 de verzameling
A(0,7(1 —4n)) afbeeldt op A(0,7(1 — 3n)). De functie f beeldt vervolgens
de verzameling A(0,7(1 — 3n)) af op A(0,7(1 — 27)) en tenslotte beeldt
¢! de verzameling A(0,7(1 — 2n)) af op A(0,r(1 —7n)). Dus g beelds
A(0,7(1 —4n)) op A(0,7(1 —n)).

We gaan nu g schatten. We weten

vl o fo(z) = g(2) = Az +§(2)
foi(z) =v(Az+3(2))
F(2)) = A2+ 4(2) + ¥ (A2 + §(2))
F(z+9(2)) = A2+ 3(2) + (A2 + 4(2))
Ao+ MD(2) + fz+0(2) = A2+ §(2) + (A2 + §(2))
9(2) = M (2) + f (. + P(2)) — (A= +4(2))
3(z) = 9(2) = P (A2 +3(2) + f(z +0(2)) — f(2)

We willen g schatten in A(0,7(1 — 4n)). Laat C het maximum van |g| zijn

over deze schijf, dan

C < sup [9(A2) — D (Ax + §(2) + (= + (=) = F(2)
C < sup W(Az) — POz + g(z))] +sup )f(z +1(2)) — f(z)) :

Bekijken we nu ‘1&(/\2) — @&(Az +4(2)) ‘, dan zien we met Lemma 3.2.4

[b(Az) = (A= +§(2))| < sup(|9/(2)]) - [Az = (Az = §(2))]
= sup(|¢/(2)]) - 13(2)] < nC.
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De laatste ongelijkheid geldt, vanwege (3.3) en [§(z)| < C|.
fle+4(2) = f(2)

Op een zelfde manier zien we dat voor geldt:

~

[ (z+3(2)) = f(2)] < sup(|f'()]) - [(2)]

<9 €0 r
7]/»144'1
oo’
- netl :
Dit geeft ons
52 52 1
C’§170+CO ! ofwel CSCO r-—.

Met behulp van de Cauchy afschatting, zie Lemma 3.2.1 vinden we

cod’r 1
>~ nu+2 1—77’

17| z € A0,7(1—5n)).

Laten we even kort samenvatten wat we hebben gedaan. We zijn begonnen
met een functie f die voldoet aan |f’| < & op A(0,r). Deze hebben we
vervangen door een functie g met |§'| < cod?rn~"*+2(1 —n)~' op A(0,7(1 —

577)). Hiervoor moesten we aannemen dat
0<n<1/5, co<n+2 J<n.

Als we ¢; > 0 klein genoeg nemen en 7 < ¢ eisen, voldoen we aan de eerste
voorwaarde en de laatste voorwaarde volgt dan uit de tweede.

Stel nu dat we ng, &g hebben gekozen die voldoen aan de voorwaarde. We
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definiéren de volgende rijen:

Tn41 = Tn(l - 57711)7

T+l = 77n/2,
pt2)

5n+1 = 6057217’/”2_(
De vereiste voorwaarde cyd, < 7™ is nu gemakkelijk te controleren met
inductie. We hebben 7y, dy zo gekozen dat aan de voorwaarde is voldaan.

Stel nu dat ook voor n geldt, dan

252 2u+4
005 n o ut2

piFioute = pitigurz Il

Co5n+1 =

Dus het geldt ook voor n 4+ 1 en daarmee voor alle n € N. We hebben ook
rijen {¢,,} en {g,} geconstruéerd met go = f en g, = ¥, 0 g,_1 0 ¢y, ofwel

gn=0, 0 ooy o footy. .. oty

Laat R = ro[[,(1 —5n) > 0, dan |g,| < 0,7,/(1 —m,) — 0 op A0, R),
dus g, — Az op de schijf. En {¢ ots...0,} convergeert dus naar een

afbeelding h die f conjugeert aan Az, zoals gewenst. O]

3.3 Alternatief bewijs

We bekijken opnieuw Stelling 3.2.5. Voor de stelling bestaan meerdere
bewijzen, waarvan er hier nog een besproken wordt. Hiervoor moeten we wel

nog een definitie invoeren.

Definitie 3.3.1. Een functie f = > 7 a,2z" heet genormaliseerd als
la,| <1V reN

Lemma 3.3.2. Een holomorfe functie f met vast punt zo en multiplier A kan
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worden geconjugeerd aan zign genormaliseerde vorm, waarbiy de multiplier

geligk blijft.

Bewijs. Laat f =), a,2", omdat f holomorf is, is deze machtreeks con-
vergent. Er bestaat dus een kleinste ¢ > 0 zodat |a,| < ¢"~!. We definiéren

g(z) = cf(z/c), dus de conjugerende functie is ¢(2) = cz. We zien

r=0
o0 oo
z" ar
=Y ca,— = E 2",
cr "
r=0 r=0
. ., a, a; A
dus Y >° b.2" met |b,| = <lenb =— = - =\ Dus we kunnen f
=0 1 A 1

conjugeren aan zijn genormaliseerde vorm waarbij de multiplier gelijk blijft.

]

Lemma 3.3.3. Laat \ = e*mif met 0 Diophantien van orde ji+1. Dan geldt

A" — 17 < (2n)~.

Bewijs. We nemen aan dat log (|\™ — 1]), ofwel er bestaat een constante v >

0 zodat voor n groot genoeg geldt
[Tog(|A" — 1])| < vlog(n).

Merk op dat log(|A™ — 1|) hooguit log(2) wordt en dat het dus een grens is
voor — log(|\" — 1]) als A = 1. We zien dus

—log(|A" = 1]) < vlog(n).
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Nemen we nu aan beide kanten de exponent, dan krijgen we
=17t <n®

voor n groot genoeg, zeg n > N. We willen dat het geldt voor alle n. Dit
kan door K de grootste van één en max,<y {(n’|\" — 1|)~*} te kiezen. Dan
krijgen we |A\" — 1|71 < Kn'. Nemen we vervolgens p = v + log,(K), dan
krijgen we

AT =17t < (2n)~. (3.4)

Uit Lemma 3.1.2 weten we al dat |\" — 1|71 < Kn" equivalent is aan 6 is

Diophantien van orde p + 1. O

Stelling 3.3.4. Laat 6 Diophantien zijgn van orde +1 en f een analytische

276

functie zign met vast punt in zyg = 0 en multiplier X = ™. Dan bestaat

er een oplossing voor cp(f(z)) = \p(z), ofwel f kan in een omgeving van 0

geconjugeerd worden aan een vermeniguuldiging met .

Bewnjs. We zoeken een oplossing voor

U(f(2)) = M(2). (3-5)

Nemen we ¢ = ¢!, dan krijgen we p(Az) = f(p(z)). Laat f(z) = >_>2, a,2"

met a; = A en p(z) = > o, 2" met ¢; = 1, omdat we mogen aannemen
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dat ¢ genormaliseerd is. Vergelijking (3.5) wordt dan:

i cr(Az)F = i a ( i cjzj>
k=1 r=1 j=1

Az + i cr(A2)F = A i ¢ + i a ( i cjz])
k=2 j=1 r=2 j=1
=z —|—)\icjzj + im(icjzj)
j=2 r=2 =1

ick)\k k_ )\icjzj = iar(icjzj>
k=2 =2 r=2 j=1

ick()\k —A\)zF = iar(icjzj> : (3.6)

k=2 r=2 j=1

Omdat we hebben aangenomen dat ¢; = 1, geeft vergelijking (3.6) nu een
expliciete recursieve beschrijving van {cy}. De termen cx(\* — \)zF zijn
namelijk de som van alle z*-eentermen aan de rechterkant. De uitdrukking
aan de rechterkant produceert zF-eentermen precies als 2 < r < k. Deze
eentermen hebben de vorm a, - (¢;,2"*) - ...« (¢;,2'"), waarbij de machten van

z optellen tot k. Dus voor k£ > 2 krijgen we
k= % i Z ap - Cj, ... ¢ |- (3.7)
AR — , .
r=2 j1+..+jr=k

Dit lijkt een oplossing te geven voor het probleem, maar afhankelijk van de

waarde van A kan de absolute waarde van

g 1 1
CET=L

ontzettend vaak ontzettend groot worden. Hierdoor is de machtreeks niet

altijd convergent. We noemen d; een SD-term, waarbij SD staat voor ”Small
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Denominator”, ofwel ”kleine noemer”.

We gaan nu de waarden van de rij {c} afschatten. Merk eerst op dat
de absolute waarden |ci| begrensd worden door de reéle rij {¢; }, gedefinieerd
door ¢; =1 en

c;:d,H(Z > 5;5;) (3.8)

r=2 ji+..+jr=k
Zie ook vergelijking (3.7) en merk op dat we aan mogen nemen dat |a,| < 1
wegens Lemma 3.3.2. De recursieve definitie verhult de structuur van deze

getallen enigszins. De eerste vier zien er als volgt uit:

A~ A~ A~ A~

C3 = d2([5\15\2 + 0201] + [C1C1CA1]) = 2dad; + do,

¢y = d3([C183 + Cala + G3C1] + [G1816 + C162C1 + Calr1ca] + [G1616161])

= 4dsdydy + 2d3ds + dzdidy 4 3dsdy + ds.

De precieze samenstelling van iedere ¢ is niet van belang, maar het is
duidelijk dat deze de som is van meerdere uitdrukkingen. Ieder van deze
uitdrukkingen is het product van, niet per se verschillende, SD-termen.

Laat nu 7, het aantal termen in de uitdrukking voor ¢ zijn, dus 7, =
44+2+4+1+3+1=11. Laat verder o, het de maximale waarde van de
termen in de uitdrukking voor ¢ zijn. De waarde hiervan hangt af van A,

maar merk op dat (als we dj, buiten beschouwing laten) het grootste product

van sD-termen in de uitdrukking voor ¢ een product is van ¢;, - ... ¢;,. Het
moet dus het product zijn van de grootste producten in iedere ¢;,,. .., ¢;, of
wel een product van o;,,...,0;.. Dus 0} is gegeven door o1 = 1 en
Uk:dkfl‘ - max {O’jl'...'O'jT}.
Jite.4ir=k

2<r<k
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Het is duidelijk dat |c| < é < op7,. We gaan nu een 7 en oy afschatten,
waarna het bewijs compleet is.

De getallen 7 staan bekend als de Schroder numbers en in dit geval de
Small Schréder numbers. De genererende functie y(z) = > ! voldoet aan

de functionaal vergelijking

yzx%—Zy’“.
r=2

Dit is eenvoudig te verifiéren:
o
yzx—i—Zyr en we vullen iny:ZTla)l
r=2

y=x+§: (wal)T = iaﬂi-
r=2 i=1

Als we hierin a,, gaan bepalen, moet we eerst kijken wanneer er een term z™
ontstaat in Y °2, (> ma!)". Dit is precies als 2 < r < m en deze termen zijn

van de vorm 7y, -...-7, met [y + ...+, = m, zodat de machten optellen tot

oo
am:E E Tl * e Tl

r=2 l1+...4+l,=m

m. Dus we zien

En als we dit vergelijken met (3.8) zien we dat dit overeenkomt met de

definitie van 7,,.

De functionaal vergelijking kunnen we omschrijven naar een meer inzichtelijke
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functie:

y=x+y v
r=2
:x_i_ZyZ_yer
r=2

:x+y22?f=$+1y_y
r=0

2

y—y =z —ay+y’
20—y —y = —x
169° — 8xy — S8y = —8x
16y° —8zy — Sy + 222+ 20 +1=—8x+ 2+ 2z +1
(4y — o —1)* = (Va2 — 6z + 1)
l+z+vV22—6x+1 l+z—V22—6z+1
= 1 Vs = .

4

n

Het blijkt dat je i de juiste functie is. Merk op dat 7, natuurlijke getallen zijn
voor alle k. Dit betekent dat alle coéfficiénten van de machtreeksontwikkeling
van y, rond 0, positief en geheel moeten zijn. Hiertoe bekijken we eerst de
Taylorontwikkeling van v#2 — 6z + 1 in 0.

We vinden vz2 — 6z + 1 = 1 — 3z — 42> — 122° — 442* + . . .. Hieruit volgt

y1:i(1+$+1—3x—4x2—12x3—44x4+...)
:;1(2—2x—4x2—12x3—44:(:4+...)
en y2:}l(l—km—(1—3x—4x2—12x3—44:c4+...))
= i(4x+4x2+12x3+44x4+...).

Het is duidelijk dat de machtreeks van y; negatieve (en gebroken) coéfficiénten
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geeft, terwijl de machtreeks van ys alleen natuurlijke getallen oplevert en dus
de juiste genererende functie is.

De convergentiestraal van deze functie is de absolute waarde van het
kleinste nulpunt van 2% — 6z + 1, omdat hier een singulariteit optreed. De
nulpunten zijn 3 — V8 en 3+ \/g, dus de convergentiestraal R = 3 — V8. We

weten dat

limsup 7,//" = R~

1
dus lim sup 71/" = =3+V8

n

3-8
T < (34+V8)™

Hiermee hebben we 7, dus afgeschat.
Nu moeten we allen nog o, afschatten, maar hier is nog wat werk voor

nodig. We hadden al gezien dat o recursief gedefiniéerd wordt door

op =dy—1- max {oj ... 05}
St gr=k
2<r<k

en een exponentiéle bovengrens heeft als de SD-termen voldoen aan Lemma
3.3.3. Hierbij maken we gebruik van de simpele afschatting dy, < (2k)*. Dit
is echter geen efficiénte grens, omdat iedere dj een product is van O(k) SD-
termen. Siegel zag in dat, wanneer een SD-term groot wordt, het meerdere
stappen duurt voordat een SD-term weer groot wordt. Hierdoor kunnen
we een betere afschatting voor dj vinden, die we subtiele afschatting zullen

noemen. Bekijk

MNP —1) = AP — XY
— (V=1 = (V- 1),
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omdat || = 1, volgt met de driehoeksongelijkheid dat

NPT 1 < AP — 1]+ M — 1

in SD-notatie d, < d)t +d;t < 2(min{d,, dg}) 7"

Dus we zien 2(min{d,,d,}) < d,_, en als we hier de simpele afschatting op

toepassen, krijgen we
min{dy, dy} < 241 (p — q)".

Deze afschatting is duidelijk efficiénter dan min{d,, d,} < min{(2p)*, (2¢)"}.

Met behulp van Lemma 3.3.5 (Deze is in verband met gebruikte no-
tatie onder dit bewijs te vinden) vinden we hiermee een bovengrens voor het
product []_; dy,. Namelijk [T _gdp, < N™'- kg [T _; (kp-1 — kp)*, waarbij
de r + 1 indices als volgt geordend zijn kg > ... >k, > 1 en N = 22#*! met
v de orde van het Diophantine getal 6.

Hiermee kunnen we een exponentiéle bovengrens voor o vinden. We
k

beginnen met de afschatting o, < en gaan A, B en C zoeken die hieraan

LB
voldoen. Merk op dat o7 = dy = 1 < AC, waardoor de keus A = C'~! logisch

lijkt. Dit betekent dat we op willen gaan lossen

C«—lck Ck—l
= kB B

(3.9)

Ok

voor alle k. We kunnen een oplossing hiervoor altijd aanpassen zodat

(a) (b)
B> 0enC > 28
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door C' groter te kiezen. Deze extra condities hebben het voordeel dat

Cir=1 21 Clirtiz—2
T A A
O (G 4 ga)”
(J1-72)B (1 +J2)P
CHre=2 (ji+j2)”
(1 +72)2 (i j2)?
B Citiz—2 . < -jl N Jo )B
J

Oj1 " Ojy <

(j1 + j2)B “J2 J1 )2
(J1+72)" J2
~ (it 52)"
(b) (Jrtiz—l1
(i +a2)P
En in het algemeen voor j; + ...+ 5, =J
CJfl
O'jl'...'O'jl S JB . (310)

Stel nu dat we B en C hebben die voldoen aan (a), (b) en ak% voor alle
1 <k < kg. Dan kunnen we oy, afschatten met het volgende argument:

In de ontbinding van oy,

Ok = dig—1 - max {oj -...- 05}
Ji+..gr=ko
2<r<ko
zien we dat er hoogstens een index k; kan zijn met ko/2 < ky < ko. Als dat
zo is, schrijven we oy, = di,—1 - 0k, - Ay waarbij A; het product is van de
resterende ;. Als er geen index groter is dan ky/2 zijn we klaar met deze

stap.
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Merk op dat er in de ontbinding van k; nog steeds een index ko kan zijn
met ko/2 < ky < k1 < ko. Als dit zo is schrijven we oy, = di, 1 - 0, - Ag. Dit
kunnen we herhalen tot we een oy, vinden met een ontbinding waarin geen

indices voorkomen groter dan ky/2. We vinden dan het volgende:

Oky = dkofl * Ok ° Ay

Oy = A1 - Oky - Do

Merk op dat de A, hierbij een product is van ongenoemde o; waarvan de
indices allemaal kleiner zijn dan ko en optellen tot k,_; — k,. De indices [,
tellen op tot k. en zijn allemaal hoogstens ko/2 < ko. Deze condities zijn
nodig om Lemma 3.3.6 (die hierna bewezen zal worden) later toe te kunnen
passen.

Eerst schrijven we de bovenstaande ontbindingen als een product, door

te substituéren. Dit geeft ons

r r
O'k_o:Hdkp_l'HAp'(Ull‘...'0_[5).
p=0 p=1

Nu kunnen we Lemma 3.3.5 toepassen op het eerste product, ongelijkheid

(3.10) op ieder A, en (3.9) op iedere o;,. Dan zien we dat

s Cla—1

7

Opy < | NTFLL H(k’p—l _ k:p)“] .
p=1

r C(kpfl_kp)—l
H (kpfl - kp>B .

p=1 q=1
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Bij het tweede product zien we dat de teller

Ck07k1+k1*k2+...+k7»71*krﬂ" — CkO*kr*T

wordt en voor het laatste product krijgen we de teller

Cl1+...+lsfs — C«k,«fs

Verder kunnen de eerste twee producten eenvoudig samengenomen worden.

Met het bovenstaande krijgen we dan

r

kp1 — k)P 1
< Nr+1 X Ck:g—kr—r—‘rkr—s . ku . ( p—1 D . s
Tho = ( ) ’ H (kp—l - kp)B H

p=1 q=1

Oy < (NTH. gho=r=3) (k(;H 1 — k) B Hl B) (3.11)

Herinner dat deze afschatting nog afhankelijk is van het vinden van een
geschikte B, C' die voldoen aan B > 0,C > 28 en 0}, < &5 voor 1 < k < k.

We willen nu B en C zo kiezen, zodat de rechterkant van bovenstaande
ko—1

ky

. Hiertoe moeten we een manier vinden

vergelijking begrensd is door

om een factor @ uit

s S

(6 TT01 — Ry TT1)

p=1 q=1
te halen. Hiervoor gebruiken we de volgende hulpvergelijking

T

<H(kp‘1_ yr Hl B) ka o=k, (3.12)

p=1

waarbij ¢ van r en s mag afhangen, maar niet van k.



37

We kiezen nu

Merk op dat dit geen conflict oplevert met (a). Het blijkt dat bovenstaande
methode volstaat en we dus B gelijk kunnen stellen aan 2v. Samen met
de ongelijkheid uit Lemma 3.3.6, die we kunnen toepassen door de eerder

gestelde restricties op de indices, vinden we:

T

S k 73’[}
(H(kp—l - kp)_v ) 1_[1 lq_%> < <2r+2+1) )
q:

p=1

Hiermee kunnen we de afschatting die we hebben gevonden in (3.11) concreter
maken, waarna we alleen nog een geschikte waarde voor C' hoeven te kiezen.

Als we bovenstaande ongelijkheid invullen zien we namelijk

k —3v
Oy < (N7 Chor=e) - (kg ' <2r+2+1> >

2r+s—l 3u
_ 2u+1Nr+1  ~ko—1 o ~v—r—s+1) | I
= (@ oo )(ko(/%))

1 C’k‘o—l
— ((22u+1)r+1 . (23u>r+s—1 . .
Cr+s—1 ]{?(Q)H
92u+1 . 93p r+s—1 Cko—1
< (== R
(=) T

25“4_1 r+s—1 Cko_l
:( . ) e

De laatste ongelijkheid geldt omdat s > 2. Als we nu C' > 2°#*! kiezen dan
25,u+1 ko—1
< 1, dus is de laatste uitdrukking kleiner dan o Deze keuze voor

0
C' levert geen problemen op met (b) en (c), dus als we deze substituéren, zien

we
(25u+1)k071

Uko S kQM
0
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voor alle ky > 1 en hebben we dus succesvol de o; afgeschat.
Herinner dat |c| < & < 047k, dus hiermee hebben we |¢;| afgeschat en

is de stelling bewezen. ]
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Lemma 3.3.5. Laat N = 2**T! met v de orde van het Diophantine getal 6.
Voor r + 1 gegeven indices kg > ... > k. > 1, geldt het volgende:

[ de, < N7kl T [ (ks — Kp) (3.13)
p=0

p=1

Bewijs. Het bewijs gaat met inductie. De simpele afschatting voldoet voor

het geval r = 0. Voor r =1 zien we:

di, - dy, < (2" max{kg, ky'}) - (27 ko — Ko ]")
< MK -2 (kg — Ky )M
= 22 (ko — Ky )
< N2 . k?g(k?o — l{/’l)u.

Zij nu r > 2, dus we hebben minstens drie sD-termen. Laat dj; de kleinste
term zijn. Met de inductiehypothese volgt dat de overige r SD-termen voldoen
aan vergelijking (3.13), zonder de index k;. Als j =0, dus dy; = di, zien we
dy, < 20 (ko — k)" < N(ko — k1)*. Dus

T

diy [ [ di, < dio - N™ - K5 T [(hipr — K"

p=1 p=2
T

< N(ko — ka)* - N™ -kt [ [ (Bper = k)"
p=2

< N-N"- Kl (ko — k)" [ [ (Bp-1 — k)"

p=2

= Nk T [ Rper — )™

p=1

Een vergelijkbaar bewijs geld voor het geval j = r. Zijnu 0 < 5 < r.
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De volgens de inductiehypothese bestaande bovengrens voor H;ZQ dy, bevat
de term (k; 1 — ki), Laat a,b 70 zijn dat (ke ks} = {k; 1 kisr} met
\ko — kj| > |k; — kp|. Hieruit volgt dat (kj_1 — kj+1) < 2|k, — k;| en met de
subtiele afschatting volgt nog di, < 2¢T|k; — ky|*. Dus

T de, < N7 kolho — ko) - .- (hyjoy — k)" - iy - - (g — )

p=0
< N” - ko(ko — k)" - oo 20 kg — K" - 28T Ky — ™o Ry — )M
= NT+1 . k’o(k‘o — kl)ﬂ L (kj—l — k?j)'u'(kj — kj+1)ﬂ L (kr—l — k’r)u.
Hiermee is het bewijs geleverd. O]

Lemma 3.3.6. Gegeven drie gehele getallen k > 2,r > 0 en s > 2. Als
we gehele getallen 1, ...,z enyy,...,ys uit {1 ..., LgJ} hebben die voldoen

aan Y Ty Y Yy =k met Yoy, > k/2, dan
T S ]{7 3
2
IERICEIE==k
p=1 q=1

Bewijs. Zij t = r +s > 2. Omdat 2t — 2 < 2'~! is het voldoende om te

bewijzen dat
r S ) > k 3
o 1= (5= ) -
p=1 q=1
Sommige gevallen zijn duidelijk:

ot =2: Alst=2,danr =0en s =2, dus y; = yo = k/2. We zien

: E* kP
gqul_[yg—zzg

=1

0 k<2t—2:Alsk <2t—21is % < 1, dus geldt de ongelijkheid altijd,
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want het product is minstens één. Het is eenvoudig in te zien dat
k<2t—2voor k=2,3,4,alst > 3.

We moeten de ongelijkheid dus nog bewijzen voor t > 3,k > 5 en k 2t — 2,
wat equivalent is met 3 <t < [%1

Voor H;zl x, krijgen we het kleinste product als 7 — 1 termen gelijk zijn
aan één en de laatste term gelijk is aan ) |z, — (r —1). Dit is dan ook de
ondergrens van [[ _, z,.

Op dezelfde manier vinden we 22:1 y, — (s — 1) als ondergrens voor
szl Y, Hiervoor kunnen we echter een scherpere ondergrens vinden als
D1 Yo — (s —1) > |£]. Omdat alle y, < |%] krijg je in dit geval het
kleinste product als s — 2 factoren gelijk zijn aan één, een term gelijk is aan
|£] en de laatste term is wat er overblijft, ofwel D1 Yg— (5—2) = [5]. We
krijgen dus

pr > pr —(r—1),
p=1 p=1

: Dee1Yg— (s —=1) if Y yg—(s—1)<
> q q
Eyq—{ (Zzzlyq—(s—@—gﬁﬂﬂ if Zzzﬂ/q_(s_l)z

Merk op dat de waarden van >, _, y, tussen (|%] + 1 en (k —r) liggen. We
delen de rest van het bewijs nu in twee gevallen op, maar eerst bekijken we
nog de polynoom

P(z) = (R —z)(x - S)*

met R > S. We zien P'(z) = 2R+ S — 3z)(z — 5), dus P'(S) = 0 en
S is een kritiek punt. De tweede afgeleide P”(x) = 2R + 45 — 6z, dus
P"(S) = 2R — 25 > 0. Met de tweede afgeleide test volgt dus dat S een
lokaal minimum is en aangezien het derdegraads polynoom is met ag = —1,

volgt dat dit het enige lokale minimum is. Als we nu een interval I = |[a, b
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hebben met S < a < b geldt

min{ P(z)} = min{P(a), p(b)}.

zel

We gaan nu het eerste geval bekijken. Dit is het geval dat (L%J +1) <
D g1 Ya < (|%] +s—1), dus [lom1Yg > D 01 Yg — (s —1). We krijgen dus

T S T S 2
Lo 1> (o 0-0) - (S v)
p=1 q=1 p=1 q=1
S S 2
> (/{:—qu—r—i—l) : (qu—s+1>
q=1 q=1
Laat nu R=%k—r+1en S =s— 1, dan krijgen we
[T 11w = PQ_ o).
p=1 q=1 q=1

Heriner dat > @, + > 1y, = k, dus k > r +s. Ofwel k —7r > s,
waaruit volgt dat R > S. We weten dus dat het product [T _, x, - [T,_; v;
van onderen begrensd is door het minimum van P in het bereik van ZZ=1 Yq-

Dit bereik is omvat in het interval I = [(|£] —r+1), (|4] +s—1)]. Uit

t=r+s< (%W zien we s — 1 < (%W—T,ofweIS:s—1< L%J—?ukl.

Dus het product [ _; @, - [I}_, %7 is begrensd door het minimum van

P(EJ —r41) enP(EJ +5—1).
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Herinnerend dat t = r + s zien we dat

P(EJ —r+1)= [gw (EJ —t+2)?

en P(EJH—UZ(@—HQ) EJQ

@ QSJ Ttrs m QSJ —f+2>-<m ~t+2)
< (4] + - (5] ;1»(@ t42)
s(@ —t+2) EJ ,

waarbij we voor de middelste ongelijkheid gebruiken maken van ¢t > 3. Voor
D o1 Ya € [([£] —r+1),(|%] +s—1)] hebben we

li[lxp.li[lyg > m (EJ oy
k
2

Het is duidelijk dat % — t 4+ 2 een lineaire functie in t is, terwijl th;—lQ een
k

convexe functie is. Voor t € [3, bﬂ is de lineaire functie groter dan X=%

2t—27
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dus
d Lk (k=1
IERICEERC=)
B (k—1)
T2k (2t —2)2
O (2t =2)(k 1)
T (2t —2)3 2k2

(G5 ()

In de laatste stap gebruiken we dant > 3 en k > 5. Hiermee is het eerste geval

bewezen. Nu bekijken we het tweede geval: (| %]+s5—1 < Soe1Yq) < (k=r).
Dus [0 5 > (Xo_ivg— (s —2) = [5]) - [5] en hiermee volgt dat

LaatR:k—r—FlenS:s—i-LgJ—2,danR>S,want

R-s—k-r+1-(s+]3]-2)
k
=k—r—s— {§J+3

k
=|=|—1 > 3.
HEAEEE
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Dus nu hebben we
r S s k‘ 2
[Tz 11vizP (qu) - M
p=1 q=1 q=1

met R > S. Het bereik van 22:1 Ys ligt in het interval I = [( [%J +s— 1) , (k- T)},
wat duidelijk rechts van S ligt. We weten dus dat [['_, =, - [];_; ¥ van on-

deren begrensd wordt door het minimum van

() L wron [

Herinnerend dat ¢t = r + s zien we dat
k k|?
A R I
(Jz]-t+2)-[3

(il - () B
(-

5|2
Plk—r)-|=
en (k—r) {2J
Het is duidelijk dat de bovenste uitkomst de kleinste is, dus
” : k k|
2
Lo [tz ([5]-e02) [2]
p=1 q=1

We zagen in het bewijs van het eerste geval al dat dit groter is dan

(%W . (L%J —t+ 2)2. Het bewijs gaat vanaf hier dus op dezelfde als het

eind van het eerste geval. O]
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