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Samenvatting

Deze scriptie zal een inductief bewijs geven van de Stelling van Borsuk-Ulam, een stelling uit de
topologie. Dit zal worden gedaan aan de hand van een tekst geschreven door Anthony Carbery.
Hiervoor is er kennis van differentiaaltopologie nodig. Dit zal behandeld worden in het eerste
deel van de scriptie, waarna de basisstappen en de inductiestap van het bewijs van de Stelling
van Borsuk-Ulam volgen.



Introductie

Gezien de titel zal deze scriptie een bewijs geven van de Borsuk-Ulam-stelling via een inductief
argument. Dit is een stelling uit de topologie, de vastepunttheorie om preciezer te zijn. Hoewel
de stelling niet het bestaan van een vast punt garandeert, is de uitspraak wel soortgelijk. De
dekpuntstelling van Brouwer, waarschijnlijk de bekendste vastepuntstelling, is een gevolg van
de stelling van Borsuk en Ulam. De uitspraak van de stelling is: voor elke continue functie
f van de n-dimensionale bol naar R" is er een tweetal punten tegenover elkaar op de bol met
gelijke waarde onder f.

Tegenstrijdig aan wat de naam van de stelling wellicht suggereert, hebben Borsuk en Ulam niet
samen aan deze stelling gewerkt. De stelling is voor het eerst geformuleerd door Stanislaw Ulam
rond 1930 en drie jaar later bewezen door Karol Borsuk. Beide zijn Poolse wiskundigen maar
studeerden en werkten aan verschillende universiteiten.

In latere jaren zijn meerdere bewijzen van de stelling gegeven. Opmerkelijk is dat vanuit vele
deelgebieden van de wiskunde bewijzen worden bedacht. Zo bestaat er een bewijs dat gebruik
maakt van combinatoriek, een bewijs met een analytische aanpak en een bewijs vanuit de
algebraische topologie. Het bewijs dat in deze scriptie gegeven zal worden is gebaseerd op
differentiaaltopologie. Dit is een deelgebied van de topologie waarin differentieerbare functies
worden bestudeerd in plaats van functies die slechts continu zijn. Het eerste deel van deze
tekst zal bestaan uit de noodzakelijke definities en stellingen om het bewijs van de Borsuk-
Ulam-stelling te kunnen volgen. In het laatste hoofdstuk zal de stelling stap voor stap worden
bewezen aan de hand van een tekst geschreven door de Schotse wiskundige Anthony Carbery.

Naast dat de vastepuntstelling van Brouwer een gevolg is van de stelling van Borsuk-Ulam, zijn
er meer toepassingen. Zo zijn er veel equivalente formuleringen van de Borsuk-Ulam-stelling
waarvan de equivalentie makkelijk te bewijzen is. Nadat de stelling van Borsuk-Ulam is bewezen
is geeft dit een scala aan stellingen die waar blijken te zijn. Enkele van deze equivalenties
zullen hier bewezen worden, maar vooral omdat dat het bewijs van de Borsuk-Ulam-stelling
vereenvoudigt.

Wat het bewijs in deze scriptie bijzonder maakt is het feit dat het via inductie naar de dimensie
n gaat. Op het eerste gezicht lijken de uitspraken voor verschillende n los te staan van elkaar,
maar het zal blijken in de inductiestap dat ze toch te relateren zijn. Ook is de inductiestap
inzichtelijk doordat er een expliciete constructie wordt gegeven. Hoewel de bol in n dimensies
niet voor te stellen is, is het bewijs te volgen door de bol in 2 dimensies als referentie te nemen.



1 Variéteiten en differentiatie

1.1 Variéteiten

Sommige topologische ruimtes hebben een structuur die lokaal lijkt op die van R™ en hier valt
meer over te zeggen dan over algemene topologische ruimtes. Zo is het mogelijk om differentiatie
en integratie te definiéren op een zogenaamde variéteit (Engels: manifold). In de volgende
definitie zal precies gemaakt worden wat een variéteit is.

Definitie 1.1. Laat M een topologische ruimte zijn die Hausdorff is en de tweede aftelbaar-
heidseigenschap heeft. M heet een wvariéteit van dimensie m als voor elk punt p € M er een
open omgeving U C M wvan p bestaat zodat U homeomorf is aan een open V. C R™.

We zullen de conventie hanteren dat een variéteit genaamd M dimensie m heeft en een variéteit
genaamd N dimensie n heeft.

Definitie 1.2. De variéteitstructuur wordt gegeven door de topologische Hausdorff ruimte M
met de tweede aftelbaarheidseigenschap en een zogenaamde atlas. Fen atlas is een verzameling
paren {(Uy, ko) }aer die voldoet aan de volgende eigenschappen:

e U, is een open deelverzameling van M voor alle o € I.
o | JUa=M.
aecl
® kg is een homeomorfisme van Uy, naar ko(Uy) C R™.
De eerste twee eisen zeggen precies dat U, een open overdekking van M is. Verder heet een

element (Uy, kq) uit de atlas een kaart. Met een kaart rond p wordt een kaart (U, ko) bedoeld
zodat p € Uy en kq(p) = 0.

Voorbeeld 1.3. Het makkelijkste voorbeeld van een variéteit is R met de standaardtopologie.
Bekend is dat R Hausdorff is. Een atlas hiervoor kan {(R,id)} zijn. Dit is een atlas met maar
één kaart. Een andere atlas is {(R, k), (R™,id)} waarbij x(x) = 23, met twee kaarten.

Een ander voorbeeld is de n-dimensionale bol S™ met de deelruimtetopologie van R*T1.  Als
open overdekking nemen we H; = {x € S"|ex; > 0} waarbij e € {+,—}. De bijbehorende
afbeeldingen k;c : S™ — R™ zijn de projecties gegeven door K (x) = Kic(Z1,...,Tny1) =
(T1y ooy Tie1, Tig 1y ooey Tnt1) € R™. De continuiteit en surjectiviteit van deze afbeeldingen is dui-
deligk. Ze zign ook injectief omdat gegeven (1, ..., Ti—1,Tit1, ..., Tnt+1) het i-de codrdinaat vastligt
omdat moet gelden dat ||z|| = 1. Dat wil zeggen dat x op het teken na berekend kan worden, dus
op de halve bol ligt x vast. Verder is het beeld van k;c een open n — 1-dimensionale bal, welke
open is in R™.

Merk op dat kg © /{El : kg(Ua NUB) = ka(Ua NUg) een goed gedefiniéerde afbeelding is van
een deel van R™ naar een deel van R". We noemen dit een codrdinatentransformatie. Verder
is deze afbeelding een samenstelling van homeomorfismen en dus zelf ook een homeomorfisme.
Dit geeft aanleiding voor de volgende definitie.

Definitie 1.4. Zij M een variéteit. M heet C* als voor alle o, 8 € I de bijbehorende transfor-
matie van coérdinaten een C* afbeelding is in de zin van (multidimensionale)-Calculus. M heet
glad of C° als voor alle o, 8 € I de bijbehorende codrdinatentransformatie een C* afbeclding
18.



Voorbeeld 1.5. De eerste atlas van R™ die gegeven is in Voorbeeld 1.3 is C*°. De tweede atlas
is niet glad omdat (id o k= 1)(z) = ¥z en deze is niet differentieerbaar in 0. Dus hoewel het in
beide gevallen over R™ gaat, hangt het van de atlas af of de variéteit al dan niet glad is.

Vanaf nu zullen we met een maximale atlas werken. Gegeven is een variéteit met atlas A. De
atlas die alle mogelijke kaarten bevat die compatibel zijn met A is de maximale atlas. Dus het
is niet mogelijk om een nieuwe kaart toe te voegen die compatibel is met de andere kaarten uit
de maximale atlas.

Definitie 1.6. Fen afbeelding f : M — N tussen de gladde variéteiten M en N heet C* (of
CF) te p € M als voor een kaart k om p en een kaart X om f(p) de afbeelding Ao f o k™" een
C> (of C*) afbeelding is. En f heet glad als hij glad is te p voor alle p € M.

Lemma 1.7. De bovenstaande definitie hangt niet af van de keuze van de kaarten k en .

Bewijs. Stel k en &/ zijn kaarten rond p en Ao f o x™! is glad. Dan geldt dat Ao f o x'~!
Mofortororw't=Nofor to(kor'"1). Volgens de aanname is Ao forx~! glad en ko s’
is glad omdat M een gladde variéteit is. De samenstelling van twee gladde functies is glad, dus
ook Ao fox'"!is glad. Voor kaarten A en ) rond f(p) is het bewijs vergelijkbaar. O

-1

Gevolg 1.8. Stel M is een gladde variéteit met atlas A. Stel B C A zodat voor alle p € M er
een kaart (Uy, ko) € B bestaat zodat p € U,. Dan is een functie f : M — N glad ten opzichte
van A <= f is glad ten opzichte van B.

1.2 Raakruimte

Het doel van deze paragraaf is om net als in R" differentiatie te definiéren. Hiervoor is het
nodig om te weten wat de raakruimte in een punt aan een variéteit is. We zullen dit bestuderen
aan de hand van gladde krommen.

Definitie 1.9. Fen gladde kromme rond p is een afbeelding v : (—e,e) — M zodat v glad is en
v(0) = p voor zekere € > 0.

Hierbij wordt het interval (—e¢, ¢) gezien als variéteit van dimensie 1 op een triviale manier. Met
behulp van Gevolg 1.8 kan worden ingezien dat + glad is als A oy glad is door k = id te kiezen
en op te merken dat ((—¢,¢),d) het hele interval overdekt.

We definiéren een equivalentierelatie op de verzameling van alle gladde krommen door p door
Y~ Y2 & %(m ov1)(t)|t=0 = %(Ii 0 v¥2)(t)|t=0 voor een kaart k.

Lemma 1.10. Dit is onafhankelijk van de keuze van k.

Bewijs. Stel k en k' zijn kaarten rond p en %(/@ o) (t)|t=0 = %(/ﬁ 0 ¥2)(t)]t=0. Dan geldt dat

— n  O(x'ox~!

(5 o) (B)limo = Sk 0 k1) 0 (w0 1) Blimo = Xy L Ly o+ (k0 im0 =
n  O(k'ox™! - .
Sop A ) im0 (5072 lim0 = £ (K 0 K™Y 0 (K0 792)(E)|im0 = S (K’ 0792)(t)|i=o. Dit
volgt uit de kettingregel en uit het feit dat (ko y1)(0) = 0 = (k 0 ¥2)(0). O

Definitie 1.11. Stel dat M een gladde variéteit is en dat p € M. De raakruimte aan M te p,
genoteerd met T, M, is de verzameling

{v:(=e,6) = M [~(0) = p,v glad}/~.

waarbij ~ de hierboven gedefiniéerde equivalentierelatie is. Voor het gemak zullen de haakjes
om een equivalentieklasse aan te geven vaak worden weggelaten.



Als M = R"™ dan is de raakruimte 7,R" op te vatten als R™. Stel namelijk dat v een kromme
in T,R™ is, dan is de afbeelding v %'ﬂt:o € R” injectief dankzij de uitdeling naar ~. Voor
de surjectiviteit stel dat v € R". Neem dan de kromme ~y(t) = v - t + p. Deze wordt afgebeeld
op v. Verder is v +— %ﬂt:o lineair zodat dit een isomorfisme van vectorruimten geeft.

In een algemene variéteit blijkt dat raakruimtes ook vectorruimtes zijn, maar er geldt niet
noodzakelijk dat M = T, M.

Propositie 1.12. Zij M een gladde variéteit en p € M een punt. Dan kan aan T,M de
structuur van een vectorruimte worden gegeven.

Bewijs. We beginnen door een optelling en een scalaire vermenigvuldiging te definiéren in 7;,,M:
Y1+ Y2 = Kk~ (ko1 + K oY) waarbij de optelling k o 41 + K o 72 als functies van R" naar
R"™ de standaard puntsgewijze optelling is. Merk op dat dit niet van de keuze van x afhangt
omdat k=1 (k o1 + ko) ~ kLK oy + K 02), wat na het uitschrijven van de definitie
direct volgt. De scalaire vermenigvuldiging met A € R is A -y := s~ (X - ). Het is duidelijk
dat v1 4+ 72 een gladde kromme door p is omdat het de samenstelling van gladde afbeeldingen
is en (71 +72)(0) := £~ ((k 0 1)(0) + (K ©72)(0)) = K~ 1(0 + 0) = p en net zo voor de scalaire
vermenigvuldiging. Het nulelement is de equivalentieklasse van gladde krommen door p met
%(H 0 7v)|t=0 = 0. De additieve inverse van y(t) is y(—t) want %n o (y(t) +v(—=1t))|t=0 = %(n o
Y(#) +roy(=t)limo = g (Kov())li=o+ (ko (=t)) =0 = (KoY (8))|i=0 — (KoY (t))]i=0 = 0.
De commutativiteit, associativiteit en distributiviteit volgen direct door de definities uit te
schrijven. Als voorbeeld zal de distributiviteit over de optelling van krommen hier worden
gedaan. Stel dat 1 en 72 gladde krommen door p zijn en A € R. Dan A(y1 +72) = A -k (ko
T+ R02) = K A (k071 K 072)) = KA om) + A 072)) = K LA(RAL)) 1L (A (k7)) =
A1+ Ay2. Dus T, M is een vectorruimte. O

In het bovenstaande bewijs is laten zien dat T, M de vectorruimte structuur van R™ erft. De
dimensie blijkt ook hetzelfde te zijn.

Propositie 1.13. De dimensie van T,M is m.

Bewijs. Bekijk de afbeelding T,k : T,M — R™ gegeven door T,k(y) = %(n ° ¥)|t=0. De
claim is dat dit een lineair isomorfisme is. De lineariteit volgt uit het feit dat de afgeleide
% lineair is. T,x is injectief dankzij de uitdeling naar ~ in de definitie van de raakruimte.
Stel nu voor de surjectiviteit dat v € R™. Neem dan de kromme v = s~ !(x(p) + t - v).

Dan Tpr(vy) = &(k(p) +t-v) = v. Dus Tpk is inderdaad een lineair isomorfisme en dus
dim T, M = dimR™ = m. d

Het doel is nu om de afgeleide van een afbeelding tussen twee variéteiten te definiéren. Dit zal
een lineaire afbeelding tussen de raakruimten worden.

Definitie 1.14. Stel f : M — N 1is een gladde afbeelding tussen twee variéteiten M en N en
stel p € M. Dan is de raakafbeelding T, f : TyM — TN gedefinieerd door Ty f([y]) = [f o 7]
Voor de duidelijkheid zijn hier wel de haakjes van de equivalentieklassen geschreven.

Lemma 1.15. De bovenstaande definitie is welgedefinieerd, dat wil zeggen:
1. Tpf(”)/) S Tf(p)N.
2. Dit is onafhankelijk van de keuze van v wit [7].

Bewijs. 1. T,f(7)(0) = (fov)(0) = f(p) en zowel f als v is glad, dus ook T, f is glad en dus
is T), f een gladde kromme door f(p).



2. Te bewijzen is dat als 71 ~ 7 dan ook fo~v; ~ f o~y Stel ook v/ € [y] en stel A
is een kaart rond f(p) in N. Dan (Ao fo7)|=0 = % Ao for ) o(koy))|= =

dt
A\ -1 (A -1
Sop 2oL | a0 (o) hmo = T, 2O o (k0 )0 =

d((Nofor ™ o(koy))|imo = %(Ao foy)|i=o. Dan geldt dat for' € [for]. Dus deze
afbeelding is welgedefinieerd.
O

Het is gewenst dat de hierboven gedefinieerde afgeleide tussen variéteiten lineair is net als in
R™. Merk op dat niet hoeft te gelden dat T),f(v1 + v2) = Tpf(71) + Tpf(72), maar slechts
Tpf(yi +72) ~ Tpf(v1) + Tpf(v2) want T),f is alleen gedefinieerd op equivalentieklassen. De
lineariteit volgt uit de volgende berekening:

d
— Ao Ty, f(y1 +72)|i=0

dt
d
= &)\oTpfon*l(/io% + Ko 92)|i=0
" O(No for) d
- i=1 a—%’m1=...:xn:0 ) %(H oM+ kKO ’72)’15:0
O(Ao forh) d d
= Z 8—l_i’a}1:..,:xn:0 : (%(’% © 71)‘t:0 + %(ﬁ © 72)|t:0)

=1

zn:a()\ofom_l) d

8:131' |x1:.,.:xn:O : %(ﬁ o ’71)’t:0

+Z O(Ao for™h)

2 oz lm==ea=0 Gr(EoM2)li=0
d _ d _
= ﬁ)\oTpfom Yk o y1)]e=0 + %)\OTpfOH Yk 0 72)|i=0
d d
= a/\ oTpfovli=o+ %)\ o Tp f © v2lt=0-

Elk element uit 7, M kan geschreven worden als lineaire combinatie van bepaalde gladde krom-
men. Zij p; : (—e,e) = R™ een afbeelding met p;(t) = (0,0, ...,¢,...,0) waarbij t op de i-de plek
staat. Voor een kaart x, rond een punt p € M is s, ' o p; een gladde kromme rond p. De p;
vormen een basis voor T),M want elke equivalentieklasse van krommen in 7),M wordt gegeven
door de afgeleide in R™. Omdat %(na o kgl opi)li=o = (0,0,...,1,...,0) met de 1 op de i-de
plek geeft dit een basis voor R™ en dus geven de krommen p; een basis voor T, M dankzij het
isomorfisme van Propositie 1.12.

Definitie 1.16. Een derivatie van de algebra C*° (M) is een lineaire afbeelding D : C*°(M) —
C>(M) zodat D(f - g) = D(f) - g+ f - D(g)-

De elementen van 7),M kunnen gezien worden als derivaties van C*°(M). Stel v € T,M en
7 € v is een representant van v. Dan is D, een derivatie door D, (f) = %f o y(t)]t=0. Dit
is onafhankelijk van de keuze van 7 uit v want stel ook 7/ € v en stel dat (x1,...,z,) lokale



coordinaten rond p zijn, dan

S o)l =

L dt
=1
—Of | dy]
- Z@x-’p dt =0
i=1 "
d
= (0 () li=o
Als we nu als kromme p; bekijken, dan volgt dat
d B N Of  d((katopy)i)
Dy, (f) = %(fo Ko opj(1)]i=0 = - %’p : Tj’tzo
_i(‘?f, d(monaonglopj)|
N — Bacl p dt =0
— —Of .Ad(mopj)|
- 6.%'1 dt =0
=1
—~Of d(p;)
=2 gyl me g e
= Zajilp - 0ij
=1
_of,
8xj P

Dus D), = B%AP‘ En dus kunnen we {a%i|p | 1 <i < m} als basis voor T, M zien.

1.3 Deelvariéteiten

Definitie 1.17. Zij M een gladde variéteit en zij N C M. Dan heet N een gladde deelvariéteit
van dimensie n < m van M als er kaarten {(Ua, ka)}tacr zign die N overdekken en zodat
NNU, =k, (R™ x {0}) met {0} C R,

Definitie 1.18. Stel M en N zijn twee gladde variéteiten en zij f : M — N glad.

e Dan heet f een immersie te p als Tp,f : TyM — Ty,)N injectief is.
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e Dan heet f een submersie te p als Ty f : TyM — Ty, N surjectief is

Deze twee definities lijken op het eerste gezicht weinig met elkaar te maken te hebben. Toch
zijn ze te verbinden door een nuttige stelling. Hiervoor hebben we een versie van de impliciete
functiestelling nodig. Deze zal zonder bewijs worden gegeven. Voor een bewijs van de inverse
functiestelling, zie [8]. Hoe Propositie 1.19 volgt uit de inverse functiestelling is te lezen in [6].

Propositie 1.19. Zij f : U C R™ x R" — R" een gladde afbeelding met U een open omgeving
van p. Stel dat f een submersie te p is. Dan bestaat er een open omgeving V wvan p en een
diffeomorfisme h : V. — W C R™ xR"™ met W open in R™ xR™ zodat foh™! : f~{({UNV) — R"
de beperking van de projectie R™ x R™ — R" is.

Stelling 1.20. Zij f : M — N een C*™ afbeelding tussen twee gladde variéteiten en zij g € N.
Stel dat f een submersie te p is voor alle p € f~'(q). Dan is f=1(q) een deelvariéteit van M
van dimensie m — n.

Bewijs. Zij p € f~'(q) en zij x een kaart rond p en \ een kaart rond f(p) = ¢. Dan is
f een submersie <= T,f is surjectief <= Tp(Ao f o rk~1) surjectief is, want ! en
A zijn diffeomorfismen. Nu bevinden we ons in de situatie van Propositie 1.19. Dus er is een
diffeomorfisme h dat op zijn domein Ao fox~Loh™! gelijk is aan de projectie m : R™™" xR" — R".
Kies nu de kaart x' = ho k. Dan geldt Ao fox'~! = 7. Dus om elk punt p € f~!(q) bestaat

een kaart (U, h o k) zodat
(ho ) HR™™™ x {0}) = (how) " (x~(0))
= (hor) H(howo fTHoA71)(0)
= (f1oA}(0)
=fHonU.

Dus f~!(q) is een deelvariéteit van M van dimensie m — n. O

Deze stelling geeft soms een makkelijkere manier om te laten zien dat een topologische ruimte
een variéteit is dan door het geven van een atlas. Het geven van een atlas en het laten zien
dat de codrdinaattransformaties glad zijn is vaak veel werk. Het volgende voorbeeld geeft een
kortere manier dan Voorbeeld 1.3 om te laten zien dat S™ een gladde variéteit is.

Voorbeeld 1.21. Neem f : R*"*! — R door z + 22 + ... + :E%H. Deze functie is glad en f is
een submersie te p voor alle p € f~1(1). Dus f=1(1) = S™ is een gladde decvariéteit van R,

1.4 Raakbundel
Definitie 1.22. Zij M een gladde variéteit. Definieer de raakbundel TM van M als TM =

| | 7M.

peEM

Op deze manier is de raakbundel alleen gedefiniéerd als verzameling. Het is mogelijk om een
topologie toe te kennen aan deze verzameling op een manier zodat de raakbundel een variéteit
van dimensie 2m wordt en zodat de projectie 7 : TM — M met voor v € T,M: m(v) = p glad
is. We hebben al gezien dat T,R"™ = R". Voor een open deelverzameling U C R" geldt dan dat
TU = U x R" = {(p,v)|p € U,v € T,R* = R"}.

Stelling 1.23. De raakbundel TM van een gladde variéteit M met atlas (Un, Ka)acr S een
gladde variéteit van dimensie 2m.
Het bewijs van deze stelling gaat in vier stappen:

10



1. Definieer een topologie op T M.

2. Geef een atlas voor TM.

3. Laat zien dat TM Hausdorff is.

4. Laat zien dat w: TM — M een gladde afbeelding is.

Bewsjs. 1. Voor een willekeurige gladde variéteit N met bijbehorende atlas (U, kq )acr geldt
dat: V C N isopen <= V NU, is open in N voor elke « € I <= Voor elke kaart
(Uq, k) 18 ko(V NU,) open in R™.
Dus voor T'M moet gelden dat V' C T'M is open <= Tkq(V NTU,) open is in R™ x R”
voor alle « € I, waarbij TU,, = |_| TpM en Tko(p,v) = (Ka(p), Tpka(v)) voor p € M en

p€Uq
v € T, M. Het is eenvoudig na te gaan dat dit een topologie geeft op T'M:

e V =10 is open omdat Tka (0 NTU,) = Tka(D) = 0 en deze is open in de standaard-
topologie op R™ x R™. Net zo voor V.= TM: Tko(TM NTU,) = Tko(TM) =
Ka(M) x R™ en dit is open in R™ x R™.

e Stel {V;}7_, zijn open verzamelingen in 7'M . Dan is

n n n
Tro([ ) ViNTUL) = Thal() (Vi NTUL)) = (1) Tha(Vi N TUL)
i=1 i=1 i=1
en dit laatste is open in R™ x R™ voor elke a € I.

e Stel dat {V;};cr een collectie open verzamelingen in T'M is. Dan is

Trol| ) VinTUL) = Tral ) (Vi nTUL)) = Tha(Vi N TUL)
el el el

en dit laatste is weer open in R"™ x R" voor elke o € I.

2. Een atlas voor TM wordt gegeven door: {(TU,,Tkq)}acr. Het is duidelijk dat TM
overdekt wordt door de TU,. Tk, is injectief omdat k., dat is, dus Tk, is bijectief op
zijn beeld Tkq(TU,). Een bijectie is continu dan en slechts dan als hij open is, dus het is
genoeg om te laten zien dat V' C TU, is open <= Tko(V) C U, x R™ open is.

o =) Tko(V)=Trao(VNTU,) en dit is open volgens de definitie van de topologie.

o <) Stel Tko(V) is open in U x R™ en stel (Ug, rg) is een willekeurige kaart uit de
atlas voor M. Dan Trg(V NTUg) = T(kp o ky')Tka(V NTUg) en dit laatste is
open omdat Tk (V NTUg) open is en T(kgok,') is een diffeomorfisme, dus ook een
homeomorfisme.

Dus deze atlas maakt T'M een gladde variéteit.

3. Nu moet nog bewezen worden dat T'M Hausdorff is ten opzichte van de gedefinieerde
topologie. Stel dat v € T,M en w € T;M met v # w. Stel p # ¢ dan zijn er open U
en V in M zodat U NV = (), waardoor ook TU NTV = (). Stel p = q oftewel dat v en
w uit dezelfde raakruimte komen. Dan geldt dat Tko(v) # Tkq(w) als elementen van
R™ x R™ want anders geldt dat v = w. Bepaal nu open disjuncte omgevingen U en V'
van T'kq(v) respectievelijk Tkq(w). Dit kan omdat R™ x R™ een Hausdorffruimte is. Dan
zijn Tk (U) en Tk, (V) open disjuncte omgevingen van v en w in TM. Dus TM is
Hausdorff.
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4. Als laatste moet nog worden laten zien dat de afbeelding w : TM — M glad is. Deze
is glad te (v,p) precies als kg omo Tk, ! glad is voor Tk, ! een kaart rond (p,v) € TM
en kg een kaart rond 7((p,v)) = p. Er geldt dat rg o mo Try (0, Tpra(v)) = 0 en de
nulafbeelding is zeker glad, dus de projectie w: TM — M is glad.

O

Definitie 1.24. Zij M een gladde variéteit. Dan heet X een glad vectorveld op M als X een
sectie is van m : TM — M. Dat wil zeggen dat X (p) € T, M en dat dit glad afhankelijk is van
p. De verzameling van gladde vectorvelden op M wordt genoteerd met X(M).

Op U C R" is een vector veld X intuitief een toekenning van een pijltje aan elk punt van U
zodat de pijltjes qua grootte en richting glad in elkaar over gaan.

Propositie 1.25. X(M) is een C°(M) = {f: M — R | f glad}-moduul. Dat wil zeggen dat
X(M) een vectorruimte is en dat voor X € X(M) en f € C°(M) geldt dat - X € X(M).

Bewijs. Stel A € R™, f e C*(M),X,Y e X(M)enxz € M. Dan (A- X)+Y)(z) =X X(z) +
Y (x) waarbij deze laatste + de optelling in T, M is. En (f-X)(x) = f(x)- X (x). Het is duidelijk
dat deze operaties welgedefinieerd zijn, dat wil zeggen dat (f - X)(z) en (A- X) +Y)(z) in
T, M liggen en dus secties van w : TM — M zijn. De eisen van een moduul volgen direct uit
de definitie van de optelling en vermenigvuldiging. O

Een glad vectorveld kan ook op een functie f € C°°(M) werken door X(f) : M — R met
(X(f))(p) =T, f(X(p)). Bedenk hierbij dat T,R = R. Omdat {a%i]p | 1 <i < m} een basis is

m
voor de raakruimte te p aan M, kan elk glad vectorveld geschreven worden als X = ZXia%JP
i=1

met X; : M — R een gladde functie. Dus voor p € M en f: M — R geldt dan dat X(f)(z) =
m
0,
> _Xi(@)ghlp.
i=1

2 Uitwendig product en differentiaalvormen

2.1 Multilineaire algebra en het uitwendig product

Gegeven een vectorruimte V' is het mogelijk om een nieuwe vectorruimte te maken van alle
multilineaire en alternerende n-tupels van V' x ... x V. Deze ruimte speelt een belangrijke rol
bij het definiéren van differentiaalvormen. Om deze ruimte te definiéren bekijken we eerst het
tensorproduct van een vectorruimte.

Definitie 2.1. Stel V en W zijn twee vectorruimten. Dan is F(V, W) de vectorruimte bestaande
uit alle lineaire combinaties van paren (v,w) metv € V enw € W. En R(V,W) is de lineaire
deelruimte van F(V, W) opgespannen door

(v1 +v2,w) — (v1,w) — (va, w)
(v, w1 +wz) — (v,w1) — (v, wa)
(Av,w) — A(v, w)

(v, \w) — A(v, w).

Definieer het tensorproduct van V-en W dan door V@ W = F(V,W)/R(V,W). De restklasse
van (v,w)in V@ W wordt geschreven als v @ w.
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Dankzij de uitdeling is voldaan aan de volgende rekenregels:
(v1 + v, w) = (v1,w) + (v2,w)

(v, w1 +w2) = (v, w1) + (v, w2)
(Av,w) = ANv,w) = (v, A\w).

Het tensorproduct heeft een aantal nuttige eigenschappen, waarvan we er hier een paar zullen
bestuderen.

Propositie 2.2. Stel f: V. x W — Z is een bilineaire afbeelding. Dan bestaal er een unicke
lineaire f : V QW — Z zodat f(v®@w) = f(v,w).

Bewijs. Er is maar één manier om f Voort te zetten tot een afbeelding F(V,W) — Z, want
n

er moet gelden dat f( Z)\- (vi, w;)) Z)\ f(vi,w;). Nog te checken is dat R(V, W) C ker(f),

=1 =1
maar dit volgt uit de blhnearltelt van f. O

Gevolg 2.3. De eigenschap in Propositie 2.2 legt het tensorproduct op isomorfie na vast.

Bewijs. Stel dat ook V ® W voldoet en zij g : V x W — V ® W. Dan bestaat er een unieke
Gg: VW — VoW zodat §(U®w) — v®w. Net zo bestaat er een unieke f : VOW = VoW
met f(v@w) =v®w. Dus fog(v®w) = v®@w. Deze spannen heel V@ W op dus fog = idygw.
Verder moet gelden dat v ©w V ® W opspannen, anders is f niet uniek. Dus f en § zijn lineair
en elkaars inverse, dus VW =V o W. O

Gevolg 24. VoW =W V.

Bewijs. Bekijk de bilineaire afbeelding f: V x W — W ®V met (v,w) — w® v. Dit geeft met
behulp van Propositie 2.2 een lineaire afbeelding g : V@ W — W ® V. Net zo krijgen we een
h: WV =V W en deze zijn elkaars inversen. O

Lemma 2.5. Stel V en W zijn eindig dimensionale vectorruimten met {e;}!' | een basis voor
Voen {f; }j 1 een basis voor W. Dan is een basis van het tensorproduct V& W gegeven door

{61 ® f]}z 1,5=1"

Bewijs. {(ei, f;)} spannen F(V,W) op, dus {e; ® f;};2} ;_; spant V. ® W op. Voor de onafhan-

kelijkheid neem aan dat Z)\i,jei ®fi=0endater 1 <k <nenl<1[!<mzijnzodat A\p; # 0.
i7-j

Definieer dan voor elke 1 <a <nen 1l <b < m een functie f,, : V x W — R door f,; op de

basiselementen te definiéren als:

1 alsi=aenj=0>

faple, f5) = {

0 anders.

Dit wordt bilineair voortgezet op elementen van V' x W. Dan is f,; bilineair en dus bestaat er
volgens Propositie 2.2 een lineaire afbeelding fab VoW — R zodat fab(v ®w) = f(v,w).
Dan geldt dat

0= fx1(0) = frl Z/\ j€i @ f) Z/\i,jf;,z(ei ® fj) = Z)\i,jfk,l(ehfj) =A

.J 4,J

Dit is een tegenspraak met de aanname dat A\y; 7# 0 en daarom is {e; ® f;};27,_; lineair
onafhankelijk en dus een basis voor V @ W. O
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Propositie 2.6. Het tensorproduct is associatief, dat wil zeggen dat (XY )7 =2 X (Y ®Z)
voor eindig-dimensionale vectorruimten X,Y en Z met bases {x;}, {y;} en {z}.

Bewigs. Kies een element x € X. Dan is de afbeelding fy : Y X Z — (X®Y)® Z gegeven
door fi(y,2) = (z ® y) ® z bilineair. Dus dan bestaat er een f, : Y ® Z = (X ® Y) ® Z met
foly ® 2) = fa(y, ) voor alle y € Y en z € Z. Definieer een afbeelding g : X x (Y ® Z) —

(X®Y)® Z door g(x Z)\My] ® zk) fx(Z)\j,kyj ® zi). Het is eenvoudig in te zien dat deze
gk Jk

afbeelding lineair is in het tweede component. Ook in het eerste component is g lineair en het

is misschien inzichtelijk om dit stap voor stap uit te schrijven:

g(xz+ 2, Z)\j,kyj ® 2k) = fx:rx’(z)‘j,kyj ® 2t)
gk ik
= Z)\j,kfx;z’ (yj ® Zk)
gk
= Z/\j,kferx’ (ij Zk’)
Jk

=Zm (z+2') @y)) @ 2z
—Zm T @) @ ) + (2 D) @ 2,))
—ZAM (z ® y;) ® 2) +ZAJ, 2 @ y;) ® z1)

= Z)\j,kfac (Y5, 2x) + ij,kfx'(yja )
3.k J.k

= Z/\j’kfx(yj ® zg) + Z)\j,kf;’(yj ® 2)
4.k J.k

—fx Z)\]ky](g)'zk +fa: Z)‘Jkyj(g)zk)

7.k

ZAJ kYj Zk + g Z)‘] kY @ Zlc
7.k

Dus Propositie 2.2 geeft een lineaire afbeelding §: X ® (Y ® Z) — (X ®Y) ® Z. Net zo kunnen
we een afbeelding h: (X ®Y)® Z - X ® (Y ® Z) maken, welke elkaars inversen zijn. Dus
(XY)eZ=2Xe (Y ®Z). O

Propositie 2.6 geeft een expliciete afbeelding hxyz : (X @Y)® Z = X @ (Y @ Z). Als deze
voldoet aan de vijthoeksregel van een monoidale categorie, dan is het toegestaan om de haakjes
weg te laten in een tensorproduct van willekeurig veel vectorruimten. Dus er moet worden laten
zien dat het volgende diagram commuteert.

((X®Y)®Z)®W—>(X®(Y®Z))®W—>X®((Y@Z)@W)

hx,v,z®lw hx vyezw

hxwaz,wi l1X®EY,Z,W

(XeY)e(ZaW) - XoYo(ZeoWw))

hxv,zew
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Door de constructie uit Propositie 2.6 van achter naar voren uit te schrijven volgt:
hxyz(z@y)©2) = hz,y@2) = foy©2) = fily,2) =2© (y @ 2).
Het diagram commuteert, want:

1x ® EY,Z,WOiLX,Y(X)Z,W ° iLX,Y,Z 1w ((z@y) ®2) @w)
=Ilx®hyzwohxyezw(z® (y® 2)) @ w)
=1x ® hyzw(z © ((y ® 2) ®w))
=2® (y® (2@ w))
= hxyzew((z®y) ® (z @ w))
= hxy,zew © hxay,zw((z ®y) @ 2) @ w).

Hierdoor is het gerechtvaardigd om de haakjes weg te laten bij een tensorproduct en dit zal in
het vervolg worden gedaan.

Definitie 2.7. Zij n > 1 een natuurlyk getal en V' een eindig-dimensionale vectorruimte.
Definieer het n-voudig tensorproduct V™ van V door V" =V ®@ ..V .
—_————

n keer

Definitie 2.8. Zij V een vectorruimte en VE™ het n-voudige tensorproduct van V. Definieer
het n-voudige uitwendige product \"V van V door \"V = V& /A(n) waarbij

An) ={v1 ®@ ... vy — 5gN(0)Vs(1) @ .. @ Vg(p) | v €V, 0 € Sp}.
FEen element uit \"V wordt geschreven als vy A ... \ vy,

Dit betekent dat een element van de vorm v1 A ... Aw A ... Aw A ... A v, gelijk aan nul is, want
door voor o de verwisseling van de twee w’s te kiezen geldt

MR QU .. QUWR .. QU+ V1 R . QUWR ... QW R ... Uy € A(n).

Dus ook v1 A ... Aw A ... Aw A ... ANv, = 0. De haakjes worden weggelaten want het uitwen-
dige product is associatief omdat het tensorproduct dat is. Verder wisselt het teken bij een
verwisseling v; met v; voor i # j.

Definitie 2.9. Een afbeelding f : 'V x ... x V. — W heet alternerend als f(vVg(1), s Vo(n)) =
sgn(o) f(vi, ..., vp) voor alle o € Sy,

Een lineaire afbeelding f : A"V — R is precies een lineaire alternerende afbeelding f : V™" — R
en dit is precies een alternerende en multilineaire afbeelding f: V x ... x V — R.

Gegeven een multilineaire afbeelding w : V' x ... x V' — R is het mogelijk om w alternerend te
maken. Er is een canonieke manier om dit te doen:

1
Alt(w)(vy, ..., vp) = ] Z sgn(a)w(vg(l), ...,Uo(n)).

’ O’GSn

De factor % is niet noodzakelijk, maar zorgt ervoor dat Alt(w) = w voor een alternerende

multilineaire afbeelding w.
Voor twee elementen o € (APV)* en 5 € (A?V)* wordt het uitwendig product a A § €
(APY?V)*van « en § gegeven door:

(p+4q)

!
o d Alt(a® B).

(anpB) =
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Door dit uit te werken volgt dat:

(@A B) (WL A e Avprg) = q' D sgn(0) V(1) A e As() @ BUs(pr1) A oor AVg(pig))
o€Sn

q' Z gn 0(1) VARAY Ua(p)) . B(’Ua(p—&-l) AN Ua(p-i—q))'
0ESh

Uit de associativiteit van het tensorproduct volgt dat het uitwendig product associatief is, dat
wil zeggen (a A B) Ay = a A (B A~y). Verder is het uitwendig product bilineair en uiteraard
alternerend.

Propositie 2.10. Stel wy, ...,wy, is een basis voor V*. Dan is B = {w;, A... Awi, i1 < ... <iip}
een basis voor (\F V)*.

Bewijs. Zij v1,...,v, de basis van V' duaal aan wi, ...,wy,. Dan geldt dat v;(w;) = &;;. Stel nu
dat w € (A" V)*. Het doel is om w te schrijven als lineaire combinatie van {w; A ... Aw;, | i1 <
.. <ip}. Zij nu j; < ... < jp. Dan geldt dat

w(vj, A ... Nvj,) = Z Wiy A Avg,) - wiy A Awiy, (U, A A j)

11<...<ip
= Z Wiy A Avgy) - wig (V) + o - wiy, (V5,)
11<...<ip
want wg, (vj,) - ... - wi, (vj,) heeft waarde 1 precies als j, = i voor alle 1 < k < p en 0 anders.

Dus B spant (A” V)* op. Voor de onafhankelijkheid stel dat

0= E Qiy ... ip * Wiy /\.../\wl-p(vjl /\.../\Ujp).
11<...<ip

Dan geldt dat a;, ..., = 0(vi; A ... Avg,) = 0 dus de elementen van B zijn onafhankelijk. O
Gevolg 2.11. De dimensie van (AP V)* is (Z) als dim(V') = n.

Bewijs. De dimensie van V is gelijk aan de dimensie van V*. Er zijn (Z) rijtjes i1 < ... < iy,
dus dim((AP V)*) = (Z) O
Gevolg 2.12. Stela € (NP V)* en g€ (N?V)*. Dan geldt a A3 = (—1)PIB A a.

Bewigs. Schrijf a en S op de basis van Propositie 2.10. Dan geldt dat

alp= E Qi ... iy Wiy VARAN Wi, A E a5y, 5a Wi A A Wi,
11<...<ip J1<...<Jq

= E E Qiy iy @y .. g Win VARVAN Wi, ANwj N A wj,
11 <...<ip J1<...<[q

_ (_1\P4 o ) . ,
=(-1) E E iy o ip @y jqWin N e A Wiy AWy A Awiy,
11 <. <idp J1<...<Jgq

= (=13 A a.
want er zijn p - ¢ verwisselingen van de basiselementen nodig om [ te verplaatsen. O
Gevolg 2.13. Stel p is oneven en w € (N’ V)*. Dan w Aw = 0. In het bijzonder geldt dit voor
p=1.
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2.2 Differentiaalvormen

In de vorige paragraaf is voor willekeurige eindig-dimensionale vectorruimten V' gekeken naar
het uitwendig product. Als we nu V' vervangen door de raakruimte in een punt aan een variéteit
krijgen we een theorie over differentiaalvormen.

Definitie 2.14. Zij M een gladde variéteit en x € M. FEen differentiaalvorm van graad p (ook
wel p-vorm) is een afbeelding w die een punt v € M stuurt naar w, € (N’ T M)*.

In andere woorden is een differentiaalvorm w van graad p een multilineaire en alternerende
afbeelding w : TM Xpr... Xy TM — R waarbij xj; het gevezeld product aangeeft, dat wil

p keer
zeggen:

TM Xpr... xpy TM ={(a1,...,an) € TM x .. xTM | w(a1) = ... = w(an)}

waarbij w : T'M — M de projectie is.

Voor p =1 is een p-vorm w een sectie van de coraakbundel TM*. Dus w : M — T M*, oftewel
w:TM — R glad athangend van x € M met w(z,v) = wy(v) waarbij v € T, M.

We hebben gezien dat {8%\1, | 1 <i < m} lokaal een basis is voor T, M. Laat {dz; | 1 <i <m}

i

de basis van T, M* duaal hieraan zijn. Dan volgt uit Propositie 2.10 dat elke p-vorm lokaal
geschreven kan worden als

W = Z fil,...7ipd$i1 A A d:cip

11<...<ip

waarbij de f;, i, glad zijn. Dus

w(@)(vi Ao Avp) = we(vi A Ap) = Z Jiryip(@)dziy Ao Adxy, (V1 AL A vp).
11<...<ip

De verzameling van alle p-vormen heet QP(M). Dus Q°(M) = C*°(M) en voor k > m = dim(M)
QF(M) = {0}. Voor een 0-vorm f en een p-vorm w zal vaak fw geschreven worden in plaats
van f A w.

Stelling 2.15. Zij U C R™. Dan bestaat er een unicke afbeelding d : QP(U) — QPYH(U) die
voldoet aan de volgende eisen:

1. d(w+n) = dw + dn.

2. dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn waarbij k de graad van w is.
3. df(X) = X(f) voor f € Q°(U) en X € X(U).

4. d(df) = 0 voor f € QO(U).
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Bewijs. Als df(X) = X(f) dan geldt dat df = > 2L day want
k=1

Stel dat w € QP(M). Schrijf w op de lokale basis: w = Z fir,ipdiy A ... Adx,. Dan geldt

11<...<ip
dat:

dw=d Z fil,‘..,ipdwil VARAN d.%'ip

11<...<ip

@ Z d(fir,.ipdziy Ao A day)

12
M

dfu, ip N dxi, N ...\ dﬁip —d(dziy, N ... N dxip))

i1<...<ip
2) p ,
= S iy Adaiy A Adai, = (=1 dag, A Ad(dag) A A da,
11<...<ip j=1
Z dfil,...,ip ANdxg, Ao A dxz-p
i1<...<ip

@ > Z f“’ ot )dxk/\dx“/\ A dxg,,.

11<...<ip k=1

Dit laatste is onafhankelijk van d en dus is deze afbeelding uniek. In het bijzonder is d uniek ge-
definieerd op elk lokaal codrdinaatsysteem, en daarom is d globaal welgedefinieerd als afbeelding
d:QP(M) — QPFY(M). O

Definitie 2.16. De uitwendige afgeleide d van een p-vorm is de unieke afbeelding d : QP (M) —
QOPTY(M) wit Stelling 2.15.

Propositie 2.17. Voor een willekeurige p-vorm w geldt dat d(dw) = 0.

Bewijs. Omdat d lineair is, is het genoeg om dit te checken voor w van de de vorm w =

fdxi A ... Ndxp,. Uit het bewijs van Stelling 2.15 volgt dat dw = Zd L dzyp Aday A ... A dx,. Als
k=1
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we hier d op toepassen volgt dat:

(

i
>

dri Ndxy N ... A dxp>

07k
axk dack ANdzy A ... A da:p>

of of

>
=1
Z; al'l axk

of of
ox; Oxy,

——dx; Ndxp Ndxy A ... \dzx,

of of
ox; Oxy,

—dx; Ndxg Adxy A ... A dx +Z —Ldxy, Adxi ANdxy A ... A dy

N 9f of of of
_Zaxzaxkdajl/\dmk/\dm/\ .Ndzp Zaxlaxkdxl/\dxk/\dxl/\ A dxy

=0.

2.3 Pullback van differentiaalvormen

Gegeven een gladde afbeelding f : M — N en een differentiaalvorm w van graad p op N is het
mogelijk een differentiaalvorm f*(w) te maken op M. Dit kan gedaan worden op een canonieke
manier door w terug te trekken langs f. f*(w) wordt de pullback van w langs f genoemd.

Definitie 2.18. Zij f : M — N een gladde afbeelding en w een p-vorm op N. Stel verder dat
x €M envy,..,v, € T,M. Dan is de pullback van w langs f gedefinieerd door

Frw)a(v1, s vp) = Wpay (df (v1), .., df (vp)).

Stel w € Q°(N) dan f*(w)(x) = w(f(z)). Dus f*(w) = wo f. Een mooie eigenschap van de
pullback is dat hij commuteert met het de uitwendige afgeleide. Dit is te zien in deel 4 van de
volgende propositie.

Propositie 2.19. Stel o : M — N en ¢ : N — P zijn twee gladde afbeeldingen tussen gladde
variéteiten en w € QP(N) en n € Q4(N). Dan geldt:

1. (podp)" =1p* o ”
2. " (wAn) =" (w) Ae*(n)
5. @ (fdyr A ... Ndyp) = (fop)d(yrop) A ... Ad(yp o )
4. " (dw) = d(¢"(w))
Bewijs. 1. Stel o € QP(P), dan

(¢ o) ()p(v1, .., Up) = o) (p) (d( 0 ¥) (V1) ..., d(p 0 ) (vp))
(pow)(p) (d(p) 0 d(¥)) (v1), ..., d(¢) o d(¥)(vp))
= " (ay(p) (@) (v1), ... d(¥)(vp)))
= ¢ " (ap(v1, .eey vp))-
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2. Voor een p-vorm w en een g-vorm 7:
@ (w An)p(vi, ..y vp) = (w A g(p )(dw(vl) - dep(vp))
Y 580(0)wp(p) (dp(vg(1))s s dp(Vo ()

oESy

ql
N (p )(dQO( 0’(1)-‘1-1))7 ey dSO(UU(p—I—q))
Z Sgn ( o(1)s s va(p)) ’ (P*(n)]?(va(l)a s Ua(p))

oESh
= (" (W) A p*(1n))p(v1, ..., Up).

Tl q'

3. Hier wordt inductief gebruikt gemaakt van 2:

O (fdyr Ao Ndyp) = @ (f) N ™(dy1) Ao A @™ (dyp)
= (fop)(dyrodp) A... A\ (dyy o dyp)
= (fop)d (ylogp)/\.../\d(ypoap).

4. Omdat direct uit de definitie van een pullback volgt dat ¢*(w +n) = ¢p*(w) + ¢*(n) is het
genoeg om dit te checken op w = fdyi; A ... A dyp.

@*(dw) = @*(df) A @™ (dy1 A ... Adyp)
d(fow)Nd(yio <p) A Nd(yp o p)
d(fopd(yro@) A ... A d(yp °))
d(¢*(w))-

O]

Uit deel 3 van de Propositie 2.19 volgt dat de pullback ¢*(w) van een gladde p-vorm weer glad
is, omdat f o ¢ glad is.

3 Integratie op een variéteit

3.1 Integreren van differentiaalvormen

Het is mogelijk om een m-vorm te integreren op een variéteit M. Dit zal in een aantal stappen
worden gedaan. Er zal een aantal aannames gemaakt moeten worden om te zorgen dat de
integraal van een differentiaalvorm daadwerkelijk bestaat. Net zo als bij integratie over R is
het mogelijk dat de integraal van een vorm niet eindig is. Verder is het noodzakelijk om een
oriéntatie op M te kiezen.

Definitie 3.1. Zij M een gladde variéteit. Een oriéntatie op M is een maximale atlas met de
volgende eigenschap: voor elke twee kaarten ko en kg heeft de Jacobimatriz van de codrdinaat-
transformatie Ko © /151 een positieve determinant in elk punt in het domein van Kq © /@'51. M
heet oriénteerbaar als er zo een atlas bestaat.

Omdat kg0 k5 een afbeelding tussen open delen van R™ is, is het eenvoudig na te gaan wat de

determinant van de Jacobimatrix is. Verder is R een oriénteerbare variéteit omdat de kaart
(R™,id) al een atlas vormt. Deze wordt uitgebreid tot een oriéntatie door alle kaarten toe te
voegen zodat de coordinaattransformaties positieve determinant hebben.
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Definitie 3.2. Stel U C R™ en zij w een m-vorm met compacte drager, dat wil zeggen: er is
een compacte verzameling K C R™ zodat {x € R™ | w, # 0} C K. Omdat w een m-vorm is, is
hij te schrijven als w = f(x1, ..., xm)dx1 A ... N\ Tp,. Definieer de integraal van w over U door

/w:/ w://.../f(a:l,:ng,...,xm)dxldxg...dxm.
U m RJR JR

Vanuit calculus is bekend hoe deze laatste integraal uit te rekenen is.

Lemma 3.3. Zij w een differentiaalvorm van graad m op M, en stel dat M oriénteerbaar is.
Zij p : V= U een diffeomorfisme tussen open delen van R™. Dan

[ew=[w

Bewigs. Dankzij Propositie 2.19 is bekend dat ¢*(w) = (fop)d(x10p) A... Ad(zm 0¢). Verder
geldt dat

m
d(x; 0
dziop) =3 (5x ?) s — Z Jij(@)da;.
j=1 J
waarbij Ji;(¢) notatie is voor de ¢, j-de plek in de Jacobimatrix van de coérdinaattransformatie
. Dan geldt

d(xio@) A ... Nd(xm 0 p) = Z Jij (p)dzj | AN Z Imjm (@)dxj,,

]1 1 JnL*l
= Y Jie) (@) Ty (0)dT o1y A o A Ay
OGSm
= Z sgn(0)J15(1) () * -+ Tmo(m) (P)dT1 A oo A dTiy,
c€Sm

= det(.]ij(cp))d:xl A oo ANdx,.

Dit invullen in de integraal geeft
/ ¥ (w) = / (f o)det(Jij(p))dxy A ... Ndxzp,
\% \%4
= / / fle(@i, ..., zm)) det(Ji(p))dxr...dxy,.
R JR

Omdat de determinant van de Jacobiaan positief is, staat hier volgens de substitutieregel precies

/ /fml,..., )dxy.. dxm—/w.
U

Definitie 3.4. Stel nu dat (Uy, ko) een kaart is uit de atlas van M en stel dat w een m-vorm
op R™ met drager binnen ko(Uy) is. Definieer dan de integraal van w op M als:

O]
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Er moet nog gecheckt worden dat dit welgedefinieerd is, dus er moet nog nagegaan worden dat
de definitie niet afhangt van de keuze van de kaart k,. Stel dat (Ug,rg) een andere kaart is
zodat de drager van w bevat is in Ug. Dan geldt dat k0 mgl een diffeomorfisme is tussen open
delen van R™. Dan geldt dat

—1\* —1 —1\* —1\* —1\* —1\*
Jotro = [ugtomsontyw= [msonsl) o (31w = [o1)w.
De laatste gelijkheid volgt uit Lemma 3.3 met ¢ = kg o Kol
Het doel is nu om voor algemene m-vormen de integraal over M te definiéren. Hiervoor zijn
er partities van de eenheid nodig. Hierbij komt de tweede aftelbaarheidseigenschap van M van
pas.

Definitie 3.5. Zij M een gladde variéteit en zij {U;};cr een open overdekking van M. Dan
heet {V;};cs een verfining van {U;}icr als {V}}jcs een open overdekking is van M en als voor
elke j € J er een i € I bestaat zodat V; C Us.

Definitie 3.6. Zij M een gladde variéteit en zij {U;}icr een open overdekking van M. Dan is
{pj : Uj = [0,1]}jes een (gladde) partitie van de eenheid ten opzichte van {U;}icr als aan de
volgende eigenschappen is voldaan:

o Er bestaat een verfijning {V;}cs van {U;}icr waarvoor geldt dat de drager van p; bevat
is in Vj voor elke j € J.

o Voor elk punt p € M geldt ij (p) =1.
jeJ
o Elk punt p € M heeft een open omgeving die slechts eindig veel Vi # 0 snijdt.

Stelling 3.7. Zij M een gladde variéteit en zij {U;}icr een open overdekking van M. Dan
bestaat er een partitie van de eenheid ten opzichte van {U;}icr.

Voor een bewijs van Stelling 3.7 zie [1]. Hierbij wordt gebruik gemaakt van het feit dat een
variéteit de tweede aftelbaarheidseigenschap heeft.

Stel nu dat w een m-vorm op M is met compacte drager. Zij {(Un, ko) }aca een maximale atlas
van M. Bepaal een gladde partitie van de eenheid p; ten opzichte van {Uy}aca-

Definitie 3.8. De integraal van w over de oriénteerbare variéteit M wordt gedefinieerd als

s fom

Omdat p;w drager heeft binnen een kaartomgeving bevinden we ons in het geval van Definitie

3.4.

Er moet worden laten zien dat dit onafhankelijk is van de keuze van de partitie van de eenheid.
Stel nu dat 1); ook een partitie van de eenheid ten opzichte van {Uq, }aca is. Dan geldt er:

zi:/ﬁiwzzi:/;%ﬂiw:;Zj:/pﬂﬁjw:%:/;pi%wzzj:/%w.

De sommen kunnen over oneindig veel i’s en j’s lopen, maar omdat elk punt p € M een omgeving
heeft zodat slechts eindig veel p; en 1); niet nul zijn, sommeren we hier over eindig veel niet-nul
termen. Verder is de integraal eindig omdat de drager van w binnen een compacte verzameling
ligt. Dit rechtvaardigt de verwisseling van de integraal en de sommen.
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3.2 De Stelling van Stokes

De Stelling van Stokes legt een connectie tussen de uitwendige afgeleide van een differentiaal-
vorm en de rand van een variéteit. Variéteiten met rand zijn een generalisatie van algemene
variéteiten.

Definitie 3.9. Zij M een topologische ruimte die Hausdorff is en de tweede aftelbaarheidsei-
genschap heeft. M heet een variéteit met rand (van dimensie m) als voor elk punt p € M er
een open omgeving U C M wvan p bestaat zodat U homeomorf is aan een open V C R<g x R™1,
De rand OM van M wordt gegeven door Un;l({O} x Rm1).

acl

Gegeven een atlas {(Uy, k) }aca voor M is er een canonieke atlas voor OM, namelijk {(U, N
OM, Ko lomnu,,) taca. Dus OM is een deelvariéteit van M van dimensie m — 1. Het blijkt dat
als M oriénteerbaar is, dat 9M dat dan ook is.

Propositie 3.10. Zij M een gladde oriénteerbare variéteit. Dan is er een canonieke oriéntatie
op OM .

Bewijs. Kies een gedriénteerde atlas op M. Dan is de hierboven gegeven atlas voor oM
geodrienteerd, want de Jacobimatrix behorende bij de codrdinaattransformatie g oyl ko (UaN
Us) N ({0} x R™71) — {0} x R™~! wordt gegeven door een matrix van de vorm

—1
g (M0 ),
* J(kgorgt)

Dit is zo omdat het beeld van een element op de rand van M weer op de rand van M ligt. Dit
geeft nullen op de eerste rij. Nu geldt dat

d(kp o %1)1) _ O(kgory')

det(J') = det (J(Iiﬁ okyt)- L. det(J (kg o kyh)).

oy O0x1
—1
Dit laatste is positief, want %%07;1‘1)1 > 0 en per aanname is de determinant van J (kg o ko b)
positief. Dus deze atlas is inderdaad gedriénteerd en dus is M oriénteerbaar. 0

Stelling 3.11 (Stelling van Stokes). Zij M een oriénteerbare variéteit met rand, w een n — 1-
vorm op M met compacte drager en i : OM — M de inclusie. Dan geldt:

/M = /8M )

Bewijs. Eerst nemen we aan dat de drager van w binnen een codrdinaatomgeving U ligt, met
bijbehorende kaart x. Daarna kan dit uitgebreid worden naar het algemene geval. Het is nuttig
om op te merken dat de drager van dw gelijk is aan de drager van w, waardoor duidelijk is
dat de integraal aan de linkerkant welgedefiniéerd is. Het is genoeg om de stelling te bewijzen
voor w = fidxy A ... A dx; A ... A dz, omdat beide kanten de gelijkheid lineair zijn in w. Hierbij
geeft dz; aan dat deze niet in het uitwendig product voorkomt, waardoor deze schrijfwijze van
w inderdaad nog een n — 1-vorm is. Voor dw geldt dan:

" of .
dw = Jz::l %jdxj Adxy Ao Adxi A ... Aday,
= (—1)ilgz‘idaz1 Ao ANdxp A ... N dxy,.

We onderscheiden twee gevallen. Geval 1: U N k(OM) = () en geval 2: U Nk(OM) # 0.
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Geval 1. Stel U N k(OM) = 0.
/ dw—/ (— 1)'71Mdm dx;...dx,

ox;
= (1)~ 1/ / <8f T )dxz> day...dz;..dx,.
Rm— 1 )
Voor a en b groot genoeg geldt dat f(a) = f(b) = 0, dus / ((m%’iwdazj) =0 en dus

ook / dw = 0. De rechterkant in de stelling is ook gelijk aan 0 omdat er geintegreerd

Rm
wordt over U N k(OM) = () en dit geeft natuurlijk de waarde 0.
Geval 2. Stel U N k(OM) # 0.

/ diw = (=1 1/ / (8f T )dxz) dzy...dx;...dz,.
m RmMm— 1 8:1"@

Voor i # 1 heeft x waarde co en is de waarde van de integraal weer 0. Ook / i*(w)
UNk(OM)
is dan nul omdat ¢*(w) = 0 omdat de eerste codrdinaat 0 is op de rand van M. Dit laat

nog één geval over: U NK(OM) # () en i = 1. Dan geldt:

/ w—/ / Of(z1,..., )dxg dxy,
m Rm—1 8./13]_

_/Rm (@ )220 oy
—/ f(l'l,...,xn)|$1:0d1‘2...d(1}n
Rm—1

:/ f r(Uﬂn(aM)) d.l‘gd.%’n
Rm—1

= / w [(wnx@M))
Rmfl

= / i*(w).
(Unk(0M))

Het is nu dus bewezen dat de stelling waar is voor differentiaalvormen op R met drager binnen
een codrdinaatomgeving. Voor het algemene geval is er een partitie van de eenheid {p;} ten
opzichte van de overdekking van M met kaarten {(U;, k;)} nodig. De drager van p; ligt nu
binnen U;. Uiteindelijk geldt dan:

[t [ a(Sne) =5 [t =5 [ et~ [ o= [ s

O]

4 Stelling van Borsuk-Ulam

4.1 De voorbereiding

Dit hoofdstuk is gebaseerd op een artikel van Anthony Carbery [2]. Er zijn veel equivalente
formuleringen van deze stelling, voor een aantal hiervan zie [3]. De formulering zoals bedacht
door Ulam is als volgt:
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Stelling 4.1 (Borsuk-Ulam). Zij n > 1 een natuurlijk getal en f : S™ — R™ een continue
functie. Dan bestaat er een x € S™ zodat f(z) = f(—zx).

In andere woorden staat hier dat er twee punten tegenover elkaar op de n-dimensionale bol zijn,
die gelijke waarde onder f hebben. De bedoeling is om dit met inductie naar n te bewijzen.
Voor n =1 is het bewijs makkelijk.

Propositie 4.2 (n = 1). De Borsuk-Ulam-stelling is waar voor n = 1.

Bewijs. Stel f : S' — R is continu. Definieer g : S' — R door g(z) = f(x) — f(—x). Voor
alle z € S! geldt dan g(—z) = —g(z). Neem (0,1) en (0,—1) op de cirkel. Dan g((0,1)) =
—g((0 — 1)). Door de gesloten bovenste helft van de cirkel te identificeren met [—1, 1] kunnen
we de tussenwaardestelling toepassen. Voor een bewijs van de tussenwaardestelling, zie [9].
Hieruit volgt dat er een zg € S! bestaat zodat g(zg) = 0. Uit de definitie van g volgt dat

f(z0) = f(—z0). O

De inductiestap van het bewijs zal aannemen dat n > 4 waardoor de gevallen n = 2 en n = 3 ook
moeten worden bewezen. Het volgende lemma geeft de mogelijkheid om een sterkere aanname
te maken in de stelling van Borsuk-Ulam.

Lemma 4.3. Stel dat de stelling van Borsuk-Ulam waar is voor gladde functies f. Dan is de
stelling ook waar voor continue functies.

Bewigs. Zij f : S™ — R™ een continue functie. Met behulp van de stelling van Stone-Weierstraf3
is het mogelijk f uniform te benaderen met een rij gladde functies {fy, }men, voor een bewijs
zie [7]. Voor alle m is het nu mogelijk een x,, te bepalen zodat f,(xn,) = fi(—zyp,). Omdat S™
een compacte deelverzameling van R"*! is, bestaat er een deelrij van {z,, }men die convergeert
naar een zekere waarde x. Dan fp,(zm) = (fm(zm) — f(zm)) + f(zm) waarbij de eerste term
aan de rechterkant van het gelijkteken willekeurig klein is voor grote m. Door aan beide kanten
de limiet m — oo te nemen volgt:
lim fm(xm) = lim f(xm) - f( lim mm) - f(x>
m—0o0

m—0o0 m—r0o0

Hierbij is de continuiteit van f gebruikt in de tweede gelijkheid. Op analoge wijze:

lim fo,(—xm) = f(—2).

m—0o0
En dus voldoet het punt = aan f(z) = f(—=z). O

Vanaf nu zal er een andere formulering van de Borsuk-Ulam-stelling gebruikt worden. De
volgende propositie zal laten zien dat de twee formuleringen equivalent zijn, maar nu volgt eerst
een definitie.

Definitie 4.4. Een functie f : S™ — S™ heet equivariant als f(x) = f(—x) voor alle xz € S™.

Propositie 4.5. De stelling van Borsuk-Ulam is waar dan en slechts dan als er geen gladde
equivariante f : S — S™! bestaat.

Bewijs. = Stel dat de Borsuk-Ulam-stelling waar is. Bepaal een x zodat f(z) = f(—z). Maar
dit is vanwege de equivariantie-eis gelijk aan — f(z) en dus is f(z) gelijk aan nul. Daarom
heeft elke gladde equivariante afbeelding f : S — R™ een nulpunt. Omdat S*~! Cc R
moet elke gladde equivariante f : S — S"~! een nulpunt hebben, maar 0 ¢ S"~!. Dus
zo een afbeelding kan niet bestaan.

25



< Stel dat de stelling van Borsuk-Ulam niet waar is. Vanwege Lemma 4.3 mogen we aannemen
dat er dan een gladde f : S™ — R™ bestaat zodat f(x) # f(—x) voor alle z € S™. Definieer
h:S™ — S"1 door:
- L) = FCw)
[f(z) = f(=2)]

Deze functie is welgedefinieerd omdat f(x) # f(—x), glad en omdat er gedeeld wordt door
de norm ligt h(z) € S"~1. Ook is h equivariant want:

_f) - f@) (@)~ f(-a)
F2) = @]~ =1 [f@) — f(~)|

Dit spreekt de aanname tegen en dus moet de Borsuk-Ulam-stelling waar zijn.

h(—x) = —h(x).

O]

Definieer de n-dimensionale schijf door D" = {z € R" | ||z|| < 1}. Er geldt dat dD" = S"~! en
D" =2 ST = {x € R>g x R" | ||z|| = 1}. Er is nog een nuttige formulering die equivalent is aan
de Borsuk-Ulam-stelling. Deze zegt dat er geen gladde afbeelding f : D® — S™~! bestaat die
equivariant is op OD" = ™1

Propositie 4.6. Er bestaat geen gladde afbeelding f : D™ — S™~! die equivariant is op OD™ =
S™=1 dan en slechts dan als er geen gladde equivariante f : S™ — S™~! bestaat.

Bewijs. = Stel f : 8" — S"! is een gladde equivariante afbeelding. Dan is f [sn glad en

equivariant op S"~! = {z € R"™! | ||z]| = 1, z1 = 0}. Identificeren we S7 met D",
dan geeft dit een gladde equivariante afbeelding g : D" — S™~!. Dus zo een f kan niet
bestaan.

< Stel er bestaat een gladde afbeelding f : D® — S™~! die equivariant is op D" = S"~1,
Dan is deze uniek voort te zetten tot een gladde equivariante afbeelding op S™ door voor
x € S™ te definiéreren dat f(z) = —f(—x). Dit geeft een gladde equivariante afbeelding
f:8m— sn L,
O
4.2 Basisstap voor n=2

Propositie 4.7. Er bestaat geen gladde g : D? — S' waarvoor geldt dat g [g1 equivariant is.

Bewigs. Stel dat er wel zo een g bestaat en beschouw

/ det(Jg):/ dg1 N dgs.
D2 D2

Omdat Jg de 2 x 2-Jacobimatrix is van g : S2 — R? geldt dat det(Dg) = 0 omdat de rang
van Dg hoogstens 1 kan zijn doordat het beeld van g 1-dimensionaal is. Passen we aan de
rechterkant de Stelling van Stokes toe, dan volgt dat:

/ dgi N dga :/ g1dge = —/ g2dgi.
D2 St 51

Het is dus genoeg om te laten zien dat:

/ g1dga — gadgy # 0.
Sl
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Oftewel dat voor g = (g1, g2) : R/Z — S* met de eigenschap g(t+3) = —g(t) voor alle t € [0, 1]
geldt dat

1
| (a1(05) = audgi et 2 .
Omdat |g(t)|> = 1 voor alle t € R/Z geldt dat 2{(g(t),q'(t)) = 2(g(t), %g(t)) = (g(1), ditg(t» +
t

(Lg(t),9(t)) = L{g(t), g(t)) = L|g(t)]> = 0. Dus (§;§2> staat loodrecht op (giEtD voor alle

t € [0,1].

(a+c,b)

(0,0) (c,0)

Figuur 1: Fen intuitieve voorstelling van de determinant.

De oppervlakte van het parallellogram (0,0), v, w, (v2, w;) opgespannen door twee vectoren v
en w uit R? wordt gegeven door + det Z ccl . Een informeel maar inzichtelijk bewijs hiervan

/
is te zien in Figuur 1, zie ook [5]. In het geval van (gl (t)) en (g }(t)) weten we dat deze
92(?) 95(t)

loodrecht op elkaar staan, en dat de oppervlakte van het parallellogram dus gegeven wordt door
+lg(t)|-19' ()] = £|g'(t)|. Het nut van deze berekening wordt duidelijk uit de volgende integraal:

1

" /0 1§ (D)t = /0 det(g(t),¢/(t)) = / (91 ()9 (1) — goddg) (1)),

0
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Dus de gezochte integraal is gelijk aan de lengte van de kromme g op een teken na. Uit de
equivariantieconditie van g volgt dat:

1 2
| @80 - g0t =2+ [ (0155(0) - gudgi ().
0 0
De afgelegde afstand van (g1(0), g2(0)) naar (g1(3), g2(3)) is een oneven veelvoud van m, dus in
het bijzonder is de integraal aan de rechterzijde ongelijk aan nul. Dus er bestaat geen gladde
g :D? = S waarvoor geldt dat g [¢1 equivariant is. O

4.3 De Inductiestap

Omdat het bewijs van n = 3 gebruik maakt van een deel van het bewijs van de inductiestap,
zal eerst de inductiestap worden bewezen. Hiervoor is het nodig om de terminologie duidelijk
te krijgen.

Definitie 4.8. Fen punt y € S™ wordt de tegenpool van x genoemd als y = —x. FEen evenaar
van S™ is de doorsnijding van S™ met een n-dimensionaal vlak dat door de oorsprong gaat (en
dus door het middelpunt van de bol). FEen evenaar is dus een m — 1-dimensionale bol. FEen
grootcirkel is de doorsnijding van S™ met een 2-dimensionaal vlak door de oorsprong. FEen
meridiaan is de doorsnijding van S™ met een 2-dimensionaal halfvlak R>o x R x {0}, ook wel
een halve grootcirkel.

Verder zal er gebruik gemaakt worden van de Stelling van Sard. Deze zal hier niet worden
bewezen omdat het bewijs weinig toevoeging heeft aan deze tekst. Voor een bewijs zie [4].

Definitie 4.9. Zij A C M een deelverzameling van een gladde variéteit. Dan heeft A maat nul
binnen M als voor elke kaart (U, k) geldt dat k(U N A) maat nul heeft in R™.

Omdat diffeomorfismen verzamelingen van maat nul afbeelden op verzamelingen van maat nul,
is dit een welgedefinieerde definitie. Zonder in detail te gaan volgt dit uit het feit dat een
diffeomorfisme lokaal Lipschitz continu is en dat lokaal Lipschitz continue functies maat nul
verzamelingen bewaren.

Stelling 4.10 (Stelling van Sard). Zij f : M — N een gladde afbeelding tussen twee gladde
variéteiten. Dan heeft het beeld onder f van de verzameling {x € M | rang(Jf(z)) < n}
Lebesque-maat nul in N.

Stelling 4.11 (De Inductiestap). Stel dat n > 4 en dat er een gladde equivariante afbeelding
f: 8™ — 8" bestaat. Dan bestaat er een gladde equivariante afbeelding f : S"~1 — S"2,

Bewijs. Het doel is om geschikte evenaren van S™ en S"~! te vinden om een gladde equivariante
functie f tussen te maken. Pas de Stelling van Sard toe op f. Dan volgt dat het beeld onder
f van {x € S™ | rang(Jf(x)) < n — 1} maat nul heeft in S"~!. Dus er bestaan veel punten in
S"~1 waarvan elk punt in het oerbeeld volle rang n — 1 heeft. Kies twee punten A en —A die
hieraan voldoen. De Jacobimatrix van f heeft volle rang in A en —A, dus is J f(z) surjectief
voor alle x € f~1(+A). Dan volgt uit Stelling 1.20 dat f~'(+A) een deelvariéteit van S™ van
dimensie 1 vormt.

Voor elke z € f~1(A) en y € f~1(—A) = —f71(A) is er een unieke grootcirkel door z en y
precies als x # —y. De vereniging van al deze grootcirkels kan geen deelvariéteit vormen van
dimensie hoger dan drie, omdat elk punt op zo een cirkel gegeven kan worden door een drietal
(z,y,0). Nu is de aanname n > 4 nodig, want omdat n > 4 is het zeker dat er een punt
B € 5" bestaat buiten deze vereniging. Bepaal £B buiten deze vereniging van grootcirkels.
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Dan bestaat er geen grootcirkel door B en —B die f~!(A) en —f~!(A) snijdt, behalve mogelijk
in tegenpolen. Hieruit volgt direct dat er geen meridiaan door B en — B is die zowel f~1(A) als
—f7(A) snijdt. Definieer nu E,_1 als de evenaar van S™ die loodrecht staat op de lijn door B
en —B, en definieer E,_5 als de evenaar van S ! die loodrecht staat op de lijn door A en —A.

Lemma 4.12. Stel B is de noordpool van S™ en stel dat X een gesloten deelverzameling van
S™ is waarvoor geldt dat er geen meridiaan van B naar B is die zowel X als —X snijdt. Dan
bestaat er een equivariant diffeomorfisme 1 : S™ — S™ zodat X C (ST) waarbij ST = {x €
ST | Tpt1 > 0}.

Bewigs. Als er inderdaad zo een v bestaat, dan geldt vanwege de equivariantie-eis dat —X C
¥(S™). Omdat X en —X gesloten zijn, bestaan er open omgevingen rond +B die disjunct zijn
met X en —X. Neem hiervoor kappen met midden +B met hoek 2¢ vanuit het middelpunt van
de bol. Projecteer X en —X op E = {z € S" | 41 = 0} langs de meridianen van B naar —B.
Noem de verzamelingen verkregen door te projecteren +II(X). Deze zijn gesloten en disjunct,
vanwege de eis dat er geen meridiaan van B naar —B is die zowel X als —X snijdt. Dus II(X)
en —II(X) hebben positieve afstand van elkaar. Voor elk punt x € E definieer de afstand tot
+II(X) langs de evenaar E (in tegenstelling tot de Euclidische afstand) met dy(x). Definieer
een functie 6 : E — R door:
2 di(xz)+d_(x)

Deze functie is welgedefinieerd op E omdat de noemer nooit nul kan zijn doordat II(X) en
—II(X) disjunct zijn. Verder is 6 equivariant omdat dy(—x) = d_(z). Voor x € II(X) heeft 0
de waarde § — ¢ en voor x € —II(X) heeft 6 de waarde —F +e. Dus 0 : E — [-5 +¢,5 —¢l.
Het hoeft zeker niet het geval te zijn dat 6 glad is, maar 6 is wel continu. Door 6 te convolueren

in de punten y waar hij niet glad is met de gladde functie f%% waarbij
we(z)dz
pe(z) =
0 anders.

wordt # benaderd door gladde functies, want de convolutie van een gladde functie met 6 is glad.
Voor kleine ¢ geeft dit een goede benadering 6 voor 6, dat wil zeggen: 0 : E — (= +55-5]
Omdat in elk punt = waarin 6 niet glad was 0 hetzelfde wordt geconvolueerd als in —z blijft de
equivariantie-eigenschap behouden, dus 0 is equivariant. Definieer nu een functie ¢ : £ — S™
door:

¥ (x) = het punt op de meridiaan van B naar — B door x met breedtegraad é(m)

Deze functie is uit te breiden naar een diffeomorfisme 1 : S™ — S™ door het gebied boven ¥ (FE)
naar S te sturen en net zo het gebied onder ¢(E) naar S™. X ligt boven ¥ (E) omdat de
breedtegraad in II(X) tussen —Z + £ en —Z + 2 ligt. Dus X C ¢(S7). O

Het is duidelijk dat Lemma 4.12 toegepast gaat worden op f~!(A). Dit is inderdaad een
gesloten verzameling omdat f continu is en {A} gesloten is in S"~!. We mogen aannemen
dat B de noordpool is omdat de bol rotatie-invariant is. Dus uit Lemma 4.12 volgt dat er
een gladde equivariante 1 bestaat zodat f~1(A) C ¢(S7). Laat ¢ = ¢ [g, ,. Dan geldt dat
A ¢ f(W(Bn1)), want f~H(A) N(E,_1) = 0. Net zo geldt dat —A ¢ f(¢(E,_1)). Dus
fogp: 8" — S I\{A,~A}. Maar dan is het mogelijk S™ samen te trekken naar zijn evenaar
FE,_s want de projectie langs de meridiaan van A naar —A door z levert een uniek punt op
E,_o voor alle z € S"~1\{A, —A}. Noem deze retractie r. Deze is duidelijk glad en equivariant.
Neem dan f =rofo¢: F,_ 1 — E,_o. Deze is de samenstelling van gladde equivariante functies
en dus glad en equivariant. O
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4.4 Basisstap voor n=3

Omdat het bewijs voor n = 3 gebruik maakt van het bewijs van n = 2 en van Lemma 4.12 is
deze basisstap tot het eind uitgesteld. Om te beginnen zal eerst een technisch lemma worden
bewezen waarvan het nut later pas duidelijk zal worden.

Lemma 4.13. Stel dat g : S?> — S? een gladde equivariante afbeelding is. Dan bestaat er
een gladde equivariante gt : S? — S? zodat g'(S2) = S% en een collectie diffeomorfismen
Wy 0 8% — S? zodat o = I en 1 = 1) waarvoor geldt dat g (z) # —g o (x) voor alle x € S2.

Bewijs. Volgens de Stelling van Sard heeft het beeld onder g van {z € S? | rang Jg(z) < 2}
maat nul in S?. Dus er zijn punten +A4 in S? waarvoor geldt dat g~!(+A) een deelvariéteit
van dimensie 0 vormt in S? volgens Stelling 1.20. Dat wil zeggen dat g—!(4A) eindig is. Neem
nu aan dat A de noordpool is. Dit kan want de bol is rotatie-invariant. Bepaal nu B in het
domein S2 zodat de projecties langs de meridianen van B naar —B door de punten in g~1(+A)
verschillend zijn. Dit is mogelijk dankzij het feit dat g~!(£A) eindig is. Neem weer aan dat B
de noordpool is. Nu bevinden we ons in de situatie van Lemma 4.12 en geeft dit lemma een
equivariant diffeomorfisme ) : $? — S? zodat g~ (+A) C 1(S%). Vanuit de constructie van 1)
in het bewijs van Lemma 4.12 is het duidelijk dat er een collectie equivariante diffeomorfismen
Yy van S? met t € [0,1] bestaat zodat 19 = I en 7 = . Neem namelijk in het bewijs van
Lemma 4.12

() = het punt op de meridiaan van B naar — B door & met breedtegraad t - 6(z).

Zij nu g.(w) = g o1p. Dit is weer een gladde equivariante afbeelding en er geldt g;1(A) C SJQF.
Zij nu E de evenaar van S2 loodrecht op de lijn van de noordpool naar de zuidpool. Laat T (als
x niet de noord- of zuidpool is) de projectie op F langs de meridiaan van de noordpool naar de
zuidpool door x zijn. Definieer § : E — E door §(x) = g«(x). Omdat g~ (+A) N E = is dit
welgedefinieerd.

Het doel is om § te definiéren voor alle punten = € S?. Hiervoor breiden we § eerst uit tot een
klein gebied rond de evenaar E. Laat I(xz) € [-7, §] de breedtegraad van het punt x zijn ten
opzichte van E. Definieer FE; voor 0 < r < § door

E. ={zcS*||i(z) <r}.

Bekijk alleen r klein genoeg zodat E, N g;'(+A) = () en zij d = dist(+A4, g.(E)). Omdat g.
uniform continu is geldt voor x € E,, dat d(g«(z),g«(T)) < 1% voor 7 klein genoeg. Definieer
nu g op E,, door

wl(x)

g(z) = het punt op dezelfde meridiaan als §(Z) met breedtegraad

Dan is § equivariant en glad. Voor z € S? definicer §(z) = A als [(x) > r en g(z) = —A als
I(r) < —r. Dan is § equivariant en continu op heel S? omdat voor I(z) = r de waarde van
g(z) gelijk is aan A en gelijk is aan —A voor [(z) = —r. Verder volgt uit de constructie dat
3(S%) = S2. Nu moet alleen nog gekeken worden naar de gladheid en of § # —g o ¢ (x). Voor
x € Ey, bekijk de drie punten g.(x), g«(Z) en g(z). De afstand van g.(T) tot £A is minstens
d en ¢.(T) en g(z) liggen op dezelfde meridiaan. Omdat d(g.(z), g«(T)) < % moet gelden dat
d(gs«(z), £A) > %g. In het bijzonder geldt dat de afstand van de meridiaan waarop g.(T) en g(z)
liggen tot g.(z) kleiner is dan %. Dus voor = € E,, geldt dat g.(z) # —g(z). Als I(z) > r dan
G(r) = A en omdat g;'(—A) C S2 geldt dat g.(x) # —A. Net zo g«(z) # A voor l(z) < —r.
Dus voor alle 2 € S? geldt:

9(x) # —g(x) = —g o ¥(2).
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Omdat g niet glad hoeft te zijn in de punten x met [(x) = +r, convolueren we § met de functie
e uit het bewijs van Lemma 4.12. Hierdoor blijft g equivariant en de bovenstaande ongelijkheid
blijft waar omdat § en g, continu zijn en dus heeft een erg kleine verstoring geen effect op de
ongelijkheid. Laat g de geconvolueerde en genormaliseerde versie van § zijn. Deze is glad,
equivariant, bewaart S? en S? en gf(z) # —g o (x) voor alle x € S2. O

Propositie 4.14. Stel dat f : S — S? een gladde equivariante afbeelding is. Dan bestaat er
een gladde fT:D? — S? die equivariant is op OD® = S? en voldoet aan fT(Si) = 53.

Bewijs. Door Si (in dit geval de gesloten bovenste helft van de bol) te identificeren met D3
geeft dit een gladde equivariante afbeelding f : D3 — S? die equivariant is op S?. De beperking
van f tot OD? = S? is een gladde equivariante afbeelding g : S?> — S2. Pas Lemma 4.13 toe op
g.

Laat nu tz een punt in D? representeren met z € S% en t € [0, 1]. Definieer f1 als volgt:

~

f(3tx) als t € |0, %]
fi(tz) = { gova-1() als ¢ € [3, 3]

(3t—2)g" () +(3—31) (g0 (x) . 2

Gi=2)gT () + (=30 (g ()] 5t €[5, 1)

Omdat gf(z) # —go(x) is fI goed gedefinieerd voor t € [%, 1]. Elk van de delen is continu en
R o L2_9)qt 3-3.2)(go °

J3-§2) = f(@) = gle) = glw) ori_y (2) en (I T T = el = goui(a) =
goy(x). Dus fTis continu op heel D? en overal glad behalve voor t = % ent= % Bovendien
voldoet deze afbeelding aan fT(Si) = 5% want tz € S? precies als t = 1 en dan fI =gt en
¢! bewaart de open halve bollen. Vanwege ditzelfde argument is fT equivariant op 0D? = S2.
Door f! te convolueren in een kleine omgeving van ¢t = % ent = % en daarna te normaliseren

krijgen we een gladde functie met de gewenste eigenschappen. O

Het doel is nu om te laten zien dat zo een functie niet kan bestaan om een tegenspraak te krijgen
met de aanname dat een gladde equivariante f : S3 — S? bestaat. Hiervoor is het handig om
een cilinder te bekijken in plaats van een bol. Zij C = D? x [~1,1] een cilinder. Laat D, het
bovenvlak en D_ het ondervlak zijn. Laat verder V = S x [~1,1] zodat 0C = V UD,; UD_.
Laat Si de open onderste en bovenste helft van 0C' zijn. Zij E de evenaar van 9C.

De cilinder C is diffeomorf aan D? als we de punten op verticale lijnen in V identificeren. En
0C is dan diffeomorf aan S2. Dus onder dezelfde aannamen als in Propositie 4.14 bestaat er
een gladde f : C — 9C die equivariant is op 0C, constant is op verticale lijnen in V en DL
afbeeldt op St.

Stelling 4.15. Er bestaat geen gladde afbeelding f : C' — 0C die equivariant is op OC, constant
s op verticale lijnen in V en Dy afbeeldt op S+.

Bewijs. Stel dat zo een f wel bestaat. Dan

/detJf—/dfl/\dfg/\dfg.
C C

De linkerkant van deze gelijkheid is nul omdat f een afbeelding is van een 3-dimensionale
variéteit (met rand) naar een twee dimensionale variéteit, dus heeft Jf bijna overal geen volle
rang. Passen we de Stelling van Stokes toe op het rechterlid, dan geeft dit

/acfldfz/\dfs:/acfgdfl/\dh:/1/f3df1/\df2+/m+ f3df1Adf2+/D_ fadfi A dfo

:/Vfgdfl/\de—i—? f3df1 A dfs.

Dy
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De laatste gelijkheid volgt uit de equivariantie-eis. De eerste term hiervan is gelijk aan nul,
want f beeldt V' af op E vanwege het feit dat f(Dy) = Si. Op F heeft f3 waarde nul, dus de
eerste term valt inderdaad weg. Er moet dus nog worden laten zien dat / f3dfi Ndfa # 0. Er

Dy
geldt:

h%A%z/

D {eeC|f2(x)=1}

fsdfi Adfs + / fsdfi A dfs.

Dy Dyn{zeC|fs(x)<1}

Het deel van D waarop f3(z) < 1 bestaat uit cirkels gegeven door fi(z)? + fa(z)? = 1. Als
we dit afleiden krijgen we 2fidf; + 2f2dfo = 0. Neem nu het uitwendig product met df; en met
dfo, dan staat er 2f1df1 A dfs = 0 = 2fodf1 A dfs. Vermenigvuldig nu de linkerkant met fi en de
rechterkant met f en tel beide kanten bij elkaar op. Dit geeft 2(f2+ f2)df1 Adfz = 2df1 Adfz = 0.
Dus voor elke functie h geeft dit hdfi A dfs = 0. Dus

ﬁ%szf

Dyn{zeC|f3(z)=1}

h%A%z/«%A%.

D4 D4

Pas nu weer de Stelling van Stokes toe, dan geeft dit:

/(%A%: ﬁ%z—/ fodfy.
Dy oD oD

Omdat 0D diffeomorf is aan S bevinden we ons nu in de situatie van de basisstap voor n = 2.
Daar is al laten zien dat deze laatste integraal niet nul is. Dus dit bewijst de basisstap voor
n = 3 en voltooit het bewijs van de Borsuk-Ulam-Stelling. O
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