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Ubungen zur Topologie IT — Sommersemester 2011

1. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 13.04.2011

Aufgabe 1.1: Wir betrachten in dieser Aufgabe Linksmoduln iiber einem Ring R. Sei
0—+L—-M-—=N-=0
eine kurze exakte Folge von R-Moduln und sei @) ein R-Modul.
(i) Zeige: Die Folge
0 — Hompg(Q, L) - Homp(Q, M) — Hompg(Q, N)
abelscher Gruppen ist exakt. (Man sagt: Der Funktor Hompg(Q), —) ist linksexakt.)

(ii) Zeige durch ein Beispiel, dass der Funktor Homp (@, —) im allgemeinen nicht exakt
ist, also
0 — Hompg(Q, L) - Hompg(Q, M) — Homg(Q,N) — 0

nicht notwendig eine exakte Folge ist.

Aufgabe 1.2: Sei R ein Ring und sei P ein R-(Links-)Modul. Zeige, dass die folgenden
Bedingungen dquivalent sind.

(i) Der Funktor Homp(P, —) ist exakt, d.h. er bildet kurze exakte Folgen von R-Moduln
auf kurze exakte Folgen abelscher Gruppen ab.

(ii) Sind f: P — N und p: M — N zwei R-Modulabbildungen und ist p surjektiv, so
existiert eine R-Modulabbildung g: P — M mit pg = f.

(iii) Jede surjektive R-Modulabbildung f: M — P hat einen Schnitt, d.h. es gibt eine
R-Modulabbildung s: P — M mit fs =idp.

(iv) P ist direkter Summand eines freien R-Moduls, d.h. es gibt einen R-Modul @ so dass
die direkte Summe P @ @Q ein freier Modul ist.

Ein Modul P heifit projektiv wenn er diese dquivalenten Bedingungen erfiillt.

Aufgabe 1.3: (Das Fundamentallemma der homologischen Algebra)
Zunichst einige Begriffe aus der homologischen Algebra: Eine exakte Folge von R-Moduln

-~'—>P3d—3>P2d—2>P1d—1>P0i>M—>O

in der alle P; projektiv sind heifit projektive Auflosung von M. Die (P;,d;) bilden einen
Kettenkomplex Py, die Abbildung e heifit Augmentation. Wir schreiben oft (P, M) fiir
die projektive Auflésung. Ein Morphismus von Auflssungen (P, M) — (Q«, N) {iber einer
R-Modulabbildung f: M — N ist eine Kettenabbildung f: P, — Q. mit efy = fe.

Zeige nun:

(i) Jeder R-Modul M besitzt eine projektive Auflosung.

(ii) Wenn (Py, M) und (Q«, N) projektive Auflésungen sind und f: M — N eine R-
Modulabbildung ist, dann existiert eine Abbildung von Kettenkomplexen f iiber f.

(iii) Sind flz Py — Q4 und fQ: P, — Q. zwei Kettenabbildungen iiber f: M — N, so
sind f; und fo kettenhomotop.
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Aufgabe 1.4: Sei Rein Ringund f : C' — D ein Quasi-Isomorphismus von N-graduierten
Kettenkomplexen von R-Moduln. Mit anderen Worten, f ist ein Homomorphismus von
R-Modul-Kettenkomplexen, der Isomorphismen H,(f) : H,(C) — H,(D) in allen Homo-
logiemoduln induziert. In dieser Aufgabe zeigen wir folgendes: Wenn die Komplexe C und
D aus projektiven R-Moduln bestehen, dann ist f sogar eine Ketten-Homotopiedquivalenz.

(i) Der Abbildungszylinder einer (R-Modul-) Kettenabbildung f : C — D ist der R-
Modul-Kettenkomplex Z(f) gegeben durch

Z(f)n == Dn 3 Cn—l @ Cna d(xaya Z) = (dSU - fn—l(y)v _dyvy + dZ)

Zeige, dass die Inklusion D — Z(f) eine Ketten-Homotopiedquivalenz ist. Zeige
weiter, dass f : C' — D genau dann eine Ketten-Homotopiedquivalenz ist, wenn die
Inklusion C' — Z(f) eine solche ist.

(ii) Sei f: C' — D ein Quasi-Isomorphismus zwischen Kettenkomplexen von projektiven
R-Moduln mit folgender besonderen Eigenschaft: Fiir jedes n > 0 ist f, : C,, —
D,, injektiv und spaltet (d.h. es gibt eine R-lineare Abbildung ¢ : D, — C),, mit
ofn = 1d). Zeige, dass es eine Kettenabbildung g : D — C mit gf = Id¢ und eine
Ketten-Homotopie von fg zur Identitdt von D gibt. Insbesondere ist also f eine
Ketten-Homotopiedquivalenz.

(iii) Seijetzt f : C' — D ein Quasi-Isomorphismus zwischen Kettenkomplexen von projek-
tiven R-Moduln, der nicht notwendig injektiv ist. Benutze (i) und (ii) um zu zeigen,
dass f eine Ketten-Homotopiedquivalenz ist.
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2. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 20.04.2011

Aufgabe 2.1: Die Bezeichnung Ezt-Gruppen stammt von ‘extension’ (Erweiterung). In
dieser Ubung wollen wir den Zusammenhang zwischen der Gruppe Ext}%(M ,N) und den
Erweiterungen von R-Moduln verstehen.

Sei R ein Ring, nicht notwendig kommutativ und seien M und N linke R-Moduln.
Eine Erweiterung von M durch N ist eine kurze exakte Folge von R-Moduln

0sNSEB M0,

Die Erweiterung (FE,i,p) heifit dquivalent zu einer Erweiterung (E’,i',p’), wenn es eine
R-lineare Abbildung ¢ : E — E' mit ¢ o4 =4' und p’ o ¢ = p gibt.

(i)
(i)

(iii)

Zeige, dass Aquivalenz von Erweiterungen tatsichlich eine Aquivalenzrelation ist.

Sei
do dy €
P2—>P1—>P0—>M—>0

der Beginn (oder besser das Ende?) einer projektiven Auflésung von M als R-Modul.
Fiir einen Homomorphismus f : P, — N von R-Moduln betrachten wir die Folge

E(fy: 05NS(NeR)/VESM-0

Hierbei ist V' der Untermodul von N@® Py bestehend aus den Elementen (f(z), —di(2))
fiir alle z € P;, und die Abbildungen sind gegeben durch

i(z) = (2,0)+V und p((z,y)+V)=¢ey) .

Zeige, dass diese Folge FE(f) von R-Moduln genau dann exakt ist, wenn fody = 0
gilt, wenn also f ein Kozykel im Kokettenkomplex Homp (P, N) ist.

Sei wieder f : P — N ein Homomorphismus von R-Moduln mit der Kozykel-
Eigenschaft f ody = 0. Sei g : Py — N ein beliebiger R-Homomorphismus, so
dass f und f+d(g) = f+ god; kohomolog im Kokettenkomplex Hompg (P, N) sind.
Zeige, dass die Erweiterungen F(f) und E(f + d(g)) dquivalent sind.

Nach Teil (i) und (iii) liefert die Zuordnung [f : P — N| — E(f) eine wohldefi-
nierte Abbildung von der Gruppe Exth(M, N) = H!(Hompg(P., N)) in die Menge
der Aquivalenzklassen von Erweiterungen von M durch N. Zeige, dass dies eine Bi-
jektion ist; mit anderen Worten: Die Gruppe Ext},(M, N) klassifziert alle R-Modul-
Erweiterungen von M durch N bis auf Aquivalenz.

Berechne die Gruppe Ext(Z/37,7/3Z) = Exti(Z/37,7/37). Wie sehen die den
Elementen entsprechenden Erweiterungen von Z/3Z durch Z /37 aus?
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Aufgabe 2.2: Sei R = Z[t] der Polynomring {iber den ganzen Zahlen in einer Variable ¢.
Es seien M und N die linken R-Moduln, die beide Z/2 als unterliegende abelsche Gruppe
haben, jedoch mit Wirkung der Unbestimmten vermoge

t-m=0 flirmeM bzw. t-n=mn fiirné&N.

Berechne die Ext-Gruppen Ext; (M, M), Ext} (M, N), Ext}(N, M) und Ext} (N, N) fir
alle n > 0.

Aufgabe 2.3: Berechne die Kohomologiegruppen H"(RP™, A) fiir allen > 0, allem > 1
und alle abelschen Gruppen A.

Aufgabe 2.4: (Zellulire Kohomologie) Sei X ein CW-Komplex mit n-Skelett X™. Der
zelluldre Kokettenkompler C*(X) ist in Grad n definiert als

CM(X) = (X7, X7,
und das Differential d”: C"(X) — C"*1(X) ist die Komposition
Hn(ananl) N Hn(Xn) N Hn+1(Xn+1,Xn)

der entsprechenden Abbildungen aus den langen exakten Kohomologiefolgen der Raum-
paare (X", X" 1) und (X" X™). (In dieser Aufgabe haben alle (singuliiren) Homologie-
und Kohomologiegruppen Koeffizienten in Z, weshalb wir die Koeffizientengruppe in der
Notation weglassen.)

Zeige:

(i) Es gilt H*(X", X"~ 1) 20 fiir k # n und H¥(X™) 2 0 fiir k > n, und die Inklusion
X"+l 5 X induziert einen Isomorphismus H"(X) — H™(X"+1).

(ii) Die zellulire Kohomologie H™(C*(X)) von X ist isomorph zur in der Vorlesung
definierten (singuldren) Kohomologie H*(X) von X.

(iii) Der zelluldre Kokettenkomplex C*(X) ist isomorph zu Hom(C,(X),Z). Dabei ist
C,(X) der zelluldre Kettenkomplex, dessen Homologie isomorph zur Homologie H,(X)
von X ist.

(iv) Berechne H*(CP™) mit Hilfe der zelluliren Kohomologie.

(Hinweis: Benutze die entsprechenden Resultate iiber zelluldre Homologie und die Univer-
selle Koeffizienten-Formel.)
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3. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 27.04.2011

Aufgabe 3.1: Seien X und Y simpliziale Mengen und R ein Ring. Wir definieren das
dufere Produkt

x : H'(X;R) x H™(Y;R) — H""(X xY;R)

durch die Vorschrift
xy = px(x)Upy(y) ,
wobei px : X XY — X und py : X XY — Y die Projektionen sind. Zeige:

(i) Das duflere Produkt ist assoziativ, d.h. es gilt
(xxy)xz = xx(yx2)
in A"t +E(X x Y x Z; R) fiir z € H*(X; R), y € H™(Y; R) und 2z € H*(Z; R).

(ii) Falls R kommutativ ist, dann ist das d&uflere Produkt kommutativ in folgendem Sinn:
Fir z € H"(X;R) und y € H™(Y; R) gilt

yxa = ()" -1z xy)

in H"™™(Y x X;R), wobei 7 : X XY — Y x X der Isomorphismus ist, der die
Eintrage vertauscht.

(iii) Sind z und y Kohomologieklassen desselben Raumes X (von moglicherweise verschie-
denen Dimensionen), so gilt

zUy = A*(x xy)

wobei A : X — X x X die Diagonalabbildung ist. Mit anderen Worten: Cup-Produkt
und &dufleres Produkt bestimmen sich gegenseitig.

Aufgabe 3.2: Wir betrachten die Kettenkomplexe abelscher Gruppen
C=(~~—>O—>Z£>Z) und D=(--—=0—=>7Z—0)

und den eindeutig bestimmten Kettenhomorphismus f: C — D mit f; = idy. Zeige, dass
Ho(f) und H;(f) die triviale Abbildung sind, H*(f): H'(Hom(D,Z)) — H'(Hom(C,Z))
jedoch eine nichttriviale Abbildung ist.

Folgere daraus, dass die Spaltung in der universellen Koeffizieten-Formel nicht natiirlich
sein kann.
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Aufgabe 3.3: (Normalisierter Kettenkomplex) Sei X eine simpliziale Menge. Wie friither
heifit ein n-Simplex z € X, ausgeartet, wenn es im Bild einer Ausartungsabbildung
Si: Xp—1— X, mit 0 <t <n—1 liegt.

(i)

(i)

(iii)

Sei D(X),, die freie abelsche Gruppe auf der Menge der ausgearteten n-Simplizes.
Zeige, dass die D(X),, einen Unterkomplex D(X) von C(X) = C(X;Z) bilden.

Wir definieren nun eine Filtrierung, die zwischen D(X) und dem trivialen Ketten-
komplex 0 interpoliert. Sei dazu (F,D(X)), die freie abelsche Gruppe auf den aus-
gearteten n-Simplizes der Form s;(y) fiir 0 < 4 < min(n,p) und sei (FyD), = 0 fiir
alle n. (Es gilt also (F,D(X)), = D(X), falls n < p.) Zeige, dass fiir festes p die
(F,D(X))y, einen Unterkomplex F,D(X) von D(X) bilden.

Per Definition ist F,,_1D(X) ein Unterkomplex von F,D(X). Zeige, dass die Vor-
schrift z — (—1)P*1s,(z) eine Homotopie zwischen der Identitét des Quotienten-
komplexes F,D(X)/F,—1D(X) und der trivialen Abbildung induziert und folgere
daraus mit Hilfe der langen exakten Folge von Homologiegruppen, dass die Inklusion
F,1D(X) — F,D(X) ein Quasiisomorphismus ist.

Benutzte (ii) und (iii) um zu zeigen, dass D(X) triviale Homologiegruppen in allen
Dimensionen hat.

Der normalisierte Kettenkomplex einer simplizialen Menge X ist der Quotienten-
komplex N(X) = C(X)/D(X). Zeige, dass die Quotientenabbildung C'(X) — N(X)
ein Quasiisomorphismus ist.

Man kann also die Homologiegruppen H,(C(X)) einer simplizialen Menge X mit Hilfe des
deutlich kleineren normalisierten Kettenkomplexes N(X) berechnen.
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4. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 04.05.2011

Aufgabe 4.1: (Kettenhomotopie als Abbildung auf ‘Produkt mit Intervall’)

(i) Fir zwei Kettenkomplexe C' und D definiert man das Tensorprodukt C @ D durch

(iii)

(iv)

(C®D)n = EB Cp @ Dpyp
p=0

wobei auf der rechten Seite das Tensorprodukt abelscher Gruppen steht. Das Diffe-
rential d : (C ® D),, — (C' ® D),_; definiert sich mit Hilfe der Differentiale von C
und D durch die Formel

dz@y) = dz)®y + (-1)’2®d(y) € (Cp—1 ® Dyp—p) ® (Cp @ Dy—p_1)

fir x € C, und y € D,,—p, und durch lineare Fortsetzung im allgemeinen. Zeige, dass
(C ® D, d) tatséchlich einen Kettenkomplex bildet.

Die algebraische Version des Intervalls ist der Kettenkomplex I definiert durch

Z[0,1] fiir n =0,
I, = Z[E] firn=1 und
0 sonst.

Das einzige nicht-triviale Differential d : I — Ij ist gegeben durch d(F) = 0—1. Zei-
ge, dass I isomorph zum normalisierten Kettenkomplex NZ[Al] (siehe Aufgabe 3.3)
des simplizialen 1-Simplexes ist.

Seien C' und D Kettenkomplexe. Fiir eine Kettenabbildung H : C' ® I — D bezeich-
nen wir mit H% : ¢ — D die ‘Einschrinkung auf den Anfangspunkt’, welche fiir
z € Cy, durch die Vorschrift H)(x) = H,(z ® 0) gegeben ist; die ‘Einschrinkung auf
den Endpunkt’ H' : C — D ist analog definiert. Zeige, dass H° und H' Kettenab-
bildungen sind.

Sei H: C ®1 — D eine Kettenabbildung. Zeige, dass dann die Abbildungen s, :
Cn — Dy 41 definiert durch

5n(2) = (=1)" Hyp (2 E)
eine Kettenhomotopie von H° zu H! bilden.

Sei umgekehrt {sy, : C, = Dpy1}n>0 eine Kettenhomotopie zwischen zwei Kettenab-
bildungen C' — D. Definiere daraus eine Kettenabbildung H : C ® I — D, welche
geméB (iv) die gegebene Kettenhomotopie zuriickliefert.
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Aufgabe 4.2: Sei X ein Raum, U,V C X offene Teilmengen und R ein Ring.

(i)

(iii)

Zeige, dass das Cup-Produkt von Kozykeln eine bilineare Abbildung
H"(X,U;R) x H"(X,V;R) — H"™™(X,UUV;R)

in relativer Kohomologie induziert. In welchem Sinne ist dieses Cup-Produkt asso-
ziativ und kommutativ?

Angenommen, X = UU YV und U und V sind zusammenziehbar. Zeige mit Hilfe
von (i), dass das Cup-Produkt in H*(X; R) von je zwei Klassen positiver Dimension
trivial ist.

Zeige, dass fiir jeden Raum X das Cup-Produkt von je zwei Kohomologie-Klassen
positiver Dimension in der Einhdngung X trivial ist.

Aufgabe 4.3: (Normalisierter Kokettenkomplex) Sei X eine simpliziale Menge, sei A
eine abelsche Gruppe, und sei N(X) der in Aufgabe 3.3 eingefiihrte normalisierte Ketten-
komplex von X. Der normalisierte Kokettenkomplex von X ist definiert als

(i)

(i)

(iii)

N*(X, A) = Hom(N(X), A).

Zeige: Die Quotientenabbildung C'(X) — N(X) induziert einen Quasiisomorphismus
N*(X,A) - C*(X,A) =Hom(C(X;Z), A).

Die Menge
{f: Xp, = A| f(z) =0 falls x ausgeartet}

ist eine abelsche Gruppe unter der punktweisen Addition. Zeige, dass N"(X, A) iso-
morph zu dieser abelschen Gruppe ist.

Sei nun R ein Ring. Zeige, dass das Cup Produkt C™(X; R)xC™(X; R) =N C"t™(X; R)
ein Cup-Produkt auf dem normalisierten Kokettenkomplex N*(X; R) induziert und
folgere dass die aus (i) resultierenden Abildungen H"(N*(X;R)) — H"(C*(X; R))

einen Isomorphismus von graduierten Ringen bilden.

Aufgabe 4.4: Wir bezeichnen mit S = A'/OA! den ‘simplizialen Kreis’. Zeige, dass

die Kohomologiegruppen H™(S' x S, Z) fiir alle n frei sind, gib eine Basis an und berechne
das Cup-Produkt in dieser Basis. (Hinweis: Benutze Aufgabe 4.3.)
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5. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 11.05.2011

Aufgabe 5.1: Sei M eine n-Mannigfaltigkeit und A eine abelsche Gruppe.

(i) Sei a € H,(M; A) eine Homologieklasse der Dimension n. Zeige, dass die Menge aller
Punkte z aus M, fiir die p;(a) = 0 in der lokalen Homologiegruppe H,, (M |z; A) gilt,
offen und abgeschlossen ist.

(ii) Sei M zusammenhingend und nicht kompakt. Zeige, dass die Gruppe H,(M;A)
trivial ist.

Aufgabe 5.2: Es sei p: E — M eine Uberlagerung zwischen Hausdorff-Réumen mit
nicht-leerem Totalraum F.

(i) Zeige, dass E genau dann eine n-Mannigfaltigkeit ist, wenn M eine n-Mannigfaltigkeit
ist.

(ii) Es sei M eine orientierbare n-Mannigfaltigkeit. Zeige, dass dann auch F orientierbar
ist.

(iii) Zusitzlich zu (ii) sei nun die Blitterzahl k der Uberlagerung endlich und M (und
damit auch E) kompakt. Es sei pps die Fundamentalklasse einer Orientierung von
M und pg die Fundamentalklasse der induzierten Orientierung von FE. Zeige die
Beziehung
ps(pE) = k- pum

in der Gruppe H,(M;Z).

Aufgabe 5.3: Essei M eine n-Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, die frei und eigent-
lich diskontinuierlich auf M wirkt und so dass der Quotientenraum M /G Hausdorff’sch
ist. Dann ist die Quotientenraumprojektion p : M — M/G eine Uberlagerung und somit
der Quotientenraum M /G nach Aufgabe 5.2 ebenfalls eine n-Mannigfaltigkeit. Nun sei M
orientierbar und die Wirkung von G sei orientierungserhaltend. Zeige, dass M /G ebenfalls
orientierbar ist.

Aufgabe 5.4: Sei M eine n-Mannigfaltigkeit mit n > 2 und * € M. Zeige, dass M
genau dann orientierbar ist, wenn M — {x} orientierbar ist.
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6. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 18.05.2011

Aufgabe 6.1: Sei I eine gerichtete partiell geordnete Menge.

(i) Sei A ein I-indiziertes System abelscher Gruppen mit der Eigenschaft, dass fiir alle
i,j € I mit i < j die Abbildung A(¢,j) : A; — A; ein Isomorphismus ist. Zeige, dass
dann fiir alle j € I die Abbildung x; : A; — colim;A ein Isomorphismus ist.

(ii) Seien A, B und C drei I-indizierte Systeme abelscher Gruppen und {¢; : A; = B;}icr
und {¢; : B; — C;}ier zwel natiirliche Transformationen. Weiter sei fiir jedes i €
die Folge

exakt. Zeige, dass dann auch die Folge

. colimp; . colim; .
colimyA 2215 colimy B —%> colim;C

exakt ist.

(iii) Zeige, dass jede abelsche Gruppe der gerichtete Kolimes ihrer endlich erzeugten Un-
tergruppen ist.

Aufgabe 6.2: Sei X ein topologischer Raum und {U;};cs eine offene Uberdeckung von
X, die gerichtet ist (d.h. fiir alle 4, j € I existiert ein k € I mit U; UU; C Uy). Zeige, dass
fiir alle n > 0 und jede Koeffizientengruppe A die von den Inklusionen U; — X induzierte
Abbildung

colimie;r Hy(Ui; A) — H,(X;A)

ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 6.3: Sei X ein Hausdorffraum, n > 1 und A eine abelsche Gruppe. Konstruiere
einen Isomorphismus zwischen den Gruppen

H'(X xR;A) und H' }(X;A).

Aufgabe 6.4: Sei X ein topologischer Raum und a: R — 5 ein Ringhomomorphismus.
Zeige, dass a einen Homomorphimsus H*(X; R) — H*(X; S) graduierter Ringe induziert.

Benutze nun den Homomorphismus Z — Z/2, Aufgabe 2.4 und die aus der Vorlesung
bekannte Berechnung von H*(RP>°; Z/2) um den integralen Kohomologiering H*(RP*>°;7Z)
von RP* zu berechnen.
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7. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 25.05.2011

Aufgabe 7.1: In dieser Aufgabe zeigen wir, dass Mayer-Vietoris-Folgen fiir beliebige
Kohomologietheorien existieren.

(i) Sei
A, > B d Ci—1> Ay —— - -
e
A By O A e

ein kommutatives Diagram abelscher Gruppen und Gruppenhomomorphismen, in
dem die Zeilen exakt sind und alle Abbildungen h; Isomorphismen sind.

Zeige, dass die Folge

(fi,au) a®(—gi) %‘hflﬁz{
B; Aig1

exakt ist.

(ii) Sei nun k* eine Kohomologietheorie und X ein topologischer Raum mit Unterrdum-
en U C X und V C X, so dass X = U UV gilt und die von der Inklusion
von Raumpaaren (U,U NV) — (X, V) induzierte Abbildung einen Isomorphismus
EM(X,V) — k"(U,UNV) relativer Kohomologiegruppen fiir alle n induziert. (Wegen
des Ausschneidungsaxioms ist die letzte Bedingung zum Beispiel erfiillt, wenn U und
V offen sind.)

Zeige mit Hilfe von (i), dass es eine exakte Mayer-Vietoris-Folge
=" X) —k"(U)® k" (V) —= k" (UNV) —= k"TH{(X) — - -
gibt.

Aufgabe 7.2: Zeige, dass fiir positive n und m jede stetige Abbildung S"*™ — S™ x §™
den trivialen Homomorphismus Hy, 1, (S™"™; Z) — Hptm (S™ % S™; Z) induziert. (Hinweis:
Benutze das Cup-Produkt in der Kohomologie dieser Rédume.)

Aufgabe 7.3: Essei S?V.S* die Einpunktvereinigung von S? und S*, also die Verklebung
von S? und S* entlang eines Punktes.

Zeige, dass die Raume CP? und S? v S* in allen Dimensionen und fiir alle Koeffizi-
entengruppen isomorphe Kohomologiegruppen haben. Zeige, dass jedoch die ganzzahligen
Kohomologieringe von CP? und S2 Vv S* nicht isomorph sind.
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Aufgabe 7.4: Sei

0 A Ao Ag 0
eine kurze exakte Folge inverser Systeme, also ein kommutatives Diagramm abelscher
Gruppen mit exakten Zeilen. Zeige, dass die kurze exakte Folge eine exakte Folge

0 — lim A; — lim A; — lim 4; — lim' A} — lim' 4; — lim' 4; — 0

induziert. (Hat man einige weitere Begriffe und Resultate der homologischen Algebra ent-
wickelt, so kann man mit Hilfe dieser exakten Folge lim' mit dem rechtsderivierten Funktor
von lim identifizieren.)
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8. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 01.06.2011

Aufgabe 8.1: Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen einfach-zusammenhéngen-
den CW-Komplexen, die Isomorphismen auf allen ganzzahligen Homologiegruppen indu-
ziert. Zeige, dass f eine Homotopiedquivalenz ist. (Hinweis: Benutze Abbildungszylinder,
Hurewicz- und Whitehead-Satz).

Zeige weiterhin anhand eines Beispiels, dass es einfach zusammenhédngende CW-Kom-
plexe X und Y gibt, die nicht homotopiedquivalent zueinander sind obwohl ihre ganz-
zahligen Homologiegruppen in allen Dimensionen isomorph sind. (Es ist in der obigen
Aussage also wesentlich zu fordern, dass die Isomorphismen von Homologiegruppen von
einer stetigen Abbildung induziert werden.)

Aufgabe 8.2: Ein weg-zusammenhéngender Raum X heifit azyklisch, wenn die Homo-
logiegruppen H,,(X,Z) fiir alle n > 1 trivial sind.

(i) Zeige, dass fiir jeden azyklischen Raum X und Basispunkt x € X die Fundamental-
gruppe 71 (X, x) perfekt ist, d.h. gleich ihrer eigenen Kommutatoruntergruppe.

(ii) Sei X ein azyklischer CW-Komplex mit einer 0-Zelle {z(} als Basispunkt. Zeige, dass
die reduzierte Einhédngung

DX = X x[0,1]/ (X x {0,1} U{zo} x [0,1])

zusammenziehbar ist. (Hinweis: Benutze die aus dem vorigen Semester bekannte
Beziehung zwischen der Homologie eines Raumes und der seiner Einhédngung sowie
Hurewicz- und Whitehead-Satz).

Aufgabe 8.3: Zeige, dass eine stetige Abbildung f : X — Y zwischen n-dimensionalen,
wegzusammenhéingenden, punktierten CW-Komplexen schon dann eine Homotopiedqui-
valenz ist, wenn sie Isomorphismen auf Homotopiegruppen m; fiir i < n induziert (obwohl
die hoheren Homotopiegruppen von X und Y im allgemeinen nicht-trivial sind!).

(Hinweis: Betrachte eine geliftete Abbildung f : X — Y zwischen universellen Uber-
lagerungen. Zeige, dass f die Voraussetzungen von Aufgabe 8.1 erfiillt. SchlieBe von f
zuriick auf f.)

Aufgabe 8.4: Es sei X ein Raum, A ein Unterraum von X und xg € A ein Basispunkt.

(i) Zeige die Gleichung
-1
r-y-x - = (0x)xy
in der (nicht notwendig kommutativen) Gruppe mo(X, A, z0). Hierbei bezeichnet
0 : ma(X, A, x9) — m (A, zo) den Verbindungshomomorphismus der langen Homoto-
piefolge des Tripels (X, A, zg), ‘-’ die Gruppenstruktur auf mo(X, A, z¢) und ‘«* die
Wirkung der Fundamentalgruppe 71 (A4, z¢) auf m2(X, A, zg).

(i) Seimh(X, A, xg) der Quotient der Gruppe 72 (X, A, 2) nach dem Normalteiler erzeugt
von den Elementen (wx*y)-y~! fiir alle y € m2(X, A, 2¢) und w € w1 (A, x0). Zeige, dass
72(X, A, z0) gleich der Gruppe m2(X, A, 2¢)" (und damit insbesondere kommutativ)
ist.
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9. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 08.06.2011

Aufgabe 9.1: Der Abbildungskegel C'f einer stetigen Abbildung f: X — Y ist defi-
niert als der Quotientenraum der disjunkten Vereinigung von X x [0,1] und Y nach der
Aquivalenzrelation, die einerseits den Unterraum X x {0} zu einem Punkt kollabiert und
andererseits fiir alle z € X die Punkte (z,1) € X x [0,1] und f(z) € Y identifiziert. Der
Abbildungskegel ist also ein Quotientenraum des Abbildungszylinders.

-

Abbildung 1: Abbildungskegel

(i) Konstruiere eine lange exakte Folge von Homologiegruppen
o Ha (X3 A) D By (Vi A) = Hy(CF; A) S Hy g (X 4) 55

fiir beliebige Koeffizientengruppe A. (Hinweis: Identifiziere die Homologie von C'f
mit der relativen Homologie des Paares (Z f, X), wobei Zf der Abbildungszylinder
von f ist).

(ii) Sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen einfach-zusammenhédngenden CW-
Komplexen. Zeige, dass f genau dann eine Homotopie-Aquivalenz ist, wenn der Ab-
bildungskegel C'f zusammenziehbar ist.

Aufgabe 9.2: Diese Ubung zeigt, dass die hheren Homotopiegruppen eines endlichen
CW-Komplexes nicht endlich erzeugt sein miissen (im Gegensatz dazu sind ja die ganzzah-
ligen Homologiegruppen fiir solche Rdume immer endlich erzeugt). Aulerdem sehen wir
hier ein Beispiel, in dem die Fundamentalgruppe in nicht-trivialer Weise auf einer htheren
Homotopiegruppe operiert.

Sei X = S'v S? die Einpunkt-Vereinigung eines Kreises und einer 2-Sphiire. Berechne
die Fundamentalgruppe und die zweite Homotopiegruppe von X:

(i) Finde die universelle Uberlagerung von X. Berechne 7 (X, ) durch die Decktrans-
formationsgruppe der universellen Uberlagerung.

(ii) Berechne die Homologiegruppen des Totalraumes der universellen Uberlagerung. Be-
stimme 7o (X, o) mittels Hurewicz-Satz.

(iii) Gib eine Familie von stetigen Abbildungen S? — X an, deren Homotopieklassen eine
Basis der abelschen Gruppe mo(X, zg) bilden. Bestimme die Operation der Funda-
mentalgruppe m (X, zg) auf der Gruppe mo (X, xg).
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Abbildung 2: Die universelle Uberlagerung von S' Vv S?

Aufgabe 9.3: Sei X ein n-dimensionaler CW-Komplex und A ein Unterkomplex von
X, der homotopiedquivalent zu S™ ist. Zeige: Die von von der Inklusion A — X induzierte
Abbildung 7, (A) — 7, (X) ist injektiv.

Aufgabe 9.4: Sei X ein einfach-zusammenhéngender CW-Komplex mit H,(X;Z) 2 Z
und H;(X;Z) =0 fir i ¢ {0,n}. Zeige, dass X homotopiedquivalent zu S™ ist.



Dr. Steffen Sagave
www.math.uni-bonn.de/people/sagave/lehre/

Ubungen zur Topologie IT — Sommersemester 2011

10. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 22.06.2011

Aufgabe 10.1: Sei A eine abelsche Gruppe und n > 1 eine natiirliche Zahl. Ein Moore-
Raum vom Typ (A,n) ist ein wegzusammenhingender topologischer Raum X, fiir den
H,(X;Z)= Aund H;(X;Z) =0 falls i # n (und i > 0) gilt.

Ein Moore-Raum hat also nur eine einzige nicht-triviale integrale Homologiegruppe
positiver Dimension. (Eilenberg-Mac Lane-Réume sind im Gegensatz dazu durch eine
einzige Homotopiegruppe charakterisiert.)

Zeige: Zun, m > 1 gibt es einen Moore-Raum vom Typ (Z/m,n). (Hinweis: Konstruiere
eine geeignete Abbildung zwischen Sphéren und benutze Aufgabe 9.1.)

Aufgabe 10.2: In dieser Aufgabe geben wir eine algebraische Beschreibung der Homo-
topieklassen von Abbildungen zwischen den Eilenberg-Mac Lane-Rdumen |BG]|.

(i) Sei ¢p: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass ¢ eine Abbildung simpli-
zialer Mengen By: BG — BG induziert, die G — BG zu einem Funktor von der
Kategorie der Gruppen und Gruppenhomomorphismen in die Kategorie der simpli-
zialen Mengen macht.

(ii) Zwei Gruppenhomomorphismen ¢, v : G — H heiflen konjugiert, falls es ein Element
h € H gibt, so dass fiir alle g € G die Beziehung h - ¢(g) = 1¥(g) - h gilt. Zeige, dass
die Morphismen By, Byy: BG — BH von simplizialen Mengen homotop sind, falls
o und 1 konjugierte Homomorphismen sind.

(iii) Zeige, dass die Zuordnung
Hom(G,H)/ ~ — [|BG|,|BH|], [¢: G = H|— |By|

eine Bijektion ist; hierbei ist die linke Seite die Menge aller Gruppenhomomorphismen
modulo Konjugation und die rechte Seite bezeichnet die Menge der Homotopieklassen
stetiger Abbildungen zwischen den geometrischen Realisierungen.

Aufgabe 10.3: Ein Morphismus f: Y — X von simplizialen Mengen ist eine Uberla-
gerung, falls folgende Bedingung gilt. Zu allen 0 < ¢ < n, z € X,, und ¢ € Yy mit der
Bedingung

fla) = vi(z) € Xo

gibt es genau ein y € Y, mit f(y) = = und v}(y) = ¢. Hierbei ist v;: [0] — [n] der
Morphismus in A gegeben durch v;(0) = i.

(i) Essei f: Y — X eine Uberlagerung simplizialer Mengen. Zeige, dass |f|: |Y| — | X]|
eine Uberlagerung topologischer Rdume ist.

(ii) Es sei G eine Gruppe und X eine simpliziale G-Menge mit der Eigenschaft, dass die
Wirkung von G auf X in jeder Dimension frei ist, Zeige, dass der Quotientenmor-
phismus X — X/G eine Uberlagerung simplizialer Mengen ist.
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Aufgabe 10.4: Sei X;,i > 1 eine Folge von CW-Komplexen mit einer 0-Zelle z; € X;
als Basispunkt, so dass X; ein Eilenberg-Mac Lane-Raum vom Typ (A;,1) ist.

Wir definieren
Y, =X1X...xX,

als das Produkt der ersten n dieser Rdume versehen mit der “schwachen Topologie”, die
Y,, zu einem CW-Komplex macht. Dann induziert {x,} C X,, eine zellulire Inklusion
Y,._1 CY,. Sei schliellich

vy=v
neN
die Vereinigung der Y,,. Als topologischer Raum trage Y die “Topologie der aufsteigenden
Vereinigung”, in der ein U C Y genau dann offen in Y ist wenn fiir jedes n die Teilmenge
U NY, in Y, offen ist.
Zeige: Es gilt m;(Y,yo) = A; fiir alle i > 1.



Dr. Steffen Sagave
www.math.uni-bonn.de/people/sagave/lehre/

Ubungen zur Topologie IT — Sommersemester 2011

11. Aufgabenblatt
Abgabetermin: 29.06.2011

Aufgabe 11.1: Es sei n > 2 und G eine Gruppe. In dieser Aufgabe konstruieren wir
einen topologischen Raum X, dessen Fundamentalgruppe isomorph zu G ist und dessen
n-te Homotopiegruppe ein beliebig vorgegebener ZG-Modul ist. Fiir G = {1} erhalten wir
die Konstruktion eines Eilenberg-MacLane-Raumes aus der Vorlesung zuriick.

(i) Essei X ein Raum, der eine universelle Uberlagerung besitzt und J eine Indexmenge.
Wir definieren
Y = XUstnfl J x D"

als Verklebung von X mit einer Menge von n-Zellen, indiziert durch J, wobei alle
Anklebeabbildungen konstant auf einen festen Punkt a2 von X abbilden. Zeige, dass
die Inklusion X — Y einen Isomorphismus auf Fundamentalgruppen induziert. Zeige,
dass die Homotopieklassen der charakteristischen Abbildungen i; : D" — Y der n-
Zellen fiir j € J eine Basis der relative Homotopiegruppe 7, (Y, X, z) als Z[m (X, z)]-
Modul bilden.

(ii) Es sei jetzt X ein Eilenberg-MacLane-Raum der Dimension 1. Der Raum Y sei wie
in (i) konstruiert. Zeige, dass die Homotopieklassen der Abbildungen i; : D" — Y
fiir j € J eine Basis der absoluten Homotopiegruppe m, (Y, z) als Z[m (Y, z)]-Modul
bilden.

(iii) Der Raum Y sei wie in (ii). Wir setzen G = m1(Y, x) und identifizieren die Gruppe
(Y, ) mit dem freien ZG-Modul auf der Menge J wie oben. Es sei M ein ZG-Modul
und

e ZG[J] — M

ein surjektiver ZG-linearer Homomorphismus vom freien ZG-Modul mit Basis J auf
M. Es sei {z;}icr ein Erzeugendensystem der Kerns von ¢ als ZG-Modul. Fiir jedes
i €1 sel a; : S™ — Y eine stetige basierte Abbildung, die die Klasse z; € ZG[J] =
7 (Y, x) reprisentiert. Wir definieren

Z = Y Ujxgn I x D!

vermoge der «;’s als Anklebeabbildungen. Zeige, dass die Homotopiegruppen von
Z in Dimensionen 2,...,n — 1 trivial sind und dass 7m,(Z.xz) isomorph zu M als
ZG-Modul ist.

(iv) Sei G eine Gruppe und M ein ZG-Modul. Konstruiere einen punktierten, weg-
zusammenhédngenden Raum W mit folgenden Eigenschaften:
(a) die Fundamentalgruppe 71 (W, x) ist isomorph zu G,
(b) die Homotopiegruppe m, (W, z) ist isomorph zu M als ZG-Modul, und
(c) fir alle i # 1,n ist die Homotopiegruppe m;(W, x) trivial.

Aufgabe 11.2: Sei k eine natiirliche Zahl und Cj, die zyklische Gruppe der Ordnung k.
Berechne die Kohomologiegruppen H"(Cy x Cy;Z/k) fiir alle n.
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Aufgabe 11.3: Sei p eine Primzahl, C), die zyklische Gruppe der Ordnung p. Zeige, dass
es keine freie und stetige Wirkung von (), x C), auf einer n-dimensionalen Sphére S™ mit
n > 2 geben kann.

(Anleitung: Angenommen, G = C), x Cp, wirkt frei auf S™. Zeige, dass man dann durch
Anheften einer (n + 1)-Zelle und weiterer Zellen hoherer Dimension an den Quotienten
S™/G einen Eilenberg-Mac Lane-Raum vom Typ (G, 1) konstruieren kann und folgere
daraus einen Widerspruch zur Berechnung von H"*1(G;Z/p) aus Aufgabe 11.2.)



