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Chapitre 1

Introduction

Nous exposons dans ce cours les concepts primordiaux de la théorie de la calcu-
labilité, aussi connue sous le nom de théorie de la récursivité. Il existe de nombreux
points de vue sur ce que la théorie de la calculabilité est exactement. Odifreddi [17, 18]
la définit de maniére trés large comme 1’étude des fonctions d’entiers ; une autre école
classique la voit comme ’étude de la définissabilité (Slaman), accentuant les liens avec
la théorie des ensembles. Cela étant, la vision la plus communément admise est celle de
I’étude de la calculabilité des fonctions de nombres naturels. La restriction & ces fonc-
tions n’est en rien contraignante ; en effet, comme nous le verrons, les nombres naturels
possédent un incroyable pouvoir de codage, de telle sorte qu’ils peuvent représenter
énormément d’objets d’'une maniére ou d’une autre. Il est aussi possible d’entreprendre
I’étude de la calculabilité dans des domaines plus généraux, introduisant entre autre
la théorie de la calculabilité d’ordre supérieur (Sacks [24]). Pour autant, ce sujet ne
sera pas abordé dans ce document.

Ce cours ne se focalise sur aucun sujet véritablement original ; au contraire, nous
avons essayé de présenter synthétiquement un petit ensemble de notions standards et
importantes, ainsi que des résultats essentiels de ce domaine désormais classique. Le
caractére succinct du document trahit le fait qu’il n’a pas pour vocation de contenir
toutes les bases, et nous renvoyons le lecteur a la section « Approfondissements » pour
une vision plus large. I’avantage de notre approche restreinte est que nous pouvons
de maniére assez stire affirmer que tout ce que nous faisons ici est important.

Les seuls prérequis pour la lecture de ce cours sont une certaine familiarité avec le
langage des mathématiques et les formalismes connexes. En particulier, notre lecteur
potentiel devra avoir quelques connaissances de la logique du premier ordre. Il sera
aussi fait certaines références aux cardinaux et & la théorie des ensembles, mais le
lecteur qui ne serait pas familier avec ces notions pourra tout a fait passer ces points.

Le présent document se découpe de la maniére suivante. Dans le chapitre 2 nous
introduisons les notions élémentaires de la théorie de la calculabilité, telles que le
concept d’algorithme, les fonctions récursives et les machines de Turing. Nous ver-
rons que les diverses formalisations de la notion informelle d’algorithme conduisent
toutes a la méme notion de fonction calculable. Ce fait remarquable constitue une des
pierres angulaires de la théorie de la calculabilité. Au chapitre 3 nous exposons les
propriétés standards des ensembles récursifs et récursivement énumérables' (r.é.) et
faisons une courte incursion dans 'incalculable. Aux chapitres 4 et 5 nous introduisons

!Les conventions anglo-saxonnes, que suivait ce document dans sa forme originelle, utilisent plus
volontiers « computable » et « computably enumerable (c.e.) ». Face au manque d’esthétisme de la
traduction de ces termes, nous suivrons la tradition francaise d’utiliser « récursifs » et « récursivement
énumeérables (r.é.) ».



2 Chapitre 1. Introduction

des outils pour mesurer l'insolvabilité : dans le chapitre 4 nous étudions la hiérarchie
arithmétique et les m-degrés, et dans le chapitre 5 nous étudions la calculabilité re-
lative et les degrés de Turing. Dans le chapitre 6 nous introduisons la méthode des
priorités et 1'utilisons pour répondre & une importante question sur les degrés de Tu-
ring des ensembles r.é. Finalement, au chapitre 7 nous donnons quelques applications
de la théorie de la calculabilité. En particulier, nous donnons une preuve du premier
théoréme d’incomplétude de Godel.

1.1 Préliminaires

Nos notations sont tout ce qu’il y a de plus courantes et suivent celles des ou-
vrages [17, 27]. w est I’ensemble des entiers naturels {0,1,2,3...}. Par le terme en-
semble, nous parlerons en régle générale d’un sous-ensemble de w. L’espace de Cantor
2“ est ’ensemble des sous-ensembles de w. Nous identifierons fréquemment un en-
semble avec sa fonction caractéristique : pour A C w, nous identifierons A avec la
fonction x4 : w — {0,1} définie par

1 sine€A,
xa(n) =

0 sinon.

Nous écrirons souvent A(n) a la place de xa(n). Le complément de A, w — A, sera
dénoté par A. Quand nous parlerons de fonction (totale), nous ferons toujours référence
a une fonction de w™ dans w, pour un n donné. Nous utiliserons les lettres f, g, h
pour dénoter les fonctions totales, et la composition de deux fonctions f et g sera
notée f o g. Une fonction partielle est une fonction de w dans w qui peut ne pas
étre définie pour certains arguments. Ecrire ¢(n) | signifie que ¢ est définie en n, et
écrire p(n) 1 qu’elle ne l'est pas. Le domaine d’une fonction partielle ¢ est 'ensemble
Dom(p) = {z : p(z) | }, et Pimage de ¢ est Iensemble Img(yp) = {y : (3z)[p(z) =
y]} Nous utiliserons les lettres ¢ et @ pour dénoter les fonctions partielles. Pour de
telles fonctions, p(z) = 1(z) signifiera que ou bien les deux valeurs sont non définies,
ou bien qu’elles sont définies et égales. Pour faciliter les notations, nous remplacerons
souvent un nombre fini d’arguments x1,...,z, par Z. Nous utiliserons les notations
du A-calcul pour les fonctions, ainsi Ay ... Z,.f(21,...,2,) est associé a la fonction
faisant correspondre 7 avec f(F). L’ensemble des chaines binaires finies sera noté 2<%.
Nous utiliserons les lettres o et 7 pour dénoter les chaines finies. La longueur de o
sera notée |o| et la concaténation de o et T sera notée o 7. Le fait que 7 soit une sous-
séquence (on dit aussi un segment initial) de o sera noté 7 C o. Pour un ensemble A,
Aln dénotera la chaine finie A(0)"A(1)"...7A(n — 1) constituée par les n premiers
bits de A.

A la fin de chaque chapitre se trouvent des exercices, dont les plus difficiles sont
marqués d’une *.



Chapitre 2

Notions élémentaires

2.1 Algorithmes

Un algorithme est une procédure finie ou un ensemble fini de régles destiné a
résoudre un probléme étape par étape. Le nom commun algorithme est dérivé du nom
du mathématicien du 9° siécle al-Khwarizmi et de son ouvrage « Le livre de l’addition
et de la soustraction d’aprés le calcul hindou » qui fut publié en latin sous le titre
« Algoritmi de numero Indorum ». Par exemple, la recette pour cuisiner un magret
de canard au miel est un algorithme, ot le « probléme » serait la tache de cuisiner un
magret. Cela étant, le mot algorithme est le plus souvent utilisé dans des contextes plus
formels. La maniére de faire une division longue est un exemple d’algorithme que tout
le monde apprend a 1’école. Notons aussi qu’en principe n’importe quel programme
informatique constitue un algorithme, en tant qu’ensemble fini de régles déterminant
a chaque étape 'action & effectuer.

Des siécles durant, aucun besoin ne se faisait sentir de définir formellement ce
qu’était un algorithme, et ’adage « vous le reconnaitrez quand vous en verrez un »
était de mise. Les choses changérent au début du 20° siécle lorsque des problémes
comme les suivants commencérent & étre étudiés :

— (Probléme de la décision, dit Entscheidungsproblem) Déterminer si une formule
logique du calcul du prédicat du premier ordre est une tautologie (c’est-a-dire
valide pour toute interprétation). Ce probléme remonte jusqu’a Leibniz [13].

— (Dixiéme probléme de Hilbert) Déterminer si une équation diophantienne, un
polyndme de plusieurs variables & coefficients entiers, admet une solution entiére.
Ce probléme provient d’une liste bien connue donnée par Hilbert & la fin du 19°
siecle [8].

Une réponse positive & l'un de ces problémes pourrait étre d’exhiber un algorithme
qui les résout. Si quelqu’un veut prouver que les problémes ci-dessus n’ont pas de
solution, il doit prouver qu’il n’existe pas d’algorithme pour les résoudre; il faut donc
précisément savoir ce qu’est un algorithme : nous avons besoin d’une définition formelle
de la notion informelle d’algorithme. C’est le but de ce premier chapitre.

Il y a beaucoup de maniéres de formaliser la notion d’algorithme. Nous verrons la
propriété remarquable selon laquelle toutes ménent a la méme notion formelle. Ceci
nous donne une solide base pour une théorie mathématique du calcul : 1a théorie de la
calculabilité. Nous donnons deux formalisations parmi les plus connues : les fonctions
récursives et les fonctions calculables sur machine de Turing. Nous montrons ensuite
que ces deux classes de fonctions coincident. Le lecteur soucieux d’entrevoir d’autres
exemples de formalisation se référera avantageusement a Odifreddi [17].

Pour revenir aux deux problémes précédents : avec 'aide de la théorie de la cal-
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culabilité, il a été prouvé que les deux problémes étaient insolvables, c’est-a-dire qu’il
n’existait pas d’algorithme pour leurs solutions. Pour le premier probléme, cela a été
prouvé indépendamment par Church [2] et Turing [29] (voir Théoréme 7.1.6), et pour
le dixiéme probléme de Hilbert, par Matijasevich [15] en s’appuyant sur les travaux
de Davis, Putnam et Robinson.

2.2 Reécursion

Nous allons dans un premier temps approcher la calculabilité en utilisant la notion
de récursion. Cette approche, standard s’il en est, est la raison pour laquelle la théorie
de la calculabilité est aussi connue sous le nom de théorie de la récursivité.

Historiquement, cette approche est la premiére & avoir vu le jour, et elle est particu-
lirement connue pour son application dans les théorémes d’incomplétude de Godel [7],
voir section 7.1. En fait, bien que ces théorémes ne mentionnent pas la création d’une
nouvelle branche théorique, Gédel a inventé quelques notions de base de calculabilité
pour pouvoir prouver ses résultats.

2.2.1 Fonctions récursives primitives

La récursion est une méthode pour définir de nouvelles valeurs d’une fonction &
partir de valeurs précédemment calculées ou définies. Considérons par exemple la suite
suivante :

1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34...

découverte par Fibonacci en 1202. Chaque terme de la suite est obtenue en prenant
la somme des deux précédents termes : F(n+2) = F(n+ 1) + F(n). Pour initialiser
la suite, on définit F'(0) = 1 et F(1) = 1. Cette suite apparait sous diverses formes
dans la nature, par exemple dans la phyllotaxie des graines de tournesol (voir le dessin
de la couverture par Turing) : en comptant dans le sens des aiguilles d’une montre,
on dénombre 21 spirales; dans le sens inverse, 34 spirales. Dans cet exemple et dans
beaucoup d’autres cas (par exemple avec I’ananas ou les paquerettes) les nombres de
ces deux formes de spirales sont toujours deux nombres de Fibonacci consécutifs (voir
aussi les exercices 2.5.1 et 2.5.2).

Dans le cas général, on dit qu’une fonction f est définie par récursion & partir de
deux fonctions g et h quand sa valeur initiale f(0) est donnée en utilisant g et que
pour tout n, f(n+1) est calculée en utilisant h et des valeurs précédentes de f. L’idée
principale de la récursion est que si 'on peut calculer g et h, alors on peut calculer f.
La récursion est donc un moyen de définir de nouvelles fonctions calculables & partir
d’autres fonctions.

Définition 2.2.1 (Récursion primitive, Dedekind [3]) Une fonction f est définie a
partir des fonctions g et h par récursion primitive si

Dans cette définition, f(n-+1) est définie en fonction de la valeur précédente f(n). Une
forme plus générale de récursion, ou f(n+ 1) est définie en fonction de f(0),..., f(n),
est traitée dans I'exercice 2.5.9.

Définition 2.2.2 (Fonctions récursives primitives, Godel [7]) La classe des fonctions
récursives primitives est la plus petite classe de fonctions qui
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1. contient les fonctions initiales

O = Xz.0  (fonction constante zéro)
S=Xrx+1 (fonction successeur)
wfl = AL1,...,Tn.T; 1 < i <mn, (fonctions de projection)

2. est close par composition, c¢’est-a-dire le schéma défini par

f(f) = h(gl(f)a s 7gn(f))

pour des fonctions récursives primitives h et g;

3. est close par récursion primitive.

Par exemple, Grassmann a donné en 1861 des définitions récursives pour l'addition
usuelle + et la multiplication - :

On remarquera que la premiére récursion réduit la définition de + a la seule utilisation
de la fonction initiale S et que la seconde réduit la multiplication & ’addition. Pour
une preuve formelle que + et - sont récursives primitives, voir 'exercice 2.5.3.

2.2.2 Fonctions récursives

La construction de la définition 2.2.2 montre bien que toute fonction récursive
primitive est totale. Ce qui suit est un argument informel montrant qu’il est essentiel
de considérer aussi les fonctions partielles.

Dans toutes les formalisations de la notion d’algorithme, un algorithme sera syn-
thétiquement défini par un ensemble fini de symboles. De ce point de vue, toute
fonction calculable sera un objet fini. La théorie nous aménera a reconnaitre et effec-
tivement manipuler ces objets, il est donc naturel de se donner un moyen de lister
toutes les fonctions calculables en énumeérant leurs algorithmes. 11 doit exister une
fonction calculable f telle que f(n) est un code pour le n-iéme algorithme, qui calcule
la n-iéme fonction calculable fi,.

Supposons maintenant que nous ne considérions que les fonctions totales. La fonc-
tion F' = An.f,(n) + 1 serait donc une fonction calculable, mettons la m-iéme. On a
alors

F(m) = fm(m) # fim(m) +1 = F(m),

ce qui constitue une contradiction. Cette contradiction est due au fait que nous avons
supposé que la valeur f,,(m) était toujours définie. Cette supposition n’est plus obli-
gatoire dés lors que nous incluons les fonctions partielles dans notre théorie.

Cet argument suggére que la classe des fonctions récursives primitives n’est pas as-
sez grande pour contenir toutes les fonctions intuitivement calculables. Nous ajoutons
donc un nouvel opérateur & notre ensemble d’outil : 'opérateur pu.

Pour un prédicat R,

(un) [R(Z,n))
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correspond au plus petit nombre n tel que R(Z,n) soit vrai. Si un tel n n’existe pas,
alors (un)[R(Z,n)] n’est pas défini. En fait, Vopérateur p nous permet de chercher
certaines valeurs et comme cette recherche peut étre non bornée, 'opérateur p nous
fait sortir du domaine des fonctions totales.

Définition 2.2.3 (Fonctions récursives, Kleene [10]) La classe des fonctions partielles
récursives est la plus petite classe de fonctions qui

1. contient les fonctions initiales,
2. est close par composition et récursion primitive,

3. est close par le schéma de p-récursion, c’est-a-dire le schéma qui défini la fonction
partielle

0(@) = (uy) [(Vz < Y)[W(T, 2) L] A (T, y) = 0]
a partir d’une fonction partielle récursive .

Une fonction récursive (générale) est une fonction partielle récursive qui s’avére étre
totale.

Remarquons que dans le schéma de p-récursion, l'opérateur p recherche le plus petit y
tel que (&, y) = 0, mais il ne peut pas « sauter » au dessus de valeurs non définies de
1 & cause de la premiére clause. Cela correspond a l'intuition du fait que la recherche
d’un tel y est effectuée en rejetant les valeurs de z pour lesquelles ¥ (&, z) # 0. De plus,
comme nous le verrons plus tard, il est indécidable de savoir si une fonction converge,
donc supprimer la premiére clause créerait une classe de fonctions trop importante
(voir aussi I’exercice 2.5.17). Dans la suite, cette clause sera implicite et ’emploi de
I'opérateur p la sous-entendra.

On peut aisément voir que la classe des fonctions partielles récursives étend stric-
tement celle des fonctions récursives primitives, puisqu’elle contient des fonctions par-
tielles. Cela étant, 'ajout de lopérateur p permet aussi la définition de nouvelles
fonctions totales. Des exemples seront simples a construire (voir exercice 2.5.12) une
fois que nous aurons abordé les méthodes d’arithmétisation. Cette méthode nous per-
mettra aussi de formaliser la remarque faite en début de section en donnant une
preuve que les fonctions partielles récursives peuvent étre effectivement énumeérées, au
contraire des fonctions récursives totales.

2.3 Machines de Turing

Dans cette section nous considérons une formalisation complétement différente de
la notion d’algorithme : les machines de Turing [29]. Au lieu de construire des fonctions
de maniére inductive & partir d’autres fonctions, comme dans la définition des fonctions
récursives, cette approche s’intéresse 4 savoir ce que « calculer une fonction » signifie,
en utilisant une machine idéalisée. Intuitivement, on imagine un ruban de longueur
non bornée que ’on considérera arbitrairement infini & droite. Ce ruban est composé
de cases en quantité dénombrable qui contiennent ou bien un ‘1’ (« baton ») ou bien
un blanc, ¢’est-a-dire rien. On imagine ensuite que la manipulation de ces symboles est
entiérement dictée par un ensemble de régles ou programme. L’opération élémentaire
que 'on peut effectuer aprés la lecture d’une case est de changer son contenu et de
se déplacer d'une case & gauche ou a droite. Cette opération dépend seulement du
contenu de la case lue et de [’état courant du programme. Cette suite d’actions que
I’on effectue peut aussi bien se terminer ou non. Si 'exécution se termine, on dit
que l'on a terminé un calcul, et 'on peut considérer le contenu du ruban comme le



2.3. Machines de Turing 7

résultat. Pour représenter I'intuition que ces calculs doivent étre de complexité limitée,
on contraint que 'ensemble des états doit étre fini. Bien entendu, plutdt que de faire
avancer les étapes de calcul nous-mémes, on peut imaginer un appareil qui le fait
de maniére automatique. On arrive ainsi & I'image d’une machine de Turing de la
figure 2.1.

programie

FiG. 2.1 — Une machine de Turing

De maniére plus formelle, les instructions d’un programme de machine de Turing sont
des quintuples

(@, z, g5, y, X),

ou ¢; et gj sont pris dans un ensemble fini Q) d’états, x et y sont ou 1 ou B (pour
« blanc »), et X € {<,>}. Cette instruction signifie que si la machine est dans 1’état
q; et qu’elle lit une case dont le contenu est x, ce contenu est changé en y; la machine
passe alors dans 1’état g; et la téte de lecture est déplacée d’'une case dans la direction
X. Une machine de Turing est un ensemble d’instructions décidant que faire dans
toutes les situations possibles dans lesquelles la machine peut étre. Elle peut donc
étre définie comme une fonction

M:Qx{1,B} - Q x{1,B} x{q,>}.

Par convention, si la téte de lecture de la machine est sur la case la plus a gauche et
recoit I'instruction de se déplacer & gauche, le calcul est indéfini. De plus, on considére
que 'ensemble @ contient deux états distingués : un état initial qo et un état final q;.
La machine démarre en étant dans ’état g et elle s’arréte dés qu’elle atteint I’état .

Les machines de Turing peuvent étre vues comme des ordinateurs idéalisés, avec
des ressources en temps et en espace illimitées. Pour continuer le paralléle avec I’infor-
matique, ce que nous appelons ici une « machine » est un programie, et le ruban et la
téte de lecture sont le matériel (hardware). De plus, une machine de Turing étant un
ensemble fini d’instructions, elle peut étre représentée par un diagramme d’états fini.
Enfin, le ruban peut étre vu comme une mémoire externe illimitée. Pour modéliser
les ordinateurs d’une facon plus réaliste, il est possible d’ajouter des contraintes en
temps et espace : cela conduit & une branche plus jeune de la théorie de la calculabi-
lité appelée la théorie de la complexité. Nous n’abordons pas les nombreux résultats
et questions de ce domaine, mais nous renvoyons le lecteur & Odifreddi [18] pour plus
d’informations et de références.

Définition 2.3.1 Une fonction partielle n-aire @ est partielle calculable sl existe une
machine de Turing M qui la calcule. Autrement dit, supposons que pour x1,...,Z,
on ait la configuration initiale suivante :
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:L‘l :1:‘2 o :L’n
t

ol une case contenant x; signifie en fait x; + 1 cases consécutives contenant des 1
(c’est la représentation dite pointée de x;), ou les autres cases sont blanches et ou la
téte de lecture est sur la case la plus & gauche. La fonction ¢ est partielle calculable
si 'on obtient par exécution de la machine (donc par applications successives de sa
fonction de transition en partant de ’état go) aprés un nombre fini d’étapes, l'arrét
dans Iétat final g avec la configuration suivante :

(21, ..., Tp)

La téte de lecture est alors positionnée n’importe o, ¢(x1,...,2z,) est en représen-
tation pointée, et I’on ne considére pas ce qu’il y a aprés la case blanche suivant
o(z1,...,Ty), ces cases pouvant contenir des résidus du calcul. De plus, pour tout
x1,...,%y tels que o(z1,...,2,) T, la machine M ne s’arréte pas.

Une fonction est calculable si elle est partielle calculable et totale. Un ensemble A
est calculable si sa fonction caractéristique x 4 est calculable.

Il doit étre remarqué que cette définition est trés solide et permet beaucoup de varia-
tions ne changeant pas son sens profond. Par exemple, le ruban est souvent vu comme
étant infini & gauche et & droite, la téte de lecture comme pouvant rester au méme
endroit aprés une instruction, ou la machine comme disposant de plusieurs rubans,
etc. Il est aussi tout a fait possible de considérer des alphabets plus grand que {1, B}.
1l sera d’ailleurs évident aprés avoir vu les techniques de codage de la section 2.4 que
n’importe quel alphabet fini peut étre codé avec deux symboles, ce n’est donc pas une
limitation.

Le lecteur devra se familiariser avec les machines de Turing en les manipulant
quelque peu. Une approche pas & pas montrera que les fonctions simples sont calcu-
lables, et qu’a partir de celles-ci, on peut construire des fonctions plus compliquées,
comme cela avait été fait avec les fonctions récursives.

Exemple 2.3.2 Le programme suivant calcule la fonction constante 0. Il suffit, quel-
que soit l'entrée sur le ruban, d’écrire 1 (la représentation pointée de 0) dans la case
la plus & gauche et un blanc sur la seconde case, puis s’arréter. Comme la machine
démarre par convention sur la cellule la plus & gauche, le programme est le suivant :

o 1 ¢ 1 > se déplacer d’une case & droite
@ 1 ¢ B <« g’'il y a un 1, le remplacer par un blanc et s’arréter
@1 B qr B < s’il y a un blanc, s’arréter.

Il faut remarquer que cette description n’est que partielle : seules les instructions
réellement utilisées sont listées. Formellement, le programme devrait aussi donner des
instructions pour les autres combinaisons d’états et de valeurs de case, mais comme
elles n’interviendrons pas, on ne les écrit pas. O

Exemple 2.3.3 Le programme suivant calcule la fonction successeur. 11 lit simple-
ment ’entrée jusqu’a arriver & un blanc, le remplace par un 1 et s’arréte :

o 1 ¢ 1 > se déplacer a droite tant qu’il y a des 1
@0 B q 1 < §’il y a un blanc, le remplacer par un 1 et s’arréter. O
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Exemple 2.3.4 Le programme suivant recopie son entrée. Ce genre de routine est
utile pour construire des programmes plus importants.

o 1 ¢ B > changer le 1 initial en un B, se déplacer & droite
aq 1 ¢ 1 > continuer & droite

@1 B ¢ B > jusqu’au prochain blanc,

@ 1 ¢ 1 > continuer & droite

g B ¢ 1 <« jusqu’au deuxiéme blanc, le changer en 1 et aller & gauche
g 1 g 1 « revenir

g3 B g B <« au blanc précédent

g 1 q@u 1 < continuer & gauche

g B ¢ 1 > jusqu’au premier blanc et le changer en 1

9 B q B > si on était a coté du second blanc, s’arréter

g 1 ¢1 B > sinon, changer le 1 en B et répéter.

A la premiére instruction, le 1 initial (qui existe toujours) est effacé pour permettre
un retour au début de la bande et nous éviter d’en sortir (voir la convention prise
page 7). O

Le résultat suivant donne la mesure du pouvoir expressif des machines de Turing :

Théoréme 2.3.5 (Turing [29]) Toute fonction partielle récursive est partielle calcu-
lable.

Preuve. La preuve est faite par induction sur la définition des fonctions récursives.
Il suffit de montrer que les fonctions initiales sont calculables et que la composition,
la récursion primitive et le schéma de p-récursion peuvent tous étre simulés sur une
machine de Turing. Pour faciliter I'induction, on va montrer une version légérement
plus forte du théoréme : toute fonction partielle récursive ¢ peut étre calculée d’une
fagon dite soigneuse, c’est-a-dire que pour chaque calcul tel que (%) |, la machine
s’arréte dans la configuration

Y(Z) T

ﬁ
avec ¥ (&) et & en notation pointée et la téte de lecture sur la case la plus & gauche de
Z. L’avantage des calculs soigneux est qu’ils préservent 'entrée et laissent la téte de
lecture & une place connue, ce qui facilite la fusion de programmes.

Nous laissons au lecteur (exercice 2.5.7) lécriture de programmes soigneux pour
les fonctions initiales (ce seront des programmes bien plus imposants que ceux des
exemples 2.3.2 et 2.3.3). Le programme de I'exemple 2.3.4 est une machine soigneuse
pour la fonction projection 7f = \z.z.

Nous donnons ci-dessous une description informelle des cas de la composition, de
la récursion primitive et du schéma de p-récursion. Le lecteur est invité a compléter
la preuve.

Composition. Supposons que ¢ est définie par ¢(Z) = x(¢Y1(%),...,¥n(F)). Par
hypotheése d’induction, x et les ¥; peuvent étre calculées par des machines soigneuses.
Sur lentrée &, on applique une machine soigneuse pour ;. Cela nous donne une
sortie qui nous permet d’appliquer immeédiatement une machine soigneuse pour g,
et ainsi de suite jusqu’a v,. La sortie finale est alors z1,..., 2y, Z, ou z; = ¥;(¥). La
conservation finale de & est faite en 1’échangeant avec les z1,..., 2, et en déplagant
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la téte de lecture sur la case de z; la plus & gauche. On applique alors une machine

soigneuse pour x. Le ruban contient alors &, x(z1,...,2n), 21, ., 2n. Finalement, il

suffit de supprimer les z; et de replacer & pour s’arréter avec x (21, ..., 2n), T.
Récursion primitive. Supposons que ¢ soit définie par

P(Z,0) = P(T)
o(@n+1) = x(p(@n), & n).

En se donnant Z,n, on utilise n comme compteur décroissant vers 0. Sur l'entrée
Z,n, on modifie le ruban pour obtenir n,Z, m ot m est initialement & 0 (toujours en
notation pointée). On applique alors une machine soigneuse pour v afin d’obtenir la
configuration n, (%), Z,0. Ensuite, si n = 0, on agence le ruban pour qu’il contienne
Y(Z),Z,0 et Von garréte. Si n > 0, alors on décrémente n et incrémente m de un. On
déplace ensuite la téte de lecture sur la bonne position pour exécuter une machine soi-
gneuse pour X et obtenir la sortie n, x(¢(Z,m), Z, m), o(Z, m),Z, m. Selon la nouvelle
valeur de n, si n = 0 alors m est égal 4 la valeur initiale de n, on peut donc effacer n et
©(Z,m) et déplacer le reste vers la gauche pour s’arréter avec x(p(Z,m), &, m), &, m.
Si n > 0, on efface (&, m) et 'on répete la procédure.

Schéma de p-récursion. Supposons que p(Z) = py(Y(&,y) = 0). Sur 'entrée &,
on écrit sur le ruban Z,n, ot n vaut initialement 0. On applique ensuite une machine
soigneuse pour ¥ pour obtenir une configuration 1 (Z, n), &, n. On vérifie si (&, n) = 0.
Si c’est le cas, on peut s’arréter avec la valeur &, n. sinon, on efface ¥(Z,n), déplace
Z,n a 'extréme gauche, incrémente n et 'on répéte la procédure. O

2.4 Arithmeétisation

L’arithmétisation est I’établissement d’une correspondance entre un langage donné
et le langage de 'arithmétique, de maniére & ce que les propositions faites dans le
langage initial soient transformées en propositions sur les nombres naturels. Cette
méthode était déja envisagée par Leibniz [13], mais, encore une fois, elle fut mise en
ceuvre par Godel [7]. Dans cette section, nous utilisons I’arithmétisation pour prouver
un théoréme de forme normale pour les fonctions partielles récursives et prouver la
réciproque du théoréme 2.3.5.

2.4.1 Fonctions de codage

Nous commencons par donner un codage du plan w?. La méthode employée est un
simple parcours en zigzag de I’ensemble :

(0,3)
(0,2)
\
(0, 1\( (2,1)
AN ™~
(0,0) (2,0) (3,0)

Ce comptage des paires est exprimé par la fonction de jumelage \x,y.(x,y) de w?
dans w définie par

(a:,y):%((x+y—|—1)2—(:v—|—y+1))+$:%<(:E+y)2—|—31:+y>.
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Nous désirons maintenant un mécanisme de codage pour des suites de tailles arbitraires

Z1,...,ZTn. 1l est tout & fait possible d’utiliser la fonction de jumelage plusieurs fois,
mais nous prendrons plutét un codage utilisant les nombres premiers pg, p1, ... (voir
exercice 2.5.4). On définit le codage pour la suite z1,...,z, comme étant

ro+1 . r1+1 . Tn+1

<$07~-7xn>:p0 pl Pn

Le code ainsi défini n’est pas surjectif, mais cela n’a pas d’importance. Pour faciliter
la manipulation de ces codes, on définit quelques fonctions et relations auxiliaires :

— La fonction exp(z,p;) donne 'exposant de p; dans la décomposition en facteur
premier de x (voir exercice 2.5.5).

— (x); = exp(z,pi) ~ 1, qui donne le i+ 1-iéme élément z; de la suite dont le code
est x, avec — la soustraction tronquée définie a ’exercice 2.5.4. Cette fonction
est définie méme si x n’est pas le code d’une suite.

— La longueur d’une suite x est définie par

Ing(z) = max {n <z : Ym < n. ezp(z, pm) > 0}.

~ Seq(z) <= (Vi < z)[ezp(x,p;) > 0 — i < Ing(x)]. Tout z tel que Seg(x) est un
code de suite.

2.4.2 Le théoréme de forme normale

Nous donnons ici un premier exemple d’arithmétisation : le codage des fonctions
partielles récursives dans l'arithmétique. Cela conduira & plusieurs théorémes trés
utiles sur les fonctions récursives.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de forme normale, Kleene [10]) Il exziste une fonction
récursive primitive U et des relations récursives primitives Ty, n > 1, telles que pour
toute fonction partielle récursive @, il existe un nombre e (appelé code de @) tel que

So(xlv s 7xn) = U(,UJyTn(ea'rla s >$nay))'

Preuve. L’idée principale est de coder les calculs par des nombres en utilisant le codage
des suites vu a la section précédente. Le prédicat Ty (e, x1,...,2Zn,y) signifiera alors
que y est un calcul de la fonction dont le code est e sur les arguments z1,...,x,. La
recherche pyT, (e, z1,...,xy,,y) retournera ensuite un de ces calculs valides et U ex-
traira les composantes du résultat réel. La conception du codage n’est en rien difficile,
mais c’est une quantité de travail conséquente. Cela étant, c’est un exercice qui doit
étre fait au moins une fois.
Codage des fonctions partielles récursives. On associe de maniére inductive des nom-
bres aux fonctions partielles récursives, en reprenant leur définition :
— (0) correspond a O.
- (1) as.
~ (2,n,i) a 7.
- (3,a1,...,an,b) & (%) = x(1(Z), ..., ¢Yn(Z)), o0t a1,...,an et b correspondent
respectivement & 11, ..., ¥, et x.
~ (4,a,b) & p(&,y) définie par récursion primitive a partir de 1 et x, ot a et b
correspondent respectivement & ¢ et x.
— (5,a) & (%) = py(Y(#,y) = 0), ou a correspond a .
Arbres de calcul. Dans un tel arbre, chaque nceud représente une étape de calcul
de la maniére suivante :
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— Aux feuilles sont écrits les calculs effectués par les fonctions initiales. Ces étapes
sont donc de la forme p(z) =0, p(z) =z + 1 ou p(z1,...,2Tn) = ;.

— Composition : si ¢(Z) = x(¥1(Z), ..., 1¥n(Z)) alors le neeud ¢(¥) =z alesn+1
prédécesseurs

V1(Z) = 2z1, . Un(Z) = 2z, x(21,...,20) = 2.

~ Récursion primitive : si ¢(Z,y) est définie par récursion primitive a partir de
¥ et x, alors le nceud ¢(Z,0) = 2z a pour prédécesseur ¥ (Z) = z, et le neeud
©(Z,y + 1) = z a pour prédécesseurs ¢(Z,y) = 21 et x(21,Z,y) = 2.

— Schéma de p-récursion : si (%) = py(Y(Z,y) = 0) alors le nceud ¢(7) = z a
pour prédécesseurs

Lb(f,()) = to, e ,w(a_:',z — 1) = tzfl, w(f, Z) =

ol les ¢; sont tous différents de 0.

Codage des arbres de calcul. Les noeuds de 'arbre de calcul sont donc tous de la
forme ¢(Z) = z. On les code avec des nombres (e, (x1,...,2p),2) ou e est un code
pour ¢. On assigne alors des codes aux arbres de maniére inductive. Chaque arbre T se
compose d’'un neeud v avec un nombre fini (possiblement nul) d’arbres prédécesseurs
T;, © = 1...m. Si les sous-arbres 7T; ont recu les codes ﬁ, on donne & T le code
T=(v,Th,...,Tn).

La propriété d’étre un arbre de calcul est récursive primitive. On montre qu’il
existe un prédicat récursif primitif T'(y) qui exprime le fait que y est un code d’arbre
de calcul. On utilise pour cela les fonctions de décodage (x); de la section 2.4.1. Pour
simplifier les notations, on écrira (x); ;1 au lieu de (((););)x. Soit y un code d’arbre
de calcul, on a y = (v,ﬁ,...,fm>, et donc

(y)l - <€, <£C1, ,xn>,z>
(Yhp =e

(y)1,2 = <.131, 7In>
Yz = z

@)it1 =T

()

= code d’un nceud de ﬁ

On exprime T'(y) en fonction d’un nombre de plus petits blocs. Tout d’abord, soit

A(y) <= Seq(y) A Seq((y)1) A lng((y)1) = 3 A Seq((y)1,1) A Seq((y)1,2)-

Ensuite, on définit les prédicats récursifs primitifs B, C, D et F correspondant respec-
tivement aux cas des fonctions initiales, de la composition, de la récursion primitive
et du schéma de p-récursion. On n’écrira que le prédicat B, les autres étant & traiter
dans I’exercice 2.5.8. Pour les fonctions initiales, il y a trois possibilités pour v = (y); :

{{0), (), 0)
(1), (), +1)
<<2,7’L, Z)a <$1, s ,.’L'n>,$i>-
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On définit donc

B(y) < Ingly)=1A

1< (113 < (Wi12 A Wiz = ((W)1.2) )., 13”

On peut définir de maniére équivalente C(y) comme étant le prédicat récursif primitif
exprimant que y est un code d’un arbre dont le nceud v est un calcul défini par
composition des calculs des arbres prédécesseurs. Donc Ing((y)11) > 3, (y)1,1.1 = 3,
et ainsi de suite. De méme, on peut définir D(y) exprimant la méme chose pour
le cas de la récursion primitive et E(y) pour le cas du schéma de p-récursion (voir
exercice 2.5.8).

Ayant traité ’ensemble des cas, on peut définir de maniére inductive

T(y) <= A(y)A[B(y)VC(y)VD(y)V E(y)] A
[Ing(y) > 1 — (Vi)a<i<ing) T (¥):)]-

Le prédicat T est récursif primitif car il est défini en n’utilisant que des fonctions

récursives primitives appliquées a des valeurs précédemment calculées (et on a toujours

(y)i < y). Seul le schéma d’induction compléte de l'exercice 2.5.9 a donc été utilisé.
Définition de T, et de U. On définit finalement pour chaque n > 1,

To(es 1, o, y) <= T(Y) A (Y1 =eA Y2 = (1,...,2n)
et
Uy) = (¥)1,3-

1l est immédiat de voir que T}, et U sont récursifs primitifs. Vérifions la validité de ces
fonctions : soit ¢ une fonction partielle récursive n-aire. On peut trouver un code de

¢, mettons e. Pour tout x1,...,2,, @(x1,...,2y,) | si et seulement §'il existe un arbre
de calcul pour ¢(z1,...,x,). La valeur de ¢(z1, ..., x,) est extraite par U, on a donc
bien

o1, ..., xn) = U(,uyTn(e,wl, e ,mn,y)).
pour tout z1,...,%y. O

Le théoréme 2.4.1 montre en particulier que toute fonction partielle récursive peut
étre définie avec une seule utilisation de 'opérateur pu.

2.4.3 L’équivalence fondamentale et la thése de Church

Théoréme 2.4.2 (Turing) Toute fonction partielle calculable est partielle récursive.

Preuve. Une fois de plus, ceci est prouvé par arithmeétisation. Au lieu de coder les
calculs des fonctions partielles récursives comme dans la preuve du théoréme 2.4.1, on
doit maintenant coder les calculs d’une machine de Turing. Ici aussi, cela peut étre
fait en utilisant des fonctions de codage récursives primitives. Aprés avoir vu la preuve
du théoréme 2.4.1, le lecteur devrait avoir une idée assez précise du mode opératoire.
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Comme précédemment, un prédicat récursif primitif 7), et une fonction d’extraction

U peuvent étre définis avec un sens similaire. On définit alors T, (e, z1,...,Zyn,y) qui
signifie que y correspond & un calcul de machine de Turing de code e sur 'entrée
Z1,-...,%n. Nous laissons au lecteur le soin de mener cette preuve. O

En combinant les théorémes 2.3.5 et 2.4.2 on obtient I’équivalence fondamentale sui-
vante :

Théoréme 2.4.3 Une fonction est partielle calculable si et seulement si elle est par-
tielle récursive.

Aprés avoir vu cette équivalence et insisté sur le fait qu’il existe beaucoup d’autres
formalisations équivalentes, on peut étre plus informel dans les descriptions des al-
gorithmes, puisque l'écriture exacte n’est généralement pas utile. Parmi les autres
formalisations de la notion d’algorithme, on peut citer la définissabilité finie, la repré-
sentabilité dans certains systémes formels (voir théoréme 7.1.4), étre calculable par un
programme « tant que », la A-définissabilité, la calculabilité sur machines a registres et
les grammaires formelles (voir Odifreddi [17| pour plus de détails). On peut montrer
que toutes ces formalisations sont équivalentes en utilisant une méthode d’arithmeé-
tisation. Ces équivalences sont habituellement percues comme des indications que la
notion informelle d’algorithme est bien formalisée par n’importe laquelle de ces mé-
thodes.

Theése de Church Toute fonction algorithmiquement calculable (au sens intuitif)
est calculable (au sens de Turing).

Cette these n’est en aucun cas un théoréme, puisqu’elle n’a pas d’écriture formelle
et ne peut donc pas étre prouvée. Il s’agit plutét d’'une proposition exprimant une
certaine confiance dans la solidité de la théorie.

Le théoréme 2.4.3 nous permet d’utiliser indifféremment les termes « récursif »
et « calculable » (sur machine de Turing). L’usage moderne anglais est de préférer le
terme « computable », au contraire de 'usage frangais, que nous suivrons, qui est de
parler de fonctions récursives.

Définition 2.4.4 Soient U et T, comme dans le théoréme de forme normale 2.4.1.

1. P, aussi notée {e}", est la e-iéme fonction partielle récursive n-aire :

Yo = U(,uyTn(e,:cl, .. .,xn,y)).

Pour ’arité n = 1 on supprime généralement le n et l'on écrit simplement ¢, et
{e}. On omet aussi souvent le n si arité des fonctions est claire dans le contexte.

2. ¢f s, aussi notée {e}y, est lapprozimation finie a s étapes de @ :

n o PRE) st By < s)[Tale,x1,. .o 20, 9)],
Spe,s(x) - .
T sinon.

On peut désormais clarifier et préciser la discussion faite au début de la section 2.2.2.

Théoréme 2.4.5 (Théoréme d’énumération) L’ensemble des fonctions partielles ré-
cursives peut effectivement étre énuméré :

1. Pour tout n et e, @l est une fonction partielle récursive n-aire.
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2. Pour toute fonction partielle récursive n-aire o il existe un code e tel que ¢ = 7.

3. Il existe une fonction partielle récursive n + 1-aire ¢ telle que pour tout e et T,
p(e, T) = ¢¢ ().

Preuve. Le dernier point découle du théoréme de forme normale 2.4.1 : on définit
simplement p(e, Z) = U (uy Ty (e, Z,y)). O

Le théoréme d’énumération aborde un aspect trés important de notre sujet : le double
role que jouent les nombres. D’un c6té, un nombre peut étre I’entrée d’une fonction,
d’un autre c6té, un nombre peut étre le code d'une fonction. La frontiére entre les
fonctions et les entrées de fonctions est rendue floue, ce qui ouvre la possibilité de
I’autoréférence : un nombre peut étre appliqué & lui-méme. On gardera ce fait en téte,
car il aura des conséquences importantes un peu plus loin.

Lemme 2.4.6 (Lemme de remplissage) A partir d’un code e d’une fonction partielle
récurstve p, on peut énumérer une infinité de code pour ¢.

Preuve. On peut en effet ajouter des régles factices au programme décrit par e ; régles
qui ne changent pas le comportement de la fonction mais qui augmenteront la valeur
du code. O

Le théoréme suivant donne un moyen de faire passer une partie des arguments d’une
fonction dans son programme.

Théoréme 2.4.7 (Théoréme S-m-n) Pour tout m et n il existe une fonction primitive
récursive m + l-aire injective S;* telle que

{S7(e,x1, ...y xm) Y1, -y yn) = {eH (@1, o s Ty YLy oy Yn)-

Preuve. On utilise I’arithmétisation des fonctions partielles récursives de la preuve du
théoréme 2.4.1. On remarque qu’il existe une fonction récursive primitive f qui, sur
une entrée ¢, renvoie un code pour Ayj ... yy.c. (voir exercice 2.5.4). On définit donc

Syt(e, Ty ..., Ty) = <3,f(:v1),...,f(xm), (2,n,1>,...,<2,n,n>,e>.

A partir du codage de la preuve du théoréme 2.4.1 on voit qu’il s’agit d’un code de

la composition de la fonction Azy...2py1...Yn{e} (@1, ., Tm,y1,. .., Yn) avec les
fonctions Ay ...yn.xi, pour ¢ = 1...m, et ), = Ay1...yn.yj, pour j = 1...n. 1l
est clair que cette composition est une fonction d’arguments yi,...,y, qui calcule
{e} (@1, s T, Y1y oy Yn)- ]

2.4.4 Codage canonique des ensembles finis

Il sera souvent utile de se référer aux ensembles finis d’une maniére canonique.
Pour ce faire, on définit un codage canonique comme suit : si A = {x1,...,2,} on
affecte & A le code e = 2%t + ... + 2%, On écrit alors A = D, et appelle e le code
canonique de A. Par convention, on pose Dy = ().

Il faut remarquer que ce codage est différent du codage des suites finies de la
section 2.4.1. La principale différence est que, dans une suite, 'ordre des éléments
et leurs multiplicités importent, tandis que ce n’est pas le cas dans un ensemble. De
plus, si 'on écrit le code canonique e en binaire, on peut 'interpréter comme la chaine
caractéristique de D,. Ce codage est donc cohérent avec notre convention d’identifier
les ensembles avec leurs fonctions caractéristiques, comme précisé & la section 1.1.
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Fibonacci découvrit la suite qui porte son nom en considérant le
probléme suivant. Supposons qu'une paire de lapins nouveau-nés prennent un mois
pour étre matures, et que chaque paire mature de lapins produit chaque mois une
nouvelle paire. En partant d’une paire de lapins nouveau-nés, combien y aura-t-il de
paires aprés n mois ?

Exercice 2.5.2 Soit F(n) le n-iéme nombre de Fibonacci. Soit

n+1 n+1
o= (7)) (7))

1. Exprimez G(n) en fonction des solutions de I’équation 2% = x + 1.

o N . 5
2. Utilisez la premiére question pour montrer que %G(n) = F(n).

Exercice 2.5.3 Montrez avec rigueur en utilisant la définition 2.2.2 que I'addition +
et la multiplication - sont récursives primitives.

Exercice 2.5.4 Montrez que les fonctions suivantes sont toutes récursives primitives.

1. Les fonctions constantes : pour toute arité n et toute constante ¢ € w, la fonction
AL ...Zp.C.

2. La fonction de signe :

1 siz>0,
) =10 sz=0

3. La distinction de cas :

r siz=0,

cases(x,y, z) = {

y siz>0.

4. La soustraction limitée : x —~ y, qui prend la valeur 0 si y > z et = — y sinon.
Indice : définissez d’abord la fonction prédécesseur

pd(0)
pd(z + 1)

0
T.

5. La fonction caractéristique y= de la relation d’égalité.

6. Les sommes bornées : & partir d’une fonction récursive primitive Zy).
) )
y<z

7. Les produits bornés : a partir d’une fonction récursive primitive f, H f(@y).
y<z

8. La recherche bornée : a partir d’une fonction récursive primitive f, la fonction
py < z(f(Z,y) = 0) qui renvoie le plus petit y < z tel que f(Z,y) =0, ou 0 si
un tel y n’existe pas.

9. Le maximum borné : & partir d’un prédicat récursif primitif R, la fonction
max R(z,y).
Ty

10. Les quantifications bornées : & partir d’une relation récursive primitive R, les
relations P(z) = Jy <z R(y) et Q(z) = Vy <z R(y).
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11. La division : la relation x|y, x divise y.

12. Les nombres premiers : la fonction n +— p,, ol p, est le n-iéme nombre premier,
commencant par py = 2.

Exercice 2.5.5 Montrez que la fonction ezp(y, k) de la page 11 qui donne I'exposant
de k dans la décomposition de y est récursive primitive.

Exercice 2.5.6 (Concaténation de chaine) Montrez qu’il existe une opération récur-
sive primitive F' telle que pour toute suite o = (z1,...,2m) et 7= (y1,...,Yn),

F(o,7) =0 T ={(X1,.. ., Tm, Y1, -, Yn)-

Exercice 2.5.7 Terminez la preuve du théoréme 2.3.5. En particulier :
1. Donnez un programme soigneux pour la fonction constante O.
2. Donnez un programme soigneux pour la fonction successeur S.
3. Donnez un programme soigneux pour les fonctions de projection 7 .
4

. A partir de programmes soigneux pour les fonctions x, 1 et 19, donnez un
programme soigneux pour Ax.x (v (z), ¥ (x)).

5. A partir de programmes soigneux pour les fonctions 1 et x, donnez un pro-

gramme soigneux pour ¢(z,y) définie par récursion primitive a partir de 1 et x.

6. A partir d’un programme soigneux pour 1, donnez un programme soigneux pour
p(x) = py(P(z,y) = 0).

Exercice 2.5.8 Terminez la preuve du théoréme 2.4.1 en complétant les définitions
des prédicats récursifs primitifs C, D et E de la page 12.

Exercice 2.5.9 Le schéma d’induction compléte est

g
F@En+1) = h((f(Z,0),..., f(Z,n)),7,n).

Montrez, en utilisant un codage des suites, que si g et h sont récursives primitives,
alors f D'est aussi.

Exercice 2.5.10 (Récursion croisée) Soient fi et fo définies par

f1(0) = g1(0) f2(0) = g2(0)
filn+1) = hi(fi(n), fa(n),n)  faln+1) = ha(fi(n), fo(n), n).

Montrez que si g1, g2, h1, he sont toutes récursives primitives, alors fi et fo le sont
aussi. Indice : utilisez un codage des paires pour faire une seule fonction de f; et fa.

Exercice 2.5.11 (Péter) Montrez qu’il existe une fonction récursive qui énumeére
toutes les fonctions récursives primitives. C’est-a-dire, construisez une fonction récur-
sive Xe,z.f(e, x) telle que pour tout e, la fonction \x.f(e,z) est récursive primitive,
et que réciproquement, toute fonction récursive primitive est égale a \x.f(e, ) pour
un certain e.

Exercice 2.5.12 Montrez qu’il existe une fonction récursive (totale) qui n’est pas
récursive primitive. Indice : utilisez 'exercice 2.5.11 et la discussion du début de la
section 2.2.2.
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Exercice 2.5.13 La fonction busy beaver (castor affairé) bb(n) est définie par I’énoncé
suivant : a partir d’'un n, considérez toutes les machines de Turing avec un nombre
d’états < n qui sont définies sur 'entrée 0. Alors bb(n) est la sortie la plus grande de
toutes les machines. Montrez que bb n’est pas récursive.

Exercice 2.5.14 Soient g une fonction partielle récursive et R un prédicat récursif.
Montrez que la fonction

T sinon.

w($)_{g(x) si Iy R(z,y),

est partielle récursive (cette forme de définition, la définition par cas, sera utilisée tout
au long de ce document).

Exercice 2.5.15 Montrez ou réfutez que si f et g ne sont pas récursives, alors la
fonction An.f(n) + g(n) n’est pas récursive.

Exercice 2.5.16 Montrez qu’il existe une fonction f récursive (et méme primitive)
telle que pour tout n et x,

0 sizé€ Dy,

{f(n)}(x) = {

T sinon.

Exercice 2.5.17 Supposons l'existence d’un ensemble r.¢. non récursif A (un exemple
sera donné dans le chapitre suivant). On définit

Y(z,y) =0<= (y=0Az € A)Vvy=1

et
f@) = (py)[¢(z,y) = 0].
Montrez que
1. 9 est partielle récursive.
2. f(z) =0« =z € A.
3. f n’est pas partielle récursive.

Cet exercice montre que 'on ne peut pas simplifier le schéma de p-récursion de la
définition 2.2.3 avec ¢(z) = (uy) [ (z,y) = 0].



Chapitre 3

Ensembles récursits et récursivement
énumérables

3.1 Diagonalisation

La méthode de diagonalisation a été inventée par Cantor pour montrer que l’en-
semble des nombres réels, ou de maniére équivalente ’espace de Cantor 2¥, est indé-
nombrable. Cette méthode est d'une importance fondamentale dans toute la logique
mathématique. Un argument diagonal prend souvent la forme suivante. A partir d’une
liste dénombrable d’objets A;, i € w, on souhaite construire un nouvel objet A, dis-
tinct de tous les A;. L’objet A est construit par étapes, oul a la i-iéme on s’assure que
A # A;. Dans I'exemple de Cantor, les A; sont des listes d’éléments de 2, et & I'étape
i, le i-ieme élément de A est défini comme étant 1 — A;(7), assurant ainsi que A soit
différent de A;. I’ensemble A est alors appelé ensemble diagonal, car il est défini en
utilisant la diagonale de la matrice infinie {4;(j)}; jew. L’argument montre qu’aucune
liste dénombrable ne peut contenir tous les éléments de 2¢.

Un corollaire immeédiat du théoréme 2.4.1 est que ’ensemble des fonctions récur-
sives est dénombrable, puisqu’elles peuvent étre codées avec un ensemble dénombrable
de codes. A partir du fait que 2¥ est indénombrable, on infére immeédiatement qu’il
y a un nombre indénombrable de fonctions non récursives. L’argument informel jus-
tifiant les fonctions partielles du début de la section 2.2.2 était en fait notre premier
exemple de diagonalisation. La fonction F' = An.f,(n) + 1 définie alors est donc un
autre exemple d’objet construit par diagonalisation. Par ailleurs, les objets diagonaux
comme F' ont une saveur autoréférente puisque n se comporte comme un objet stan-
dard (en son role d’argument) et & un niveau méta (en tant que position du n-iéme
objet de la liste). Il nous a déja été donné de croiser ces autoréférences page 15, avec
le double role des nombres dans la théorie de la calculabilité. Dans ce chapitre, nous
développons la base de la théorie de la récursivité, ou du calculable, et des ensembles
récursivement énumérables. L’un des premiers résultats (théoréme 3.3.1) fera appa-
raitre les deux types d’autoréférence que nous avons vus.

3.2 Ensembles récursivement énumeérables

Un ensemble récursivement énumeérable est un ensemble dont les éléments peuvent
étre effectivement listés :

Définition 3.2.1 Un ensemble A est récursivement énumérable (r.€.) 8'il existe une
fonction f récursive telle que A = Img(f), ou Img(f) = {y : (32)[f(z) = y]} est

19
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l'image de f. Pour des raisons de cohérence, I’ensemble vide ) sera considéré comme
étant récursivement énumérable.

Les ensembles r.é. sont des analogues aux ensembles de Cantor dénombrables. Ils
peuvent aussi étre vus comme ’analogue pour les ensembles de la notion de fonction
partielle récursive, tout comme la notion d’ensemble récursif est ’analogue de la notion
de fonction récursive. Une part de 'intérét porté aux ensembles r.é. est due a leur
abondance en mathématiques et informatique. Par exemple, les ensembles suivants
sont r.é. :
— L’ensemble de tous les théorémes (codés par des entiers naturels) de n’importe
quel systéme formel doté d’un ensemble récursif d’axiomes.
— L’ensemble des équations diophantiennes qui ont une solution entiére.
— L’ensemble des mots qui peuvent étre produits & partir d’une grammaire formelle
(dans la théorie des langages formels).
Beaucoup d’autres exemples peuvent étre tirés de I'informatique, le plus connu étant
le suivant :

Définition 3.2.2 Le probléme de l’arrél est I’ensemble

H={(z,y): ex(y) | }.

Le probléme de l’arrét diagonal est I’ensemble

K= {:1: tpa(z) ] }

Le probléme de 'arrét est I’ensemble représentant le probléme de décider si un calcul
donné aboutit. On vérifie que les deux ensembles H et K sont en effet récursivement
énumérables. Soit m € H un élément fixé, H est alors l'image de la fonction récursive
suivante :

m sinon.

f(n) _ {<(n)o, (n)1) si w(n)o,(n)g((n)l)l,

Donc f sur 'entrée n = (x,y, s) vérifie que le calcul ¢.(y) converge en s étapes et,
si c’est le cas, retourne (x,y). On utilise m pour rendre f totale. Puisque pour tout
calcul convergent ¢, (y) il y a un s tel que ¢4 s(y) |, toute paire de la forme (z,y) sera
dans I'image de f.! Le fait que K soit lui aussi r.¢. s’obtient d’une maniére similaire.

Avant de continuer cette discussion, nous faisons quelques observations générales.
Dans un premier temps, posons des maniéres équivalentes de définir les ensembles
r.é. :

Théoréme 3.2.3 Pour tout ensemble A, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A estr.é.

é
)

(ii) A =1Img(p) pour une fonction partielle récursive .

(iii) A= Dom(p) = {:c sp(z) ] } pour une fonction partielle récursive .
)

(iv) A= {z:(Jy)[R(z,y)]} pour un prédicat récursif binaire R.

Preuve. (1)==-(ii). Clairement, si A est 'image d'une fonction totale récursive, c’est
aussi 'image d’une fonction partielle.

11 faut bien noter que f est totale. De fait, méme si ’entrée n n’est pas un code correct, f(n) est
définie car la fonction (x); est définie pour tout x et i, cf. exercice 2.5.5.
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(il)==(iii). Supposons que A = Img(y.). On définit la fonction partielle récursive 1
par

Wy) = {0 st Jx3s e s(x) = v,

T  sinon.

On a alors Img(¢) = Dom(7). On notera que cette forme de définition est autorisée
par I’exercice 2.5.14.

(iii)=>(iv). I suffit de remarquer que Dom(pe) = {z : (3s)[pe,s(x) |]} a la forme
requise.

(iv)=>(i). Soit A comme dans la propriété (iv) et supposons que A # ), et soit a € A.

On définit
Fm) = {(n)o st R((m)o, (n)1)
a sinon.
Alors f est totale et 'on a bien A = Img(f). O

Le théoréme 3.2.3 montre que 'on peut aussi définir les ensembles r.é. comme les
domaines de fonctions partielles récursives. Il est donc possible d’associer des codes
aux ensembles r.é. de maniére canonique comme cela a été fait pour les fonctions
partielles récursives :

Définition 3.2.4 On définit
W, = Dom(pe)

que 'on appellera le e-iéme ensemble r.é. Le nombre e est appelé un code r.é. ou plus
simplement un code de W,. On définit de la méme maniére

We,s = Dom(pe s).

On remarque que les ensembles W s sont des approximations finies de W, et que ’on
a We = Usew We,s- De plus, par définition de @5 il y a au plus un élément dans
We s41 — We s pour tout 5.2 Nous utiliserons ces faits implicitement dans la suite.

Rappelons la définition du probléme de l'arrét H = {(z,y) : ¢(y) | }. On re-
marque que pour toute paire (z,y) on a H((z,y)) = Wy(y). De ce point de vue, H
code les informations de tous les autres ensembles r.é. : il est donc appelé ensemble
universel.

Par définition, les ensembles r.é. sont les images des fonctions récursives. On peut
caractériser les ensembles récursifs de maniére équivalente :

Proposition 3.2.5 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A est récursif.

(ii) A=10 ou A=TImg(f) pour une fonction récursive f non décroissante.

Preuve. Supposons que A soit récursif et non vide. On définit f par

f(0) =pun.ne A

n+1 sint+1€A,
fln+1) = .

f(n) sinon.
Alors f est récursive et a pour image A.

Réciproquement, si f est récursive et non décroissante il y a deux cas :

20n se rappelle ici que s est une borne sur le calcul complet de {e}, incluant ’entrée. Ceci en
particulier pour les fonctions qui ne lisent pas leur entrée, telles que les fonctions constantes.
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Cas 1 : Img(f) est fini, donc Img(f) est bien évidemment récursif.

Cas 2 : Img(f) est infini. On a alors que n € Img(f) si et seulement si n = f(m),
ol m est le plus petit entier tel que f(m) > n. Un tel m existe toujours puisque
Iimage de f est infinie. Donc ici aussi Img(f) est récursif. O

La notion d’appartenance d'un ensemble r.é. A est asymétrique : si n € A, cela peut
étre vérifié en un nombre fini d’étapes, mais si n ¢ A on peut ne jamais s’en rendre
compte. Le résultat élémentaire suivant, dii & Post, montre en effet que les ensembles
r.6. sont d’une certaine maniére « & moitié récursifs ».

Proposition 3.2.6 Un ensemble A est récursif si et seulement si a la fois A et son
complémentaire A sont r.é.

Preuve. De maniére informelle, pour décider si z € A il suffit d’énumérer A et A jusqu’a
ce que x apparaisse dans I'un d’eux. Pour une preuve formelle, voir 'exercice 3.8.1. [J

3.3 Ensembles indécidables

Nous avons nommé récursif un ensemble A dont la fonction caractéristique xq
était récursive (définition 2.3.1). Sil'on est intéressé, pour un ensemble donné A, par
décider pour quels n on a n € A, on dira que A est un probleme de décision. Un
probléme de décision A qui est récursif sera dit décidable. On remarque que H est un
probléme de décision.

Théoréme 3.3.1 (Indécidabilité du probléme de arrét, Turing [29, p. 3|) H est
indécidable.

Preuve. Si H était décidable, alors K le serait aussi puisque x € K < (x,z) € H.
11 suffit donc de montrer que K est indécidable. Supposons que K est décidable, son
complémentaire K est donc décidable, et en particulier r.é., il existe donc un e tel que
K =W,. On a alors

e€ K <= gcle)| <= ec W, = ccK,
cecl étant bien une contradiction. O

Le théoréme 3.3.1 montre qu’il existe des ensembles r.é. qui ne sont pas récursifs. Cette
preuve de 'indécidabilité de K est un autre exemple de la méthode de diagonalisation.

Il est naturel de requérir d’'un ensemble de codes qu’il soit clos par équivalence
fonctionnelle de ces derniers :

Définition 3.3.2 Un ensemble A est appelé ensemble d’indices si
(Vd,e)[d € AN @e = @4 — e € A

Tous les ensembles de codes définis par des propriétés sur les fonctions (plutot que
par des codes) sont des ensembles d’indices. Par exemple, les ensembles suivants sont
tous des ensembles d’indices :

— Fin = {e : We est ﬁni}.

— Tot = {e : e est totale}.

— Rec = {e : We est récursif}.
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Ces exemples ont leur importance et nous aurons l'occasion de les traiter plus en
profondeur au chapitre 4.

Apres avoir vu que K était indécidable, il n’est pas surprenant que Fin, Tot et
Rec soient eux aussi indécidables, puisque décider si un certain e est membre de 'un
de ces ensembles semble plus difficile que de savoir seulement s’il converge pour une
entrée donnée. En fait, 'indécidabilité de ces ensembles découle d’un résultat bien
plus général : quasiment fous les ensembles d’indices sont indécidables :

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de Rice) Soit A un ensemble d’indices tel que A # 0 et
A # w. Alors A est indécidable.

Preuve. Soit A comme dans I'énoncé. Soit e un code pour la fonction définie nulle part
et supposons que e € A. Soit d € A et f une fonction récursive telle que

_ Jpa sizeEK,
P T sinon.

On a alors
teK = ¢rmy=va = [(z)¢ A4,

r¢E K = ¢ =¢e = f(z)€A
De fait, si A était décidable, K le serait aussi, ce qui est impossible par le théo-
réme 3.3.1. Le cas e ¢ A est complétement symétrique en choisissant un d € A. ]

Le théoréme de Rice énonce que les seuls ensembles d’indices décidables sont () et w.
On voit donc que l'indécidabilité est en effet omniprésente en informatique.

La proposition 3.2.6 énoncait qu'un ensemble A est récursif si A et A étaient r.6.
On considére maintenant le cas plus général des paires d’ensembles r.é. disjoints :

Définition 3.3.4 Deux ensembles r.é. disjoints A et B sont dits récursivement sépa-
rables 8’1l existe un ensemble récursif C tel que A C C et B C C. A et B sont dits
récursivement inséparables §’ils ne sont pas récursivement séparables.

Il est & remarquer que deux ensembles récursivement inséparables ne peuvent étre
récursifs. Le théoréme suivant est une forme forte de I'existence d’ensembles r.é. non
récursifs.

Théoréme 3.3.5 [ existe une paire d’ensembles r.é. qui sont récursivement insépa-
rables

Preuve. On définit

A= {:): c () = O},
B = {x s () = 1}.

On suppose qu’il existe un ensemble récursif C' séparant A et B. Soit e un code de
la fonction caractéristique de C : p. = x¢. On obtient alors une contradiction en
vérifiant si e € C':

ecC = ¢le)=1 = e€B = e¢C,
etdC = @le)=0 = ecA = eccCC. U

Les paires d’ensembles récursivement inséparables sont des objets naturels : il peut
étre montré que pour un systéme formel F assez puissant (pouvant au moins exprimer
larithmétique), I’ensemble des formules que 1’on peut montrer vraies et ’ensemble des
formules que I'on peut montrer fausses sont récursivement inséparables. La preuve
consiste juste en la formalisation de la preuve ci-dessus dans F.
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3.4 Uniformité

Le théoréme 3.2.3 montrait que plusieurs facons de définir les ensembles r.é. sont
équivalentes. Mais il s’avére que certaines de ces équivalences sont plus fortes qu’il n’y
parait, comme on va le voir en regardant la preuve de plus prés.

Considérons par exemple le sens (ii)=>(iii). La fonction v a été définie de maniére
récursive & partir de la fonction ¢, ce qui signifie qu’il existe une fonction récursive h
telle que si e est un code pour ¢, h(e) est un code pour ¥. On dira que 'implication
(ii)==(iii) est vraie de maniére uniforme (en les codes). On peut montrer que les
équivalences de (ii), (iii) et (iv) sont toutes uniformes en les codes (cf. exercice 3.8.2).

En ce qui concerne 'implication (iv)==-(i), on a distingué dans la preuve les cas
A=10et A#0D. Or lensemble

{e W, = (Z)}

est un ensemble d’indices, et par le théoréme 3.3.3, il est indécidable. Donc on ne
peut pas faire une distinction effective entre les deux cas. On a pourtant une forme
restreinte d’uniformité :

Proposition 3.4.1 Il existe une fonction récursive f telle que pour tout e,
We # 0 = oy totale NImg(pye)) = We.

Preuve. Soit d un code tel que

m sim e Wesp1 — Wes,

pa(e, s) = .
pun.n € W,  sinon.

On définit alors f(e) = Si(d,e). La fonction f est alors totale, puisque ST l’est, et

quand W, est non vide, ¢y () est totale et d’image We. O

On va maintenant considérer un exemple de résultat qui n’est pas uniformément vrai.
On remarque dans un premier temps qu’il y a deux fagons de décrire un ensemble
fini A :
— Comme un D,, pour un certain code canonique n (voir section 2.4.4) : décrire
A revient alors & donner une liste compléte de ses éléments,
— Comme un W, pour un certain code r.é. e, ce qui revient & donner une énumé-
ration de ses éléments.

Proposition 3.4.2 On peut passer effectivement des codes canoniques auz codes r.é.,
mais pas réciproquement.

Preuve. L’exercice 2.5.16 nous permet de dire qu’il existe une fonction récursive f telle
que Wy @,y = Dy, pour tout n, donc on peut effectivement passer des codes canoniques
aux codes r.é.

Supposons maintenant que l’on puisse faire le contraire, c’est-a-dire que 1’on ait
une fonction partielle récursive v telle que

We fini == v(e) | A We = Dyye).-

On définit alors une fonction récursive g par

{e} siee€K,
W, =
g(e) {@ sinon.
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Alors W,

g(e) €st toujours fini, donc ¥(g(e)) | pour tout e. Mais on a alors

ee K <— Wg(e) # ) — Dw(g(e)) # 0.

Or D,, = 0 est décidable, ce qui implique que K D’est aussi; contradiction. Donc 9
n’existe pas. O

Dans la proposition 3.7.2, on utilisera le théoréme de récursion pour montrer que la
proposition 3.2.5 n’est pas uniformément vraie.

3.5 Reéduction many-one

Quand on considére des problémes de décision, ou les problémes plus généralement,
il est utile d’avoir un moyen de réduire un probléme & un autre. Si I'on peut résoudre
le probléme A et que le probléme B se réduit a A, alors il est possible de résoudre B.
Dans l'autre sens, si I'on sait que B n’est pas solvable, alors A ne peut ’étre. Dans la
suite, on rencontrera plusieurs notions de réduction. La réduction la plus simple entre
problémes de décision est probablement celle qui consiste & transformer effectivement
une question de la forme «n € A?» en « f(n) € B7? »;la définition suivante formalise
cette idée. Une notion de réduction bien plus générale sera étudiée au chapitre 5.

Définition 3.5.1 Un ensemble A se réduit par réduction many-one, ou se m-réduit,
un ensemble B, ce que 'on note A <,,, B, ¢’ existe une fonction récursive f telle que

ne€ A< f(n)€eB

pour tout n. La fonction f est alors appelée une réduction many-one, ou m-réduction.
Cette dénomination provient du fait que f n’est pas forcément injective, donc elle peut
réduire beaucoup de questions sur I’appartenance & A en une seule question dans B.
On dit que A est m-équivalent & B, ce que 'on note A =, B, sil’'on a alafois A <,,, B
et B <,, A. Il est clair que la relation =, est une relation d’équivalence, et ses classes
d’équivalences sont appelées degrés many-one, ou plus simplement m-degrés.

Remarquons tout d’abord que tous les ensembles récursifs (différents de () et w)
ont le méme m-degré, qui est d’ailleurs le plus petit m-degré, puisque les ensembles
récursifs se m-réduisent & n’importe quel autre ensemble.

Dans la preuve du théoréme 3.3.1 on a montré que H était indécidable en montrant
que K l'était, et en m-réduisant K & H. De méme, dans la preuve du théoréme 3.3.3
de Rice, on a montré que A n’était pas récursif en construisant une m-réduction de
K a A. On a en fait implicitement utilisé I’observation suivante :

Proposition 3.5.2 Si B n'est pas récursif et B <,, A alors A n’est pas non plus
récursif.

Preuve. Trivial. O
Proposition 3.5.3 Un ensemble A est r.é. si et seulement si A <., K.
Preuwve. (Si) Supposons que z € A < f(x) € K pour une fonction f récursive. Alors

A= {z: (3s)[f(z) € K]}, ot K est I'approximation finie & s étapes de K. Donc
par le théoréme 3.2.3, A est r.é.
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(Seulement si) En utilisant le théoréme S-m-n, on définit f récursif tel que

0 sixe W,

#reea)(2) = {T sinon
Alors pour tout e et z, ¥ € We & @r)(f(e,7)) | & fle,x) € K. En particulier,
We <, K pour tout e. O

Un élément d’une classe pour lequel tout autre élément de la classe se réduit a lui
(selon une certaine notion de réduction) est dit complet. La proposition 3.5.3 montre
que K est m-complet pour les ensembles r.é., donc le probléme de ’arrét H est aussi
m-complet. C’est un fait briévement apercu en page 21 quand a été abordé son uni-
versalité.

Par un argument de comptage, on peut quantifier les m-degrés :

Proposition 3.5.4 Il y a 2% différents m-degrés.

Preuve. On remarque que pour tout A, il y a seulement Ry ensembles B tels que B <,,
A puisqu’il n’y a qu’une quantité dénombrable de fonctions récursives pouvant jouer
le r6le de m-réduction. En particulier, tout m-degré contient seulement Ny ensembles
(cf. aussi exercice 3.8.10). Puisqu'il y a 280 ensembles, le résultat suit. O

3.6 Ensembles simples

Jusqu’a présent, nous avons vu deux types d’ensemble r.é. : les ensembles récursifs
et les ensembles m-complets. Il est naturel de se demander g’il existe d’autre types
d’ensembles, c’est-a-dire s’il existe des ensembles r.é. qui ne sont ni récursifs ni m-
complets. L’existence de ces ensembles a été montrée par Post en considérant des
ensembles qui avaient des complémentaires « minces », de telle sorte qu’il ne soit pas
possible de prendre effectivement des sous-ensembles infinis de leurs compléments. On
remarque tout d’abord qu’aucun ensemble r.é. n’est mince dans ce sens :

Proposition 3.6.1 (Post [20]) Tout ensemble r.é. infini contient un sous-ensemble
nfini récursif.

Preuve. Voir Uexercice 3.8.5 O

Définition 3.6.2 Un ensemble est smmun s’il est infini et qu’il ne contient pas de
sous-ensemble r.é. infini. Un ensemble est simple s’il est r.é. et que son complément
est immun.

Il est immédiat, & partir de la définition, de voir que les ensembles simples ne sont pas
récursifs. 11 ne sont pas non plus complets :

Proposition 3.6.3 (Post [20]) Si un ensemble est m-complet, il ne peut pas étre
simple.

Preuve. On prouve tout d’abord que K n’est pas simple. On remarque que pour tout
Z on a

W, CK=zeK-W, (3.1)
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car si x € W, alors z € K, et donc W, € K. On peut alors utiliser (3.1) pour générer
un sous-ensemble r.é. infini de K de la maniére suivante. Soit f une fonction récursive

telle que pour tout x
Wf(x) =W, U{x}.

Il suffit alors de partir d'un code z tel que W, = () et d’appliquer plusieurs fois f pour
obtenir un ensemble r.é. infini V' = {z, f(z), f(f(z)),...  f (), }. Avec (3.1),
V C K et V est infini. Donc K contient un ensemble r.é. infini et n’est donc pas
immun.

On montre maintenant que si K <,, A, alors le fait que K ne soit pas simple est
une propriété transmise a4 A. Supposons que K <,, A par h. Soit U un sous-ensemble
r.é. de A. Son image inverse par h, h=1(U) est un ensemble r.¢. de K.

De plus, on peut effectivement obtenir un code pour h=1(U) & partir du code de
U. En utilisant la procédure pour K ci-dessus, on obtient un élément x € K —h~1(U),
et donc h(x) € A — U. En itérant, on obtient un sous-ensemble r.é. infini de A.

Formellement, soit g(0) = h(z) ot W, = 0. On a g(0) € A par (3.1). Avec la donnée
de ¢(0),...,g9(n) € A, soit £(n) un code de Iensemble r.6. h=1({g(0),...,g9(n)}).
Alors, par (3.1), £(n) € K —h~1({g(0),...,9(n)}) on définit donc g(n+1) = h(&(n)).
Il est alors clair que Img(g) est un sous-ensemble r.é. infini de A, de fait, A n’est pas
simple. ]

Théoréme 3.6.4 (Post [20]) Il existe des ensembles simples.

Preuve. On veut construire un ensemble r.é. co-infini A tel que pour tout e, on ait la
condition suivante :

C,: We infini = AN W, # 0.

Bien que 'on sache énumeérer les ensembles r.é. effectivement, on ne peut pas décider
lesquels sont infinis, & cause des résultats de la section 3.3. Mais avec un W, donné, on
peut juste attendre et suivre son évolution, et ainsi énumérer un de ses éléments quand
on en voit un assez grand. Plus précisément, pour conserver la propriété d’infinitude de
A, on veut s’assurer qu’au plus e éléments de {0, ..., 2e} aillent dans A. Comme 1’on
peut satisfaire C, en énumérant simplement un élément de W, il suffit de permettre
a Ce d’énumérer un élément x seulement si > 2e. Au final, on construit ’ensemble
A par étapes comme suit :
Etape s = 0. Soit Ay = 0.
Etape s + 1. A cette étape, on dispose de I’approximation courante Ay de A. On
recherche alors le plus petit e < s tel que A;NWe 5 = (0 et tel qu'il existe un = € We.s
avec x > 2e. Si de tels e et x sont trouvés, on énumere x dans A, c’est-a-dire que l'on
fixe Agy1 = As U {z}. Sinon, on pose As11 = As. Ceci conclut la construction.
L’ensemble construit A = | J,,, As est alors co-infini car seulement la moitié des
éléments plus petits que 2e peut étre énumérée dans A. De plus, si W, est infini, il
contient un x > 2e, ce qui signifie qu'un élément de W, est énuméré dans A & une
certaine étape. De fait, la condition C, est satisfaite pour tout e. O

La preuve du théoréme 3.6.4 fait ressortir plusieurs aspects classiques d’argumenta-
tion dans la théorie de la calculabilité. Elle utilise tout d’abord une diagonalisation :
la condition globale que I’ensemble ne doit étre ni récursif ni complet est décomposée
en une infinité de sous-conditions Ce. On construit alors en une infinité d’étapes un
ensemble A qui satisfait ces conditions. Une différence importante avec les exemples
de la section 3.1, comme 'argument de Cantor, est qu’ici il est impossible de prendre
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en compte la condition C. & l'étape e car la construction doit étre effective pour
rendre A r.é. De fait, au lieu de s’occuper des conditions dans 'ordre, on adopte une
approche plus dynamique, en attendant qu’'une action puisse étre faite. On remarque
aussi 'opposition entre les conditions C¢, qui veulent ajouter des éléments dans A, et
la propriété de co-infinitude de A, qui essaie de maintenir les éléments a [’extérieur de
A. Le conflit entre ces conditions a été facilement résolu ici en empéchant les C, d’énu-
mérer des nombres trop petits. En régle générale, le conflit entre les conditions dans
une diagonalisation est bien plus compliqué a gérer, nécessitant I’emploi de techniques
de résolution plus complexes.
En combinant les résultats de cette section, on obtient :

Corollaire 3.6.5 Il existe un ensemble r.é. qui n’est ni récursif, ni m-complet.

Dans la section 7.3, nous verrons un exemple naturel d’un de ces ensembles r.é. de
m-degré intermédiaire.

3.7 Le théoréme de récursion

Le théoréme suivant est aussi appelé le théoréme de point fixe. Il met en exergue
une intrinséque autoréférence, mais sa courte et simple preuve n’explique pas grand
chose de ce mystere.

Théoréme 3.7.1 (Théoréme de récursion, Kleene [11]|) Pour toute fonction récursive
[, il existe un entier e (appelé point fixe de f) tel que () = @e.

Preuve. Par le théoréme d’énumération 2.4.5.3 la fonction Az, 2. ¢ oy, (2)(2) est récur-
sive, elle a donc un code c. Par le théoréme S-m-n, soit b un code tel que pp(x) =
Si(e,r). Remarquons que @y est totale car St est récursive primitive. On a alors :

Py () (2) = Pel,2) = o, (2)(2),

de telle sorte que ¢p(b) soit un point fixe de f. O

Pour mieux saisir la preuve du théoréme 3.7.1, nous considérons le point de vue de
Owings [19] qui proposa de regarder cette preuve comme un argument diagonal qui
échoue. L’énoncé du théoréme suggére que nous observions les fonctions de la forme
$pn(m) Placées dans une matrice a deux dimensions, comme dans la figure 3.1. Posons
que ¢, (m) dénote la fonction définie nulle part si ¢, (m)T. Considérons maintenant
la diagonale ¢,,_(;) de cette matrice. Contrairement a la situation habituelle des ar-
guments diagonaux, cette diagonale, comme fonction de x, est elle-méme une ligne de
la matrice. De plus, chaque fonction f définit une application entre lignes, envoyant
la ligne @, () SUT Vo, (y)- Puisque toutes ces opérations sont effectives, il existe un
code b tel que

Poy(z) = Pfopa(a):
En prenant x = b, on voit que f a le point fixe ¢p(b).

La saveur autoréférente du théoréme 3.7.1 est due au fait que l'on puisse définir une
fonction a laide de son propre code. 11 est souvent utilisé de la, maniére suivante. On
commence par définir un objet comme une fonction partielle récursive ou un ensemble
r.6. A en utilisant un code arbitraire e. Si la définition de A dépend de e de maniére
effective (c’est-a-dire s’il existe une fonction récursive f telle que A = Wy(,) alors
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m b
n ’ SO‘PrL(m)
diagonale Pepu(z)
/
7|
b P fopx(x) Py (b) = Pfopy(b)

F1G. 3.1 — Matrice des fonctions ¢, (m)

par le théoréme 3.7.1, on peut conclure qu’il existe un code e tel que A = W,. Cela
justifie I’écriture de phrases comme « soit e un code tel que W, = A », ol e apparait
lui-méme de maniére effective dans la définition de A.

Une conséquence du théoréme 3.7.1 est 'existence de programmes qui s’affichent
eux-mémes quand ils sont exécutés. Formellement, par le théoréme S-m-n 2.4.7, soit
J une fonction récursive telle que, pour tout =, vy ) (x) = e. Le théoréme 3.7.1 nous
dit alors qu’il existe un point fixe e pour lequel ¢(z) = e pour tout z, c’est-a-dire
que le programme e s’affiche lui-méme sur n’importe quelle entrée.

Un autre exemple paradoxal : le théoréme 3.7.1 implique 'existence d’un e tel que
ve(r) = we(x) + 1 pour tout z. Mais bien évidemment, ce paradoxe est di au fait
que @, puisse étre définie nulle part, ce qui rappelle I'importance de considérer les
fonctions partielles.

Dans la proposition suivante, le théoréme de récursion est appliqué pour montrer
que la proposition 3.2.5 n’est pas uniformément vraie.

Proposition 3.7.2 Il n’existe pas de fonction partielle récursive 1 telle que pour tout
e, si e est non décroissante, alors P(e) | el Vyie) = Ximg(pe)-

Preuve. Supposons qu’une telle fonction v existe. Soit 1 'approximation a s étapes
de ¥. Le théoréme de récursion nous dit qu’il existe un e tel que

{e}(s) = {1 sivs(e)l et oys(1)1=0,

0 sinon.

Alors {e} est non décroissante, donc 1(e) doit étre définie et ¢y () est totale. De fait,
ou bien ¢y (1) = 1, auquel cas Img({e}) contient seulement 0, ou bien (1) =0,
auquel cas 1 € Img({e}). Dans les deux cas, py (1) # Img({e})(1). O
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3.8 Exercices
Exercice 3.8.1 Donnez une preuve formelle de la proposition 3.2.6.

Exercice 3.8.2 Montrez que les équivalences entre (ii), (iii) et (iv) dans le théo-
réme 3.2.3 sont toutes uniformes en les codes.

Exercice 3.8.3 Montrez que :

(i) <, est transitive.

(ii) Si X <, Y et Y est r.é. alors X est r.e.
(iii) X <., Y si et seulement si X <,,, Y.

Exercice 3.8.4 La jointure A @ B de deux ensembles A et B est définie par :
A@B:{Qx:xeA}U{Qz-i-l:xeB}.

L’ensemble A @ B contient précisément toutes les informations de A et B compressées
ensemble. Montrez que pour tout C, si on a a la fois A <,, C et B <, C alors
A® B <, C. Puisque l'on a clairement que A, B <,, A & B, cela montre que
Popérateur @ sur les m-degrés donne la plus petite borne supérieure de A et B.

Exercice 3.8.5 Montrez la proposition 3.6.1. Indice : proposition 3.2.5.

Exercice 3.8.6 Montrez que les ensembles r.é. sont clos par
(i) Intersection,
(ii) Quantification bornée,

(iii) Image de fonctions partielles récursives.
Exercice 3.8.7 (Uniformisation) Un ensemble A C w? est g valeur untque si
V,y,z((z,y) € AN (z,2) €A —y=2z).

On définit Dom(A4) = {x : Jy (z,y) € A}. Montrez que pour tout ensemble r.é.
A C w?, il existe un ensemble 1.6. B C A & valeur unique tel que Dom(A) = Dom(B).

Exercice 3.8.8 (Propriété de réduction) Montrez que pour toute paire d’ensembles
r.é. A et B il existe des ensembles r.é. A’ C A et B C B tels que A NB = et
A UB =AUB.

Exercice 3.8.9 Montrez que K et H ont méme m-degré.

Exercice 3.8.10 Dans la preuve de la proposition 3.5.4, il a été montré que tout
m-degré contenait au plus Ny ensembles. Montrez que chaque m-degré contient en fait
eractement Ny ensembles.

Exercice 3.8.11 Donnez une réduction montrant que K <,, {e : W, = 0}.

Exercice 3.8.12 Donnez des réductions pour K <,, X et K <,,, X, ceci pour tout
X € {Fin, Tot, Rec}.

Exercice 3.8.13 Montrez que Fin =, Tot =, {e : Img(y.) est infini}.
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Exercice 3.8.14 Montrez que l'intersection de deux ensembles simples est un en-
semble simple. Prouvez ou infirmez : I'union de deux ensembles simples est un en-
semble simple.

Exercice 3.8.15 Utilisez le théoréme de récursion pour montrer que les objets sui-
vants existent :
— Un e tel que W, = {e}.
~ Un e tel que pour tout x, pe(x) |<= () |.
— Un e tel que W, = D, ou D,, est ’énumération canonique de tous les ensembles
finis de la section 2.4.4.

Exercice 3.8.16 Une fonction récursive f est dite auto-descriptive si le résultat e
de la recherche (ux)[f(xz) # 0] existe et ¢ = f. Montrez qu'il existe des fonctions
auto-descriptives.

Exercice 3.8.17* Montrez qu’il existe une fonction récursive f telle que pour tout
n, f(n) < f(n+1) et Wepy ={f(n+1)}.



Chapitre 4

La hiérarchie arithmétique

Au chapitre 3, la notion de m-réduction a été introduite comme un outil pour
étudier la décidabilité. Mais les m-degrés peuvent aussi étre vus comme une mesure
du degré d’insolvabilité d’ensembles ou de fonctions. Dans la section 3.6, nous avons vu
par comptage qu'il y avait 280 m-degrés et qu'il existait plus de deux m-degrés r.é. (un
degré est appelé r.é. quand il contient un ensemble r.¢.). La classification de divers
ensembles des mathématiques et de l'informatique en fonction de leur m-degré est
donc une envie naturelle que nous tenterons d’assouvir dans ce chapitre. Il s’avére que
pour beaucoup d’ensembles définis de maniére naturelle, il existe un lien intéressant
entre leur degré et la complexité des formules les définissant. Nous commencons donc
par définir une hiérarchie basée sur cette idée.

4.1 La hiérarchie arithmétique

Beaucoup d’ensembles de nombres naturels des mathématiques et de l'informa-
tique peuvent étre définis par une formule dans le langage de ’arithmétique £. Ha-
bituellement, ce langage est celui du modéle standard de I'arithmétique (w, S, +, ),
c’est-a-dire les nombres naturels équipés des fonctions successeur, plus et fois. Par
arithmétisation, on peut représenter toutes les fonctions récursives primitives dans ce
modele (cf. théoréme 7.1.4), il n’y a donc aucun danger a étendre le langage £ avec
des symboles pour chaque prédicat récursif primitif. Notons cette extension L£*. Ce
langage contient aussi un symbole de constante n pour chaque élément n de w. Le
modéle que nous destinons & L* est donc les nombres naturels avec toutes les fonctions
récursives primitives, il est lui aussi noté w. Enfin, écrire w |= ¢ signifie que la formule
@ est vraie dans ce modéle.

Définition 4.1.1 Une relation n-aire R est arithmétique si elle est définissable par
une formule arithmétique, c’est-a-dire g’il existe une formule ¢ de L* telle que pour
tout x1,...,2y,

R(z1,...,zp) <= w = @(z1,...,20).

11 est possible d’écrire toute formule ¢ de L* sous forme normale préneze, ¢’est-a-dire
avec tous les quantificateurs au début (le préfize de ¢), en quantifiant sur une combi-
naison propositionnelle de prédicats récursifs (la matrice de ¢). 1’idée principale de ce
qui va suivre est de distinguer les définitions de formule par leur complexité en quan-
tificateurs. Remarquons dans un premier temps que deux quantificateurs consécutifs
de méme type peuvent étre réduits en un seul en utilisant un codage de paires. Par

32
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exemple, si ¢ est de la forme

alors ¢ peut étre transformé en la formule équivalente

3z R(C(2)0- - (R)1- ).

Cette propriété est bien évidemment vraie pour tout bloc de quantificateurs consécutifs
de méme type. Il est donc naturel de mesurer la complexité en quantificateurs en ne
comptant que les alternances de ces derniers.

Définition 4.1.2 (La hiérarchie arithmétique) La hiérarchie est définie par induc-
tion :
~ 0 =119 = la classe des relations récursives.
- 1 est la classe des relations que I'on peut définir par une formule de la forme
JzR(x, %) ot R est un prédicat de I19.
- 10 11 est la classe des relations que I’on peut définir par une formule de la forme
VazR(z,%) ott R est un prédicat de X0,
~ A =019 pour tout n.

De fait, X0 est la classe des relations définissables par une formule de £* en forme nor-
male prénexe avec n alternances de quantificateurs commencant par un quantificateur
existentiel. De méme pour Hg, mais en commencant la formule par un quantificateur
universel. La proposition 3.2.6 nous permet de dire que A? est précisément la classe
de toutes les relations récursives, et le théoréme 3.2.3 implique que X! correspond aux
relations r.é. L’exposant 0 dans la notation des classes de la hiérarchie correspond
au fait qu’elles sont définies en utilisant des formules du premier ordre, c’est-a-dire
qui n’utilisent de quantifications que sur les nombres. Il existe en effet des versions
d’ordre supérieur, que nous ne traiterons pas, définies en utilisant des formules plus
complexes. Par exemple, les classes de la hiérarchie analytique, qui utilisent I’expo-
sant 1, sont définies en utilisant des quantifications du second ordre, ot 'on quantifie
aussi sur des ensembles de nombres naturels.

Proposition 4.1.3 (Propriétés de cloture)

1. Re X0 siet seulement si R € 1V,

2. %0 19 et A2 sont clos par intersection, union et quantification bornée.
3. AU est clos par complémentation.
4

. Pour n > 1, X0 est clos par quantification existentielle et 112 par quantification
universelle.

Preuwve. Le point 1 découle de la procédure habituelle pour faire descendre une négation
au travers de quantificateurs. Pour les points 2 et 3, voir I’exercice 4.3.1. Le point 4
découle de la compression des quantificateurs évoquée plus haut. O

Le théoréme suivant montre que cette hiérarchie ne s’effondre pas et qu’elle est stricte
a tous les niveaux.

Théoréme 4.1.4 (Théoréme de la hiérarchie) Pour tout n > 1, on a :
1. 30 —T9 £ 0 et donc AY € 20,
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Fi1G. 4.1 — La hiérarchie arithmétique

2. T — 39 £ 0 et done A% C TI9.
3. SO UMY C AL,

Preuve. Pour chaque niveau X2, on définit un K,, analogue a I’ensemble diagonal K,
puis on imite la preuve du théoréme 3.3.1 pour montrer que K,, n’est pas inclus dans
I19. Soit donc les K, tels que :

Ky, = {e :dxqVas ... Jxop_1Vs gpgg(e,xl, cesTop—1) T },

2n+1

Kopi1 = {e 133 Vag .. Voo ds ogly (e,1,...,29,) ] }

Clairement, K,, € X0 pour tout n, on remarque aussi que K1 = K. Supposons mainte-
nant que K, € II9 et que n soit impair (le cas n pair est similaire). On a que K,, € X2,

donc K,, = {z : 3w Vay .. Fzy, R(z, 24, ... ,l‘n)} pour un certain prédicat récursif R.
Par le théoréme 3.2.3, il existe un code e tel que pour tout z,x1,...,2x,—1 on ait
Jdz, R(z,21,...,2p) <= 35 @es(2,21,. .., Tn-1)] .

On obtient alors une contradiction en fixant z = e :

e€ K, <= 3r\Vay...3z, R(e,x1,...,7,)
< driVrgy... Va,_13s @es(z, 21, ..., xn—1) ]
— ec K,.
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Donc K,, ¢ T12. Le point 2 découle immédiatement de cela puisque K,, € TI2 — %0,
Pour le point 3, on considére un prédicat R défini par

R(ei) <= [e€ K, Ni=0]V[ee K,ni=1].

Ce prédicat n’est pas dans IIY, car on aurait sinon R'(e) = R(e,0) dans I ; or
ceci est impossible car R'(e) est égal & K,, et n'est donc pas dans I12, comme vu
précédemment. Le méme raisonnement montre que R n’est pas X0. De plus, il est

facile de vérifier que R est & la fois dans X0, et IIY ;. Dot R € A9, — (29 UILY). O

Les ensembles K, précédemment définis ont un intérét supplémentaire. Ils sont en
effet m-complets a leurs niveaux respectifs :

Proposition 4.1.5 K,, est m-complet pour ¥9.

Preuve. Supposons que n soit impair (la preuve est de nouveau similaire pour n pair).
Considérons un ensemble 22 de la forme A = {e : 3 Vo ... Az, R(e,xq,. .. ,xn)}
On définit alors une fonction récursive f telle que

0 sidx, R(e,z1,...,xy,),

T sinon.

@?(e)(Z,ﬂfl, R :z:n_l) — {

Alors

e€ A < dxrVay...3z, R(e,x1,...,2p)
< dr\Vas...Vr, 13s @?(6)7S(f(e),x1, ce 1)
<~ f(e) € K,. 0

On considére maintenant une application célébre de la hiérarchie arithmétique : le
théoréme de Tarski, qui énonce que la vérité arithmétique n’est pas elle-méme une no-
tion arithmétique. Soit ¢ — "¢ " un codage récursif primitif des L£*-formules, associant
les formules & des nombres. "¢ est appelé le nombre de Godel de .

Théoréme 4.1.6 (Tarski [28]) L’ensemble

{7 wh o}
des formules arithmétiques vraies n’est pas arithmétique.

Preuve. Exercice 4.3.3. O

4.2 Calcul de niveaux dans la hiérarchie arithmétique

Donnons nous un ensemble défini arithmétiquement. Il est habituellement facile
d’établir une borne supérieure sur son niveau dans la hiérarchie arithmétique : il
suffit d’écrire la formule qui le définit en forme normale prénexe et de compter les
alternances de quantificateurs. Mais, bien évidemment, on souhaite le plus souvent
connaitre le niveau exact plutdt qu'une borne supérieure. La proposition 4.1.5 nous
offre une méthode pour établir des bornes inférieures : si I’'on est capable de montrer
que K, <,, Aou K, <,, A, alors on sait que A ne peut pas apparaitre dans un
niveau inférieur. Nous donnons maintenant quelques exemples de complexités crois-
santes illustrant cette méthode.
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Proposition 4.2.1 L’ensemble A = {e : We = (Z)} est m-complet pour I13.

Preuve. Puisque e € A & VaVs ¢, ()T, on voit que A est au plus I1}. Le théoréme
de Rice nous montre que A n’est pas récursif, mais on peut en fait montrer sa m-
complétude pour TIY. Soient B = W, un ensemble I19 arbitraire et f une fonction

récursive telle que
0 sixe W,

T sinon.

On a alors z € We & Wy, # (0, donc B <,,, A par f. Puisque B était quelconque,
ceci montre la complétude de A. Le lecteur qui aurait fait I’exercice 3.8.11 aurait pu
prouver la complétude & partir de 1a. ([l

Proposition 4.2.2 - Fin = {e : We est ﬁm’} est m-complet pour 39.
- Tot = {e e est totale} est m-complet pour Hg.

Preuve. Le lecteur vérifiera que Fin € X9 et Tot € II3 (exercice 4.3.4). On montre
les deux propriétés de complétude simultanément en donnant une réduction pour les
deux. Soit A = {e : Vady R(e,:z:,y)} un ensemble TT quelconque. On définit une
fonction récursive f telle que

Pre)(2) = {0 si (Vo < 2)(3y)[R(e, z,y)],

T sinon.

On a alors o
e€ A < Yy -R(e,z,y) <= f(e) € Fin,

e€c A < Vady R(e,z,y) <= f(e) € Tot. 0

Théoréme 4.2.3 (Rogers, Mostowski) Rec = {e : W, est récursif} est un ensemble
m-complet pour Eg.

Preuve. Le fait que Rec soit Eg est montré dans exercice 4.3.4. Soit A = {e :
JxVy3z R(e, z, vy, z)} un ensemble X9 quelconque. A partir de e, on veut construire un
ensemble r.¢. Wy(.) qui est ou bien cofini, donc récursif, ou simple!, donc non récursif,
selon que e € A ou non. On va énumérer Wy dans une construction effective par
étapes. On notera le n-iéme élément du complément de Wy, par ay,. A D'étape s,
nous avons

Wf(e)752{a8<a‘i <a§<...}

On voit les af comme des marques qui vont sans cesse dans une position plus haute.
On remarque que Wy est co-infini si et seulement si toutes les marques finissent par
s’arréter, c’est-a-dire si a,, = lim,_, a;, existe pour tout n. On dit que x est infinitaire
si Vy3z R(e,x,y, 2z); « est finitaire sinon. Chaque fois que I'on a une indication que x
est infinitaire, on énumérera a; dans Wy (). Donc si « est vraiment infinitaire, Wy,
sera cofini. On va faire en sorte que Wp(,) contienne un ensemble simple, qui existe par
le théoréme 3.6.4, ainsi Wy(.) sera lui-méme simple si et seulement s’il est co-infini.
La construction s’opére comme suit.

Etape s = 0. On démarre avec W)y =S5, ot S est un ensemble simple. Plus précisé-
ment, puisque ’on ne peut pas énumérer tous les éléments de S en une étape, il s’agit

!Dans la plupart des preuves de ce point, Wiy(ey est fait Turing-complet, mais nous n’avons pas
encore traité la T-réduction. Cela étant, construire un Wy seulement simple facilite grandement la
preuve.
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en fait d’utiliser le nombre d’étapes nécessaires pour cela. On maintient en paralléle
une fonction de longueur I(z, s) qui indique si z est infinitaire. Dans un premier temps,
[(x,0) = 0 pour tout .
Etape s + 1. On définit

l(z,s) = r;lgg(Vy’ <y)(3z < s)[R(e,z,y, 2)].
Soit < s minimal tel que I(z,s+ 1) > I(e, s). Si un tel x est trouvé, on énumeére a3
dans Wy, c’est-a-dire que l'on définit W) o41 = Wye)s U {az}. Ceci termine la
construction.

On vérifie maintenant que Wy est bien ce que nous souhaitons. Supposons tout
d’abord que tous les x sont finitaires. On a alors que a,, = lim,_, a;, existe pour tout
n et donc que W) est co-infini. Puisque Wy, contient aussi I'’ensemble simple S, il
est lui-méme simple, et donc non récursif. Supposons maintenant le contraire, c¢’est-a-
dire qu'’il y ait un 2 qui soit infinitaire. On a déja observé précédemment que Wy () est
cofini, donc récursif. Puisque cette construction de Wy(.) dépend effectivement de e, la
fonction f est récursive, elle est donc une m-réduction, ce qui montre que A <,, Rec.
Enfin, puisque A était arbitraire, il s’ensuit que Rec est m-complet pour Eg. O

La construction de la preuve du théoréme 4.2.3 est en fait notre premier exemple
d’une construction par priorité, une méthode que nous étudierons plus en détail au
chapitre 6. Le corollaire suivant découle de la preuve :

Corollaire 4.2.4 — L’ensemble Cof = {e : We est coﬁm'} est m-complet pour X3.
— L’ensemble {e : We est Simple} est m-complet pour 113,

1l s’avére que la plupart des ensembles arithmeétiques naturels sont m-complets pour un
niveau de la hiérarchie arithmétique, de telle sorte que la méthode fonctionne presque
tout le temps (bien qu’elle puisse devenir plutot compliquée pour de hauts niveaux). Il
y a cependant des exceptions naturelles, provenant par exemple de la théorie de I’aléa
(cf. proposition 7.3.3), d’ensembles qui ne sont m-complets & aucun niveau, donc avec
lesquels la méthode ne fonctionne pas.

4.3 Exercices
Exercice 4.3.1 Montrez les points 1 — 4 de la proposition 4.1.3.

Exercice 4.3.2 Complétez la proposition 4.1.3 en montrant que :
(i) Y et A% ne sont pas clos par 3.
(ii) XY et AY ne sont pas clos par V.

(iii) X9 et II,, ne sont pas clos par complémentation.
Exercice 4.3.3* Montrez le théoréme 4.1.6.

Exercice 4.3.4 Vérifiez les points suivants :
1. Fin € 39.
2. Tot € I19.
3. Rec € 2.
4. Cof € 9.
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5. {e: W, est simple} € II.

Exercice 4.3.5 Avec la notion de T-complétude définie au chapitre 5, montrez que
{e : We est T-complet pour E(l)} € 9.

Exercice 4.3.6 Avec la définition des fonctions auto-descriptives de 'exercice 3.8.16,
classifiez {e : @, est auto-descriptive} dans la hiérarchie arithmétique.



Chapitre 5

Calcul relatif et degrés de Turing

5.1 Reéduction de Turing

Dans la définition 3.5.1, nous avons défini une notion de réduction oti, pour décider
si n € A, nous avions le droit de poser une question sur B : « est-ce que f(x) €
B7? » Cette notion peut évidemment étre généralisée a4 deux, trois ou un nombre
fini de questions sur B. Plutét que d’étudier ces généralisations de la m-réduction,
nous passons directement & une notion de réduction des plus libres ou les questions
de la forme « n € A7 » sont résolues en utilisant n’importe quelle quantité finie
d’information de B, de n’importe quelle maniére calculable. Donc lorsque 'on réduit
A a B, on suppose que toutes les informations de B sont données et on les utilise
pour résoudre A. Pour représenter le fait que B est entiérement connu, on peut par
exemple se donner sa fonction caractéristique xp dans les fonctions initiales de la
définition 2.2.3 :

Définition 5.1.1 (Turing [30]) Soit A un ensemble quelconque. La classe des fonc-
tions partielles A-récursives est la plus petite classe de fonctions

1. contenant les fonctions initiales et x4,
2. close par composition, récursion primitive et par le schéma de p-récursion.

Une fonction A-récursive est une fonction partielle A-récursive qui est totale.

Alternativement, on pourrait définir la classe des fonctions A-calculables en utili-
sant une extension des machines de Turing dans laquelle 'information de A est écrite
sur un ruban d’entrée infini supplémentaire. On peut alors encore montrer 1’équiva-
lence avec ’approche de la définition 5.1.1 en utilisant I’arithmétisation, tout comme
au chapitre 2. Nous suivrons donc notre habitude de ne parler que de fonctions A-
récursives pour désigner tous les objets issus de ces concepts équivalents. Tous les
résultats élémentaires sur les fonctions récursives se portent directement sur les fonc-
tions A-récursives. En particulier, il existe un codage similaire & celui du théoréme 2.4.1
et I’on peut définir :

Définition 5.1.2 La e-iéme fonction partielle A-récursive est notée ¢4 ou {e}”.

Définition 5.1.3 (Post [21]) Un ensemble A se réduit par réduction de Turing, ou se
T-réduit, & un ensemble B, ce que 'on note A <7 B, si A est B-récursif. On dit que A
est T-équivalent & B, ce que 'on note A =7 B, si'on a & la fois A <p B et B <r A.
Les classes d’équivalence de =7 sont appelées degrés de Turing, ou plus simplement
T-degrés.

39
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Quand A <7 B on dira aussi que A est récursif relativement ¢ B. L’ensemble B est
parfois appelé un oracle, puisque 'information qu’il contient est donnée gratuitement.
La notion de récursivité relative est centrale dans la théorie de la calculabilité puis-
qu’elle englobe toutes les maniéres calculables d’utiliser de U'information. On remarque
enfin que cette définition est plus générale que la m-réduction, puisque l'on a

ASmB:>ASTBu

comme peut facilement vérifier le lecteur (exercice 5.6.1).

De nombreuses notions de la théorie de la calculabilité peuvent étre relativisées &
un oracle A arbitraire, ¢’est-a-dire en considérant une extension de leurs définitions aux
fonctions A-récursives. Par exemple, un ensemble A-r.é. est un ensemble qui peut étre
énumeéré par une fonction A-récursive. De méme, de nombreux résultats vus jusqu’a
présent peuvent étre relativisés, en ce sens qu’ils restent vrais quand ils sont relativisés
a un oracle donné. Par exemple, toutes les notions et résultats fondamentaux du
chapitre 3 peuvent étre relativisés (cf. exercice 5.6.3).

L’observation qui suit sur les calculs relativisés est fondamentale : elle exprime le
fait que n’importe quel calcul convergent, qu’il soit relativisé ou non, peut n’utiliser
qu’une quantité finie d’information d’un oracle.

Proposition 5.1.4 (Principe d’utilisation) Soit A un oracle et supposons que l’on
ait {e}2(x)|. Il y a alors une chaine finie 0 C A telle que {€}(x) |. En particulier,
{e}B(z) ] pour tout B Jo.

Preuve. Tout calcul convergent est constitué d'un nombre fini d’étapes de calcul. De
fait, seul un nombre fini de bits de A peut y apparaitre. O

Si {e}*(z) |, le nombre maximal appartenant a A utilisé dans le calcul (qui existe par
la proposition 5.1.4) est appelé [l'utilisation du calcul.

5.2 L’opérateur de saut

On peut aussi relativiser I’ensemble diagonal du probléme de larrét K a un oracle
arbitraire A, ce que 'on notera A’ (« A prime ») :

A ={z:0}x)]}.

Il se vérifie aisément que la preuve du théoréme 3.3.1 peut étre relativisée, de
maniére & montrer que A’ n’est pas un ensemble A-récursif. De plus, on a que A <, A’;
enfin, 'opérateur ’ est appelé 1’ opérateur de saut. On remarque par ailleurs que (/ = K
(0 se lit « zéro prime » ). On note alors la n-iéme itération du saut de A par A™. On
remarque enfin que (™) € X9 (exercice 5.6.4).

La différence entre la réduction many-one et celle de Turing peut ainsi étre élé-
gamment caractérisée en termes de la hiérarchie arithmétique :

Proposition 5.2.1 (i) A, ={4: A<y @(”)} pour tout n.

(i) 20 ={A4: A< @(”)} pour tout n.

(iii) Z%_H est composé des ensembles qui sont 0" -r.é., c’est-a-dire énumérables par
une fonction 0" récursive.
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FiG. 5.1 — L’univers de Turing

Preuve. Pour (i), on montre que AY = {4 : A <y K} et on remarque que le résultat
peut se relativiser. Supposons que A = {e}*. On remarque que I’on peut approximer le
calcul de {e}¥ (e) en approximant de maniére récursive K. Notons K, approximation
4 s étapes de K. La suite des calculs {e}®s(e) n’est pas nécessairement stable : il
peut arriver que {e}®:(e) | et que {e}*s+1(e) 1. Cela étant, en utilisant le principe
d’utilisation (proposition 5.1.4), si {e}*(e) | avec une utilisation u alors {e}*s(e) |
pour tout s tel que K,lu = K[u. On voit donc que

{e} ()| = (3s)(vt > s)[{e}{"(e) | ],

ce qui est un prédicat X9, d’oit A € 9. Puisque A <7 A, le méme argument montre
que A € 229, et donc que A € AY.

Pour la réciproque, supposons que A et A soient dans 9. Puisque tout ensemble
Y9 est K-récursif, A et A peuvent étre définis par une quantification existentielle sur
un prédicat K-récursif. Par la version relativisée du théoréme 3.2.3, on a que A et

A sont K-r.é. Il suit alors par la version relativisée de la proposition 3.2.6 que A est
K-récursif.

Le point (ii) est la relativisation de la proposition 3.5.3.

Pour le point (iii), supposons tout d’abord que A € E%H. Le point (i) implique
que tout ensemble dans I10 est 0(")_récursif. Donc A est définissable par une quanti-
fication existentielle sur un ensemble ((™-récursif. Enfin, par la version relativisée du
théoreme 3.2.3, A est 0(")-r.é.

Pour la réciproque, supposons que A est (™-r.6. L’ensemble A est alors aussi ((7)-
r.é., donc r.é. dans un ensemble IT12. Par la version relativisée du théoréme 3.2.3, A est
définissable par une quantification existentielle sur un ensemble I19, et donc £9_ ;. O

La proposition 5.2.1 nous permet de voir que K est Turing-complet pour A9, et que la
suite 0, @', 0”,..., 0™ ... constitue une sorte de colonne vertébrale de la hiérarchie
arithmétique.
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5.3 Ensembles calculables a la limite

Il arrive souvent, en mathématiques et en informatique, que des objets nouveaux
soient définis comme étant des limites d’objets plus simples ; par exemple la définition
des réels comme les limites de suites de rationnels, 'approximation de fonctions conti-
nues par des polyndomes ou les ensembles W, comme limites des W, s, s € w. Nous
nous intéressons ici & la complexité des objets définis comme limites de procédures
calculables. 11 s’avére qu’une fois de plus la hiérarchie arithmétique est utile pour cette
étude.

Définition 5.3.1 Une fonction unaire f est calculable & la limite §'il existe une fonc-
tion binaire récursive g telle que pour tout n, on ait

f(n) = lim g(n,s).

S§— 00

Un ensemble A est calculable a la limite si sa fonction caractéristique y 4 l'est.

Proposition 5.3.2 (Lemme de la limite, Shoenfield [25]) Un ensemble A est calcu-
lable & la limite si et seulement si A € AY.

Preuve. (Si) On utilise le fait que Ay = {A A <p K} (proposition 5.2.1). Supposons
que A <7 K, mettons A = {e}*. On deéfinit

o(o,s) = {{e}§s<x> st {ehi (@) 1
0 sinon.

La limite lim, o {e} s () n’existe pas forcément, puisqu'il peut arriver que {e}¥(z) 1
mais pour autant, {e}%s(z) | pour une infinité de s. Cela étant, dans notre cas, on sait
que {e}(x) | pour tout x, puisqu’il est égal & A(z). Donc on a que lim, g(z, s) = A(x)
pour tout x.

(Seulement si) Supposons que g soit une fonction récursive telle que A(z) =
limg g(z, s) pour tout z. Alors

reA = (Is)(Vt > s)[g(x,t) =1]
— (Vs)(3t > s)[g(z,t) =1].
A est ala fois X3 et 13, donc AY. O

5.4 Degrés incomparables

Jusqu’a présent, nous avons vu qu’il existait plus de deux m-degrés r.é., et plus
généralement, qu’il y a une quantité indénombrable de m-degrés. Le méme argument
de comptage que nous avions utilisé pour les m-degrés montre qu’il y a 2% T-degrés
(exercice 5.6.5). A priori, il pourrait étre possible que ces T-degrés soient linéairement
ordonnés, mais nous montrons dans cette section que ce n’est pas le cas. Plus préci-
sément, nous montrons qu’il existe des ensembles A et B tels que A L7 et B £p A.
De tels ensembles sont dits Turing-incomparables, ce que 'on notera par A|rB.

Théoréme 5.4.1 (Kleene et Post [12]) Il existe des ensembles Turing-incomparables.
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Preuwve. On construit deux ensembles incomparables A et B par extensions finies. On
définit deux séries o5 et 75, pour s € w, telles que 05 C 04541 €t Ts C Ts41, PUis on
pose A = J ¢, 0s et B = J,c, 7s. La propriété d’incomparabilité de A et B peut étre
découpée en une infinité de conditions :

Ry : A 7é {e}Bv
Roeqq : B # {e}”.

On construit A et B en une infinité d’étapes s, ou a ’étape s = 2e on prend soin de
satisfaire R, et a I'étape s = 2e + 1, Roet1. On commence avec og = 19 = ().

Etape s = 2e. A cette étape, o, et 7, sont déja définis, on définit alors osqq et Top1.
Pour satisfaire Roe, on a besoin d’un témoin x tel que

A() # {e}? (). (5.1)
Soit x le plus petit nombre pour lequel A ne peut pas étre défini, c’est-a-dire, soit
x = |os|. Si la partie droite de I'équation (5.1) était non définie, nous pourrions

prendre n’importe quoi pour A(x), et si elle était définie, on prendrait un A qui en
serait différent. Dans un premier temps, on vérifie s’il existe un 7 J 7, tel que {e}" () |.
Si un tel 7 n’existe pas, on pose A(z) = 0. Dans le cas contraire, on choisit le plus petit
7 (dans un ordonnancement calculable fixé de toutes les chaines binaires) de taille plus
grande que x et 'on définit 7541 = 7. On définit ensuite o411 = as’\(l — {e}TSH(a:)).
Etape s = 2e + 1. On effectue les mémes actions qu’a I’étape 2e, a ceci prés que A et
B sont intervertis. Ceci compléte la construction.

Notons tout d’abord que J ¢, os et U e, 7s sont totaux, puisque a chaque étape
ils sont définis sur un nouveau nombre x. De plus, Rs. est satisfaite a I’étape 2e par
le choix de 0541 et Ts41, et similairement pour Raey1- O

La méthode utilisée dans la preuve du théoréme 5.4.1 est puissante et améne une
bonne quantité d’information sur la structure des degrés de Turing. Les arguments ot
les ensembles sont construits en utilisant des extensions finies comme dans la preuve
précédente sont appelés des arguments de Kleene-Post. La preuve du théoréme 5.4.1
peut étre approfondie pour montrer bien plus, en particulier qu’il existe un ensemble
de 2% T-degrés incomparables deux & deux (exercice 5.6.8). Ceci montre que I'univers
de Turing est au moins aussi large qu’il est haut.

5.5 Inversion du saut

Puisque pour le saut A’ de n’'importe quel ensemble A on a trivialement que
A’ >7 I, 'image de Iopérateur de saut est incluse dans le cone {B : B >rp @’}. On
montre dans cette section, en utilisant un argument de Kleene-Post, que 'image de
lopérateur de saut est en fait égale & ce cone.

Théoréme 5.5.1 (Théoréme d’inversion du saut, Friedberg [6]) L’%image de [’opéra-
teur de saut est {B: B> ('}.

Preuve. On montre que pour tout B >7 () il existe un A tel que A’ = B. Donc soit
B >7 (. On définit A = (J,c, 0s par extensions finies, comme dans la preuve du
théoréme 5.4.1. On commence avec og = {).
Etape s = 2e. A cette étape, o est déja défini, et I'on définit ogy 1. On regarde s'il y
aun o J o, tel que

{e}?(e) | .
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Si un pareil o existe, on prend le plus petit d’entre eux et on définit o511 = 0.
Etape s = 2e + 1. A cette étape, on code B dans A en posant

os+1 = 05 B(e).

Ceci compléte la construction. On vérifie maintenant que A est tel que désiré. On
remarque dans un premier temps que la construction est récursive dans B : les étapes
paires peuvent étre calculées par (', et donc par B puisque (/' <7 B, et les étapes
impaires peuvent étre calculées par B directement. Dans un deuxiéme temps, on re-
marque que la construction est aussi A @ (/-récursive, puisque les étapes paires sont
(/-récursives, donc avec ()’ on peut pour tout e calculer o941 & partir de o9 et avec
l’aide de A calculer o242, donc B(e). Nous avons donc

B<r Al <r A'.

La deuxiéme inégalité est vraie car nous avons A <p A’ et (/ <p A’ (cf. exercice 5.6.2).

Réciproquement, A’ <p A @ (' puisque pour décider si {e}4(e) |, on simule la
construction jusqu’a ce qu’a I’étape 2e nous puissions calculer I'existence de o. Si on
le peut, on sait qu’on ’a pris, donc e € A’, dans le cas contraire, on a nécessairement
e ¢ A’. Maintenant, nous avons aussi A <7 B, puisque la construction est B-récursive,
comme déja remarqué. En rassemblant ces résultats, nous avons que

A <rAa0 <r B.

En combinant ceci avec ce que nous avions avant, on voit que A’ =7 B, comme
désiré. ]

Les preuves du théoréme 5.4.1 et du théoréme 5.5.1 sont des extensions de la mé-
thode de diagonalisation vue au début de la section 3.1. En particulier, la preuve du
théoréme 5.5.1 contient des embryons de la méthode de forcing, qui est une autre
incarnation de la méthode de diagonalisation et qui a été menée & des sommets en
théorie des ensembles. Nous reviendrons sur la puissance de la diagonalisation dans le
chapitre suivant.

5.6 Exercices

Exercice 5.6.1 Vérifiez les points suivants :
1. A<, B= A<r B.
2. A<y A
3. A<r BA A<, B.

Exercice 5.6.2 En se remémorant l'opérateur de jointure défini & exercice 3.8.4,
montrez que @ est aussi un opérateur de plus petite borne supérieure pour les degrés de
Turing, ¢’est-a-dire, montrez que pour tout C, si A <p C et B <p C alors A®B <p C.

Exercice 5.6.3 — Vérifiez que le théoréme 3.2.3 peut étre relativisé.
— Montrez que A <,,, A’ et que le théoréme 3.3.1 peut étre relativisé.

Exercice 5.6.4 Montrez que 0 est dans 0 et qu’il est m-complet pour X0.

Exercice 5.6.5 Montrez que tout T-degré est dénombrable et qu'il y a 2% T-degrés.
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Exercice 5.6.6 Montrez qu'il existe des ensembles Turing-incomparables dans AY.
Indice : montrez que la construction de la preuve du théoréme 5.4.1 est récursive
dans K.

Exercice 5.6.7 Montrez que les m-degrés ne sont pas linéairement ordonnés. Indice :
construire des ensembles A et B tels que pour tout e, la propriété suivante soit satis-
faite :

Roe : e totale = A £,,, B via @,
Roet1 : e totale = B «£,,, A via ..

Pour satisfaire Rge, trouvez un témoin z tel que A(x) # B(pe(x)). Idem pour Roet1.

Exercice 5.6.8* Montrez qu'il existe un ensemble de 280 T-degrés qui sont incompa-
rables deux a deux.. Indice : construire un ensemble parfait, ¢’est-a-dire un sous-arbre
de 2“, tel que n’importe quelle paire de chemins infinis satisfasse les conditions du
théoréme 5.4.1.

Exercice 5.6.9* Un ensemble A est bas si le saut de A est le plus petit possible,
a savoir A" <r (/. Soit A un ensemble r.é. et supposons que A a une énumération
récursive {As}sew telle que pour tout e € w

(3Fs)[{e}i* (@)1 ] = {e}M(e)l
Montrez alors que A est bas. Indice : utilisez le lemme de la limite.

Exercice 5.6.10 (Fonctionnelles continues) Une fonctionnelle calculable (ou fonc-
tionnelle de Turing) F : 2¥ — 2% est une fonction totale de la forme F(X)(n) =
{e}X(n), c’est-a-dire dont le n-iéme bit de la sortie est donné par le calcul {e}*(n).
De maniére similaire, une fonctionnelle A-calculable est une fonction totale de la forme
F(X)(n) = {e}**X(n).
1. Montrez que toute fonctionnelle A-calculable est continue. Indice : utilisez la
proposition 5.1.4.

2. Réciproquement, montrez que pour toute fonctionnelle continue F' il existe un
A tel que F soit A-calculable. Indice : faire en sorte que A code le module de
continuité de F'.

3. En conclure qu’il y a 28 fonctionnelles continues.



Chapitre 6

La méthode des priorités

6.1 Diagonalisation, encore

Dans la section 3.1, nous abordions la méthode de diagonalisation. Nous avons
ensuite rencontré cette méthode dans certains de nos résultats fondamentaux, tels
que lindécidabilité du probléeme de I'arrét (théoreme 3.3.1), I'existence d’ensembles
récursivement inséparables (théoréme 3.3.5), l'existence d’ensembles simples (théo-
réme 3.6.4), le théoréme de récursion (théoréme 3.7.1) et Vexistence de degrés de
Turing incomparables (théoréme 5.4.1).

Dans un argument diagonal, on essaie en général de construire un objet A avec une
propriété globale P en découpant P en une infinité de sous-conditions C,. Cet objet
A est alors construit en utilisant une infinité d’étapes de construction. Par exemple,
dans la construction diagonale de Cantor, A est un ensemble avec la propriété globale
de ne pas appartenir & une liste dénombrable d’ensembles A;. Cette propriété peut
étre découpée en une infinité de sous-conditions C; statuant que A # A; pour tout <.
Dans cette construction, on peut satisfaire tous les C; dans l'ordre en définissant
A(i) =1 — A;(3).

Aprés la preuve du théoréme 3.6.4, nous avons vu qu’il existait des cas oll nous ne
pouvouns satisfaire les sous-conditions de la diagonalisation dans ’ordre, mais que nous
étions obligé d’adopter une approche plus dynamique pour réussir. Dans ce chapitre,
nous généralisons la méthode afin de répondre & une importante question & propos
des degrés de Turing r.é.

Mis & part le probléme d’arriver & voir comment effectivement satisfaire une condi-
tion, il peut arriver que les conditions d’une construction par diagonalisation soient
en conflit entre elles. Dans le théoréme 3.6.4, par exemple, nous avons déja vu un
conflit entre des conditions qui voulaient garder des éléments & I'extérieur de A, et des
conditions qui voulaient en ajouter. Autre exemple, dans la preuve du théoréme 4.2.3,
il y avait des conditions en conflit, bien qu’il ne fut pas nécessaire de 'expliciter a
ce moment. Mais pour ce qui suit, il devient instructif d’analyser ces conditions. En
utilisant les notations de la preuve, nous construisions un ensemble r.é. Wy () qui était
cofini si un z infinitaire existait, et co-infini dans le cas contraire. La condition se-
lon laquelle Wy doive étre co-infini peut étre découpée dans des sous-conditions C;
demandant que la marque aj vienne a s’arréter, c’est-a-dire que limg .o a’ est finie
pour tout x. Pour autant, si = est infinitaire, alors lim; a’ = oo et donc on a aussi
que lim, a;; = oo pour tout y > x. En d’autres termes, I'action d’énumérer aj est en
conflit avec Cy,. Ce conflit peut étre résolu en donnant a la premiére action la priorité
sur la seconde. De fait, si x est infinitaire, toutes les conditions Cy avec y > x ne sont
pas satisfaites. Si, d’'un autre co6té, tous les = sont finitaires, alors toutes les conditions
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C'; sont satisfaites.

En général, la méthode des priorités est une méthode de résolution de conflits entre
conditions. Si, dans une construction, une action prise pour satisfaire une condition
C; est en conflit avec une condition Cj}, on dit que C; est blessée. Dans ce chapitre,
nous ne considérons que les constructions oil les conflits entre les conditions sont de
nature bénigne, c’est-a-dire ou les conditions ne sont blessées qu’un nombre fini de fois.
Des arguments de ce type sont appelés des arguments de priorités finiment blessés.
La méthode de blessure finie est significativement plus puissante que la méthode des
extensions finies de Kleene-Post du chapitre 5 et peut étre utilisée pour répondre
& beaucoup plus de questions. Dans la section suivante nous présentons un premier
exemple de ce type.

6.2 Une paire d’ensembles r.é. Turing-incomparables

Dans le théoréme 3.6.4, nous avons montré qu’il y a des ensembles r.é. de m-degrés
intermédiaires. Aprés avoir prouveé ceci, Post posa cette fameuse question [20] :

Probléme de Post Eziste-t-il des ensembles r.é. de degrés de Turing intermédiaires ?
C’est-a-dire, existe-t-il un ensemble r.é. qui ne soit ni récursif ni Turing-complet pour
les ensembles r.é. ?

Dans le théoréme 5.4.1, nous avons montré ’existence d’une paire d’ensembles qui
étaient Turing-incomparables. Par ’exercice 5.6.6, une telle paire existe aussi sous K.
Si nous réussissions & construire ces ensembles de maniére & ce qu’ils soient r.é., nous
répondrions par 'affirmative au probléme de Post. C’est exactement cette méthode
qu’utilisérent Friedberg [5] et Muchnik [16] pour résoudre le probléme, indépendam-
ment I'un de 'autre.

Théoréme 6.2.1 (Solution au probleme de Post, Friedberg [5] et Muchnik [16]) 1l
existe une paire d’ensembles r.é. Turing-incomparables.

Preuve. On construit une paire d’ensembles r.é. incomparables A et B, en utilisant
les mémes conditions que dans la preuve du théoréme 5.4.1 : pour tout e, on veut
s’assurer que

Coe A#{e}?,
Coeyq : B # {e}A.

Comme précédemment, pour Cye nous avons besoin d’un témoin x tel que A(x) #
{e}B(x). On peut prendre un témoin = et définir initialement A(x) = 0, et attendre
que {e}Bs(x) converge pour un certain s. Si ceci n’arrive jamais, Ch. est automati-
quement satisfaite. Si {e}5s(x) |= 1, nous avons terminé et si {e}?(x)|= 0, on peut
énumeérer x dans A donc A(z) =1 et encore une fois Co. est satisfaite. La différence
avec le théoréme 5.4.1 est qu’ici nous n’avons pas de contréle complet sur ’ensemble
B. En fait, nous savons a 'avance que A et B vont étre non-récursifs, et il est typique-
ment impossible de savoir si, pour un ensemble non-récursif, un élément pourra plus
tard apparaitre dans 'ensemble (cf. proposition 3.2.5). En ayant satisfait C. comme
précédemment, il peut ainsi arriver que Ca.41 veuille énumérer des éléments dans B
en dessous de l'utilisation du calcul {e}Zs(z) |, gachant la construction par la méme
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occasion. Pour résoudre un pareil conflit, on donne aux conditions ’ordre de priorité
suivant

Co>C1>Cy>C3> ...

Dans le cas d’un conflit, on permet ainsi la condition de plus haute priorité C; (celle
avec le plus petit index ) d’agir, en blessant possiblement les conditions de plus basse
priorité. D’un autre co6té, si ¢ < j, on n’autorisera pas la condition de basse priorité
C; a blesser un calcul de C;. Nous donnons maintenant la construction formelle de A
et B en décrivant leurs énumeérations A; et B pour s € w. Pour surveiller les nombres
que la condition C, veut garder en dehors de A ou B, nous utiliserons une fonction
de contrainte r(e,s). On dira qu'une condition C. est initialisée a une étape s si son
témoin courant . s est redéfini par un nombre plus grand que n’importe quel nombre
utilisé précédemment dans la construction, et on fixera la contrainte r(e,s) a 0. On
dira que Cae a besoin d’altention a une étape s si depuis la derniére étape ot Coe a été
initialisée, aucune action n’a été prise pour elle, et que pour le témoin courant xa. s,
il est vrai que {e}Ps(zac ) |. Similairement pour Coey1.
Etape s = 0. Soit Ag = By = 0. On initialise toutes les conditions en posant z.o = e
et 7(e,0) = 0 pour tout e.
Etape s+ 1. Soit e le plus petit nombre inférieur & s tel que C, ait besoin d’attention.
On définit

r(e,s+1) = use({e}SB”‘ (Ze,s))
et on dit que C. agit. Supposons que e soit pair. Si {e}Ps(z.s) = 0, on définit
Asti1(xe,s) = 1. Puisqu’une pareille action pourrait blesser une condition de priorité
inférieure, on initialise tous les Cj avec j > e. Le cas ol e est impair est symétrique,
en interchangeant les roles de A et B. Ceci compléte la construction.

On vérifie maintenant que toutes les conditions sont satisfaites. On prouve par
induction que chaque condition agit et n’est initialisée qu’un nombre seulement fini de
fois. Supposons que s soit une étape telle qu’aucune condition Cj, j < e n’agisse aprés
I'étape s. Dans ce cas, Ce n’est jamais initialisée apres 'étape s et imy_oo et = Tes-
Si C. n’a jamais besoin d’attention aprés ’étape s alors elle est automatiquement
satisfaite. Si C. a besoin d’attention & une étape t > s alors sa contrainte r(e,t)
est posée comme étant 1'utilisation du calcul {e}5s(z. ) (dans le cas ou e est pair).
Puisque toutes les conditions C; avec j > e sont initialisées a I’é¢tape ¢, en particulier
leurs témoins sont redéfinis comme étant plus grands que r(e,t 4+ 1), donc aucune
condition de ce type ne peut changer ce calcul. Puisque de plus aucune des conditions
C; avec j < e n’agit aprés t, le calcul est préservé pour toujours, et donc Ce est
satisfaite. Nous voyons donc que toutes les conditions ne sont initialisées qu’un nombre
fini de fois, et sont satisfaites ou bien directement, ou par une action supplémentaire,
n’agissant donc quun nombre fini de fois aussi. O

6.3 Exercices

Exercice 6.3.1* Montrez que les m-degrés r.€. ne sont pas linéairement ordonnés.
Indice : construire les ensembles A et B comme dans 'exercice 5.6.7, & ceci prés que
la construction doit maintenant étre effective.

Exercice 6.3.2* Montrez qu’il existe un ensemble simple bas A. Remarquez que
I’existence d'un pareil ensemble offre une autre solution au probléme de Post. Indice :
utilisez la méthode des priorités pour construire A par étapes. Utilisez la caractérisa-
tion de l'exercice 5.6.9 pour faire en sorte que A soit bas, et utilisez la stratégie du
théoréme 3.6.4 pour rendre A simple.



Chapitre 7

Applications

La théorie de la calculabilité est un ingrédient classique de n’importe quel cours
de logique mathématique. Bien que des branches telles que la théorie des modeles, la
théorie des ensembles et la théorie de la démonstration se soient développées comme
des sujets a part entiére, les liens avec la théorie de la calculabilité restent nombreux
et de nouveaux liens continuent & étre découverts. De plus, avec la montée en puis-
sance de l'informatique, elle est devenue un fondement indispensable de ce domaine
relativement nouveau. Plusieurs sujets d’informatique ont découlé de la théorie de
la calculabilité, comme la théorie de la complexité, la théorie de 'apprentissage, les
langages formels et la théorie des automates (cette derniére étant construite sur une
autre caractérisation d’ensembles récursifs : la génération a partir d’une grammaire).
Il n’est jamais trés simple de distinguer tous ces domaines et leurs variantes; par
exemple, le point de vue d’Odifreddi [17, 18] est que la complexité, la calculabilité et
la théorie descriptive des ensembles sont les mémes champs.

Dans ce chapitre, nous présentons briévement trois autres domaines ot la calcula-
bilité est centrale : la théorie de la démonstration, le constructivisme et ['aléa.

7.1 Indécidabilité en logique

On appellera systéme formel un ensemble r.é. F de formules logiques. C’est, bien
entendu, une version trés épurée de la notion de systéme formel utilisée habituellement
en mathématiques et en informatique (avec les axiomes, les régles de déductions, etc.)
mais cela nous suffira ici, et permettra de voir des résultats plus généraux. Par arithmé-
tisation, nous pourrons traiter tout systéme formel F comme un ensemble de nombres
naturels (en utilisant la numérotation de Godel, page 35). En particulier, on pourra
dire que F est décidable ou non. La propriété que F soit r.é. correspond au fait que
la plupart des systémes formels ont un ensemble d’axiomes récursif & partir desquels
tous les théorémes du systéme sont déduits, de telle sorte que ’ensemble des formules
déduites soit r.6. Un pareil systéme est aussi appelé aziomatisable. Si une formule ¢
est énumérée dans F, on dit que F prouve @, et on appelle ¢ un théoréme de F.
On écrit alors F I ¢. Cette précédente définition s’applique aux systémes formels de
n’importe quel langage, mais comme au chapitre 4, nous nous concentrerons sur les
systémes formels dans le langage de I'arithmétique. On rappelle enfin que 1’on écrit
w = ¢ pour dénoter qu'une formule arithmétique ¢ est vraie dans le modele standard
de arithmétique.

Parmi les propriétés essentielles d'un systéme logique, on trouve sa véracité (la
capacité a ne prouver que ce qui est vrai), sa consistance, et s’il décide de la vérité de
toute formule :
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Définition 7.1.1 Soit F un systéme formel dans le langage de 'arithmétique.
— F est adéquate (on dit aussi correct, fidéle ou fiable, et en anglais sound) si
F ¢ implique que w = .
— F est consistant s’il n’existe pas de formule @ telle qu’a la fois ¢ et - appar-
tiennent F.
— F est complet si pour toute formule ¢, ou bien F = ¢ ou F F —¢. Sinon, F est
dit incomplet.

Proposition 7.1.2 Un systéme formel consistant et complet est décidable.

Preuwve. Ceci est une forme de la proposition 3.2.6. Si F est complet, on peut énumérer
les théorémes de F jusqu’a ce que ¢ ou —p apparaisse. Par consistance, une seule de
ces deux possibilités peut arriver, et par complétude, une va arriver. On peut donc
décider de 'appartenance de ¢ aux théorémes de F. ]

Dans le reste de cette section, nous travaillerons avec [’arithmétique de Robinson Q,
qui contient la constante 0, les symboles de fonction S, + et -, et les axiomes suivants
(en plus des axiomes de la logique du premier ordre avec 1’égalité) :

Al. S(z)=Sy) —z=y

A2. S(z) 0

A3. 2 #0— (Fy)lz = S(y)]
Ad. x+0=ux

A5 24 S(y) = S(z+vy)
A6. 2z-0=0

A7. z-Sly)=z-y+=z

Remarquons que les 4 derniers axiomes ne sont que les relations récursives pour +
et - que nous avons déja rencontrées page 5. Il serait possible de travailler avec des
systémes plus faibles que Q, mais Q sera pratique pour nos besoins. Le systéme P.A
de larithmétique de Peano, qui est trés souvent utilisé comme systéme d’arithmétique
de base, est obtenu en ajoutant & ) le schéma d’axiomes d’induction.

La puissance dont dispose un systéme formel pour représenter des fonctions est
une notion cruciale :

Définition 7.1.3 Une fonction f est représentable dans un systéme formel F g’il
existe une formule ¢ telle que pour tout x et y,

fl@)=y <= Froly),
fle)#y = FF-ozy).

Ici, x et y qui apparaissent dans ¢(x,y) sont des raccourcis pour les termes S*(0) et

59(0).

Le résultat suivant ajoute une nouvelle méthode a notre arsenal de caractérisations
des fonctions récursives.

Théoréme 7.1.4 Toute fonction récursive est représentable dans Q. Réciproquement,
toute fonction Q-représentable est récursive.
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Preuve. Les deux sens peuvent étre prouvés par arithmeétisation (cf. section 2.4). Nous
ne prouverons pas ceci ici, une preuve pouvant étre trouvée dans Odifreddi [17]. Que
toute fonction représentable soit récursive est une application directe de 'arithméti-
sation : on arithmétise les preuves dans Q. Que toute fonction récursive soit repré-
sentable ne requiert qu’une idée de plus : I’élimination des primitives de récursion en
utilisant un codage. Ceci peut étre effectué de la méme maniére que dans la preuve du
théoréme 2.4.1, & ceci prés que 1’on ne peut plus utiliser les fonctions de codage de la
section 2.4.1 puisqu’elles étaient définies en utilisant la récursion primitive. On doit a
la place définir des fonctions de codage sans utiliser la récursion primitive. Godel [7]
a défini une telle fonction de codage [ en utilisant le théoréme des restes chinois (cf.
Odifreddi [17]). O

Le résultat suivant est le célébre (premier) théoréme d’incomplétude de Godel. Tl
montre que tout systéme formel est ou bien trop faible pour contenir ’arithmétique
élémentaire, ou bien incomplet.

Théoréme 7.1.5 (Premier théoréme d’incomplétude, Godel [7]) Tout systéme for-
mel consistant F élendant Q est indécidable et incomplet.

Preuwve. Soit F tel qu’énoncé et supposouns le décidable. Soit {¢, }new une énumération
effective de toutes les formules & une variable. On définit la diagonale D par

nebD < Fki(n).

Puisque F est décidable, D est récursif, donc par le théoréme 7.1.4 il est représentable.
Mettons que 1 représente D dans Q. Alors, puisque F étend Q, on a

neD <= Fke(n).

Alors, pour n = e, on obtient une contradiction. Ceci montrant que F est indécidable.
Le fait que F soit incomplet découle maintenant de la proposition 7.1.2. O

Pour un systéme formel consistant F étendant Q, Gédel a aussi montré qu’une formule
spécifique n’est pas prouvable dans F : il g’agit de la formule Congz exprimant la
consistance de F. Ce résultat est appelé le second théoréme d’incomplétude.

Par la proposition 3.5.3, ’'ensemble K est I19-complet. Soit F un systéme formel
adéquat. 11 est impossible que pour tout n € K le systéme F prouve que n € K,
puisqu’on aurait alors, du fait que I’ensemble des théorémes de F est r.é. et que F est
cohérent, que K soit ¥. On voit donc qu’il y a des (en fait une infinité de) formules
de la forme n € K qui sont vraies mais que F ne peut pas prouver.

Le résultat suivant est la réponse négative au probléme de la décision de la page 3 :

Théoréme 7.1.6 (Insolvabilité du probléme de la décision, Church [2] et Turing [29])
La logique des prédicats du premier ordre est indécidable.

Preuve. On utilise le fait que Q ait une axiomatisation finie. Soit AQ la conjonction
de tous les axiomes de Q. On a alors pour toute formule ¢ que

Ok — FANQ — o,

ou le symbole - & droite correspond a la déductibilité dans la logique du premier
ordre. Ainsi, si la logique du premier ordre était décidable, il s’ensuivrait que Q le
serait aussi, contredisant le théoréme 7.1.5. O
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7.2 Constructivisme

En mathématiques, il est souvent possible de prouver 'existence d’objets indirec-
tement en montrant que supposer leur inexistence ameéne a une contradiction, ou en
dérivant leur existence d’une disjonction AV —A sans savoir lequel des deux cas, A ou
—A est vrai. Au final, il est tout & fait possible d’ainsi montrer I’existence d’un objet
sans avoir la moindre idée de la marche & suivre pour obtenir un exemple concret. En
mathématiques constructivistes, on essaie de prouver les théorémes ou de construire
les objets de maniére explicite. Il existe plusieurs écoles du constructivisme, dépendant
de la signification accordée au mot « constructible ». L’école intuitionniste, fondée par
le mathématicien néerlandais L. E. J. Brouwer, restreint les moyens de raisonner de
la logique classique, en interdisant, par exemple, les méthodes de réflexions indirectes
des exemples précédents. Une autre interprétation importante consiste & considérer
« constructible » tout ce qui est récursif. Les relations entre ces deux approches du
constructivisme est un sujet d’étude intéressant en soi, mais nous ne regarderons
que cette derniére approche dans cette section, en indiquant simplement comment la
théorie de la calculabilité peut étre utilisée pour analyser le contenu constructif des
théorémes de mathématiques classiques. Nous discuterons seulement un exemple, le
lemme de Konig.

Définition 7.2.1 Un arbre (binaire) est un sous ensemble 7' de 2<% qui est clos par
la relation de postériorité C, c’est-a-dire que si 7 £ o et ¢ € T alors 7 € T. Un arbre
est récursif si une fois codé comme un ensemble de nombres (en utilisant n’importe
quelle codage de 2<“) il est récursif. Un chemin dans T est une branche infinie dans
'arbre, c’est-a-dire un ensemble A € 2% tel que Aln € T pour tout n.

Théoréme 7.2.2 (Lemme de Konig) Tout arbre binaire infini a un chemin.

Preuve. Soit T un arbre binaire infini. On « construit » inductivement un chemin dans
T comme suit. Soit o9 = (). Avec o, tel que I'ensemble

{TET:TQJn}

soit infini, au moins une chaine entre 0,, 0 et 0, 1 a une infinité d’extensions dans T
On définit 0,41 = 05, 0 si cela est vrai pour o, 0, et 0,11 = 0, 1 sinon. On a donc
clairement que |J,, 0, est un chemin dans 7T'. O

Le lemme de Ko6nig est vrai plus généralement pour tout arbre & branchement fini,
pas seulement binaire, c’est-a-dire pour tout arbre dans lequel tous les nceuds ont
un nombre fini de successeurs. Le résultat suivant montre qu’en général, le lemme de
Konig n’est pas constructif.

Proposition 7.2.3 Il existe un arbre binaire récursif infini dépourvu de chemin ré-
cursif.

Preuve. Par 'exercice 7.4.3, pour toute paire disjointe A, B d’ensembles r.é., il existe
un arbre récursif tel que les chemins dans 7' soient précisément les ensembles sépa-
rants A et B. En prenant A et B une paire d’ensembles récursivement inséparables
(théoréme 3.3.5), on constate que 7" n’a pas de chemin récursif. O

Nous voulons maintenant analyser la difficulté du calcul d’un chemin dans un arbre
infini. Le résultat suivant montre qu’avoir K pour oracle est suffisant.
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Proposition 7.2.4 (Lemme de la base de Kreisel) Tout arbre binaire récursif infini
a un chemin dans AY.

Preuve. Pour un arbre récursif, la décision de la preuve du théoréme 7.2.2 est K-
récursive. Le chemin construit 'est donc tout autant. O

La proposition 7.2.4 peut étre significativement améliorée comme suit. Dans 'exer-
cice 5.6.9, nous introduisions les ensembles bas comme étant des ensembles qui ont le
méme saut que les ensembles récursifs. Sous cet angle, ils sont assez proches des en-
sembles récursifs. Par exemple, un ensemble bas ne peut étre Turing-complet, puisque
les ensembles complets sautent au dessus de (). La proposition 7.2.3 nous annonce
que 'on ne peut s’attendre & ce qu’un arbre récursif ait un chemin récursif, mais le
résultat suivant se rapproche de cette possibilité.

Théoréme 7.2.5 (Théoréme de la base basse, Jockusch et Soare |9]) Tout arbre bi-
naire récursif infini a un chemin bas.

Preuve. La preuve est un magnifique exemple de la méthode de tree-forcing. Une
discussion sur cette méthode nous ménerait, cela étant, bien trop loin. Une preuve
peut étre trouvée dans Odifreddi [17] ou Soare [27]. O

Remarquons que tous les résultats de cette section peuvent étre relativisés en augmen-
tant la complexité de 'arbre, de maniére & ce qu’ils ne concernent plus seulement les
arbres récursifs, mais permettent d’exprimer la difficulté du calcul d’un chemin dans
n’importe quelle sorte d’arbre.

Les résultats précédents illustrent comment il est possible d’analyser le contenu
constructif des théorémes mathématiques en utilisant des mesures et des notions de
la théorie de la calculabilité. Au final, remarquons que nous ne sommes pas seulement
capables de conclure que le lemme de Konig n’est pas constructif, mais aussi d’obtenir
une borne précise de son non-constructivisme en terme de degrés de Turing.

Il existe d’autres domaines dans lesquels la force des théorémes mathématiques est
étudiée, par exemple les mathématiques inversées o1, bien que les outils principaux
soient d’ordre axiomatiques, la théorie de la calculabilité joue aussi un réle important.
Beaucoup d’autres exemples comme le précédent peuvent étre trouvés dans 'ouvrage
de Simpson [26].

7.3 Chaines aléatoires et complexité de Kolmogorov

Sil’on ne se référe qu’a la théorie des probabilités classique, toute chaine de carac-
téres de taille n est aussi probable qu’une autre. Pourtant on sent une réelle différence
qualitative entre deux chaines données. Par exemple, la suite 000...0 de 100 zéros
nous semble spéciale, au sens usuel, parmi toutes les chaines de 100 caractéres. Cette
intuition est une des motivations pour I'introduction d’une mesure de complexité pour
les chaines et les réels. Une introduction générale & ce domaine pourra étre trouvée
dans 'ouvrage de Li et Vitanyi [14].

Soit une machine universelle de Turing U, c’est-a-dire une machine qui peut simuler
toutes les autres machines de Turing. Une telle machine existe pour la méme raison
qu’il existe des ensembles r.é6. universels, cf. page 21. A partir d'une chaine o € 2<%,
on définit la complexité de Kolmogorov de o par

C(o) =min{|r| : U(1) = o}.

Voici quelques faits & propos de la fonction C :
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— On remarque que C dépend du choix de la machine universelle U. Pour autant,
ce choix ne fait varier la valeur de la fonction que d’une constante additive;
en effet, pour deux machines universelles U et V et les fonctions de complexité
correspondantes Cy et Cy, on a que Cy (o) < Cy(o) + O(1) pour tout o, ou
la constante O(1) ne dépend que de U et V. Puisque le choix de U n’est pas
vraiment important, on notera plus simplement C que Cp.

— Puisque toute chaine est une description (totale) d’elle-méme, la complexité
d’une chaine est bornée par sa taille. C’est-a-dire que pour tout o, on a

C(0) < |o| + O(1).

L’idée est qu’'une chaine aléatoire n’a pas de structure qui pourrait étre utilisée pour
la décrire de maniére plus succincte. Par exemple, la chaine 000...0 de 1000 zéros est
longue mais peut étre décrite facilement. A contrario, une suite obtenue par 1000 jets
de piéce n’aura probablement pas de description beaucoup plus courte que 1000 bits.
On définit donc :

Définition 7.3.1 Une chaine o est k-aléatoire si C(o) > |o| — k.
Proposition 7.3.2 Pour tout k, il existe des chaines k-aléatoires.

Preuwve. Cela peut étre montré par un simple comptage. Pour toute taille donnée n, il

y a
1

n—

2

k—
=0

2t —on=k _q

programmes de taille < n — k, donc il y a au moins 2" — 2" + 1 chaines k-aléatoires
de taille n. 0

Dans le théoréme 3.6.4, on a construit un ensemble simple par force brute. Le résultat
suivant montre qu’il existe aussi des exemples naturels d’ensemble simple :

Proposition 7.3.3 (Kolmogorov) Pour tout k, l’ensemble de toutes les chaines non
k-aléatoires est simple.

Preuve. Nous laissons au lecteur la vérification du fait que ’ensemble des chaines non
aléatoires est r.6. (exercice 7.4.5). On doit montrer que pour tout k, 'ensemble des
chaines k-aléatoires est immun', c’est-a-dire qu’il n’admet pas de sous-ensembles r.é.
infinis. Supposons qu’il ne soit pas immun, alors pour tout m, on peut calculer une
chaine ¢(m) avec C(y)(m)) > m. Alors on a que m < C(¢(m)) < logm + O(1), ce
qui ne peut étre vrai que pour un nombre fini de m, d’oti contradiction. O

Corollaire 7.3.4 1. C n’est pas une fonction récursive.
2. Sim(z) =min{C(y) : y > x} alors m est non bornée.

3. m croit plus lentement que n’importe quelle fonction monotone récursive non
bornée.

Preuve. Voir I'exercice 7.4.6. Que m soit non bornée découle du fait que 'on épuise
le stock de programmes courts. Qu’elle grandisse plus lentement que n’importe quelle
fonction récursive est di au fait que dans le cas contraire on pourrait énumérer une in-
finité de chaines de grande complexité, ce qui est impossible par la proposition 7.3.3. [J

!Le terme « immun », emprunté du vocabulaire médicinal par Post, est synonyme de « immunisé ».
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7.4 Exercices

Exercice 7.4.1 Mettons que « e € Tot » abrége la formule Vz3s {e}s(x) |. Soit F
un systéme formel adéquat. Utilisez la proposition 4.2.2 pour montrer qu’il existe des
e € Tot pour lesquels F F e € Tot.

Exercice 7.4.2 Prouver le résultat de ’exercice 7.4.1 en construisant un tel e par
diagonalisation directe. Indice : soit {e}(z) | pour tout z pour lesquels F ne prouve
pas en x étapes que e € Tot. Dés que F prouve que e € Tot, posez {e} comme étant
indéfini pour tous les arguments futurs.

Exercice 7.4.3 Soit A et B une paire d’ensembles r.é. disjoints. Montrez qu’il existe
un arbre récursif T tel que les ensembles qui séparent A et B sont précisément les
chemins dans T'.

Exercice 7.4.4 Soit F un systéme formel. Une extension compléte de F est un en-
semble séparant {gp: Fr go} et {90: FF —mp}.

Montrez qu’il existe une extension compléte de F de degré bas. Indice : utilisez
I’exercice précédent et le théoréme de la base basse.

Pour un systéme formel fort F tel que Q ou PA , ceci montre que, malgré le fait
que 'ensemble {(,0 : FE <p} soit E?—complet, il existe toujours une extension compléte
qui a un degré de Turing incomplet. En général, cela étant, une telle extension basse
ne peut pas étre r.é.

Exercice 7.4.5 Montrez que pour tout k, I’ensemble des chaines k-aléatoires est I10.

Exercice 7.4.6 Vérifiez les faits du corollaire 7.3.4.



Approfondissements

Le premier ouvrage intégralement dédié a la théorie de la calculabilité est da a
Rogers [22]. Bien qu'il soit de nos jours obsoléte sur bien des points, il n’en reste pas
moins une bonne lecture, parfaitement acceptable comme une introduction. Une autre
référence de la méme époque, plus courte mais plus avancée et d’une influence non
négligeable, est due a Sacks [23]. Un deuxiéme ouvrage du méme auteur, [24], traite
de la calculabilité sur des ordinaux différents de w.

L’impressionnant travail en deux volumes d’Odifreddi [17, 18] est ouvrage le plus
considérable et étendu de nos jours. Le nombre de sujets couverts et son excellente
présentation en font une bible du domaine. Son caractére encyclopédique peut le
rendre moins adapté pour une introduction, mais il vous sera rapidement indispensable
comme ouvrage de référence.

Le livre de Soare [27] a été écrit pour remplacer le livre de Rogers. C’est une
excellente référence pour les sujets les plus avancés en théorie de la calculabilité, avec
un intérét particulier pour les degrés de Turing r.é. et la méthode des priorités.

Au chapitre 7, nous avons déja mentionné quelques références pour les applications
de la calculabilité. Une collection étendue de papiers de couverture sur les mathéma-
tiques calculables peut étre trouvée dans [4]. On pourra trouver des ouvrages traitant
de la théorie de la calculabilité, souvent de paire avec un sujet comme la complexité
ou la théorie des automates, dans n’importe quelle bibliothéque de mathématiques ou
d’informatique.

Du reste, le lecteur pourra se référer profitablement aux papiers originaux des
pionniers du domaine. Cela incluera alors les papiers fondateurs de Godel [7], Church
[2], Kleene [10], Turing [29] et Post [20].
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