
���������� ���	
���
������ 	�������
�


����� ���� ����������

�����������
���
������� ���	��
�


�� ������ ���	�
�


�
� ������

������� ��	
� ���
��
���
�

�� ������	 
��� 
������� ��������
����

�������� ��������	 ���
��������	 �������

����
����	��� �������� � �������
������ �	 
��!

�� �"�� 
 ��	�
� �
���


#��$%&'(#)

�� �	
����
� ����	* ������


���+
+��� ,
-
�	.�������
����
� ����

�����/* ���	�	+
����0 +	��	� ,
-
�	.�������
����
� ����!

��	,���	� ������������
� ���
��
���
�

1	����

�22�



��������	�

����������

���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� I� ���� ��������������
� ��������

E��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3�

x�� �	�������
� ���
	�����/� ��
"�
4��
* �

�
��� fl�5�6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3�

x3� '� �"��
������ ��
�	+� �����	+�	* ����
�/� ��

x�� 
	��-��������	 ��	���/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

x7� 
	��-��������	 ��	���/ 3 
 ���+���
* 
- ��� � ��

����� II� ���� ��������������
� ��������

G��	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 83

x�� 9��+�
�	����/� ��
"�
4��
� :�+� � � � � � � � � � � 83

x3� :����	+ � �
��	�/� �
��*�/� ,	���� � � � � � � � � ;8

x�� %��
	�����/� ��
"�
4��
� 	"	"<���/� �	�
=

�	 ��
,�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 2�

��
���
	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���




�����	� �

��������

>+�
� 
- ���������
* ��	�

 ��������+����/� �
��� �������� 
�=

���+	���
� �	��+��
� ���
�
�/

jh� ? h��� ? � � �? hm�mj� hj � Z� j @ �� �� � � � �m� 5���6

+�� -�+���/� +�*���
�����/� ��� � � � � �m! m � �! 
 �� 	����� ��
-� �

-��
�
�	��
 	�

max
��j�m

�
jhj j

�
�

��� ���+��� 
- ��	���/ 

�
��� A3�! x3  ���B! ��� ������ ��	
��
�

�������� H � � 
���
����� ����� �

�� h�� h�� � � � � hm ���
�!

���

jh� ? h��� ? � � �? hm�mj � H�m� � � max
��j�m

�
jhj j

�
� H�

&�� ���/�! ��	���� 

�
��� 	������� �� �	��	�! ��	�� ���/� �	4��

"/�� ���
�
�� 5���6! � 	"<�� ������! �� ��
�
��� �	 ��
���
� �	�����=

��C ��������� �
��� ��� � � � � �m� #- ����
����
� �		"��4��
* 5��� ��=

	���� �3 A��! x�  �� IB6 ���+���! ��	 ��
 �C"	� � � � +�� �	��
 ���� 5�

��/��� ���/D�"� �6 �	��� E� @ 5��� � � � � �m6 � Rm ��<������� �	��	��=

��� C @ C5E�� �6 � � �����! ��	 +�� ��	
-�	���/� ���/� h�� h�� � � � � hm!

�� ����/� ���C 	+�	�������	! ������+�
�	 ����������	

jh� ? h��� ? � � �? hm�mj � CH�m5logH6����� 5��36

H @ max

�
e� max

��j�m

�
jhj j

��
�




�����	� �

1��	+/ ��	�

 ��������+����/� �
��� �	-�	��C� �	������ 	����


��
-� ���
�
�/ 5���6! "�
-�
� �	 �	��+�� � 	������ 5��36! ��
 ����
=

����	� �/"	�� E��

F �������� �
��� ��� � � � � �m �	4�	 ��������
���� -�����
� � ���
	=

�����	* �	��� � �@ � ����
�
����
� ,����
*

fj5z6 @
�X
���

fj��z
� � fj�� � Q � j @ �� � � � �m� � � Z� @ f�� �� 3� � � � g�

5���6

:�
 �	�����

 	���	� ��
-� ���
�
�/ 5���6 �	-�
���� �	��	� 	 �
��*=

�	* ��-��
�
�	��
 �
��� �� f�5�6� � � � � fm5�6 ��+ Q � F ������! �	 +�

,����

 5���6 �
��*�	 -��
�
�/ � �+
�
��* ��+ C 5z6! ��� �� �	 �	��=

-��� 5��� ����� 3 A3�! x3  ���B6! ��<������� �������
� �
+�

P�5z6 ?
mX
j��

Pj5z6fj5z6 � �� Pj � Q AzB� j @ �� �� � � � �m�

���-/��C<�� ,����

 f�5z6� � � � � fm5z6� :�
 G�	� �	4�	 ��
����! ��	

��	 	����/ P�5z6� P�5z6� � � � � Pm5z6 � �	�	����	��
 �-�
��	 ��	��/ 
!

���+	�������	! �	�� "/ 	+�	 
- �
��� P�5�6� � � � � Pm5�6 	��
��	 	� ��=

��� �	 G�	 	-������! ��	 �
��� �� f�5�6� � � � � fm5�6 �
��*�	 -��
�
�/

��+ Q � &��
� 	"��-	�! �������
��� �
���
�� �
��	��	 �����


�

��
�
 �

�� �� f�5�6� � � � � fm5�6 ��� Q ������
� �
��	��� �����
�



��
�� �����
	 �� f�5z6� � � � � fm5z6 ��� ����� C 5z6�

F ��"	�� ��D� H
 ��� A3�B "/� ���+�	4�� ���	+ 
����+	���
� ��
,=

���
����
� ��	*��� -�����
* ���	�	�/� ����
�
����
� ,����
* f�5z6�

� � � � fm5z6! �+	�����	��C<
� �
����� �
��*�/� +
,,�����
����/�

�������
*! � �� �"��
����	* �	��� �� >,	��
� ��	* ���	+ � �
+� 	"=

<�* ��	���/! ��D� H
 ��� A38B ���-�� ���	�	�/� +	����	��/� ���	�
�!

�	�	�/� +	�4�/ �+	�����	���� ���
� ,����

 +�� �	 	! ��	"/ �
���




�����	� �

�� f�5�6� � � � � fm5�6 "/�
 	+�	�	+�	 �� �"��
����
 
! � �����	��
! �
=

��*�	 ��-��
�
�/ ��+ Q � :���+�! G�� ��	���� 	��	�
���� �	���	 � -��=

���
�� E.,����
*! � ��-�
�
� ���	+� ��
���
�����	 � ������ G.,���.

�
* ��� 
 	����	�� �� ��	��� -������
� 	 � 	 �	-�	4�	��
 � ������ A3�B�

1��	+ H
 ��� "/� ��<�������	 	"	"<�� � ��"	��� '�L� M
+�	�=

��	 	! �	�	�/* +	��-�� ��
���
* �� �"��
����	* ��-��
�
�	��
 -��=

���
* E.,����
*� :	+�	"��C 
��	�
C G�	 	 �	��	�� �	4�	 ��*�
 �

� 	 �	�	 ��,

 A3�B� ���-� 	����
�! ��	 ��
�	+
�/� �
4� ��-�����=

�/ -���� 
��C� �	���	 �
�
���� ��-��
�
�	��� ��+ Q -�����
* E.


 G.,����
*! 
��C<
� ���
������ 
 �	G,,
�
���/ ��+	� &�*�	��

5QE.,����
* � ��/��� A3�B 
 QG.,����
* � +��� A3�B6�

����������� 	
 N����
�

f5z6 @
�X
���

f�
�O
z� 5��76

��-/������ E.�����
�	! ���
 �/�	����/ ���+�C<
� ���	�
�0

�6 f� � Q +�� � � Z�P

36 +�� ���	�	�	* �	�	4
�����	* �	������/ C ������+�
�	 ����=

������	 jf� j � C��� ��
 � � Z�P

�6 ��<������� �	���+	�������	��� f	ng
�
n�� � N @ Z� nf�g �����!

��	 	nf� � Z! � @ �� �� � � � � n! n � N ! 
 	n � Cn ��
 n � N �


���	� 	���+����
� E.,����

 "/�	 ���+��	 ��D�� 	� A3�B +�� ,��.

��

 � �� �"��
����
�
 �	G,,
�
�����
 ��+� &�*�	�� 
 ����	���	 	�=

�
������ 	� �����
����	 	 	���+����
� H
 ���� >+���	! ��� 
-�����/�

E.,����

 5� ��/��� H
 ���6 � ���
	�����/�
 �	G,,
�
�����
 ��+	�

&�*�	��! ����C<
��� ��Q��
��
 �
��*�/� +
,,�����
����/� ����=

���
*! �+	�����	��C� 	���+����
C �� F �����	��
! G�	 	��	�
��� �	

����  
��� �	����
����
� ,����
�� � ���
	�����/�
 ����������


5��� A3�! x�  ���B6�




�����	� �

����������� �
 N����
�

f5z6 @
�X
���

f�z
�

��-/������ G.�����
�	! ���
 +�� ��� �/�	����/ ���	�
� �6��6 	���+�=

���
� ��

H����
�! ��	 ��������
����/� � ���	+� H
 ����M
+�	���	 	 ���=

�
�
����
� ,����

 f�5z6� � � � � fm5z6 +	�4�/ �+	�����	���� �
�����

�
��*�/� +
,,�����
����/� �������
*

d

dz
yl @ Ql� ?

mX
j��

Qljyj � l @ �� � � � �mP

Qlj @ Qlj5z6 � C 5z6� l @ �� � � � �m� j @ �� � � � �m�

5���6

����	 	 �	��+��� $��
 
-�����	! ��	 G�
 ,����

 ������ � �+
�
��*

�
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6! �	! ��� �/������ 
- ����/ � A3�! x3  ���B!

���Qlj5z6 � Q 5z6 
 �	4�	 �/"���� ��	 	���� T 5z6 � ZAzB ���! ��	

T 5z6Qlj5z6 � ZAzB� l @ �� � � � �m� j @ �� � � � �m� 5���6

F �2�� � '�L� M
+�	���
* +	��-��! ��	 �
���
� �
��	��	 �����

�


��
�
 E������
	 f�5z6� � � � � fm5z6! �������������
� 


����

�
��	��� �
�������
������ �������
	 5���6! 
 ��
�
��	 ��� C 5z6

������
� �� ������ �������
���! �� 
 ��
�������� �
���
��

�
��	��	 �����


��
�
 �

�� �� f�5�6� � � � � fm5�6 ��� Q ��� ���
��

������	 ����
 �! ���
���	 �� ���� 
 ����
�� �� ��
�
����� 


�

���� 5���6 5
�/�
 ��	���
! +�� �	��
 � � Q ���	*! ��	 �T 5�6 �@ �6�




�����	� �

&�� ���/�! ��
�����
� ���	+� H
 ��� � �
��*�	* ��-��
�
�	��
 -��=

���
* E.,����
* � ���
	�����/�
 �	G,,
�
�����
 "/�	 +	��+��	 +	

� 	 ����������/�  ���
��

��� 
 "	��Q
����	 ���	+	� ��	�

 ��������+����/� �
���! ���	+

H
 ����M
+�	���	 	 �	-�	�
� �	���
�� �� �	���	 ����������/�! �	


 �	�
��������/� ��������
��
�
 ��
,���
����
� ��	*��� -�����
*

-�+���/� ,����
* � �	��� �� ��� ��D� H
 ��� � ������ A3�B ���-/���

5"�- +	��-���������6! ��	 +�� -�����
* ,����

 L������

J�5z6 @
�X
���

5��6�

5�O6�

�
z

3

���


 �� ��	
-�	+�	* � ���
	�����	* �	��� � �@ � ������+�
�	 ����������	

jh� ? h�J�5�6 ? h�J
�
�5�6j � CH����� 
 � ��

hj � Z� H @ max
��j��

�
jhj j

�
� �� C @ C5�� 
6 � ��

%�-�
�
� ���	+� � ��"	��� '�L�M
+�	���	 	 �	-�	�
�	 � �2�8 � ����=

�	�
�� ���+�C<
* 	"<
* ��-������ A�8B0

!�
�� 
��������
�� E������
	 f�5z6� � � � � fm5z6! m � �! �
��	��

�����


�� ��� C 5z6 
 ��
�
��	 
 
�
������� ��"��
� 


����

�
��	��� �
�������
������ �������
	 5���6! � � � Q n f�g # ����


�������� ���
���� �����  ��	 


����� $���� ��� ������ 
 � �


���
����� ��
������� C @ C5f�� � � � � fmP�� 
6 � � �����! ���

jh� ? h�f�5�6 ? � � �? hmfm5�6j � CH�m���

hj � Z� H @ max
��j�m

�
jhj j

�
� ��




�����	� �

F G�	� 4�  	+� � -������ A�;B "/�
 ���	��
�	���/! � � �282 � � ���=

��� A�2B 	��"�
�	���/+	��-��������� 	���	�! ��	���C<
� 	����	��/*

���� � �	��-����� �����������! � 
����	! ��	 � ���	�
�� �,	����
�	=

����	* ��	���/ 
���
����� ��
������� � @ �5f�� � � � � fmP�6 � �

�����! ��� ��� �
�� H � H�5f�� � � � � fmP�6 ���������

jh� ? h�f�5�6 ? � � �? hmfm5�6j � H�m���log logH�����
� 5��86

#- 5��86 �/������ 	����� +�� ���
	�����/� ��
"�
4��
* -�����
*

�C"	* 
- �������C<
� E.,����
*0

����fl5�6 � p

q

���� � jqj�m�����log log jqj�
����

� l @ �� � � � �m� p� q � Z�

jqj � q�5f�� � � � � fmP�6� � @ �5f�� � � � � fmP�6�

5��;6

F �2;7 � 9�F� R�+�	���
* � ������ A3�B ���+�	4
� 	�
 
������C

�	�������
C! �	-�	��C<�C �	������ 	����
 ��
-� �
��*�/� ,	�� 	�

-�����
* E.,����
*! ��4+�� 
- �	�	�/� �+	�����	���� ��	��� �
��*=

�	�� 	+�	�	+�	�� +
,,�����
����	�� �������
C ��	
-�	���	 	 �	=

��+��� :�
 G�	� �� �	�	����	��� G�
� �������
* �����+/���	�� 	����

4����	� 	 ���
�
�����	� ���	�
�! ��	4�� � ���	�
�� H
 ��� A38B� ��	=

�� G�	 	! R�+�	���	�� �� �+��	�� �	������	 	��<����
�� �����	+ 	�

�
��*�/� ��
"�
4�C<
� ,����
	�����/� ,	��! ��-����/� 
� ������


��������
 ��
��
%��
��
 !���! � �
��*�/� �
��	�/� ,	����� F

���	�! ���	+ R�+�	���	 	 ������� ���	���+������/� ��-�
�
�� ���	=

+� H
 ����M
+�	���	 	�

F ����	*  ���� ����	�<�* +
�������

 � �	�	<�C ���	�	�	 	 ��	=

���Q�����	���
� �	�������

 R�+�	���	 	 +	��-/������ ��
���
�

	����
 5��;6! "�
-�	� �	 �	��+�� � ������������ 5��36 ��
m @ �� S�	�




�����	� �

��-������ ,	����
������ � �
+� +��� 	�+����/� ��	��� �	 ���+�C=

<�* ��
�
��0 � ������ m @ 3 ���	�
�! �����+/����	� �� ,����



f�5z6� � � � � fm5z6! �������� "	��� ���"/�! ��� � ������ ��	
-�	���	 	

m � 3! ��	 +��� �	-�	4�	��� ���-��� "	��� �
���/� ���+���
�� H�=

���
� �	���	! ��	 G�	 ���	�
� � 	"�
� ��	����� ��<�������	 ���"��

�		��������C<� 	 ���	�
� ��"	�/ A3�B� �����* m @ � �	��	���C 
�=

����/������ ��-������	� '�L� M
+�	���	 	 5��;6�

��
���� 	
 !�
�� �������
��
�
 �����


��� ��� C 5z6 E�����

��

 f�5z6� � � � � fm5z6! m � 3! 
�
������� ��"��
� 


���� 5���6�

!�
��! ����� ����! � � Q ! �T 5�6 �@ �� $���� 
���
����� ���


������� � @ �5f�� � � � � fmP�6 � � ����� ! ��� ��� �
�� q � Z!

jqj � q�5f�� � � � � fmP�6! 
�������
�� �������
���

����fl5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����m���

� l @ �� � � � �m�

������ �� �
 ���� ����� p�

��������� 	
 !�
�� E������
� f5z6 ������������� �
��	����

�
�������
������� �������
�

Amy
�m� ? � � �?A�y

� ? A�y @ B� m � 3�

Aj @ Aj5z6 � C AzB� j @ �� �� � � � �m� B @ B5z6 � C AzB�

������� m 
 �������
��
�
 �����


�� ��� C 5z6 
� 
��
�
 ���
��

������
 f �5z6� � � � � f �m���5z6P ���
�������� ����� � ������! ���

�Am5�6 �@ �� $���� 
���
����� ��
������� � @ �5f P�6 � � ����� !

��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5f P�6! 
�������
�� �������
���

����f5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����m���

�




�����	� �	

������ �� �
 ���� ����� p�


	��-��������	 G�	 	 ���+���
� �/������ 
- �	 	 ,����! ��	 �	�	=

����	��� m E.,����
* fl5z6 @ f �l���5z6! l @ �� � � � �m! �	�������� ��=

Q��
� �
����/ �
��*�/� +
,,�����
����/� �������
* ����	 	 �	��+=

��� S�	 +��� �	-�	4�	��� ��
���
�� � ��* �����4+��
� ��	���/ �! 
-

�	�	�	 	 
 ���+��� ���"���	� ����������	�

��������� �
 !�
�� t� l # �����
��������� ����� �

��! t ���

�����! t?l � � 
 ��������� ��� � � � � �t�lP
�� � � � � 
l � Q nf����3� � � � g

�����



f5z6 @
�X
���

5
�6� � � � 5
l6�
5�� ? �6� � � � 5�t�l ? �6�

�
z

t

�t�
�

���

5
6� @ �� 5
6� @ 
5
 ? �6 � � � 5
 ? � � �6� � @ �� 3� � � � �

������������� 
������
� �
���
��0

�6 �i � 
j �� Z ��� �
�� i @ �� � � � � t? l! j @ �� � � � � lP

36 �� 
���
����� ������ ���
���� d � � �

�� t� l ������!

���

5�� ? ��d� � � � � �t�l ? ��d6 � 5��� � � � � �t�l6�

5
� ? ��d� � � � � 
l ? ��d6 � 5
�� � � � � 
l6

5���

� 5
��� � � � � 

�
m6 � 5
�� � � � � 
m6 ��������! ��� ��� ��������	

����
������
 � 0 f�� � � � �mg 	 f�� � � � �mg! ���
���	 �� ��%��
��

�����	! ��
 �
�� j @ �� � � � �m ��������� 
�j � 
��j� � Z6� $����

��� ������ � � Q n f�g 
���
����� ��
������� � @ �5��� � � � � �t�lP




�����	� ��


�� � � � � 
lP�6 � � ����� ! ��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5��� � � � � �t�lP


�� � � � � 
lP�6! 
�������
�� �������
���

����f5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����t�l���

�

������ �� �
 ���� ����� p�


�*���
�����	! 	"	"<�����  
��� �	����
������ ,����
� f5z6 �+	.

�����	���� +
,,�����
����	�� �������
C

��
z
d

dz
? t��

	
� � �
�
z
d

dz
? t�t�l

	
� zt

�
z
d

dz
? t
�

	
� � �
�
z
d

dz
? t
l

	�
y

@ tt�l�� � � ��t�l�

� �� �"��
������ ��-��
�
�	��� ,����
* f5z6� f �5z6� � � � � f �t�l���5z6

�/������ 
- ��	���/ ��I ��"	�/ F�T� ���
�	�� A��B�

$��
 �	��	��-	������ ��	���	* ��II A��B! �	 �	4�	 �	���
�� ����	=

 
��/* ��-������ 
 � ������ ����	 	 t�

F ������ l @ � ���	�
� ���+���
� 3 �	4�	 ���	��
���

��������� �
 !�
�� ����� t � � ������� 
�
 t @ 3 
 ��������

�� ��� � � � � �t � Q n f����3� � � � g �����



f5z6 @
�X
���

�

5�� ? �6� � � � 5�t ? �6�

�
z

t

�t�

�� ������������� 
��������� �
���
�0 �

�� t��� � � � � t�t �����

��
� �����
 
 �������� ������ 


���� ������� �� mod t�




�����	� �


$���� ��� ������ � � Q n f�g 
���
����� ��
������� � @

�5��� � � � � �tP�6 � � ����� ! ��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5��� � � � � �tP�6!


�������
�� �������
���

����f5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����t���

�

������ �� �
 ���� ����� p�


	��-��������	 �� �"��
����	* ��-��
�
�	��
 ,����
* f5z6� f �5z6�

� � � � f �t���5z6 � ������ ������	 	 t �	�����	 � ��"	��F�T����
�	�� A�7B

��
 +	��-��������� ��	���/ 3P ��
 t @ 3 G�	� ��-������ �/������ 
-

��	���/ 7 �����
 F�'� >��*�
�	�� A��B�

��
���� �
 !�
�� E������

 f�5z6� f�5z6 
�
������� ��"��
�




����

d

dz
yl @ Ql� ?Ql�y� ?Ql�y�� l @ �� 3P

Qlj @ Qlj5z6 � C 5z6� l @ �� 3� j @ �� �� 3�

5��26


 �
��	�� �����


�� ��� C 5z6 
 ��
�
��	P � � Q n f�g # ���

�
���� ����� 


���� 5��26� $���� 
���
����� ��
������� � @

�5f�� f�P�6 � � ����� ! ��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5f�� f�P�6! 
����

����
�� �������
���

����fl5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����

� l @ �� 3�

������ �� �
 ���� ����� p�

F ������m @ 3 ������+�
� ����	 ���+���
� � 
- ��	���/ �! � �	�	=

�	� �	��	���C 	���������� ���	�
� ��-��
�
�	��
 ,����

 f5z6 
 ��

��	
-�	+�	*�




�����	� ��

��������� 	
 !�
�� E������
� f5z6 ������
� ��"��
�� �
��

������
������� �������
�

A�5z6y
�� ?A�5z6y

� ?A�5z6y @ B5z6� A�� A�� A�� B � C AzB�


 � � Q ! �A�5�6 �@ �� $���� 
���
����� ��
������� � @ �5f P�6 � �

����� ! ��� ��� ����� ����� p� q! jqj � q�5f P�6! �
�� f5�6 @ p�q �
�

�� ����f5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����

�

F +��� ���+�C<
� �����4+��
�� �	��	���C ��Q����� �	��	� 	"

	����� ��
-� ���
	�����/� ��
"�
4��
* -�����
*  
��� �	����
���=

�
� ,����
*! �+	�����	��C<
� �
��*�/� +
,,�����
����/� ������=

�
�� ��	�	 	 �	��+���

��������� �
 !�
��

K��	5z6 @
�X
���

5��6�

5�? �6�5�? �6�

�
z

3

���
� �� � � Q n f����3� � � � g�


 � � Q nf�g� $���� 
���
����� ��
������� � @ �5�� �P�6 � � ���

��� ! ��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5�� �P�6! 
�������
�� �������
���

����K��	5�6 �
p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����

�

������ �� �
 ���� ����� p�




�����	� ��

��������� �
 !�
��

A��	�
5z6 @
�X
���

5
 ? �6�
5�? �6�5�? �6�

z� � �� �� 
 � Q n f����3� � � � g�


 � �� 
 � � �� N �


 � � Q n f�g� $���� 
���
����� ��
������� � @ �5�� �� 
P�6 � �

����� ! ��� ��� �
�� q � Z! jqj � q�5�� �� 
P�6! 
�������
�� ��������


��� ����A��	�
5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����

�

������ �� �
 ���� ����� p�

F ����/� ��"	���! ���-���/� � ��
�����
�� ���	+� H
 ����M
+.

�	���	 	 � ������ G.,����
* 5��� A��B! A�3B6! "/�
 �	�����/ 	����
 �
=

��*�/� ,	�� 
 ��	 	����	� 	� -�����
* G�
� ,����
* � �� �"��
���=

�
� �	����� :�
 G�	�! 	+���	! ���
�
�� G�
� �	��� -��
���� 	� �/�	�/

��������
����/� ,	��� F �287 �! �	��	��-	���Q
�� ���-��
�� H
 ���

� ��"	�� A3�B 	 �	���<��

 �	G,,
�
���	� �
��*�/� ��
"�
4�C<
�

,	�� 5U�	���<��

 ,���	�
��	�V6! '�#� 9��	��
� A�B �	���
� +�� 	+=

�	 	 �	+������ G.,����
* 	����
 �	+���* ��	 	����	� 	� -�����
* �

�	����! �� -��
��<
� 	� �/�	�/ ��	 	����	�� &�� 4� "/�� �,	����
=

�	���� ��	���� 	" G,,���
��	* 	����� �
��*�	* ,	��/ 	� G.,����
*


- 	+�	 	 ������! +	��-��������	 �	�	�	* 	��"�
�	���	 � ��"	�� A3B� F

�2;� � 
�F� R�+�	���
* 
 9�F� R�+�	���
* A33B +	��-��
! ��	 ���	�
�

U�	���<��
� ,���	�
��	�V! �,	����
�	����	� � ��"	�� A�B! �/�	���=

���� +�� 	+�	�	+�/� �
���� �
��*�/� +
,,�����
����/� �������
*!

�	�	�/� �+	�����	��C� G.,����

� ����	4�	� ��	���Q�����	���
�

����/ R�+�	���
� �	-�	�
�	 � ��"	�� A3�B �	���
�� G�	� ��-������




�����	� ��


 +�� ��	+�	�	+�/� �
����� &��
� 	"��-	�! ��
�����
� ���	+� H
=

 ����M
+�	���	 	 � ������ G.,����
* "/�	 ���Q
���	 +	 ���������=

�/�  ���
�� >����
�! ��	 
��	��-	���
� ��
"�
4��
* :�+� ��	�	 	

�	+� +��� �	-�	4�	��� �	������ 	����
 �
��*�/� ,	�� 	� -�����
*

G.,����
* "�- ���	�
� U�	���<��
� ,���	�
��	�V 5��� A33B6�

>����
�! ���4+� ��� 	! ��	 +�� �	�����
� 	���	� ��
-� �
��*�/�

,	�� 	� -�����
* G.,����
* ���"����� "	��� �<������/* ���� �	��	=

���/�! ��� � ����	 
��	* -�+��� +�� E.,����
*� #����	 �	G�	��! ��=

	"�	+
�	 ���+�C<�� ��	���C<�� 	���+����
� +�� G������	� f�5z6� � � � �

fm5z6 ������ G.,����
*�

����������� �
 L�+��  	�	�
��! ��	 
��������
�� �����
	 5���6

��
�����%
� ���

� G5C�W6!  +� C � � 
 W � �! ���
 +�� �C"	=

 	 � � � ��<������� �	��	����� �! -��
��<�� �	���	 	� � 
 ,����
*

f�5z6� � � � � fm5z6! �����! ��	0

�6 jfj�� j � �C������ ! j @ �� � � � �m! � � Z�P

36 ��<�����C� ���������/� �
��� f	ng
�
n�� ���
�! ��	 ��� �
���

	nfj�� � Z! j @ �� � � � �m! � @ �� �� � � � � n! n � N ! 
	n � �W�����n

��
 n � N �


�� �	�	����	��
G.,����
* f�5z6� � � � � fm5z6! �
��*�	 ��-��
�
�	*

��+ C 5z6 � �+
�
��*! ����+� � �
����	* 5���6 "�+�� ��������
���� �	=

���4����C � �� 	+�	�	+�	* ����
 �
����� �
��*�/� 	+�	�	+�/� +
,=

,�����
����/� �������
*

d

dz
aj @

mX
l��

Sjlal� j @ �� � � � �mP

Sjl5z6 @ �Qlj5z6 � Q 5z6� j� l @ �� � � � �m�

5����6

#- 5����6 ���+���! ��	 +�� ��	
-�	+�/� �	��+�� n! n @ �� 3� � � � ! 
��C�




�����	� ��

����	 �		��	Q��
�

dn

dzn
aj @

mX
l��

S
�n	
jl al� j @ �� � � � �m� 5����6

 +� ��� S
�n	
jl 5z6 � Q 5z6! j� l @ �� � � � �m� >"	-���
� ����- T�5z6 � ZAzB

��
����Q
* 	"<
* -���������� ,����
* Sjl @ �Qlj ! j� l @ �� � � � �m!

���� ���	* ��	 	����! ��	

T�5z6Slj5z6 � ZAzB� j� l @ �� � � � �m�

�	 ����	 �/"	�� 5���6 ��	 	����� T 5z6 � ZAzB �	������! ��	

T 5z6


T�5z6 � ZAzB� 5���36

����	4�/� �/���+�
 �	��-/��C� ������+�
�	��� ���+�C<
� ��=

��������/� �		��	Q��
* +�� �	G,,
�
���	� �
���� 5����60

S
�n��	
jl 5z6 @

d

dz
S
�n	
jl 5z6 ?

mX
i��

S
�n	
ji 5z6 � Sil5z6�

j� l @ �� � � � �m� n � N � 5����6


 -���
�!

Tn��� 5z6S
�n��	
jl 5z6 @ T�5z6

d

dz

�
Tn� 5z6S

�n	
jl 5z6

�
?

mX
i��

Tn� 5z6S
�n	
ji 5z6 � T�5z6Sil5z6� nT ��5z6T

n
� 5z6S

�n	
jl 5z6�

j� l @ �� � � � �m� n � N � 5���76

>��C+�! � �����	��
! ���+���! ��	 Tn� 5z6S
�n	
jl 5z6 � Q AzB! j� l @ �� � � � �m!

n � N �




�����	� ��

����������� �
 L�+��  	�	�
��! ��	 


���� �
��	��� �
����

����
������ �������
	 5����6 ��
�����%
� ���

� G5X6 5�+	���=

��	���� ���	�
C U�	���<��
� ,���	�
��	�V � �	��	���	* X6!  +�

X � �! ���
 ��<�����C� ���������/� �
��� f�ng
�
n�� ���
�! ��	 ���

,����



�n
iO
T i�5z6S

�i	
jl � ZAzB� j� l @ �� � � � �m� i @ �� � � � � n� n � N �


 +�� �C"	 	 � � � ��<������� �	��	����� ��! -��
��<�� �	���	 	� � 


�
����/ 5����6! �����! ��	 �n � ��X�����n ��
 n � N �

&����� �,	����
���� 	��	��/� ��-������/ ��	�	*  ���/ � ��	��=

�� � 
 ���+���
� 
- ���� F 	��
�
� 	� ������ E.,����
*! �����*m @ 3

���+������� � ��	���� � 	�+����/� �����	�� R���-H5�6 �/	"	-������

�/�	�� ��	 	����� 
- C AzB 5����
��� �	+���* � 	 �	G,,
�
���	�6�

��
���� �
 !�
�� 
��������
�� �����
	 f�5z6� � � � � fm5z6! m � 3!


� ���

� G5C�W6

a6 �
��	�� �����


�� ��� C 5z6 
 ��
�
��	 � 
����� m @ 3P

"6 �������
��
�
 �����


�� ��� C 5z6 � 
����� m � 3!


 
�
������� ��"��
� 


���� �
��	��� �
�������
������ �����

���
	 5���6! ��� ������	 


���� 5����6 ��
�����%
� ���

� G5X6�

!�
��! ����� ����! � @ a�b! ��� a � Z! b � N ! �������������

�
���
� �T 5�6 �@ �P � � �
m�t�� # ���
�������� ����%
�������

��
�������� !���%
� N @


�
�

�
�m? �!

t @ max
n
deg T � ��max

l�j
fdegTQljg

o
�

H @ max
n
H5T 6�max

l�j
fH5TQlj6g

o
�

C� @ e����log ��
�
35t? �6�HX

�����logN�
W��t�5CW6

�
�

�
�� m��

N�m��

�
5N�m��

m�� 6�

�� @
5� ? t�6 log b? logC�

5�� 5m? t? �6�6 log b� logC� � 53� 5m? �6�6 log5Cjaj6
�




�����	� ��

&
�
 ��� ��������� � ��������� �
���
� �� � �! 
���
 
�����
!

�
�


b���m�t���� � C� �
�
Cjaj

����m����
� 5����6

�� �

�� fl5�6! l @ �� � � � �m! 
����
�������� '���� ����! ��� ���

���� � � �� 
 ���
�������� p � Z! q � N ! q � q�5f�� � � � � fmP�� �� �6!


�������
�� �����
����fl5�6 � p

q

���� � q���� � l @ �� � � � �m�

F ���+/+�<
� ��"	��� 5���! ����
���! A3B! A33B6 +	��-��� 
����
	=

�����	��� -�����
* G.,����
*! �+	�����	��C<
� �
����� 5���6! � ��=

�
	�����/� �	���� � @ a�b! +�� �	�	�/� �/�	����	 ���	�
� �
��

b � C��jaj
m���� � 
 � ��

:	G�	�� ����������	 5����6 ��	���/ � ���Q
���� ����� 
-�����/� 
�=

���
	�����/� -�����
* ���
� G.,����
*�

���+�C<�� �����4+��
� �	4�	 ��
���� "	��� U�����
��/�V �	

�������
C � ��	���	* �! �	��	���� � � 	 ,	����
�	��� �	��	���C 	�=

��������� ���	�
� U�	���<��
� ,���	�
��	�V 
 ���	�	 ������/* ��=

������ N �

��������� 	
 !�
�� �����
� f5z6 � G5C�W6 ������
� ��"��
�

�� �
��	���� �
�������
������� �������
�

Amy
�m� ? � � �?A�y

� ?A�y @ B� m � 3�

Aj @ Aj5z6 � C AzB� j @ �� �� � � � �m� B @ B5z6 � C AzB�

������� m 
 �� ������������� �
������

a6 �
��	���� � 
����� m @ 3!

"6 �������
��
���� � 
����� m � 3




�����	� ��

�
�������
������� �������
� 
 �� ��
�
�����
 
� C 5z6 ����"���

�������� !�
��! ����� ����! � @ a�b! ��� a � Z! b � N ! ����������

���� �
���
� �Am5�6 �@ �P � � �
m�t�� # ���
�������� ����%
�

������� ��
�������� (������
� ����� d � N ��
����"
	 ���
	

����������� �� ��
�
����� ����������� B�A�� � � � � Am � Q AzB 


����%
�

t @ max
n
degAm � �� max

��j�m
fdegAjg� degB

o
�

H @ dmax
n
H5B6� max

��j�m
fH5Aj6g

o
�

X @
�
CW
�
�m�����t������logm�

�

C� @
�
3e5t? �6�HX

�����log ��
W��t�5CW6

���m����
�m�m���� �

�� @
5� ? t�6 log b? logC�

5�� 5m? t? �6�6 log b� logC� � 53� 5m? �6�6 log5Cjaj6
�

&
�
 ��� ��������� � ��������� �
���
� 5����6! �� �

�� f5�6 
��

���
������� 
 ��� ������ � � �� 
 ���
�������� p � Z! q � N !

q � q�5f P�� �� �6 
�������
�� �����


����f5�6 � p

q

���� � q���� �

F/�	+ G�	 	 �����4+��
� 
- ��	���/ � ��	�	+
��� �	 ���+�C<�*

������ N����

 fl5z6 @ f �l���5z6! l @ �� � � � �m! �+	�����	��C� �
�����

�
��*�/� +
,,�����
����/� �������
*

y�l @ yl��� l @ �� � � � �m� �� y�m @
B

Am
�

A�

Am
y� � � � � �

Am��
Am

ym���




�����	� 
	


 ��
��+��4�� ������ G5C�W6� ��� ���+��� 
- ��	���/ A3�! x7  ��VIB

�	���<��
� ,���	�
��	� +�� �
����/ 5���6 ��	
��	+
� � �	��	���	*!

�� "	��Q�* 5CW6
�m�����t���! � �	 ����	 �����4+��
C A3�! x���  �� IVB

+�� �
����/ 5����6! �	���4���	* � 5���6! G�� �	��	����C ��	"�	+
�	

�<� �	-����
 � ������� �? logm� ��	�� �	 	! +��N @


�
�

�
�m?� � �

������+�
�/ ���+�C<
� �����������0

logN � log5N ?m� �6 � � log ��
m� �

N ?m� �
� 5m� �6���

N ?m� 3

m� �

�
�

5N ?m� �6m��

5m� �6O
�

�

�m��5m� �6O
�

5����6

%�-������ ���+���
� �	�������� ������ 
- 	��	��	* ��	���/ ����	*

�	+����	��	*�

���	���! �����4+��
� ���+���
� 3! ��
�	+
�	 	 �
4�! 	��	�
��� �

-�����
�� ��� ��-/����/� 	"	"<���/� �	�
�	 ��
,�
����
� ,���=

�
*� 
�� � 	 ,	����
�	��
 ��� �	���"�C��� ���	�	 ������/� 	"	-��=

���
�� :	+ den� � N "�+�� �	�
���� -���������� ���	����
�	* +�	"


�� F��+�� � �����	����
� ���+�C<
� ,����

 ���������	 	 �� ����=

��0

�5b6 @
b

	5b6

X
��i�b
�i�b���

�

i
� �5b6 @

X
pjb

log p

p� �
�

	5b6 @
X

��i�b
�i�b���

� � ,����
� S*����� b � N �

5���86

&��! ����
���! �5�6 @ �! �5�6 @ �P �536 @ 3! �536 @ log 3P �5�6 @ �
� !

�5�6 @ �
� log �P �576 @ 


� ! �576 @ log 3 
 ��+�

��������� �
 )�

����
� �����
�

f5z6 @
�X
���

z�

5� ? �6m
� m � 3� � � Q n f����3� � � � g�




�����	� 
�

!�
�� � @ a�b �@ �! ��� a � Z! b � N ! 
 ��
�� � � �
m�� # ����


�������� ����%
������� ��
�������� !���%
� � @ �5den�6!

� @ �5den �6! H @ den� �max
�
�� j�j

�
!

C� @ exp
n�

log5;H6 ? �?m
�
�5�� log �6 ?m�

�
� ? �? ���m����

�m�m����

�o
�

�� @
5� ? �6 log b? logC�

5�� 5m? 36�6 log b� logC� � 53� 5m? �6�6 log jaj
�

&
�
 ��� ��������� � ��������� �
���
�

b���m���� � C� � jaj
���m�����

�� �

�� f5�6 
����
������� 
 ��� ������ � � �� 
 ���
��������

p � Z! q � N ! q � q�5�� �� �� �6 
�������
�� �����


����f5�6 � p

q

���� � q���� �

* ��
���� 
�����! ��
 � @ �! 
����0

C� @ exp
n
5m? log ;6�5�� log �6 ?m

�
� ? �? ���m����

�m�m����

�o
�

>�
Q�� ������ �	�	��	 ���	+ ����	�<�* +
�������

 +�� 
����+	=

���
� ��
,���
����
� ��	*��� -�����
* E. 
 G.,����
*! ��-����/*

9�F� R�+�	���
� ���	+	� U ��+�
�	����/� ��
"�
4��
* :�+�V�

F �	�������

 H
 ����M
+�	���	 	 ���	
��� 5� �	�	<�C ��
��
��




�����	� 





�
���6 	+�� �
��*��� ��
"�
4�C<�� ,����
	������� ,	���

R5z6 @ P�5z6 ?
mX
j��

Pj5z6fj5z6� Pj � C AzB� j @ �� �� � � � �m�

� 	������/� ,	��/ 5���	 	 4� �
+�6 �	����C��� 
- ��� +
,,�����
�	=

���
�� �	 z � �	���+�C<
� +	��	4��
�� �� 	���+�����/* �/Q� ��	=

 	���� T 5z6� #����	 � G�	� ����� 
��	��-����� �	� ,���! ��	 �	�	���=

�	��� ,����
* f�5z6� � � � � fm5z6 �+	�����	���� �
����� �
��*�/� +
,=

,�����
����/� �������
* 5���6� '�
,���
����
� ��	*���� �	G,,
�
=

���	�.��	 	����	� �	����C<
����
��*�/�,����
	�����/�,	��! -�=

�
��<
� 	� ��	*��� �
��	�/� �	G,,
�
���	� � ��+��&�*�	�� �������=

�
����/� ,����
*! ������ � ���/�	4+���	���C 	���+��
����! �	����=

����	 	 
- G�
� ��	 	����	�! �	-�	��C� ����*�
 � �
��*�/� ��
"�
=

4�C<
� ,	���� 	� �
��� �� f�5�6� � � � � fm5�6� F ��
�����

 �G.,���.

�
�� ���	+ H
 ����M
+�	���	 	 �	-�	���� �	������ ��
,���
����
�

��-������/ �	���	 � �	����! +	����	��	 ���/� �	 �	+��C� S�	 	"��	�=

�������	 ���-��	 � ���! ��	 � �
��	�/� �
��*�/� ��
"�
4�C<
� ,	�=

��� 	� -�����
* G.,����
*! �	���	���/� � �	�	<�C G�	 	 ���	+�! ��=

�	��� ,	�� +	��
 ����� �� -� ���� ��	4
���� ���O � 	"<�� ����� ��+�!

��� � ������ E.,����
*! � -� ���� j�j� � �	�������

 U ��+�
�	����/�

��
"�
4��
* :�+�V ��� �	�	��� ���	+� H
 ����M
+�	���	 	 �� �+�=

���� ���	+	���� G�	� ��+	����	�� :	G�	�� � ��-�������� ��	�	*  ���/

�	�������� ���	�
� 5����6 �� �
��	 ��

:���������
 	�
�/����	* �
4� �	�������

 ����C��� ��������=

�/� �
��� M ! N 
 5+	����	��	 ���	�6 ��<�������	� � � �� >"	-��=

�
� ����- Ea @ 5a�� � � � � am6 � ��"	� ���	�	 ������/� ��������/�� F

+�����*Q�� "�+�� ����������� ����/! ��� ���/� �	�	�/� ������C���

�����

�+�����
 E� @ 5��� � � � � �m6 � Zm� :�
 G�	� ���
 � ���	�	�	*

����� �	 E� ������
��� ��� ���	� �	�� "/ � 	+�	* �	��	����	* �j � �!




�����	� 
�

�	 "�+�� ��
���� G�	 ��� ���	� 	��������C<
� 5����/� ���C6� R���-

Eej 	"	-���
� �����

�+���! � �	�	�	 	 �� ����� � �	���	� j ��	
� �+
=

�
��! � �� 	������/� ������ � ���
� 
�� G�	�	�

 ����� � ,	������

"�+�� �
����0

Ea�
 @
mY
j��

a

j
j P jE�j @

mX
j��

�j �

F��+��! ���	���! ���+�C<
� ��	4����� �����

�+���	�0

Z @ Z5m�N6 @
�
E� 0 jE�j � fN � �� Ng

�
� [ @ [5m�N6 @

�
Es 0 jEsj @ N

�
P

� @ CardZ @

�
N ?m� 3

m� �

�
?

�
N ?m� �

m� �

�
�

� @ Card[ @

�
N ?m� �

m� �

�

5��-������/ 	 �	�
������� G������	� � G�
� ��	4������ ���+�C�! ��=

��
���! 
- ����/ 8 A3�! x8  ��3B6� ��	��+	�
� G������/ ��	4���� Z


 [ � ����
�	 ��,
����	� �	��+��! ���� "�+��  	�	�
��! ��	 �����
=


�+��� E� ����Q� �����

�+���� E�� 5-��
�� E� 
 E��6! ���
 �� @ ����

�� @ ���� � � � � �j�� @ ��j��! �	 �j � ��j +�� ���	�	�	 	 j! � � j � m�

:	+ 
�s���s! Es
�� Es � [! "�+�� �	�
���� U	"	"<���/*V �
��	� ��	������

��	4����� [! � 
����	!


�s���s @

��� � ��
 Es� @ Es�

� 
�����

%�������
��C��� ,	��/ 	� ��������/� a�� � � � � am � ,����
	����=

�/�
 �	G,,
�
�����
 �
+�

R5zP Ea6 @
X

�
�j�
j�N

Ea�
P�
5z6 ?
X

�
�j�
j�N��

Ea�
P�
5z6
mX
j��

ajfj5z6�

P�
5z6 � Q AzB� 5���;6




�����	� 
�

:	��	���� ���
� ,	��/ 	+�	�	+�/ 
 
��C� �������N ! 
� �	4�	 ���+=

����
�� � �
+�

R5zP Ea6 @
X
�s��

Ea�sR�s5z6� 5���26

�����
��� �	G,,
�
���/ ��
 Ea�s! Es � [! � 5���;6 
 5���26! �/��-
� G��=

����/ ���	�

�
R�s5z6

�
�s��

����- G������/ ���	�

�
P�
5z6

�
�
��

�

R�s5z6 @
X

�
�j�
j�N

P�
5z6
�
��s ?
X

�
�j�
j�N��

P�
5z6
mX
j��


�
��ej��sfj5z6� Es � [�

5��3�6


�


R�s5z6 @ P�s5z6 ?
mX
j��

P�s��ej 5z6fj5z6� Es � [� 5��3�6

&��4�! ��� 
 � ���	+� H
 ����M
+�	���	 	! � �	�	<�C ��
��
�� 

=

�
��� �+����� �	���	
�� �	�	����	��� �
��*�/�,����
	�����/�,	��

5��3�6 � 	����	*

degP�
 � M� E� � Z�

�� ������
 ��	+�<
� � �
� ��	 	����	� 5
! ��	�� �	 	! � ���	�	�	* 	���=

�	* 
� �/�	�6 ����C! ��	

ord
z��

R�s5z6 �

�
5� � �6M

�

�
@

��
3�

m� �

N ?m� �
�
�

�

�
M

�
� Es � [�

&����� ��
�����
� �,	���� �
+� 5���;6 +
,,�����
����	 	 	�����	��

D @
�

�z
�

mX
j��

�
mX
l��

Qlj5z6al

�
�

�aj
� 5��336




�����	� 
�

���-���	 	 � �
����	* +
,,�����
����/� �������
* 5����6! � �	���+�=

C<
� +	��	4��
�� �� ��	 	���� T 5z6 �����	+
� 
� � ,	��/ �	 	 4�

�
+� � +�� 
�
 �	G,,
�
�����
.��	 	������
 P�
5z6! E� � Z� S�	 	"=

��	��������	 ���-��	 �	 ���+�C<
� ��	��/� ��	*���	� 	�����	��D0

D
mX
j��

ajfj5z6 @
mX
l��

alQl�5z6� 5��3�6

&��
� 	"��-	�! �	 	+�	* �	���	���	* ,	��� �
+� 5���;6 �+����� �	=

���	
�� ���/* ��"	� ���
� ,	��� ��
"	��� ���+�/� �	����	� ���	+�

�������� +	��-��������	 ���/�	4+���	��
 ,����
	�����	 	 	���+�=

�
����! �	��������	 	 
- �	G,,
�
���	�.��	 	����	� G�
� ,	��� 
��

� 	 ���	+	���
� 
����+�C��� ��	*��������
�/�����	+� 	� ���	�
��	=

 	����	�
�
P�
5z6

�
�
��

� ���	�� �
��*�/� ,	��
�
R�s5z6

�
�s��

! � ���4� 
�=

�	��-����� ����
����
* ������� +�� 	����
 �	��+�� ���� ��	 	����	�

	� z� f�5z6� � � � � fm5z6! ��-��"	����/*]�F� ���������	 � A2B! A��B 
 +��=

 
� ��"	���� H���C�
������� ����� +	��-�������� ��	��� � 
 � ��	=

�	+
��� �	 +��� ��-�
��/� ������0 ���+
�
	��	* ����� ���	+� H
 �=

���M
+�	���	 	 5���! ����
���! ����� �8 A3�! x��  ���B6 
 
��	��-	��=

�
C ��
"�
4��
* :�+� ��	�	 	 �	+��

>����
�! ��	 +	��-��������	 ��	��� ��� ��	�	+���� +�� ,
��
�	=

����	 	 l @ l�! � � l� � m�

>��	��/� ��-������/ G�	* +
�������

 	��"�
�	���/ � ��"	.

��� A�B! A�B�

'��	� �/��4���  ��"	��C��
-�������	���]�F����������	 -� 
�=

�������C ���� 
 "	��Q	� ��
���
�! 	��-���	� ����	�<�* ��"	���



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� 
�

����� I

���� ���������
������ �������� E��������

x�� ����
�	��� ������������

!��"��#���� � ����	 fl�5�6


	 	�	�
��� ���-� ���+�������
� ,����

 f5z6 � �
+� ��+� 5��76 ��=

-/���� ���������� �����%��
�� �����

 � 
�������	 ��� 5
�


��	��	 ���������� �����%��
��6! � �
��� ff�g
�
��� � �� ��
�
���

���
 � ���������� �����%��

� :�
 G�	� � ������ f5z6 � C AzB

"�+�� ��
������! ��	 f� @ � +�� � � deg f �

:	�	4
�

N @


5logM6���m���

�
� � @

�

�5N ?m� �6
� 5���6

��
 G�	� "�+�� ��
���� ���������/* �������� M +	����	��	 "	��=

Q
�! ���� M � M�5f�� � � � � fm6� L���/ C � 
�+�����
 "�+�� 
��	��-	=

���� +�� 	"	-�����
� �	�	4
�����/� �	��	���/�! -��
��<
� 	� ,���=

�
* f�5z6� � � � � fm5z6 
 �
��� ��

����� 	
	
 +�� ������������ M � M� 
 ��������� 
����
�

�� 5���6 �

��� N 
 � 
���
����� ���������� P�
5z6 � Q AzB! E� � Z!

�������������
� 
������
� �
���
��0

�6 �� �
� ��
 ��%��
������ ����� ����P

36 degP�
 � M ��� �
�� E� � ZP

�6 �� ��
�
���� � ���������� �����%��

  �
� ���������

��� ������
� �����
 �

���
! �����
������
 �� ������

���
�
��	 C
�M��
� P



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� 
�

76 ������� ���� � ����� z @ � ��%��	 
� �
��	��� �����
��

������� ���� 5��3�6 �� �
%�

K @

�
5� � �6M

�

�
@

��
3�

m� �

N ?m� �
�
�

�

�
M

�
�

�
�����������

 %����	��
��	������	� ��-�	4��
� ���"���/�

��	 	����	�0

P�
5z6 @
M��X
���

P�
��
�O

z� � E� � Z� 5��36


 "�+�� 
����� ��4��C �	�	����	��� ���/� �
��� P�
�� ! E� � Z!

� @ �� �� � � � �M � �! 	"<�� �	�
�����	 �	�	�/� �M �

:	��-���� 	���+����
�� E.,����

 	+�	�������	 +�� ,����
*

fj5z6 @
�X
���

fj��
�O

z� � j @ �� � � � �m�

�	���
����	�	��C�	�	4
������C�	�������C 
 �	���+	�������	���

f	ng
�
n�� � N ���
�! ��	

j	
K
fj�� j � C�K � 	

K
fj�� � Z� j @ �� � � � �m� � @ �� �� � � � �K � ��

5���6

H��
Q�� 
��	�/� ,	��/ � �
+�

R�s5z6 @
�X
	��

R�s�	

�O
z	� Es � [�

 +�! �	 ����	 ,	������ 5��3�6!

R�s�	 @ P�s�	 ?
mX
j��

X
����	
	���M

�
�

�

�
P�s��ej�	��fj�� � � @ �� �� � � � �K � ��



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� 
�


	��	4�� ��4+	� 
- G�
� �������� �� 	
K

! �/ �	���
�! �	 ����	 ���	=

�
C

ord
z��

R�s5z6 � K� Es � [�

� �	��	��
 �K � 5� � �6M �
��*�/� �������
*

	
K
R�s�	 @ �� Es � [� � @ �� �� � � � �K � ��

	��	�
�����	 P�
�� ! E� � Z! � @ �� �� � � � �M � �! ���/� �	G,,
�
���/

�	�	�/� � �
�� 5���6 
 �	 	! ��	�
�

�

�
� 3K � � @ �� �� � � � � �� � @ �� �� � � � �K � ��

	 ���
���/ �	 �	+��C ���
�
�	* 3KC�K � >����	�� �	��	��-	������

����	* H
 ��� 5��� ����� �� A3�!  ���B6! �	 ����	 �	�	�	* ��<�������

����
�
����/* ��"	� ��	 	����	� 5��36 � ���/�
 �	G,,
�
�����
 �

�	������	� ��-�	4��

! 	 ���
����/�
 �	 �	+��C ���
�
�	*�
X3KC�K

��������
�
�
�M3�MC�M

����
�

��
�/���! ��	 � � M �	 ����	 5���6! �	������ ���"���	��


	��4�� ������ ���-���	� �/Q� ��	*���	 5��3�6 +
,,�����
����	 	

	�����	�� 5��3360

D
mX
j��

ajfj5z6 @
mX
j��

aj
f�j
z�
5z6 �

mX
j��

� mX
l��

Qlj5z6al

�
fj5z6

@
mX
l��

al
f�l
z�
5z6�

mX
l��

al

mX
j��

Qlj5z6fj5z6

@
mX
l��

al

�
f �l 5z6�

mX
j��

Qlj5z6fj5z6

�

@
mX
l��

alQl�5z6�



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� 
�

:	�	4
�
P
��	
�
 5z6 @P�
5z6� E� � ZP

R
��	
�s 5z6 @R�s5z6� Es � [�

 +� P�
5z6! E� � Z! 
R�s5z6! Es � [! � �	���	���/� � ����� ��� ��	 	����/


 	�����C<
� 
� �
��*�/� ,	��/ 5��3�6P

R��	5zP Ea6 @
X
�s��

Ea�sR
��	
�s 5z6�

&	 +� ,����
	�����/� ,	��/

R�n	5zP Ea6 @
�
T 5z6D

�n
R��	5zP Ea6� n � ��

"�+�� 
���� �
+

R�n	5zP Ea6 @
X

�
�j�
j�N

Ea�
P
�n	
�
 5z6?

X
�
�j�
j�N��

Ea�
P
�n	
�
 5z6

mX
j��

ajfj5z6� n � ��


 ��	+�<
� � �
� ��	 	����/ 	� z �+	�����	��C� ���+�C<
� �����=

�����/� �		��	Q��
��0

P
�n��	
�
 5z6 @ T 5z6

�
d

dz
P
�n	
�
 5z6 �

mX
l�j��

5�j � 
lj ? �6Qlj5z6P
�n	
�
��el��ej

5z6

?
�
jE�j �N ? �

� mX
l��

Ql�5z6P
�n	
�
��el

5z6

�
� E� � Z� n � �� 5��76

'���	 
��/� �		��	Q��
�� �+	�����	��C� 
 	�����C<
� ��4+	*

,����
	�����	* ,	���

R�n	5zP Ea6 @
X
�s��

Ea�sR
�n	
�s 5z6� n � ��



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� �	

�
��*�/� ,	��/ R
�n	
�s 5z6! Es � [! n � �! 	� ,����
* f�5z6� � � � � fm5z60

R
�n��	
�s 5z6 @ T 5z6

�
d

dz
R
�n	
�s 5z6�

mX
l�j��

5sj � 
lj ? �6Qlj5z6R
�n	
�s��el��ej

5z6

�
�

Es � [� n � �� 5���6

$��
 �����
 	"	-�����
�

t @ max
n
deg T�max

l�j
fdeg TQljg

o
�

�	 
- ����/ ��� 
 �		��	Q��
* 5��76! 5���6 
����0

degP
�n	
�
 �M ? tn� E� � Z� n � �P 5���6

ord
z��

R
�n	
�s �K � n� Es � [� n � �� 5��86

����� 	
�
 +�� ����������

g5z6 @
X
�

g�
�O
z� � g� � C �

����%
�

kg5z6k @ max
�
fjg� jg�

$����

�6 kg�5z6k � kg5z6kP

"6 kg�5z6 ? g�5z6k � kg�5z6k? kg�5z6kP

�6 kg�5z6g�5z6k �

�
deg g�5z6 ? deg g�5z6

deg g�5z6

�
kg�5z6k � kg�5z6k�



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� ��

�
�����������
 ��	*��� �6 
 "6 ��
�
����	�

�6 :����

gi5z6 @

niX
���

gi��
�O

z� � i @ �� 3P h5z6 @ g�5z6g�5z6 @

n��n�X
���

h�
�O
z� �

&	 +�

h5z6 @

n�X
���

n�X
	��

g���
�O

g��	
�O

z��	 @

n��n�X
���

X
���	��S�

�
�

�

�
g���g��	

z�

�O
�

S� @
�
5�� �6 0 � � � � n�� � � � � n�� � ? � @ �

�
�

� @ �� �� � � � � n� ? n��

	���+�

jh� j @

����� X
���	��S�

�
�

�

�
g���g��	

����� � kg�5z6k � kg�5z6k X
���	��S�

�
�

�

�
�

� @ �� �� � � � � n� ? n�� 5��;6

#����0

X
���	��S�

�
�

�

�
�

X
���	��S�

�
n� ? n� � �

n� � �

��
�

�

�

@
5n� ? n� � �6O�O

n�On�O

X
���	��S�

�
n�
�

��
n�
�

�
�

� @ �� �� � � � � n� ? n�� 5��26



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� �


F	��	��-����� ,	����	* +�� "
�	�� ��C�	��0

5� ? z6n� @

n�X
���

�
n�
�

�
z� P 5� ? z6n� @

n�X
	��

�
n�
�

�
z	�

	���+�

5� ? z6n��n� @

n�X
���

�
n�
�

�
z�

n�X
	��

�
n�
�

�
z	

@

n��n�X
���

X
���	��S�

�
n�
�

��
n�
�

�
z�� 5����6

� � +�� 	* ��	�	�/!

5� ? z6n��n� @

n��n�X
���

�
n� ? n�

�

�
z� � 5����6

�����
��� �	G,,
�
���/ ��
 z�! � @ �� �� � � � � n� ? n�! � �		��	Q��
=

�� 5����6 
 5����6! -���C����0

X
���	��S�

�
n�
�

��
n�
�

�
@

�
n� ? n�

�

�
� � @ �� �� � � � � n� ? n�� 5���36

>����	�� �	+����
�� �	������	� �	4+����	 5���36 � ����������	 5��26


 ��	+	�4
�� 	����� 5��;60

jh�j � kg�5z6k � kg�5z6k
5n� ? n� � �6O�O

n�On�O

�
n� ? n�

�

�
@ kg�5z6k � kg�5z6k

�
n� ? n�
n�

�
� � @ �� �� � � � � n� ? n��

��	 
 ���"	���	�� +	��-����



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� ��

����� 	
�
 �6 ,� ��
�
���� � ���������� �����%��

 ����

�������� P
�n	
�
 5z6! E� � Z! n � �! ������
� �����
 �

���
 
 ��


n � C��M 
���� ��
�� ������

max
�
��

�
kP

�n	
�
 5z6k

�
� C

�M��
� MC��M � 5����6

"6 !�
 n � C��M 
�������
�� ������

��R�n	
�s� 5�6

�� � C
�M��
� MC��MCM

� M�K � Es� @ NEel� � 5���76

�
�����������

 �6 :����� ����� �����4+��
� �/������ 
- �	=

	��	Q��
* 5��76 
 �/"	�� 5���6 ��	 	����� T 5z6� :	�	4
�

C� @ max
n
kTk�max

l�j

�
kTQljk

�o


 �	��	��-����� ����������/�
 �		��	Q��
��
 5��76 
 ������������


����/ ��30

max
�
��

�
kP

�n	
�
 5z6k

�
� 5m� ?m? �6N

�
M ? tn� �

t

�
� C�

�max
�
��

�
kP

�n��	
�
 5z6k

�
� n � ��

	���+� ��	���� 
�+���
� �	 n +��� 	�����

max
�
��

�
kP

�n	
�
 5z6k

�
�
�
5m� ?m? �6N

�n
�

�
�

tO

�n 5M ? tn� �6O

5M � �6O
� Cn

�

�max
�
��

�
kP

��	
�
 5z6k

�
�

�
C�5m

� ?m? �6N

tO

�n
53M6tnC

�M��
� � n � ��



x I�� ���
�����	� ���	�������� ��	��	���	� � �	
�� fl���� ��

>����	�� ���	��
��! ��	 n � C��M �

"6 :���� P
�n	
�s��� ! P

�n	
�
��� ! � � Z�! � �	G,,
�
���/ � �	������	� ��-=

�	4��

 ��	 	����	� P
�n	
�s� 5z6! P

�n	
�
� 5z6! n � �! �		����������	! E�� @

Es� � Eel� P R
�n	
�s��	! � � Z�! � �	G,,
�
���/ � �	������	� ��-�	4��

 �
=

��*�/� ,	��R
�n	
�s� 5z6! n � �� &	 +� �	 ����	 ,	����� 5��3�6

R
�n	
�s� 5z6 @ P

�n	
�s� 5z6 ? P

�n	
�
� 5z6fl�5z6� n � �� 5����6


 -���
�!

R
�n	
�s��	 @ P

�n	
�s��	 ?

	X
���

�
�

�

�
P
�n	
�
���fl��	�� � � � Z�� n � �� 5����6

:�
 G�	�

R
�n	
�s��	 @ �� � � K � n� n � C��M�

:	G�	��! ���
 � �		��	Q��

 5����6 �	��	��-	������ 	����	* 5����6 


	���+����
�� E.,����

 +�� fl�5z6! �	 �/ �	���
� 5+�� � � K � n60

jR
�n	
�s��	j � 3

	X
���

�
�

�

�
max
�
��

�
kP

�n	
�
 5z6k

�
C	�� � 53C6	��C

�M��
� MC��M �

	���+�

jR
�n	
�s� 5�6j @

����� X
	�K�n

R
�n	
�s��	

�O
�	

����� � C
�M��
� MC��M

X
	�K�n

j�j	

�O
53C6	���



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

:	��-���� ����������	�

X
	�K�n

j�j	

�O
53C6	�� �

j�jK�n53C6K�n��

5K � n6O

X
	�K�n

�
3Cj�j

�	�K�n

5��K ? n6O

@
j�jK�n53C6K�n��

5K � n6O
e�Cj�j

�
�
3Cj�j

��M� e

K � n

�K�n
e�Cj�j

�
�
3Cj�j

��M� e

M

�K
e�Cj�j

� e�Cj�j
�
3Cj�je

��M
M�K �

�	��	����M � K � n � K � 3M ! �	������0

jR
�n	
�s� 5�6j � C

�M��
� MC��Me�Cj�j

�
3Cj�je

��M
M�K �

��	 
 +��� 5���76�

D���� ��� 
 ��������	 5����6 	-����C�! ��	 ���
	�����	� �
��	

�P
�n	
�s� 5�6�P

�n	
�s���el�

5�6 +�� �C"	 	 �� ��
Q�	� "	��Q	 	 n "�+�� +	���=

�	��	 �	�	Q
� ��
"�
4��
�� � �
��� fl�5�6�

x$� %���"�������� !����
� !�����
��� ��
����

%����	��
� ����
��

5x�
��s6�
����s��� 53��6

 +�
x�
��s @ 
�
��s� ���
 jE�j @ N P

x�
��s @
mX
j��


�
��ej ��syj � ���
 jE�j @ N � ��
Es � [� 53�36



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

��������/� y�� y�� � � � � ym ��-��
�
�/� :�
 �	+����	��� yj @ fj5z6!

j @ �� � � � �m! ����
�� 53��6 �	 ����	 ,	����� 5��3�6 �������� ����
=

��* �����	+� 	� ���	�

�
P�
5z6

�
�
��

� ���	��
�
R�s5z6

�
�s��

�

:���� -�+��	 ������	� ��	4����	 eZ � Z 
 ,����



D�
��
�5z6 � C 5z6�

D�
��
�5z6 � �� E�� 
 E��
E� � eZ� E�� � Z n eZ� 53��6

	���+���C� G������/ ����
�/

5ex�
��s6�
�e���s�� 53�76

�	 ,	�����

ex�
��s @ x�
��s ?
X

�
���ne�
D�
��
�x�
���s

@ x�
��s ?
X

�
���ne�
�
���


D�
��
�x�
���s� E� � eZ� Es � [� 53��6

(���C G�	 	 ���� ��,� "�+�� +	��-��������	 	����
 ��
-� ��� � ���=

�
�/ 53�76! �	+��4�<�*�� � ���+�C<�� �����4+��

�

�����
����� �
	
 +�� ������ ����
���� ���%�
��� eZ � Z!

Card eZ @ e�! 
���
����� ���%�
��� Z� � eZ 
 [� � [! CardZ� @

Card[� @ e�! ���

��
� ������ �� ���%�
��� eZ 
 �� ���

��
� ��

���
�������� �����
	 53��6! ���
�! ��� �
��� det5ex�
��s6�
�����s���

����
�� 53�76 ���
��� �� ���� 


�������
e�e� � �

�
�

�

5N ?m� �6�
� �
�
 eZ �@ ZP

e�e� @
�

�
� �
�
 eZ @ Z�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

����� �
�
 !�
�� ���
�������� ������%�
��� Z��Z 
 [��[

������� ��� ! ��� CardZ� @ Card[�� $���� �������
����

det5x�
��s6�
�����s���

��� ��������� �� ���������� y�� � � � � ym ������
� ������� �����

�

�����


Er @ Er5Z��[�6 @
X
�s���

Es�
X
�
���

E�


�
 ����� �����

�
�����������

 &��"���/* 	���+��
���� ���+�������� �	"	*

����� ����	-�	4�/� ��	
-��+��
* �
+�

�
Y
�
���

x�
����
��

 +� � � ��	
-�	���	� "
���
��	� 	�	"��4��
� ��	4����� Z� �� ��	=

4����	 [�� :	G�	�� +	����	��	 �	��-���! ��	 ��4+	� ���	� �������	�

��	
-��+��
� � �	��	��
 ����	 �Ey�r� #- 	���+����
� 53�36 G������	�

����
�/ 53��6 ���+���! ��	 ���
 x�
����
� �@ � +�� ���� E� � Z�! �	 +��

��4+	 	 E� � Z� �
"	 �5E�6 @ E� 5
 �	 +� x�
����
� @ �! jE�j @ N6 �
"	

��<������� j @ j5E�� �6! � � j � m! ���	*! ��	 �5E�6 @ E� ? Eej 5
 �	 +�

x�
����
� @ yj ! jE�j @ N � �6� :	G�	��

Y
�
���

x�
����
� @
Y
�
���

j�
j�N��

yj��
���� 53��6

 +� ��	
-��+��
� � ����	* ����
 � ������ Z� � [ ��
���� ����/� ��

��	4
� ���������

�5E�6 @

��� E�� ���
 jE�j @ N P

E�? Eej��
���� ���
 jE�j @ N � ��
E� � Z�� 53�86



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

�	 ����	-�	4�/� E� � Z� 
 �	��	��-����� ���! ��	 � 0 Z� 	 [� ����

"
���
�0

X
�
���

j�
j�N��

Eej��
��� @
X
�
���

�5E�6�
X
�
���

E� @
X
�s���

Es�
X
�
���

E� @ Er�

� G�	 	-������! ��	

Y
�
���

j�
j�N��

yj��
��� @
Y
�
���

j�
j�N��

Ey�ej������ @ Ey�r�

�	�	������� G�	 ��������	 � 53��6! �	������ ���"���	� �����4+��
��

���������
 #- +	��-��������� ����/ 3�3 �/������! ��	 ���
�
��

Card
�
E� � Z� 0 �5E�6 @ E�? Eej

�
@ rj

-��
�
� �	���	 	� ��	4���� Z�! [�! 
 �� -��
�
� 	� "
���
��	 	 	�	=

"��4��
� � 0 Z� 	 [� �
+� 53�86�

����� �
�
 !�
�� ������ ���%�
��� eZ � Z! ���
��������

�����

 53��6P ���
�������� ���%�
��� Z� � eZ 
 [� � [ ������!

��� CardZ� @ Card[�� $���� �
�
 det5x�
��s6�
�����s��� �� �! �� 


det5ex�
��s6�
�����s��� �� ��

�
�����������

 :����
Q�� �		��	Q��
� 53��6 � �
+�

5ex�
��s6�
�e���s�� @ 5 eD�
��
�6�
�e���
���5x�
���s6�
�����s���



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

 +�

eD�
��
� @

��� 
�
��
� � ���
 E�� � eZP

D�
��
� � ���
 E�� � Z n eZ� E� � eZ� 53�;6


 �	��	��-����� ,	����	* L
����	Q
 A7! �� �8B0

det5ex�
��s6�
�����s���

@
X
����

Card���Card��

det5 eD�
��
�6�
�����
���� det5x�
���s6�
������s���
� 53�26

�	 ����	 ����� 3�3 ��4+/* 	���+��
���� det5x�
���s6�
������s���
! 	��
�=

�/* 	� ����! �������� ��	
-��+��
�� �������* ��������/� y�� � � � � ym�

:	��4��! ��	 	���+��
����! 	�����C<
* ��	4����� Z� @ Z� 5	��
�=

�/* 	� ���� �	 ���	�
C6! 
���� ��
"	��Q�C �����
������� ���+
 ����

+�� 
� �������/� 	���+��
����* ���	 	 �
+�! � �	G,,
�
��� ��
 ��� �

����� 53�26 ����� �� >��C+� 
 "�+�� ���+	���� �����4+��
� ����/ 3���

%����	��
� ��4+	� �������	� ��� ���	� ����/ 53�26� :���� Z� �

��	
-�	���	� �	+��	4����	 Z! CardZ� @ CardZ�! ���	�! ��	

det5 eD�
��
�6�
�����
���� �@ ��

$��
 Z� @ Z�! �	

det5 eD�
��
�6�
�����
���� @ det5
�
��
�6�
�����
����
@ ��

$��
 4� Z� �@ Z�! �	 eZ� @ Z� 
 eZ � Z�� 
�*���
�����	! � ��	.

�
��	� ������ ��<������� �����

�+��� E�� � eZ� � eZ ���	*! ��	

E�� �� Z�� &	 +� +�� �C"	 	 E� � Z� 
���� eD�
��
� @ 
�
��
� @ �! 
 -��=

�
�! det5 eD�
��
�6�
�����
���� @ �� #���! eZ� � Z��



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� �	

%�����+/��� 	���+��
���� ����
�/ 5 eD�
��
�6�
�����
���� �	���+	��=

�����	 �	 ���	��� � �	�����
 E� � eZ� � eZ! �	 ����	 53�;6 �	���
� �

�	��	���C +	 -���� 	���+��
����

det5 eD�
��
�6�
���ne����
����ne�� @ det5D�
��
�6�
���ne����
����ne�� �

:	��	���� Z� �@ Z�! 
���� � @ Card5Z� n eZ�6 @ Card5Z� n eZ�6 � ��

��	��+	�
� G������/ ��	4���� � ����
�	 ��,
����	� �	��+��0

Z� n eZ� @ fE����� � � � � E��	�g� E���� 
 � � � 
 E��	�P

Z� n eZ� @ fEr���� � � � � Er�	�g� Er��� 
 � � � 
 Er�	��

$��
 +�� ���	�	�	 	 �! � � � � �! �/�	����	 Er��� 
 E����! �	 �	 ���=

�	 53��6

D�
��
� @ �� E� � fE����� � � � � E��	�g� E�� � fEr���� � � � � Er���g�

S�	 	-������! ��	 ����/� � ��	�"�	� ����
�/ 5D�
��
�6�
���ne����
����ne��

�
��*�	 -��
�
�/! ��	 ���	-�	4�	 ��
+� ���	�
�

det5D�
��
�6�
���ne����
����ne�� @ � det5 eD�
��
�6�
�����
���� �@ ��

:	G�	�� Er��� � E���� +�� ���� � @ �� � � � � �! 
! � �����	��
!

	X
���

Er��� �

	X
���

E�����



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��


�
 X
�
���ne��

E� �
X

�
���ne��

E��

&��
� 	"��-	�! �C"	�� �������	�� ��� ���	�� � ����� 53�26! �		�=

��������� �
"	 ��	4����	 Z� @ Z� �
"	 ��	4����	 Z�! +�� �	�	�	 	

X
�
���

E� �
X
�
���

E��

�	 �	���+��� ���	�
� �	 ����	 ����� 3�3 	-������! ��	 �����
�������

�		��������C<� 	 ��	4������ Z�! [� �	�	�� ���+Q� �����
������


�	�	��! �		��������C<� 	 ��	4������ Z�! [�� ���+	�������	! � ��	=

 	����� det5ex�
��s6�
�����s��� 	� ��������/� y�� � � � � ym ��
��������� �	

���*��* ���� 	+
� �	�	� � �������/� �	G,,
�
���	�� S�	 -����Q���

+	��-��������	�

L�+�� ��������
���� ���/ 5Z�� �6!  +� Z� � eZ 
 � 0 Z� 	 [! �+	�=

����	��C<
� ���+�C<
� ���	�
��0

�6 Card�5Z�6 @ CardZ�! ���� � � "
���
� ��	4���� Z� 
 �5Z�6P

36 	�	"��4��
� � 0 Z� 	 [ 
���� �
+ 53�86P

�6 ���
 E� � Z� 
 E�?Eej 
 �5E�6! �	 E�?Eej � �5Z�6 
 �
��5E�?Eej6 � E��

����� �
�
 &
�
 eZ �@ �! �� ���� 5Z�� �6! �������������
�

�
���
�� �6��6! 
���
������

�
�����������

 %����	��
� 	�+����	 �����
! �	 +� eZ
[ �@ �


 �	 +� eZ
[ @ �� F ����	� �	-���� ��	
-�	���/* G������ E� � eZ
[


�	�	4
� �5E�6 @ E�! �	 ��	�	� � ��	
-�	���/* G������ E� � eZ
�	�	4
�

�5E�6 @ E� ? Eem � [� &	 +� ���� 5fE�g� �6! 	���
+�	! �+	�����	����

���	�
�� �6 
 36� ��	�� �	 	! �� ��<������� j! � � j � m! ���	 	! ��	

E� ? Eej 
 �5E�6� :	G�	�� ���	�
� �6 ���4� �/�	����	 +�� ���-���	*

���/�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� �


����� �
�
 !�
�� ���%�
��� Z� � eZ ���
�� 
 ������%��
�

�� � 0 Z� 	 [ ������������� �
���
�� �6��6� $���� ����� �
���

�
���� ������%��
� ���%�
��� Z� � �5Z�6 �
�� 53�86 
��������


 ��

�
�����������

 :���� �� � ��	
-�	����� "
���
� ��	4����� Z�

� [� @ �5Z�6 �
+� 53�86� &	 +� ���
 E� � Z� 
 [! �	 ��5E�6 @ E� @

�5E�6� :	G�	��! ���
 ��5E�6 �@ �5E�6! �	 E� � Z� n [� :��+�	�	4
�! ��	

��<�����C� G������/ E� � Z�! +�� �	�	�/� ��5E�6 �@ �5E�6� :���� j�!

� � j� � m! � ��
"	��Q
* �	���! +�� �	�	�	 	 ��<������� E�� � Z� �

���	�
�� ��5E��6 @ E�� ? Eej� �@ �5E��6� ��� "/�	 	������	 � -������

 �

����� 3�3!

CardfE� � Z� 0 ��5E�6 @ E�? Eejg @ CardfE� � Z� 0 �5E�6 @ E�? Eejg�

#- ���	�
� ��5E�6 @ E� ? Eej ! j
� � j � m! � �
�� �/"	�� j� �/������!

��	 ��5E�6 @ �5E�6� &�� ��	 ��	4����� fE� � Z� 0 ��5E�6 @ E� ? Eejg 


fE� � Z� 0 �5E�6 @ E� ? Eejg! j
� � j � m! �	���+�C�! 
 -���
�! ���


�5E�6 @ E� ? Eej ��
 j� � j � m! �	 �5E�6 @ ��5E�6� :	G�	�� 
- ���	�
�

��5E��6 @ E�� ? Eej� �@ �5E��6 @ E�� ? Eej� ! �/������! ��	 j� � j�� ��	�� �	 	!

���
 Er � Z� ���	�	! ��	 ��5E��6 @ �5Er6 @ Er ? Eej� ! �	 j� � j�� F ��	�
�.

�	� ������ �5Er6 @ ��5Er6 
 �	��	���� �� � "
���
�! 
���� E�� @ Er 


��5E��6 @ �5E��6! ��	 ��	�
�	���
� �/"	�� G������� E�� � Z�� F	��	��=

-����� ���! ��	 Eej� 
 Eej� 
 Eej� 
 Eej� 0

E�� ? Eej� 
 E�� ? Eej� @ �5E��6P

���5E�? Eej�6 @ ���
�
��5E��6

�
@ Er @ ��5E��6� Eej� @ E�� ? Eej� � Eej� 
 E���

� G�	 ��	�
�	���
� ���	�
C �6! ������+�
�	�� +�� ���/ 5Z�� �6 ��


E� @ E��� :	������	� ��	�
�	���
� +	��-/����! ��	 ��5E�6 @ �5E�6 +��

���� E� � Z��



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

:���� e� @ max
������

fCardZ�g�

 +� ����
��� "������ �	 ����	-�	4�/� ����� 5Z�� �6! Z� � eZ! �+	���=

��	��C<
� ���	�
�� �6��6� ���+
 ���� ���
� ��� 5Z�� �6! CardZ� @ e�!
�/"���� ��! +�� �	�	�	* ���
�
��

X
�
���

�
�5E�6� E�

�

�
�
������ 5� ��/��� ����
�	 ��,
����	 	 �	��+��6! 
 -�,
��
����

��� 
�� �/"����	* ���
� 	"��-	� ���/ 5Z�� �6 �	�	4
� [� @ �5Z�6!

Z� @ eZ n Z��

����� �
 
 -�������
�� 
�������� ���%��
�0

m�
j��

5Z� ? Eej6 � [��

5H+��� �/ �	�� ��� Z� ? Eej @ fE�? Eej 0 E� � Z�g! j @ �� � � � �m�6

�
�����������

 :��4+� ��� 	 +	��4��! ��	Z�
[ @ �! �	����!

��	 ���
 E� � eZ 
 [! �	 E� � Z�� $��
 G�	 �� �/�	����	! ���� ���	�	�/*

G������ E�� � eZ 
 [ �� ��4
� � Z�! �	 ��<������� ���� 5Z�� � �
�6!  +�

Z�� @ Z� � fE�
�g!

��5E�6 @

��� �5E�6� ���
 E� � Z�P

E��� ���
 E� @ E��!

�+	�����	��C<�� ���	�
�� �6��6! �	 CardZ�� � CardZ�� S�	 ��	�
=

�	���
� �/"	�� ���/ 5Z�� �6� :	G�	�� Z� 
[ @ � 
! -���
�!

m�
j��

5Z� ? Eej6 � [�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

:��+�	�	4
� ������ ��<����	���
� j! � � j � m! ���	 	! ��	

Z� ? Eej �� [�! 
 ���+
 ���� ���
� j �/"���� ����
�����	� j�� S�	

	-������! ��	 +�� ���	�	�	 	 E�� � Z� �/�	����	 E�� ? Eej� �� [�� ��	��

�	 	! E��? Eej � [� @ �5Z�6 +�� ���� j! j� � j � m! ���� +�� ���
� j! ��	

E�� ? Eej 
 E�� ? Eej� � :	��4��! ��	 ���5E�� ? Eej6 � E�� +�� ���� ���
� j�

$��
 G�	 �� ���! �	 �/"���� ����
�����	� j ���	�! ��	 E�� ? Eej 


E�� ? Eej� 
 E�� @ ���5E�� ? Eej6 
 E��� $��
 �5E��6 @ E�� ? Eej� ! �	

E�� ? Eej � Eej� @ E�� @ ���5E�� ? Eej6 
 E���

	���+� Eej 
 Eej� � %����	��
� ���� 5Z�� � �
�6!  +� Z�� @ 5Z� n fE�

�g6�fE��g




��5E�6 @

����5E�6� ���
 E� � Z� n fE�
�g @ Z�� n fE�

�gP

E�� ? Eej @ �5E��6� ���
 E� @ E���


�� ���! 	���
+�	! ������+�
�/ ���	�
� �6! 36� F �
�� �/"	�� j ���	=

�
� �6 �/�	����	 ��
 E�� � Z�� � :	��	���� �5Z�6 @ ��5Z��6 


5��6��5E�� ? Eej6 @ E�� � E�� @ ���5E�� ? Eej6 @ ���5E�� ? Eej�6�

�	 ���	�
� �6 ������+�
�	 
 ��
 �C"	� E� � Z�� nfE�
�g @ Z�nfE�

�g� #���!

���� 5Z�� � �
�6 �+	�����	���� ���	�
�� �6��6 


X
�
���

�

�
��5E�6� E�

�
@

X
�
���

�nf�

�g

�
��5E�6� E�

�
?
�
��5E��6� E��

�
@

X
�
���nf�
�g

�
�5E�6� E�

�
? Eej



X

�
���nf�
�g

�
�5E�6� E�

�
? Eej�

@
X
�
���

�
�5E�6� E�

�
�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

� G�	 ��	�
�	���
� �/"	�� ���/ 5Z�� �6�

&��
� 	"��-	�! �/ �	���
�
! ��	 E�� �� Z�! E�
� ? Eej� �� �5Z�6 
 ���


E�� ? Eej 
 E�� ? Eej� ! �	 E�� ? Eej � �5Z�6 
 �
��5E�� ? Eej6 � E��� :	G�	��

���� 5Z�� � �
�6!  +� Z�� @ Z� � fE�

�g!

��5E�6 @

��� �5E�6� ���
 E� � Z�P

E�� ? Eej� � ���
 E� @ E��!

�+	�����	���� ���	�
�� �6��6! � �	 ����� ��� CardZ�� � CardZ�� S�	

��	�
�	���
� �/"	�� ���/ 5Z�� �6� ���+	�������	! Z� ? Eej � [� +��

���� j� � � j � m! ��	 
 ���"	���	�� +	��-����

����� �
!
 +�� ���
�������� ���%�
�� A! B 
 ������ ���

��
�������� 
! � � 
 � �! 
���� ��
�� �������
���

Card5A �B6 � 
 CardA? 5�� 
6 CardBP

��� ����������
� � �����
��� ����� 
 ������ �����! ����� ����

%�
��� A 
 B 
���������

�
�����������

 $��
���	4
�� ����	� 
- 	���
+�/� ����������

Card5A �B6 � CardA� Card5A �B6 � CardB� 53���6

�� 
! � ��	�	� � �� 5�� 
6 
 ��	4
��! �	 �	���
� ���"���	� ���������.

�	� ����������� 53���6 ������<�C��� � ��������� �	���	 � ������

A �B @ A 
 A �B @ B�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

����� �
"
 +�� ����������� �

�� m � �! N � � ��
�� Z� #

���
�������� ������%�
��� fE� 0 �� ? � � �? �m @ N � �g 


[� @
m�
j��

5Z� ? Eej6 � fE� 0 �� ? � � �? �m @ Ng�

$����

Card[� �
N ?m� �

N
CardZ�� 53���6

��
��� �����
��� 
���� ��
�� �
"� � ����� 
� ���� 
������0

m @ �! Z� @ � 
�
 Z� @ fE� 0 �� ? � � �? �m @ N � �g�

�
�����������

 F ������ m @ � 
���� 	���
+�	� ��������	

Card[� @ CardZ�� :	G�	�� ����� m � 3 
 +�� m � � �����4+��
�

����/ +	��-��	� %�-	"��� ��	4����	 Z� 5+�4� ���
 	�	 ����	�6 �� ��=

��������C<
��� �	+��	4�����

Z
���
� @ fE� � Z� 0 �� ? � � �? �m�� @ �g� � @ �� �� � � � � N � �� 53��36


 �	�	4
�

[
���
� @

m���
j��

5Z
���
� ? Eej6� � @ �� �� � � � � N � �� 53���6

&	 +�

[� @
m�
j��

5Z� ? Eej6 @
m�
j��

N���
���

5Z
���
� ? Eej6 @

N���
���

�
[
���
� � 5Z

���
� ? Eem6

�

@


Z
���
� ? Eem

�
�
N���
���



[
�����
� � 5Z

���
� ? Eem6

�
�


[
�N���
�

�
�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

1�	4����� � ���+����/� ��	"��� �� ��������C���! ��� ��� ��4+	� 
-

�
� ��������
-����� ��	�* ����	* ����/� m � � �		�+
��� ��	+�<
�

�����

�+���	�� :	G�	��

Card[� @ CardZ
���
� ?

N��X
���

Card
�
[
�����
� � 5Z

���
� ?Eem6

�
?Card[

�N���
� �

53��76

�	 ����	 ����� 3�8 
����0

Card
�
[
�����
� � 5Z

���
� ? Eem6

�
�

�

N
Card[

�����
� ?

N � �

N
CardZ

���
� �

� @ �� �� � � � � N � �� 53���6

��	 +��� �	-�	4�	��� �����
���� 53��76 � �
+�

Card[� � CardZ
���
� ?

N��X
���

�
�

N
Card[

�����
� ?

N � �

N
CardZ

���
�

�
? Card[

�N���
�

@
N��X
���

�
� ? �

N
Card[

���
� ?

N � �

N
CardZ

���
�

�
� 53���6

>����	�� �	��	��-	������ 
�+���
	��/� ���+�	�	4��
�� +�� ��	.

4���� 53��36�53���60

Card[
���
� �

� ?m� �

� ? �
CardZ

���
� � � @ �� �� � � � � N � ��


 ����������	 53���6 ��
��� ���"���/* �
+0

Card[� �

N��X
���

�
� ? �

N
�
� ?m� �

� ? �
CardZ

���
� ?

N � �

N
CardZ

���
�

�

@
N ?m� �

N

N��X
���

CardZ
���
� @

N ?m� �

N
CardZ��



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

S�	 ����������	 ����	�
��� ��������	�! ���
 ��4+	� 
- ����������

53���6 ������<����� � ��������	! ���� ���


Z
���
� ? Eem @ [

�����
� @

m���
j��

5Z
�����
� ? Eej6� � @ �� � � � � N � �� 53��86

$��
 Z
���
� �@ �! ���� Z

���
� @ f5�� � � � � �� N � �6g! �	 
�+���
�* �	

� @ �� � � � � N � � � �	�	<�C 53��86 �� �	 ��������
���� �������	

Z
���
� @ fE� 0 �� ? � � � ? �m�� @ �g� $��
 4� Z

���
� @ �! �	 
�+���
�*

�	 � @ �� � � � � N � � � �	�	<�C 53��86 ��������
����! ��	 Z
���
� @ ��

:	G�	�� 53���6 ����	�
��� ��
m � 3 ��������	� �	���	 � ������! �	 =

+� Z�! ����C<���� 	"_�+
���
�� ��	4���� 53��36! �
"	 �	���+��� c

fE� 0 �� ? � � � ? �m @ N � �g �
"	 ����	�

�
�����������
 �����
����#�
	
 F/"������	4����	Z�� eZ

 	�	"��4��
� � 0 Z� 	 [! ��� G�	 "/�	 ��	+����	 ����+ ����	* 3��!


 �	�	4
�

[� @ �5Z�6� Z� @ eZ n Z�� [� @
m�
j��

5Z� ? Eej6�

:	��	���� � 0 Z� 	 [� � �+
�������	� "
���
��	� 	�	"��4��
� ��	=

4����� Z� �	 ��	4����	 [�! �	 det5x�
��s6�
�����s��� �� �! 	���+� 
 
-

����/ 3�� det5ex�
��s6�
�����s��� �� ��

$��
 Z� @ � 
�
 Z� @ eZ! �	

e�e� @
Card eZ
Card[�

@
CardZ�

Card[�
@ � � � ?

N

N ?m� �
�



x I�� �������	��
��� ��	���� ���������� ����	�� ��

$��
 4� Z� �@ �! �	 [� �@ �! 
 -���
�! Card[� � �� F �
�� ���=

�/ 3�� 
���� [� � [�! 	���+� Card[� � Card[�� �	 ����	 ����� 3�;

�	������0

e�e� @
Card eZ
Card[�

@
CardZ� ? Card eZ n Z�

Card[�
@

CardZ�

Card[�
?

Card eZ n Z�

Card[�

@ � ?
CardZ�

Card[�
� � ?

CardZ�

Card[�
� � ?

N

N ?m� �
�

��
���

e�e� @ � ?
N

N ?m� �
@

�

�

�	���	 � ������ eZnZ� @ Z� @ fE� 0 jE�j @ N��g! ���� Z� @ [� @ [� @ [


�
 eZ @ Z @
�
E� 0 jE�j � fN � �� Ng

�
�

&��
� 	"��-	�! ���
 eZ �@ Z! �	

e�e� � � ?
N

N ?m� �
@

3N ?m� �

N ?m� �
@

�

�
�

:	���+��� 	-������! ��	 53N ?m��6e�� 5N ?m��6e� � �! 
 �	��	����e� � Card[ @ �! 
����0

�

�
�
e�e� @

53N ?m� �6e� � 5N ?m� �6e�
5N ?m� �6e� �

�

5N ?m� �6�
�

:��+�	4��
� 3�� +	��-��	 �	��	���C�



x I�� ����������
��� �������  �	

x&� '�����
����
�� 
������ �

:���� a�� � � � � am � ��	
-�	���	� ��Q��
� �
����/ 5����6P y�� � � � � ym �

��	
-�	���	� ��Q��
� �
����/ 5���6� &	 +� ��"	� ,����
*

x�
 @ Ea�
5� ? a�y� ? � � �? amym6N�j�
j� E� � Z�

�+	�����	���� �
����� �
��*�/� 	+�	�	+�/� +
,,�����
����/� ����=

���
*

d

dz
x�
 @ �

mX
l�j��

�jQljx�
��ej��el ?
�
N�jE�j

� mX
l��

Ql�x�
��el � E� � Z� 5���6

�	��+�� �� R���- 
 � C 	"	-���
� �	���! 	��
���C 	� �	�C�	�

���
	�����/� ,����
* Qlj ! l @ �� � � � �m! j @ �� �� � � � �m 5�	��	����

Qlj � Q 5z6! l @ �� � � � �m! j @ �� �� � � � �m! � �������� 
 �	4�	 �-���

�C"	� ��������+����	� �
��	! ����
���! 
 @ e6� �	 ����	 ��	����

��<����	���
� +�� +
,,�����
����/� �������
* ��*+���� ,��+����=

������� ����
�� ��Q��
* 5	lj6l�j�������m 	+�	�	+�	* �
����/ 5����6 


�����	� ��Q��
� 5�l6l�������m ��	+�	�	+�	* �
����/ 5���6 ���
�! ��	

	lj
��
z�


@ 
lj � �l
��
z�


@ �� l� j @ �� � � � �m�

:	�	4
�! ��	�� �	 	!

�j @
mX
l��

	lj�l� j @ �� � � � �m�

&	 +�

�j
��
z�


@
mX
l��

	lj
��
z�


��l
��
z�


@ �� j @ �� � � � �m�

����� �
	
 .������� ���
�������	 ��������������	 ����
�

�� ��"��
	 


���� 5���6 ������
� �����������
 ��

	lj � �j � l� j @ �� � � � �m� 5��36


�����
 �� ��"� N 
 �� ��
�
�����
 
� C �



x I�� ����������
��� �������  ��

�
�����������
 +	����	��	 ��	����
 +�� 	+�	* ,��+��������=

�	* ����
�/ ��Q��
*! ��� ��� �C"�� +�� �� �/��4����� ����- ��� ��=

�	4��
�� �� ����
�� � G��������
 
- C �

>"<�� ��Q��
� Ea @ 5a�� � � � � am6 �
����/ 5����6 �	4�� "/�� ���+=

�������	 � �
+�

al @ ��	l� ? � � �? �m	lm� l @ �� � � � �m�

 +� ��� � � � � �m � ��	
-�	���/� �
��� 
- C � &	 +�

a��� ? � � �? am�m @
mX

l�j��

�j	lj�l @ ���� ? � � �? �m�m


 ��"	� ,����
*

Ea�
5� ? a��� ? � � �? am�m6N�j�
j @
mY
l��

5��	l� ? � � �? �m	lm6
l

� 5� ? ���� ? � � �? �m�m6N�j�
j

@
X
�r��

E��ru�
��r� E� � Z�

��
�C"/� -�����
�� ��� � � � � �m �	�������� ��Q��
� �
����/ 5���6� S�	

	-������! ��	 +�� ��4+	 	 Er � Z ����	� 5u�
��r6�
�� ��-����	��
 � �+	�=

����	���� �
����� 5���6� &�� ���/� �/ �	���
�
 � ��Q��
* G�	* �
�=

���/�

:	��4��! ��	 det5u�
��r6�
��r�� �� �� 
�� G�	 	 �	��
���� -�����
�

G�	 	 	���+��
���� � �	��� z @ 
� #����0

X
�r��

E��ru�
��r
��
z�


@
mY
l��

�
��	l�

��
z�


? � � �? �m	lm
��
z�


�
l
�
�
� ? ����

��
z�


? � � �? �m�m
��
z�


�N�j�
j
@ E��
5� ? �� ? � � �? �m6N�j�
j� E� � Z�



x I�� ����������
��� �������  �


:	G�	�� +�� ���� Er 
 E� �/�	����	 u�
��r
��
z�


@ �! � ��	�� �	 	! 
����

u�
��

��
z�


@ �! E� � Z� &��
�	"��-	�! �
��	�������
�� 5u�
��r
��
z�


6�
��r��


���� ���� 	���/* �
+! ��
��� �� �� +
� 	���
 ��	�� �+
�
�/� ���=

+	�������	! �� 	���+��
���� det5u�
��r6�
��r��
��
z�


@ �� �	 	��C+� �/=

������! ��	 ����
�� 5u�
��r6�
��r�� �������� ,��+���������	* ����
��*

��Q��
* �
����/ 5���6� $� G������/ u�
��r! E�� Er � Z! ����C��� ��	 	=

������
 	� ,����
* 5��36 ������
 �� �/Q� N � �	G,,
�
�����
 
- C �

D���� +	��-����

����� �
�
 !�
�� 	�5z6� � � � � 	W 5z6 # 
��������
�� �����
	!

����
�
��
�
� � ��������	 ����
�
P �����

 ��5z6 �� �� ��5z6� � � � �

�L5z6 ������
� �����������
 �� 	�� � � � � 	W 
�����
 �� ��"� n


 �� ��
�
�����
 
� C ! ��
���

Dl5z6 @
�l5z6

��5z6
� C 5z6� l @ �� � � � � L� 5���6

$���� ��� ���
�������� �����
	 5���6 
�������
�� ����
������
�

Dl5z6 @
Bl5z6

B�5z6
� l @ �� � � � � LP

Bl � C AzB� degBl � C�n� l @ �� �� � � � � L�

��� ��
������� C� ���


� ������ �� �����
	 	�� � � � � 	W �

�
�����������

 %����	��
��	���	 C 5z6A	� � � � � � 	W B 
 �/"����

� ��� ����
�����	� �	�
�����	 �� �"��
����
 ��-��
�
�/� ��+ C 5z6

G������	� ��� � � � � �w 
 	"	-���
�"���	* d ������� �� �"��
����	 	 ���=

Q
���
� C 5z� 	� � � � � � 	W 6 � C 5z� �� � � � � � �w6� R���- ��� � � � � �d 	"	-��=

�
� "�-
� �	�� C 5z� 	� � � � � � 	W 6 ��+ C 5z� �� � � � � � �w6� :	��	��� ���=

��4+��
� ��"	�/ A2! �� 387�38�B! ���+����
� ,����

 ��� ��� � � � � �L �



x I�� ����������
��� �������  ��

�
+�

�l @

dP
i��

bli�i

an
� l @ �� �� � � � � L�

bli � C Az� �� � � � � � �wB� degz bli � C�n� i @ �� � � � � d� l @ �� �� � � � � L�

 +� ��	 	���� a � C Az� �� � � � � � �wB 
 �	��	����� C� -��
��� �	���	 	�

,����
* 	�� � � � � 	W � &	 +�

Dl @
an�l
an��

@

dP
i��

bli�i

dP
i��

b�i�i

� l @ �� � � � � L�

	���+�

dX
i��

�i5Dlb�i � bli6 @ �� l @ �� � � � � L�


�


Dlb�i � bli @ �� i @ �� � � � � d� l @ �� � � � � L�

��
+��
��*�	* ��-��
�
�	��
��� � � � � �d ��+ C 5z� �� � � � � � �w6� :	��	��=

�� �� �@ �! +�� ���	�	�	 	 i! � � i � d! �/�	����	 b�i �@ �� �� 	 ���
�
=

��� 	"<�	��
 �	4�	 ��
����! ��	 b�� �@ �� ��� �/������ 
- �	���+�� 	

���������!

Dl @
bl�
b��

� l @ �� � � � � L�

1�	 	����/ bl�! l @ �� �� � � � � L! ����C��� �
��*�/�
 �	�"
���
��


��	
-��+��
* �������* �� � � � � � �w � �	G,,
�
�����

- C AzB 
! �	��	����



x I�� ����������
��� �������  ��

��� � � � � �w �� �"��
����
 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6! � D�� � � � � DL � C 5z6!

,����

 5���6 -��
Q���� � ���"���	� �
+�

Dl @
Bl
B�

� l @ �� � � � � L�

 +�Bl � C AzB � ���	�	�/� �	G,,
�
���/��	 	����	� bl� ! l @ �� �� � � � � L!


 -���
�!

degBl � degz bl� � C�n� l @ �� �� � � � � L�

��	 -����Q��� +	��-��������	 ����/�

����� �
�
 (������
����

det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n��������������
��

5��76

���
��� �� �����

�
�����������

 :��+�	�	4
�! ��	 	���+��
���� 5��76 �	4+���=

����	 ����� ���C! 
 -���
�! ��� �	�	����	��
,	��R��	5zP Ea6� R��	5zP Ea6�

R��	5zP Ea6� � � � ����� e�!  +� e� � �� &�� ��� R��	5zP Ea6 �� �! �	 e� � �� :	

����� � A3�!  ���B ,����
	�����/� ,	��/

R�n	5zP Ea6 @
X

�
�j�
j�N

Ea�
P
�n	
�
 5z6 ?

X
�
�j�
j�N��

Ea�
P
�n	
�
 5z6

mX
j��

ajfj5z6�

n @ �� �� � � � � e� � ��

�
��*�	 ��-��
�
�/� :	G�	�� ��� ����
�/

�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
��



x I�� ����������
��� �������  ��

����� e�! 
 � ��* �	4�	 �/"���� e� �
��*�	 ��-��
�
�/� ��	�"�	�� L�=

+�� +����� ���	* �/"	� U����� ������	V! ���� ��	�"�� � �	���	� E� � Z

�/"
������ � �	� 
 �	���	 �	� ������! �	 +� 	� �
��*�	 �� �/��4�����

����- ��	�"�/ � �	�����
! ����Q
�
 E�� &	 +� "�-
��/� ��	�"�/ "�+��


���� �	���� 
- ���	�	�	 	 ��	4����� eZ � Z! ��
��� � ���	�	�/�
 ��=

�
	�����/�
 ,����
��
 53��6 "�+�� ������+�
�/ ���������

P
�n	
�
� 5z6 @

X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6D�
��
�5z6 @

X
�
�e�
�
��
�

P
�n	
�
 5z6D�
��
�5z6�

n @ �� �� � � � � e� � �� E�� � Z n eZ�
&��
� 	"��-	�!

` @ `5z6 @ det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
�e� �� ��


 �	 ����	 	����� 5���6 ���	+
�! ��	

deg` � e�M ?
e�5e� � �6

3
t � e�M ? ��t�


�� ��	
-�	���	 	 ��Q��
� a�� � � � � am �
����/ 5����6 ��"	� ,���=

�
*

x�
 @

��� Ea�
� ���
 jE�j @ N P

Ea�
5a�f� ? � � �? amfm6� ���
 jE�j @ N � �!

�	�������� ��Q��
� �
����/ �
��*�/� 	+�	�	+�/� +
,,�����
����/�

�������
* 5���6 �	��+�� �� F +	��-��������� ����/ ; A3�!  ���!



x I�� ����������
��� �������  ��

c� ��3����B ���
	�����/� ,����

D�
��
� ! E� � eZ! E�� � Z n eZ! "/�
 ���+=

�������/ � �
+�

D�
��
� @ �
��
��
�

�
� � �� �� E� � eZ� E�� � Z n eZ� 5���6

 +� � 
 ��
��
� � �
�	�/ �	��+�� 5� � e�6 ���	�	�	* ,��+���������	*

����
�/ ��Q��
* �
����/ 5���6� :	 ����� ��� G������/ G�	* ,��+�=

��������	* ����
�/ ��Q��
* ���� ��	 	����/ 	� ,����
* 5��36 �����=

�
 �� �/Q� N � �	G,,
�
�����
 
- C � :	G�	�� �
�	�/ �� ��
��
� ! E� � eZ!

E�� � Z n eZ! �	��+�� 5� � e�6 ����C��� ��	 	������
 	� ,����
* 5��36

������
 �� �/Q� 5��e�6N � �N � �	G,,
�
�����
 
- C � ��� ���+��� 
-

����/ ��3! +�� ���
	�����/� ,����
* 5���6 ��<������� ���+�������
�

D�
��
�5z6 @
B�
��
�5z6

B5z6
� B�B�
��
� � C AzB� B �� ��

degB � C��N� degB�
��
� � C��N� E� � eZ� E�� � Z n eZ� 5���6

 +� �	��	����� C� -��
�
� �	���	 	� �	�	����	��
 ,����
* 5��36! �	�	=

�/�! � ��	C 	����+�! 	+�	-����	 	���+���C��� �
����	* 5���6 5�	���


 �� -��
�
� �
 	� �� 	6� �	 
- ����/ � A3�!  ���B ���+���! ��	 �
���=

�� 5���6 �	��	���C -�+����� ��"	�	� �
��*�	 ��-��
�
�/� ��+ C 5z6

,����
* �� f�5z6� � � � � fm5z6� :	G�	�� C� @ C�5f�� � � � � fm6�


�� ��	
-�	���	 	 ��	 	����� v � C 5z6Ay� � � � � � ymB ����- v5 Ef6 	"	=

-���
� ��-������ �	+����	��
 � �� 	 ,����
* f�5z6� � � � � fm5z6 �����	

��������/� y�� � � � � ym �		����������	� &	 +� �	+	"�	 5��3�6

R
�n	
�s 5z6 @

X
�
��

P
�n	
�
 5z6x�
��s5 Ef6� n @ �� �� � � � � e� � �� Es � [�



x I�� ����������
��� �������  ��




R
�n	
�s 5z6 @

X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6x�
��s5 Ef6 ?

X
�
���ne�

P
�n	
�
� 5z6x�
���s5 Ef6

@
X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6

�
x�
��s5 Ef6 ?

X
�
���ne�

D�
��
�5z6x�
���s5 Ef6

�

@
X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6ex�
��s5 Ef6� n @ �� �� � � � � e� � �� Es � [� 5��86

 +� ��	 	����/ x�
��s � C Ay� � � � � � ymB! E� � Z! ex�
��s � C 5z6Ay� � � � � � ymB!

E� � eZ! Es � [! 	���+���C��� �	 ����	 ,	������ 53�36 
 53��6�

F/"���� �	 -�+���	�� ��	4����� eZ � Z � �		�������

 � ���+�	4�=

�
�� 3�� ��	4����� Z� � eZ 
 [� � [! CardZ� @ Card[� @ e�� &	 +�

	���+��
���� � @ �5z6 ����
�/

�
B5z6ex�
��s5 Ef6 j 
�
��r��
�e���s�����r�e�n��

� 5��;6

� �	��	���C +	 -���� ����/*

B
e� � det�ex�
��s5 Ef6��
�����s���

�

�������� ���/�	4+���/� ��	 	����	� 	� ,����
* f�5z6� � � � � fm5z6 


�� ����� ���C �	4+�������	 ��
+� 
� �� �"��
����	* ��-��
�
�	��
�

� +�� 	* ��	�	�/! B5z6ex�
��s5 Ef6! E� � eZ! Es � [�! ���� ���	�	�/� �
��*=

�/� ,	��/ 	� ,����
* �� f�5z6� � � � � fm5z6 � �	G,,
�
�����
 
- C AzB 


	����	* C��N �� ������
 G�
� �	G,,
�
���	� �	 ����	 5���6� :	G�	��

� ��� ��	 	���� 	� z� f�� � � � � fm 
���� ������� �� �/Q� e� � C��N �	 z



x I�� ����������
��� �������  ��


 �� �/Q� e� �	  ����� f�� � � � � fm� :	 ��	���� � A��B �	��+	� ���� G�	 	

	���+��
���� � �	��� z @ � �� ����	��	+
�

C
5C�
e��N ? �6e�m � 3C�C
�

m���N�

 +� C
 @ C
5f�� � � � � fm6�

$��
 ���	4
�� ����
��

�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
�e��

	���+��
���� �	�	�	* ����� `! ������ �� ����
�� 5��;6! �	 �	 ����	

�		��	Q��
�� 5��86 �	���
� ����
��

�
B5z6R

�n	
�s 5z6

�� P �n	
�r 5z6

�
n���������e�����s�����r�e�n��

�

$� 	���+��
���� ����� `� �� �� F ����/� e� ��	�"��� G�	* ����
�/

��	�� �
��*�/� ,����
	�����/� ,	��/! �	��+	� ���� �	�	�/� � �	���

z @ � � �		�������

 � 	������
 5��86 �� �
4�K � e�� :	G�	��

ord
z��

`� � e�5K � e�6 � e�K � ���

� +�� 	* ��	�	�/!

ord
z��

`� @ ord
z��

`? ord
z��

� � ord
z��

`? 3C�C
�
m���N�

	���+�

ord
z��

` � e�K � �� � 3C�C
�
m���N�



x I�� ����������
��� �������  ��


 -���
�!

� � deg`� ord
z��

` � e�M � e�K ? ��t? �� ? 3C�C
�
m���N� 5��26

F/"
���� M� @ M�5f�� � � � � fm6 ���! ��	"/ +�� ���� M � M� �/�	�=

���	��

��t? �� ? 3C�C
�
m���N �

�

�
M� 5����6


 �	 +�

K �
� e�e� ?

�

�e�
	
M �

� e�e� ?
�

�

	
M�

>����	�� �	��	��-	������ 	����	* ���+�	4��
� 3��0

e�e� � �

�
�

�

5N ?m� �6�
@

� � ��

�
�

	���+�

K �
� � 3�

�
M�

��	 ��	�
�	���
� �/"	�� K � ���	�

 ����/ ���� :	������	� ��	�
=

�	���
� +	��-/���� ������

����� �
�
 -�������
�� �����
���

`5z6 @ det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n��������������
��

@ zordz	
�`�5z6�

��� `�5z6 # ���������! `� �� � 
 deg`� � 3�M �



x I�� ����������
��� �������  �	

�
�����������

 �	 ����	 	����� 5��26 � e� @ � 
 e� @ � 
����0

deg`� ord
z��

` � �M � �K ? ��t? �� ? 3C�C
�
m���N � 3�M�

��	 
 ���"	���	���

&����� �/ �	+ 	�	����/ +�� �����	+� � �
��	�/� �
��*�/� ,	�=

����

����� �
�
 )��� �

����	 ����
��

�
P
�n	
�
 5�6

�
n��������������M 	��
��

����� � �����
�
 ��


	��-��������	 G�	 	 ,���� 
��	��-��� ����Q
� �4� ����+����/=

�
 �����4+��
� H
 ���! ����	 
��/� ��
��+���/� � +	��-���������

����/ �� A3�!  ���B! 
 	�
������ �� ��-������ ����/ ��7� >���
+�/�

���+���
�� 
- G�	* ����/ �������� ���+�C<�� �����4+��
��

����� �
 
 )��� �

����	 ����
��

�
P
�n	
�s� 5�6 P

�n	
�
� 5�6

�
n��������������M 	

�

��� Es� @ NEel� ! E�� @ 5N � �6Eel� ! ����� �����

�
�����������
 ��
���$ 	
 
�� ��	
-�	���	 	 M � M�!  +�

M� 	���+������� �	 ����	 ����������� 5����6! �	��	��-����� ��-�����=

�	� ����/ ��� 
 �/"���� ���/� �
��� n�� n�! � � n� � n� �

� ? 3�M � ��M ! ���
�! ��	 �
��	��� ����
��

�
P
�n�	
�s� 5�6 P

�n�	
�s���el�

5�6

P
�n�	
�s� 5�6 P

�n�	
�s���el�

5�6

�
� 5����6



x I�� ����������
��� �������  ��

 +� Es� @ NEel� ! E�
� @ 5N��6Eel� ! ���/�	4+���� :����� @ a�b!  +� a � Z!

b � N � :	�	4
�

qj @ bM�tnj 5M ? tnj6OP
�nj 	

�s���el�
5�6 � ZP

pj @ �bM�tnj 5M ? tnj6OP
�nj 	

�s� 5�6 � ZP

rj @ bM�tnj 5M ? tnj6OR
�nj 	

�s� 5�6 @ qjfl�5�6 � pj �

j @ �� 3�

:	��	���� nj � ��M ! �	4�	 �	��	��-	������ 	������
 ����/ ��� +��

���/� �
��� qj 
 �
��*�/� ,	�� rj ! j @ �� 30

jqj j � bM�tnj 5M ? tnj6O

M�tnjX
���

C
�M��
� MC��M

�O
��

� C
�M��
� MM�C��M �MMC

M�logM�m��m���


 P

jrj j � bM�tnj 5M ? tnj6OC
�M��
� MC��MCM

� M�K

�M�M�C��M�M�m�����N�m���C
�M��
� �M�MC

M�logM�m��m���

�� �

j @ �� 3� 5���36

F/"���� q� @ �
�M

M�

� C
�M��logM��

m��m���

�� 
 ����� p� q � ��	
-�	��=

�/� ���/� �
���! jqj � q�� F	-���� ��
����Q�� ���	�M ���	�! ��	

M�MC
M�logM�m��m���

�� � �
� jqj

��� 5����6

��
 G�	� �/�	����	M � M�� &	 +�

MMC
M�logM�m��m���


 � 5M � �6M��53C
6
M�logM�m��m���

� 3jqj53C
6
M�logM�m��m���

� �
� jqj57C
6

M�logM�m��m���
� 5���76



x I�� ����������
��� �������  �


#- �/"	�� 5����6 �/������! ��	

C�� logM � log log jqj � C�� logM�


 ���+	�������	!

57C
6
M�logM�m��m���

� 5MM 6C���logM�����m���

� jqj��log log jqj�
����m���

� � � �� 5����6

>����
 5���36 �	 ����	 ������������ 5���76! 5����6 
 5����6 �		���������=

�	 �����
Q���� � �
+�0

jqj j �
�
� jqj

����log log jqj�����m���
� jrj j �

�
� jqj

��� j @ �� 3�

1���
�� �
q� p�

q� p�

�
���/�	4+��� � �
+� ���/�	4+���	��
 5����6� :	G�	��! �	 ���*��* ��=

��! 	+�� 
- �
��*�	 ��-��
�
�/� ��+ C �
��*�/� ,	�� r�! r� +	�4��

"/�� �
��*�	 ��-��
�
�	* � r @ qfl�5�6 � p� :���� +�� 	���+�����	�=

�
 G�	 "�+�� ,	��� r�! ����

� @ det

�
q p

q� p�

�
@ det

�
q �r

q� �r�

�
�@ ��

:	��	���� ��� ��	+�<
� � ���/* 	���+��
���� �
��� ����C��� ���/�
!

�	 
 � � Z! 
�/�
 ��	���
! j�j � �� &��
� 	"��-	�!

� � j�j @ jrq� � qr�j � jrj � jq�j? jqj � jr�j

� �
� jrj � jqj

����log log jqj�����m���
? �

� �

	���+�

jrj � jqj�����log log jqj�
����m���

�

��	 -����Q��� +	��-��������	 ��	���/ ��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

x(� '�����
����
�� 
������ $ � ���
�
��� �� ���

#-�	4����� �/Q� �	�������
� ��<�������	 
��	��-��� ���	�
� ��=

 �"��
����	* ��-��
�
�	��
 ��+ C 5z6 ��������
����/� E.,����
*�

>+���	! � ������ m @ 3 �+����� ��	��
�� ���+�	4��
� 3�� 
 ��� ��=

�/� 	���"
�� G�	 ���	�
��

����� �
	
 !�
�� ���%�
��� Z�� eZ 
 ������%��
� � 0Z�	[

������������� 
��	
���� �6��6! ��

����� ����� �����	 3�7�

$���� �
��� det5ex�
��s6�
�����s��� ! [� @ �5Z�6! ����
�� 53�76 �����

�
Y
�
���

���
���
��e�

ex�
��
��e� �
Y
�
���

�
��e����

det

� ex�
��e���
��e���e� ex�
��e���
ex�
��
��e���e� �

�
� 57��6

�
�����������

 :�������
� � ����
�� 5ex�
��s6�
�����s��� ��	�"=

�/ ���
� 	"��-	�! ��	"/ ��  ����	* +
� 	���
 �	���
�Q�*�� ����
�/

X ��	��
 G������/ ex�
����
�! E� � Z�! 
 �	��4��! ��	 ����
�� X 
����

U�	��
 ���� 	���/*V �
+�

:��4+� ��� 	 	����
�! ��	

Es 
 E�� Es � [� E� � eZ @� ex�
��s @ � 57�36

�	 ����	 	���+����
C 53��6! ��� ��� � G�	� ������ Es 
 E�! Es � Ee� 
 E� 


Es � Ee� 
 E�� :���� E� � ��	
-�	���/* �����

�+��� 
- Z�� %����	��
�

	�+����	 +�� �	-�	4�	��
�

�6 jE�j @ N � ��
	��4��! ��	 � G�	� ������ � ���	�� � �	���	� E����=

�
�/X �����  ����	* +
� 	���
 ����	�	4��/ �����/� G������/� 
��

G�	 	 � �
�� 57�36 +	����	��	 �	��-���! ��	 
- ���	�
* E�� 
 E�! E�� � Z�

���+��� �5E��6 
 E��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

$��
 jE��j @ N ! �	 �5E��6 @ E�� 
 E��

$��
 jE��j @ N��! �	 E�� � E��Ee�?Ee�! 	���+� �5E�
�6 � E��?Ee� � E�?Ee��

%�������	 �5E��6 @ E� ? Ee� �	-�	4�	 �
Q� � ������ E�� @ E� � Ee� ? Ee�! 


�	 +� �5E�6 �@ �5E��6 @ E� ? Ee�! ���� �5E�6 @ E� ? Ee�� #- ���	�
� �6 
 �	 	!

��	 E� ? Ee� 
 E� ? Ee� @ �5E�6 �/������! ��	 E�� @ ���5E� ? Ee�6 � E�! ��	

��	�
�	���
� ���+�	�/��� E�� 
 E�� ���+	�������	! �5E��6 �@ E� ? Ee� 


�5E��6 
 E�? Ee�� >��C+� �5E��6 � E�! 
 � �	 4� ����� �5E��6 �@ E�! �	��	����

j�5E��6j @ N� jE�j @ N � ��

>�	��������	! �5E��6 
 E�� F	��	��-	���Q
�� �����4+��
�� 57�36!

�	������0

E�� 
 E�� E�� � Z� @� ex�
����
�� @ �� 57��6

"6 jE�j @ N� :	��4��! ��	 ���
 E�� 
 E� � Ee�! E�
� � Z�! �	 �5E�

�6 
 E��

:	��	���� �����

�+���/ E�� Ee�� E� �	��+�
� �	 ��	4����� Z! G�	 "�+��

	-������! ��	 � ���	�� � �	���	� E� ����
�/ X �����  ����	* +
� 	��=

�
 ��	�� �����/� G������/! ��	��! "/�� �	4��! G������� ex�
����
��e��!

���+Q�����C<� 	 ex�
����
�! � ������ E�� Ee� � Z��

$��
 jE��j @ N ! �	 �5E��6 @ E�� 
 E�� Ee� 
 E��

$��
 jE��j @ N � �! �	 E�� � E� � Ee� 
 �5E��6 � E�� ? Ee� � E�� %�������	

�5E��6 @ E� ���	-�	4�	! ��� ��� ���5E�6 @ E�� :	G�	�� �5E��6 
 E��

F	��	��-	���Q
�� �����4+��
�� 57�36! � ������ "6 �	������0

E�� 
 E�� E�� � Z� @�

���ex�
����
�� @ �� ���
 E�� 
 E�� Ee�P

ex�
����
�� @ ex�
����
��e��� ���
 E�� @ E�� Ee��

57�76

$��
 E� � Ee� � Z�! �	 �5E� � Ee�6 @ E� � Ee� ? Ee�! �	��	���� �5E� � Ee�6 �@

5E�� Ee�6? Ee� @ E� @ �5E�6� � +�� 	* ��	�	�/! ���
 �5Er6 @ Er?Ee�� Er � Z�!

�	 �	 ����	 ���	�
C �6 �/�	����	 Er?Ee� � �5Z�6 
 �
��5Er?Ee�6 � Er! ����

���5Er ? Ee�6 @ Er ? Ee� 
 Er ? Ee� � Z��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

�	 ����	 �����4+��
�� 57�76 
 57��6 �+	��  ����	* +
� 	���
 ���=

�
�/X ��	�� 	+�	����/� "�	�


5ex�
��
6� E� � Z�� �5E�6 @ E�� E�� Ee� �� Z��


�


5ex�
��
��e�6� E� � Z�� �5E�6 @ E�? Ee��


�
 +������/� "�	�


� ex�
��e���
��e���e� ex�
��e���
ex�
��
��e���e� ex�
��

�
� E� � Z�� �5E�6 @ E�� E�� Ee� � Z��

� � ����� 
 �
4� G�
� "�	�	� ����	�	4��/ ���
� :	G�	�� 
 � ����	�

�	 	! ��	 ex�
����
� @ � � ������ �5E�6 @ E� �	 ����	 ,	����� 53��6! 	���+�=

�
���� det5ex�
��s6�
�����s��� @ � detX ����� 57��6! ��	 
 ���"	���	���

�
�����������
 ��
���$ �
 N����

 f�5z6� f�5z6 �� ����C���

��	 	������
! �	��	���� ��4+�� 
- �
� �
��*�	 ��-��
�
�� ��+ C 5z6

� �+
�
��*� ��� ���/� ,����

! 	��
��/� 	� ��	 	����	�! f�5z6 
 f�5z6

����C��� ��������+����/�
,����
��
� :	��4��! ��	 +�� ���	�	�	 	

l � f�� 3g ,����

 �� f�5z6� f�5z6� f
�
l 5z6 �
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6�

:��+�	�	4
�! ��	 G�	 �� ���� &	 +�

f�l 5z6 @ El�5z6 ?El�5z6f�5z6 ? El�5z6f�5z6� l @ �� 3P

Elj � C 5z6� l @ �� 3� j @ �� �� 3�
57��6

�	��	���� ,����

 �� f�5z6� f�5z6 �
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6� $��


E�� � �! �	 ��������+������ ,����
� f�5z6 �+	�����	���� �� �"��
=

����	�� �������
C y� � E��y � E�� @ �! ��	 ���	-�	4�	� :	G�	��

f�5z6 @
f�� 5z6� E��5z6f�5z6� E��5z6

E��5z6
� E�� �� ��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��


 �	��� �	+����	��
 G�	 	 �/��4��
� � �������
� 57��6 ��
 l @ 3 -�=

��C����! ��	 ��������+������ ,����
� f�5z6 �+	�����	���� �� �"��=


����	�� �������
C

5y��E��y�E��6
��E��E��5y

��E��y�E��6�E��E
�
��y�E��E

�
�� @ ��

��	 	���� 4� ���	-�	4�	� :	������	� ��	�
�	���
� �	��-/����! ��	

�	 ���*��* ���� 	+�� 
- ,����
* f�l 5z6! l � f�� 3g! �� �/��4����� �
=

��*�	 � �	G,,
�
�����
 
- C 5z6 ����- ,����

 �� f�5z6� f�5z6� �� 	 ��=

�
�
��� 	"<�	��
! �	4�	 ��
����! ��	 l @ 3! ���� ��	 ,����

 �� f�5z6�

f�5z6� f
�
� 5z6 �
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6�

:���� ��	4����� Z� 
 [� �/"���/ �	 -�+���	�� eZ � Z � �		����=

���

 � ���+�	4��
�� 3�� 
 ���
	�����/� ,����

 53��6 ���+�������/

� �
+� 5���6� >"	-���
� ����- � 0 Z� 	 [� ���	� "
���
��	� 	�	"��=

4��
�! ��	 ���� 5Z�� �6 �+	�����	���� ���	�
�� �6��6� �	 ����	 ,	�=

���� 53��6 
����0

ex�
��
��e� @ y� ?D�
��
��e� � ���
 �5E�6 @ E�? Ee�P

ex�
��e���
��e���e� @ y� ?D�
��e���
���e���e�y�

?D�
��e���
��e���e� � ���
 �5E�6 @ E�! E�� Ee� � Z�P

ex�
��e���
 @ y�� ���
 �5E�6 @ E�! E�� Ee� � Z�P

ex�
��
��e���e� @ D�
��
���e���e�y�

?D�
��
��e���e� � ���
 �5E�6 @ E�! E�� Ee� � Z��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

	���+�! ���
 �	��	��-	������ ����	* 7��!

� @ � det
�
B5z6ex�
��s5 Ef6��
�����s���

@ �
Y
�
���
���
���

�
��e�����

B5z6 �
Y
�
���

���
���
��e�

�
B5z6f�5z6 ?B�
��
��e�5z6

�

�
Y
�
���

�
��e����

B5z6
�
�B�
��
���e���e�5z6f

�
� 5z6 ?B5z6f�5z6

?
�
B�
��e���
���e���e�5z6 �B�
��
��e���e�5z6

�
f�5z6 ?B�
��e���
��e���e�5z6

�
�

:	��	���� B5z6 �� � 
 ,����

 �� f�5z6� f�5z6� f
�
� 5z6 �
��*�	 ��-��
�
=

�/��+ C 5z6! �	���+��� ��	
-��+��
� 	��
��	 	� ����� F/��4��
� �,
=

 ���/� ��	"��� �	4�	 ��������
���� ��� ��	 	����/ 	� z� f�5z6� f�5z6

������
 �� �/Q�C��N �	 z 
 �� �/Q� 3 �	  ����� f�� f�� �	 ����	 ���+=

���
C 
- ��	���/ � A;B �	��+	� ���� ��4+	 	 ���	 	 �/��4��
� � �	���

z @ � �� �/Q�

C��5C��N ? �63�
�
� C���N�

 +� �	��	����� C��! � ���+	�������	! 
 C��! -��
�
� �	���	 	� ,����
*

f�5z6� f�5z6� ��	�� �	 	!

ord
z��

B5z6 � degB5z6 � C��N � C���N�

:	G�	��

ord
z��

� �
X
�
���
���
���

�
��e� ����

C���N ?
X
�
���

���
���
��e�

C���N

?
X
�
���

�
��e����

5C���N ? C���N6

@ CardZ� � C���N � C���
�N�



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

>����	�� � +	��-��������� ����/ ��� �/"���� M� @ M�5f�� f�6 ���!

��	"/ +�� ����M � M� �/�	����	�� ����������	

��t? �� ? C���
�N �

�

�
M�

F�� 	������/� �����4+��
� 	���C��� "�- 
-�����
*� S�	 -����Q���

+	��-��������	 ��	���/ 3�

�
�����������
 ��������# 	
 $��
 ,����

 �� f5z6� f �5z6 �
=

��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6! �	 ������+�
�	��� ���������������f5�6 � p

q

���� � jqj�����log log jqj�
����

57��6

�/������ 
- ��	���/ 3� F ��	�
��	� ������ ,����
� f5z6 �
"	 �
��*�	

-��
�
�� � �+
�
��* 
! ��� ����� ,����
�! �������� ��	 	����	�! �
"	

�+	�����	���� +
,,�����
����	�� �������
C ����	 	 �	��+��

E�5z6y
� ?E�5z6y @ F 5z6� E�� E�� F � C AzB�

� �	�	�	� ��	 	����/ E�� E�� F �-�
��	 ��	��/! � ��	�� �	 	! E�� E��

F � Q AzB �	 ����	 ����� � A3�!  ���B� F ����	� ������ f5�6 ������=

�� ���
	�����/� �
��	�! �	��	���� f5z6 � Q AzB� F	 ��	�	� ������!

���
 E�5�6 �@ �! �	 ������+�
�	��� ����������� 57��6 ���+��� 
- ��=

-������� 5��86 '�L� M
+�	���	 	 ��
 m @ �� $��
 4� E�5�6 @ �!

�	 E�5�6f5�6 @ F 5�6! 	���+� f5�6 @ F 5�6�E�5�6 � Q ! ��� ��� ��=

������	 E�5�6 @ � ���	-�	4�	 ��
+� �-�
��	* ��	��	�/ ��	 	����	�

E�� E�� F � &�� ���/� �/ +	��-��
 57��6 � ������! �	 +� f5�6 �� ����=

���� ���
	�����/� �
��	�� $��
 f5�6 @ a�b � Q ! �	 +�� ���� p� q � Z!

jqj � jbj! �
"	 f5�6 @ p�q �
"	����f5�6 � p

q

���� @ jaq � bpj

jbqj
�

�

jbqj
�

�

q�
�

	���+� ���+��� ����������	 57��6� �����4+��
� +	��-��	 �	��	���C�



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��

�
�����������
 ��������# �
 
	��4��! ��	 ��
 �C"/� -����=

�
�� ��������	� �� � � Q n f����3� � � � g ,����

 ��K��	5z6�K
�
��	5z6

�
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6� :��+�	�	4
�! ��	 G�	 �� ���! 
 +�� ��=

�	�	�	* ���/ �� � G�
 ,����

 ���-��/ �������
��

P�5z6 ? P�5z6K��	5z6 ? P�5z6K
�
��	5z6 @ �� P�� P�� P� � C AzB� 57�86

 +� P�5z6 ? P�5z6y� ? P�5z6y� � C Az� y� � y�B � ����
�	+
�/* ��	 	=

����� H������ � �������

 57�86 z ���z 
 �	��-���� ���! ��	K��	5z6 


K�
��	5z6 ����C��� �		����������	 ����	* 
 ������	* ,����
��
! �	��=

�
�

P�5�z6 ? P�5�z6K��	5z6� P�5�z6K
�
��	5z6 @ ��

:	��	���� ,����
� K��	5z6 �
��*�	 ��-��
�
�� ��+ C 5z6 � �+
�
��*!

��	 	���� P�5�z6?P�5�z6y��P�5�z6y� +��
��� �� ��	 	���� P�5z6?

P�5z6y� ? P�5z6y� � �	���� C Az� y� � y�B� S�	 �	-�	4�	 �
Q� � 	+�	� 
-

+��� �������0

P�5�z6 � P�5z6� P�5�z6 � P�5z6� P�5�z6 � �P�5z6�


�


P�5�z6 � �P�5z6� P�5�z6 � �P�5z6� P�5�z6 � P�5z6�

���+	�������	! ,����

 ��K��	5z6�K
�
��	5z6�z ���-��/�
��*�/�����=

���
�� � �	G,,
�
�����
 
- C Az� B� F ����	� ������ G�	 �������
�

P�5z6 ? P�5z6K��	5z6 ?
�
zP�5z6

�K�
��	5z6

z
@ ��



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� �	

�	 ��	�	� �

P�5z6

z
?
P�5z6

z
K��	5z6 ? P�5z6

K�
��	5z6

z
@ ��

:	G�	�� ,����

 �� �5z6� ��5z6!  +�

K��	5z6 @ �5z�6� K�
��	5z6 @ 3z��5z�6�

�
��*�	 -��
�
�/ ��+ C 5z6� � +�� 	* ��	�	�/!

�5z6 @ � ?
�X
���

z�
�Y

x��

�

b5x6
� b5x6 @ �75x? �65x ? �6�


 �	 ��	���� 3 ��"	�/ A�B ,����

 �� �5z6� ��5z6! �
��*�	 ��-��
�
�/

��+ C 5z6� :	������	� ��	�
�	���
� +	��-/���� �
��*��C ��-��
�
=

�	��� ��+ C 5z6 ,����
* ��K��	5z6�K
�
��	5z6 ��
 �C"/� -�����
�� ��=

������	� �� � � Q nf����3� � � � g� N����
�K��	5z6 �������� ��Q��
��

+
,,�����
����	 	 �������
�

y�� ?
3�? 3�? �

z
y� ?

�
� ?

7��

z�

�
y @

7��

z�
�

>����	�� �	��	��-	������ �����4+��
�� ��	���/ 3�

�
�����������
 ��������# �
 N����
� A��	�
5z6 �������� ��=

Q��
�� +
,,�����
����	 	 �������
�

y�� ?

�
�? �? �

z
� �

�
y� ?

��� 5
 ? �6z

z�
y @

��

z�



x I�� ����������
��� ������� ! 	 
���
��	� 	� ��� ��


 ���+����
�� � �
+�

A��	�
5z6 @ �?
�X
���

z�
�Y

x��

a5x6

b5x6
� a5x6 @ x?
� b5x6 @ 5x?�65x?�6�

�	 ����	 ��	���� 3 A�B ��
 �C"/� -�����
�� ��������	� �� �� 
 �

Q nf����3� � � � g ���
�! ��	 
��� 
�� �� N �f�g! ,����

 �� A��	�
5z6�

A���	�
5z6 �
��*�	 ��-��
�
�/ ��+ C 5z6 
 �	G�	�� �	4�	 �	��	��-	=

������ ��	���	* 3 ����	�<�* ��"	�/� $��
 
 � � @ �! �	 ,����
�

A��	�
5z6 �������� ��Q��
�� +
,,�����
����	 	 �������
�

y� ?

�
�

z
� �

�
y @

�

z


 +�� ��� �	4�	 �	��	��-	������ ��-������	� 5��86 ��
 m @ �� '��=

�	 
��	 ��������
������ �����* 
 � � @ �� �����4+��
� +	��-��	

�	��	���C�

���������
 $��
 
 � � � N ! �	 +�� ���	�	�/� � � Q n f�g �
��	

A��	�
5�6 �	4�� "/�� ���
	�����/�� &��! ����
���!

A��	����5�� �� �6 @
�

�? �
�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� �


����� II

���� ���������
������ �������� G��������

x�� ���
	��������� !��"��#��� )�
�


	��4�� ���4+� ��� 	 +�� ���	�	 ������/� �����4+��
�0 	"

	����� ������ �/�	�/ ��	
-��+��
� ��	
-�	���/� ��	 	����	� 
 	"

	����� ������ �������* 
 �/�	� ��	 	����	� Tn5z6S
�n	
jl 5z6 � Q AzB!

j� l @ �� � � � �m! n � N 5�	� ,���! ��	 G�
 ,����

 ����C��� ��	 	���=

���
 ���	���+������	 ���+��� 
- �/"	�� ��	 	����� T�5z6 
 �	 	! ��	

	� +��
� T 5z6 �	 ����	 5���366�

����� 	
	
 !�
�� w�5z6� � � � � wN 5z6 # ���
�������	 ����� ����

�������� 
 ����
�������
 �� ��
�
�����
! � 
������ ���������

�� w5z6 @ w�5z6 � � �wN 5z6 �� ��"� n� $����

H5w6 � 5n? �6NH5w�6 � � �H5wN 6�

�
�����������

 $��
 �	G,,
�
���/,	������/� �������/� ��=

+	�

f5z6 @
�X
���

f�z
� � F 5z6 @

�X
���

F�z
�

�+	�����	��C� ���	�
�� jf� j � F� ! � @ �� �� 3� � � � ! �	 ���	�
��� 	"	=

-������ f5z6� F 5z6� ��� ���+��� 
- 	���+����
� �/�	�/ ��	 	�����!

wi5z6� H5wi6

degwiX
���

z� � H5wi65� ? z ? � � �? zn6� i @ �� � � � � N�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

	���+�

w5z6� H5w�6 � � �H5wN 65� ? z ? � � �? zn6N �

:	��	���� �/�	�� ��	 	����� � ��	��
�������/�
 ��<�������/�
 �	=

G,,
�
�����
 �� ����	��	+
� ����� ���� � 	 �	G,,
�
���	�! �����C

-�����
C ��	 	����� � �	��� z @ �! �	������ ���"���	� �����4+��
��

����� 	
�
 -�������
�� �����
0

deg TnS
�n	
jl � tn� H5TnS

�n	
jl 6 � C�

�
35t? �6�H

�n
nO�

C� @ C�5m� t6 � �� j� l @ �� � � � �m� n � N �

�
�����������

 F	��	��-����� ����������/�
 �		��	Q��
�.

�
 5���76! � �	�	�/� T�5z6 -������	 �� T 5z6� #- �
� ���	���+������	

�/������! ��	 degTnS
�n	
jl � tn! j� l @ �� � � � �m! n � N � ��	�� �	 	!

�	�� ��

Hn @ max
��j�l�m

�
H5TnS

�n	
jl 6

�
� n � N �

�	������0

T 5z6
d

dz

�
Tn5z6S

�n	
jl 5z6

�
� H

t��X
���

z� �Hn
d

dz

tnX
	��

z	

� H

t��X
���

z� � tnHn

tn��X
	��

z	

� 5t ? 36H � tnHn

tn�tX
���

z� � j� l @ �� � � � �mP



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

Tn5z6S
�n	
ji 5z6 � T 5z6Sil5z6� Hn

tnX
���

z� �H
tX

	��

z	

� Hn � 5t? �6H
tn�tX
���

z� � j� i� l @ �� � � � �mP

nT �5z6Tn5z6S
�n	
jl 5z6� nH

d

dz

t��X
���

z� �Hn

tnX
	��

z	

� 5t? �6nH
tX

���

z� �Hn

tnX
	��

z	

� 5t? �6�nH �Hn

tn�tX
���

z� � j� l @ �� � � � �m�

n � N �

	���+� 
 
- ����������/� �		��	Q��
* 
����0

Tn��5z6S
�n��	
jl 5z6

�
�
t5t ? 36nHHn ? 5t? �6mHHn ? 5t? �6�nHHn

� tn�tX
���

z�

� 35t? �6�5n? �6
�
�� �

��t����
? m

��t����n���

	
HHn

tn�tX
���

z� �

j� l @ �� � � � �m� n � N �


�


Hn�� � 35t? �6�5n? �6
�
�� �

��t����
? m

��t����n���

	
HHn� n � N �

&�� ���H� � H ! �	������0

Hn�� � 3n5t? �6�nHn��5n? �6O
nY
i��

�
�� �

��t����
? m

��t����i���

	
�

n � N �



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

:	��	����

�� �
��t����

? m
��t����i��� � � ��
 i � m5t? �6� �P

�� �
��t����

? m
��t����i��� � � ��
 i � m5t? �6� ��

+�� �C"	 	 ���������	 	 n �/�	����	 ����������	

nY
i��

�
�� �

��t����
? m

��t����i���

	

� C� @

m�t�����Y
i��

�
�� �

��t����
? m

��t����i���

	
�

�	�	�	� 
 -����Q��� +	��-��������	 ����/�

:���*+�� ������ � �	���	��
C �
���� ��
"�
4�C<
� �
��*�/�

,	���

����� 	
�
 !�
�� 
��������
�� �����
	 f�5z6� � � � � fm5z6 ��
�

�����%
� ���

� G5C�W6� $���� ��� ����� ����������� �

�� N


 M 
���
����� ���������� P�
5z6 � Q AzB! E� � Z! �������������

�
� 
������
� �
���
��0

�6 �� �
� ��
 ��%��
������ ����� ����P

36 degP�
 � M ��� �
�� E� � ZP

�6 P�
5z6 � ZAzB! E� � Z n [! 
 ��� ���
��������� �� � � ��


M � M�5N� ��6 ��
��� ����������� ������������� �����

���
���

H5P�
6 � C
��������M
� � E� � Z n[�

C� @ 5CW6����������� @ 5CW6
�
�

�
�� m��

N�m��

��N�m��
m��

�
P



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

76 ������� ���� � ����� z @ � ��%��	 
� �
��	��� �����
��

������� ���� 5��3�6 �� �
%�

K @

�
5� � �6M

�

�
@

��
3�

m� �

N ?m� �
�
�

�

�
M

�
�

�
�����������

 %����	��
���-�	4��
� � �������	*��+ ���"�=

��/� ��	 	����	�0

P�
5z6 @
M��X
���

P�
��z
� � E� � Z�

#����0

mX
j��

P�s��ej 5z6fj5z6 @
mX
j��

�X
	��

minf	�M��gX
���

P�s��ej ��fj�	��z
	� Es � [�

L�+�� 
����� �	�	����	��� ���/� �
��� P�
�� ! E� � Z n [! � @ �� �� � � � �

M � �! ���
�! ��	

mX
j��

M��X
���

P�s��ej��fj�	�� @ �� � @ M�M ? �� � � � �K � �� Es � [� 5���6

&	 +�! �	�� ��

P�s�	 @ �
mX
j��

	X
���

P�s��ej��fj�	�� � � @ �� �� � � � �M � �� Es � [�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

�	���
�0

R�s5z6 @ P�s5z6 ?
mX
j��

P�s��ej 5z6fj5z6 @
�X

	�K

mX
j��

M��X
���

P�s��ej ��fj�	��z
	�

Es � [�


�/�
 ��	���
! ��	

ord
z��

R�s5z6 � K� Es � [�

F	-���� �	���+	�������	��� f	ng
�
n�� � N 
- 	���+����
� ������

G5C�W6 
 ���	4
� �������
� 5���6 �� 	
K

0

mX
j��

M��X
���

P�s��ej ��	�sizeK
fj�	�� @ �� � @ M�M ? �� � � � �K � �� Es � [�

:	���
�Q
��� �5K �M6 �������
* 	��	�
�����	 5� � �6M ��
-����=

�/� P�
�� ! E� � Z n [! � @ �� �� � � � �M � �! 
��C� ���	�
�����/� �	G,=

,
�
���/! 	 ���
����/� �	 �	+��C ���
�
�	* ��5CW6��������K !  +�

�	��	����� � -��
�
� �	���	 	� �� � �� �	 ����	 ����� H
 ��� 5���

����� �� A3�!  ���B6 ��<������� ����
�
����/* ��"	� ��	 	����	�

P�
5z6 � ZAzB! E� � Z n[! �/�	�� ��4+	 	 
- �	�	�/� �� ����	��	+
�

�
5� � �6M��5CW6��������K

���K�M��������M���K�M��

�
�
5CW6���������M��

��������

��
 �C"	� �� � � 
 ��	
-�	���/� N ! M � M�5N� ��6� �����4+��
�

����/ +	��-��	�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

:	�	4
�

R�n	5zP Ea6 @
X

�s�j�sj�N

Ea�sR
�n	
�s 5z6

@
X

�
�j�
j�N

Ea�
P
�n	
�
 5z6 ?

X
�
�j�
j�N��

Ea�
P
�n	
�
 5z6

mX
j��

ajfj5z6

@ Dn

� X
�
�j�
j�N

Ea�
P�
5z6 ?
X

�
�j�
j�N��

Ea�
P�
5z6
mX
j��

ajfj5z6

�

@ Dn

� X
�s�j�sj�N

Ea�sR�s5z6

�
� n @ �� �� 3� � � � � 5��36

 +� P�
5z6! E� � Z! 
R�s5z6! Es � [! � �	���	���/� � ����� ��� ��	 	����/


 	�����C<
� 
� �
��*�/� ,	��/ 5��3�6�

����� 	
�
 +��  �������� ��
������������
�
 �����
������

��� ���� 5��36 
�������
�� ������������ 
�����"��
�

P
�n��	
�
 5z6 @

d

dz
P
�n	
�
 5z6�

mX
l�j��

5�j � 
lj ? �6Qlj5z6P
�n	
�
��el��ej

5z6

?
�
jE�j �N ? �

� mX
l��

Ql�5z6P
�n	
�
��el

5z6� E� � Z� n � �P

5���6

R
�n��	
�s 5z6 @

d

dz
R
�n	
�s 5z6�

mX
l�j��

5sj � 
lj ? �6Qlj5z6R
�n	
�s��el��ej

5z6�

Es � [� n � ��

5��76

(�
���! � ��
���
�
0

�6 �����



P
�n	
�
 5z6 @

Tn5z6

nO
P
�n	
�
 5z6� E� � Z� n @ �� �� 3� � � � � 5���6



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

������
� �����������
 
�����
 �� ��"� M ? tn� �P

"6 ������� ���� � ����� z @ � �����
�������� �
��	��� ����

R
�n	
�s 5z6 @

Tn5z6

nO
R
�n	
�s 5z6� Es � [� n @ �� �� 3� � � � � 5���6

�� �
%� K � n�

�
�����������

 &��"���/� ����������/� ,	����/ 5���6! 5��76

�/����C� 
- �		��	Q��
�

R�n��	5zP Ea6 @ DR�n	5zP Ea6� n @ �� �� 3� � � � �


 	���+����
� 5��336 	�����	��D�

�6 #- ����������/� �		��	Q��
* 5���6 
 �	��	����

Tn��5z6
d

dz
P5z6 @ T 5z6

d

dz

�
Tn5z6P5z6

�
� nT �5z6Tn5z6P5z6�

n @ �� �� 3� � � � �

+�� �C"	* ,����

 P5z6! 
����0

Tn��5z6P
�n��	
�
 5z6 @ T 5z6

d

dz

�
Tn5z6P

�n	
�
 5z6

�
� nT �5z6Tn5z6P

�n	
�
 5z6

�
mX

l�j��

5�j � 
lj ? �6T 5z6Qlj5z6 � T
n5z6P

�n	
�
��el��ej

5z6

?
�
jE�j �N ? �

� mX
l��

T 5z6Ql�5z6 � T
n5z6P

�n	
�
��el

5z6�

E� � Z� n @ �� �� 3� � � � �



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� �	

:�
 n @ � ,����

 P
��	
�
 5z6 @ P�
5z6! E� � Z! ����C��� ��	 	�����=

�
 ������
 �� �/Q� M � � �	 ����	 ����� ���� :�	��	* 
�+���
�* �	

n @ �� �� 3� � � � �"�4+�����! ��	 ,����

 5���6 ���4� ����C��� ��	 	=

������
 
 
��C� ������� �� �/Q�M ? tn� �� >��C+� ���+��� �����4=

+��
� ������ �6�

"6 #- ����������/� �		��	Q��
* 5��76 
 ��
+� �	 	! ��	 ,����



R
��	
�s 5z6 @ R�s5z6! Es � [! 
��C� � �	��� z @ � �	��+	� ���� �� �
4� K!


�+���
�* �	 n @ �� �� 3� � � � -���C����! ��	

ord
z��

R
�n	
�s 5z6 � K � n� Es � [�

>��C+� ���+��� 	����� ��
-� �	��+�� ���� �
��*�/� ,	�� 5���6�

F +�����*Q�� "�+�� �	��-	������ �
��	���
 E�� 
 Es� +�� 	"	-��=

���
� �����

�+���	� 5N � �6Eel� 
 NEel� �		����������	� R���- ��n

	"	-���
� ��
����Q
* 	"<
* -���������� �	G,,
�
���	� ��	 	�����

P
�n	
�
� 5z6! n @ �� �� 3� � � �

����� 	
�
 !�
�� �� � � ������� � 
������
��

 
 �����

��� �6 ����� ���� $���� ��� ����������� �

�� ��n! ���������

��� P
�n	
�
� 5z6 
 ���� R

�n	
�s� 5z6 ��
 M � M�5N� ��6 � M�5N� ��6! n �

5K �M6�5t? �6 
 j�j � ��53C6 
�������
�� �����


��n � C�X
��������n���logN����P �n	

�
� 5�6
�� � C�

�
M

n

��
35t? �6�H

�n���logN�
C
������M
� �

��R�n	
�s� 5�6

�� � C�

�
M

n

��
35t? �6�H

�n���logN�
C
������M
�

�
Cj�j

�K�n
�

C� @ C�5N� ��6 � �� C� @ C�5N6 � �� C� @ C�5N6 � ��

,���� ����! �
�
 ��������� �������
��� n � 5K �M6�5t?�6! ��

��������� 	M�tn�
�
nP

�n	
�s� 5z6 � ZAzB�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

�
�����������

 #- �		��	Q��
* 5��36! 5���6 
 ��	*���� 5��3�6

���+���! ��	

X
�
�j�
j�N��

Ea�
P
�n	
�
 5z6 @

Tn5z6

nO
�Dn

� X
�
�j�
j�N��

Ea�
P�
5z6

�
� n @ �� �� 3� � � �

:	G�	�� ��	 	���� P
�n	
�
� 5z6 �������� �	G,,
�
���	� ��
 Ea�


�

� ,���=

�
	�����	* ,	���

Tn5z6

nO
�Dn

� X
�
�j�
j�N��

Ea�
P�
5z6

�
�


�� � 	 ���	4+��
� 	���+��
� ������� �	G,,
�
��� ��
 Ea�

�

� �/��=

4��

Dn5Ea�
P�
5z66 +�� ��4+	 	 E�! jE�j @ N � ��

:���� G������ E� � Z n [ ,
��
�	���� %����	��
� ��	
-�	���	�

��Q��
� a�5z6� � � � � am5z6 �
����/ 5����6� 
�� �� 	 �/�	����	

Dn
�
Ea�
5z6P�
5z6

�
@

dn

dzn
�
Ea�
5z6P�
5z6

�
�

:	�	4
�

b�5z6 @ � � � @ b
�5z6 @ a�5z6P

b
���5z6 @ � � � @ b
��
�5z6 @ a�5z6P

� � � � � � � � � P

b
��			�
m����5z6 @ � � � @ bN��5z6 @ am5z6P

bN 5z6 @ P�
5z6�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� �


&	 +�

dn

dzn
�
Ea�
5z6P�
5z6

�
@

dn

dzn
�
b�5z6 � � � bN 5z6

�
@

X
n������nN��
n��			�nN�n

nO

n�O � � �nN O
b
�n��
� 5z6 � � � b

�nN �
N 5z6�

5��86

$��
 bi5z6 @ aj5z6 +�� ���	�	�	 	 j! � � j � m! �	

b
�ni�
i 5z6 @

mX
l��

S
�ni	
jl 5z6al5z6

�	 ����	 �������
�� 5����6� :	G�	�� ����+ ��4+	 	 ���	 	��	4
����


- 5��86 � �	G,,
�
��� ��
 Ea�

�

5z6!  +� E�� @ 5N��6Eel� ! "�+�� � �	��	��


����� S
�ni	
jl� 5z6! 
! ���+	�������	! G�	� �	G,,
�
��� "�+�� �����X

n������nN��
n��			�nN�n

nO

n�O � � �nN O
S
�n�	
�l� 5z6 � � �S

�n�� 	

�l� 5z6S
�n����	

�l� 5z6 � � �S
�n����� 	

�l� 5z6 � � �

�S
�n��������m����	

ml� 5z6 � � �S
�nN��	
ml� 5z6P

�nN �
�
 5z6�

&��
� 	"��-	�!

P
�n	
�
� 5z6 @

X
�
�j�
j�N��

X
n������nN��
n��			�nN�n

w5E�Pn�� � � � � nN 6� 5��;6

 +�

w5E�Pn�� � � � � nN 6 @
Tn�5z6S

�n�	
�l� 5z6

n�O
� � �

Tn�� 5z6S
�n�� 	

�l� 5z6

n
� O

�
Tn����5z6S

�n����	

�l� 5z6

n
���O
� � �

Tn����� 5z6S
�n����� 	

�l� 5z6

n
��
� O
� � �

�
Tn��������m����5z6S

�n��������m����	

ml� 5z6

n
��			�
m����O
� � �

TnN��5z6S
�nN��	
ml� 5z6

nN��O

�TnN 5z6
P
�nN �
�
 5z6

nN O
�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

��	��+	�
� �
��� n�� n�� � � � � nN � �	��+�� �"/���
�0 ni� � ni� �

� � � � niN � &	 +�! �	��	���� n� ? n� ? � � � ? nN @ n! �/�	����/ ��=

���������

ni� � n� ni� �


n
�

�
� � � � � niN �



n
N

�
�

���+	�������	!

H

�
T
nij 5z6S

�nij 	

	l� 5z6

nij O

�
� C�

�
35t? �6�H

�n�j
� j @ �� � � � � N� ij �@ N�

�	 ����	 ����� ��3 


H
�
T
nij 5z6

�
�
�
5t ? 36H

�nij � C�

�
35t? �6�H

�n�j
� ij @ N�

��	�� �	 	! +�� �	���+	�������	��
 f�ngn�N 
- 	���+����
� 3 ��
=

+� 5���36 �/�	����	

��n�j	
T
nij 5z6S

�nij 	

	l� 5z6

nij O
� ZAzB� j @ �� � � � � N� ij �@ N�

:	G�	�� 
 � ����	� �	 	! ��	

H

�
P
�nN �
�
 5z6

nN O

�
�

�
M

nN

�
H5P�
6 �

�
M

n

�
C
��������M
� �

P
�nN �
�
 5z6

nN O
� ZAzB� TnN 5z6 � ZAzB�

nN � n � M�3� M � M�5N� ��6�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

�	������0

NY
j��

��n�j	 � w5E�Pn�� � � � � nN 6 � ZAzB�

E� � Z n[� n�� � � � � nN � �� n� ? � � � ? nN @ n � M�3�


 �	 ����	 ������ ��3 
 ���

degw5E�Pn�� � � � � nN 6 � t5n� ? � � �? nN��6

? 5t? �6nN ? 5M ? tnN � �6

�M ? 53t? �6n� ��

H
�
w5E�Pn�� � � � � nN 6

�
�
�
M ? 53t? �6n

�N��
� CN

�

�
35t? �6�H

�ngN
�

�
M

n

�
C
��������M
� �

E� � Z n[� n�� � � � � nN � �� n� ? � � �? nN @ n � M�3�

 +�

gN @ � ? �
� ? �

� ? � � �? �
N � � ? logN�

:	��-���� ���+�������
�� 5��;6! ���	+
�! ��	 +�� -�+���	 	 �� � �

��n �
NY
j��

��n�j	 � 5��6NX��������ngN � C�X
��������n���logN��

n � M�3�



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

� ���	�	�	* �	��	���	* C�! -��
��<�* �	���	 	�N 
 ��!

H5P
�n	
�
� 6 �

�
N ?m� 3

N � �

��
n?N � �

n

�
�
�
M ? 53t? �6n

�N��

� CN
�

�
35t? �6�H

�ngN � �M
n

�
C
��������M
�

� C
5�M6�N
�
35t? �6�H

�n���logN�
�

�
M

n

�
C
��������M
� �

C
 @ C
5N6 � �� n � M�3�


 +�� j�j � �!M �M �
�5N� ��6 �/�	����	

��P �n	
�
� 5�6

�� � 5M ? tn6H5P
�n	
�
� 6

� C�

�
M

n

��
35t? �6�H

�n���logN�
C
������M
� � n � M�3�

� ���	�	�	* �	�	4
�����	* �	��	���	* C� @ C�5N6�

$��
 �	�	4
��

P
�n	
�
� 5z6 @

M�tn��X
���

P
�n	
�
���z

� � n � Z��

�	

R
�n	
�s� 5z6�P

�n	
�s� 5z6 @ P

�n	
�
� 5z6fl�5z6 @

�X
	��

minf	�M�tn��gX
���

P
�n	
�
���fl��	��z

	�

n � Z��



x II�� "����	�������� ��	��	���	� #��� ��

:	��	����

degP
�n	
�s� 5z6 �M ? tn� � � K � n � ord

z��
R
�n	
�s� 5z6� n �

K �M

t? �
�


����0

R
�n	
�s� 5z6 @

�X
	�K�n

M�tn��X
���

P
�n	
�
���fl��	��z

	P

P
�n	
�s� 5z6 @ �

M�tn��X
	��

	X
���

P
�n	
�
���fl��	��z

	�

n �
K �M

t? �
�

>��C+� +��M �M ��
� 5N� ��6! j�j � ��53C6 �	������0

jR
�n	
�s� 5�6j � 5M ? tn6H5P

�n	
�
� 6

�X
	�K�n

C������
�	j�j	

� 5M ? tn6H5P
�n	
�
� 6C���K�n��


�
Cj�j

�K�n �X
	��

�
C�����


3C

�	

� 5M ? tn6H5P
�n	
�
� 6C��M��

�
Cj�j

�K�n �X
	��

�
�
�

�	
� C�

�
M

n

��
35t? �6�H

�n���logN�
C
������M
�

�
Cj�j

�K�n
�

n �
K �M

t? �
�




	M�tn�
�
nP

�n	
�s� 5z6 @ �

M�tn��X
	��

	X
���

��nP
�n	
�
��� � 	M�tnfl��	��z

	 � ZAzB�

>����	�� �	�	4
��M�5N� ��6 @ maxfM �
�5N� ��6�M

��
� 5N� ��6g�

D���� +	��-��� �	��	���C�



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

x$� )�����
 � �������� �������� ������

����� �
	
 !�
 M �M�5N6 �����
�������	 �������
����

det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n��������������
��

53��6

���
��� �� �����

�
�����������
 G�	 	 ,���� �	��	���� 	"<�C ����� +	��-�����.

���� ����/ ���  ���/ I! 	+���	! -���
�����	 ��	<� �	���+�� 	�

:��+�	�	4
�! ��	 	���+��
���� 53��6 ����� ���C �	4+�������	! ����

��� �	�	����	��
 ,	�� R��	5zP Ea6� R��	5zP Ea6� R��	5zP Ea6� � � � ����� e�!
� � e� � �� �	 ����	 ����� � A3�!  ���B G�	 	-������ �
��*��C ��=

-��
�
�	��� ,����
	�����/� ,	��

R�n	5zP Ea6 @
X

�
�j�
j�N

Ea�
P
�n	
�
 5z6 ?

X
�
�j�
j�N��

Ea�
P
�n	
�
 5z6

mX
j��

ajfj5z6�

n @ �� �� � � � � e� � ��

&��
� 	"��-	�! � ����
��

�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
��

5��� � e�6 �	4�	 �/"���� e� �
��*�	 ��-��
�
�/� ��	�"�	�� $��
 +�=

���� ���	* �/"	� �	���+	�������	 +�
 ���� U����� ������	V 5� ����
=

�	 ��,
����	� �	��+��6 �	 ��	�"��� � �	�����
 E� � Z! �	 "�-
��/�

��	�"�/ "�+�� 
���� �	���� 
- ���	�	�	 	 ��	4����� eZ � Z! ��
��� �

���	�	�/�
 ���
	�����/�
 ,����
��


D�
��
�5z6 � C 5z6�

D�
��
�5z6 � �� E�� 
 E��
E� � eZ� E�� � Z n eZ� 53�36



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

�/�	���C��� ���������

P
�n	
�
� 5z6 @

X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6D�
��
�5z6 @

X
�
�e�
�
��
�

P
�n	
�
 5z6D�
��
�5z6�

n @ �� �� � � � � e� � �� E�� � Z n eZ�
&��
� 	"��-	�!

` @ `5z6 @ det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
�e� �� ��


 �	 ����	 ����� ��7�6 ���	+
�! ��	

deg` � e�M ?
e�5e� � �6

3
t� 53��6

��� �4� 	������	�� �  ���� I! ���
	�����/� ,����

 D�
��
� ! E� � eZ!

E�� � Z n eZ! �	 �� "/�� ���+�������/ � �
+�

D�
��
� @ �
��
��
�

�
� � �� �� E� � eZ� E�� � Z n eZ� 53�76

 +� � 
 ��
��
� � �
�	�/ �	��+�� 5� � e�6 ���	�	�	* ,��+���������	*

����
�/ ��Q��
* �
����/

d

dz
x�
 @ �

mX
l�j��

�jQlj5z6x�
��ej��el ?
�
N � jE�j

� mX
l��

Ql�5z6x�
��el � E� � Z�

53��6

�	��+���� F +	��-��������� ����/; A3�!  ���! c� ��3����B "/�	 �	��-�=

�	! ��	 ����� �������* �
��
���� ��4+	* ���
	�����	* ,����

 53�76



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��



� 	"<� 	 -���������� �� ����	��	+
� ���	�	�	* �	��	���	*C� ! -��
=

��<�* �	���	 	� �
����/ �
��*�/� +
,,�����
����/� �������
* 53��6!

�	�	���! � ��	C 	����+�! 	+�	-����	 	���+������� �
����	* 5���6 
 �
�=

�	� N � �	 ��
+� �
��*�	* ��-��
�
�	��
 ,����
* �� f�5z6� � � � � fm5z6

��+ C 5z6 �	 ����� � A3�!  ���B �
����� 5���6 	���+����� ,����
��
 f�5z6�

� � � � fm5z6 	+�	-����	� :	G�	�� C� @ C�5f�� � � � � fmPN6�

�����
��� �	G,,
�
���/ ��
 Ea�s! Es � [! � 5��36! �	 ����	 5���6 
 5���6

�	������0

R
�n	
�s 5z6 @ P

�n	
�s 5z6 ?

mX
j��

P
�n	
�s��ej

5z6fj5z6

@
X
�
��

P
�n	
�
 5z6x�
��s5 Ef6� n @ �� �� � � � � e� � �� Es � [�

 +� ,����

 x�
��s5 Ef6! E� � Z! Es � [! 	���+���C��� ����������


x�
��s5 Ef6 @ 
�
��s� ���
 jE�j @ N P

x�
��s5 Ef6 @
mX
j��


�
��ej��sfj5z6� ���
 jE�j @ N � ��
Es � [�

:	G�	��

R
�n	
�s 5z6 @

X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6x�
��s5 Ef6 ?

X
�
���ne�

P
�n	
�
� 5z6x�
���s5 Ef6

@
X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6

�
x�
��s5 Ef6 ?

X
�
���ne�

D�
��
�5z6x�
���s5 Ef6

�

@
X
�
�e�

P
�n	
�
 5z6ex�
��s5 Ef6� n @ �� �� � � � � e� � �� Es � [� 53��6



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� �	

 +�

ex�
��s5 Ef6 @ x�
��s5 Ef6 ?
X

�
���ne�
D�
��
�5z6x�
���s5 Ef6� E� � eZ� Es � [�

�	 ����	 ���+�	4��
C 3�� 5
 ����� 7�� � ������m @ 36  ���/ I +��

��	4����� eZ � Z ��*+���� ��	4����� Z� � eZ 
 [� � [! +�� �	�	�/�

det
�ex�
��s5 Ef6��
�����s���

�� �� 53�86


 ���
�
�� e� @ CardZ� @ Card[� �+	�����	���� �����������

e�e� � � � �
N�m��

�
�

� � �� �
N�m��

�
�

>"	-����� ����- D5z6 ��
����Q
* 	"<
* -���������� ���
	�����/�

,����
* 53�36! �	������! ��	 	���+��
���� � @ �
�
z� f�5z6� � � � � fm5z6

�
����
�/ �

D5z6ex�
��s5 Ef6 j 
�
��r��
�e���s�����r�e�n��
� 53�;6

� �	��	���C +	 -���� ����/* ��	
-��+��
C D
e�5z6 
 53�86! ���� 	��
�=

�/* 	� ���� ��	 	���� 	� ,����
* f�5z6� � � � � fm5z6 � �	G,,
�
�����



- C AzB� F �	 4� �����

degD5z6 � C�� deg
�
D5z6 �D�
��
�5z6

�
� C�� E� � eZ� E�� � Z n eZ�


 ,����

 D5z6ex�
��s5 Ef6! E� � eZ! Es � [�! ����C��� �
��*�/�
 ,	�=

���
 	� �� f�5z6� � � � � fm5z6 � �	G,,
�
�����
 
- C AzB 
 	����	* C� ��

������
 G�
� �	G,,
�
���	�� :	G�	�� ������� � ��� ��	 	����� 	� z



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

�� �/Q� e�C� 
 �	 ����� 7 A3�!  ���B �	��+	� ���� �5z6 ��� �
��*�	*

,	��/ 	� ����	-�	4�/� �	�	�	� f��� 5z6 � � � f�mm 5z6 ������
 �� �/Q� e�
� �	��� z @ � 	 ���
��� ������ ���	�	�	* �	�	4
�����	* �	��	���	*

C
 @ C
5f�� � � � � fmP e�P e�C�6 @ C
5f�� � � � � fmPN6�

���	4
� ������ ����
��

�
P
�n	
�
 5z6

�
n���������e�����
�e��

	���+��
���� �	�	�	* ����� `! ������ �� ����
�� 53�;6 
 �	 ����	 �	=

	��	Q��
�� 53��6 �	���
� ����
��

�
D5z6R

�n	
�s 5z6

�� P �n	
�r 5z6

�
n���������e�����s�����r�e�n��

�

$� 	���+��
���� ����� `� �� �� F ����/� e� ��	�"��� G�	* ����
�/

��	�� ,����

! �	��+	� ���� �	�	�/� � �	��� z @ � �� �
4� K � e� �	

����� ��7"6� &��
� 	"��-	�!

ord
z��

`� � e�5K � e�6�
� +�� 	* ��	�	�/!

ord
z��

`� @ ord
z��

`? ord
z��

� � ord
z��

` ? C
�


 -���
�!

ord
z��

` � e�5K � e�6� C
� 53�26



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� �


>��C+� 
 �	 ����	 53��6 
����0

� � deg`� ord
z��

` � e�M � e�K ?
e�5e� � �6

3
t? e�e� ? C


� e�M � e�� � �

�
M ? C�

� e�� � �� �
N�m��

�
M � e�� � �

�
M ? C�

@ �
e�
�
�

�

N ?m� �
M ? C�

� �
�

�5N ?m� �6
M ? C��

C� @ C�5f�� � � � � fmPN6� 53���6

:	��	���� ���
�
�/ � 
 N ? m � � �	�	4
�����/! +�� ���� M �

M�5��N6 @ M�5N6 ����������	 53���6 ����	�
��� ��	�
�	���
�/��

���+	�������	! ��
 G�
� -�����
��M ���+�	�	4��
� 	 �	�! ��	 	���=

+��
���� 53��6 ����� ���C! ������	� S�	 -����Q��� +	��-��������	

����/�

����� �
�
 !�
 M �M�5N6 
�������
�� �����
���

`5z6 @ det
�
P
�n	
�
 5z6

�
n��������������
��

@ zordz	
�`�5z6�

��� `�5z6 # ���������! `� �� � 
 deg`� � �M ? C��! ��� ����%
�

������� ��
������� C�� ���


� ������ �� N �

�
�����������

 F	��	��-����� ������������
 53��6 
 53�26 �e� @ �! e� @ �0

deg`� @ deg`�ord
z��

` � �M?
�5� � �6

3
t��5K��6?C
 � �M?C���



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

��	 
 ���"	���	���

���+�C<
� +�� �����4+��
� 5��	�	� �������� ���	���+������/�

���+���
�� ����	 	6 ����
-�C� �����	+ 	� �	���	���/�  ��+�
�	���=

�/� ��
"�
4��
* :�+� � ��
"�
4�C<
� �
��	�/� �
��*�/� ,	�=

���� 
	��-��������	 ����	* ����/ 	��<���������� � �	�	<�C ����=

Q
� �4� ����+����/�
�����4+��
*H
 ���! 
 �	G�	�� 	��������� 5���!

����
���! +	��-��������	 ����/ �� A3�!  ���B6�

����� �
�
 !�
 M �M�5N6 ���� �

����	 ����
��

�
P
�n	
�
 5�6

�
n�������������M 	�C�
��
��

����� � �����
�
 ��

����� �
�
 !�
 M �M�5N6 ���� �

����	 ����
��

�
P
�n	
�s� 5�6 P

�n	
�
� 5�6

�
n�������������M 	�C�


�

���! ��� 
 ����"�! Es� @ NEel� ! E�� @ 5N � �6Eel� ! ����� �����

�
�����������
 ��
���$ �
 F/"���� �	 -�+���/� � � �� 


� � � �
��	 ��5�� �� �6 � � ���
� 	"��-	�! ��	"/ +�� �	��	���	*

C�� @ b�t�����
�
Cj�j

�����C����
�

�/�	����	�� ����������	

�� @
� ? ��

3

�
5� ? t�6 log b? logC��

5�� 5m? t? �6�6 log b� logC�� � 53� 5m? �6�6 log5Cjaj6
�

53���6



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

:	�	4
�

M� @ M�5N� ��� �6

@ max

�
M�5N� ��6�M�5N6�

log5C�C�C�6

�� log b
�
53 ? ��65C�� ? �6

���

�
�

&	 +� ��
 �C"/� ���������/� M � M� ������+�
�/ �����4+��
�

���� ���! 3�7 
 �����������

C�C�C� � b��M �

�M ? C�� ? � �
�
� ? ��

�

�
5�M ? C�� ? �6 � 5� ? ��6�M�

��	�� �	 	! ��
 ����M � M� 
 n � �M ? C�� ? � �/�	���C��� ����=

�������

�
M

n

�
@

5M � n? �6 � � � 5M � �6M

nO
�

Mn

5n�e6n
�

�
e

�

��M�C�
��

� exp
�
5�� log �65� ? ��6�M

�
P

K � n �

�
� � �

�
� �� ���

�
M @

�
3�

m� �

N ?m� �
�
�

�
� �� ���

�
M

�

�
3�

m� �
�
� � �

� �
�
� ? �

m

�
� ���

�
M �

�
3� 5m? �6�� ���

�
M�

:	G�	�� +�� -�+���	* C�� � C� 
 ����M �M� ��
 n � �M ?C�� ?�

�	 ����	 ����� ��� ������+�
�/ 	����
0

	M�tn�
�
nb

M�tnjP
�n	
�
� 5�6j �

�
b��t�5Cj�j6���C��

�M
�
�
b��t�C��

�M
�

	M�tn�
�
nb

M�tnjR
�n	
�s� 5�6j �

�
b��t�5Cj�j6���C��

�M�
Cj�j

�K�n
�
�
b��t�C��5Cja�bj6

���m����
�M

�

53��36



x II�� #������ � �	
����� �	������ $����� ��

F	-���� ������

q� @ max

�
�

3
exp

�
5� ? t�6 log b? logC��

��
M�

�
�

exp

�
5�� ? �6 log 3 ? 5� ? t�6 log b? logC��

� � ��

��
�

&	 +�! �	�� �� +�� ��	
-�	���	* �
��	�	* �
��*�	* ,	��/

r @ qfl�5�6 � p! p � Z! q � N ! q � q�!

M @

�
�� log53q6

5� ? t�6 log b? logC��

�
? �� 53���6

�	���
�! ��	 M � M�� ��	�� �	 	! ��
 q � q� �/�	������� �������=

���	

M �
�
5� ? t�6 log b? logC��

�
� �� log53q6 ? 5� ? t�6 log b? logC��

� � log q � log 3� 53��76

�	 ����	 ����� 3�7 +��M �M� ��<������� n � �M?C��?� ���	�!

��	

qP
�n	
�s� 5�6 ? pP

�n	
�
� 5�6 �@ ��

&	 +�

P
�n	
�
� 5�6r @ �

�
qP

�n	
�s� 5�6 ? pP

�n	
�
� 5�6

�
? q
�
P
�n	
�s� 5�6 ? P

�n	
�
� 5�6fl�5�6

�

 �	��	����

	M�tn�
�
nb

M�tn
�
qP

�n	
�s� 5a�b6 ? pP

�n	
�
� 5a�b6

�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� ��

�������� ���/� �
��	�! 	��
��/� 	� ����!

	M�tn�
�
nb

M�tnjP
�n	
�
� 5�6j � jrj � �� 	M�tn�

�
nb

M�tnjR
�n	
�s� 5�6j � q�

�	 ����	 	������ 53��36 
 �/"	�� 53���6! 53���6 
����0

	M�tn�
�
nb

M�tnjR
�n	
�s� 5�6j � exp

n
M �

�
�
�
�� 5m? t? �6�

�
log b

? logC�� ?
�
3� 5m? �6�

�
log
�
Cjaj

�	o
� exp

�
�

�� log53q6

5� ? t�6 log b? logC��

�
5� ? t�6 log b? logC��

��

�
@ �

�q
���

	���+�

	M�tn�
�
nb

M�tnjP
�n	
�
� 5�6j � jrj � �

� �

� �	�	<�C 	���	� 53��36! �/"	�� 53���6 
 ����������� 53��76 �	������0

jrj � �
� exp

n
�M �

�
5� ? t�6 log b? logC��

�o
� q�� �

:	���+��� ����������	 -����Q��� +	��-��������	 ��	���/ ��

x&� *����������� !��"��#��� 

�"�"+����� !�������������

%�������
��C��� ,����



fl5z6 @
�X
���

z�

5� ? �6l
� l @ �� � � � �m� � � Q n f����3� � � � g� 5���6

5	"	"<���/� �	�
�	 ��
,�/6�

����� �
	
 /����

 5���6 �������
��
�
 �����


�� ��� C 5z6�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� ��

�
�����������
 G�	 	 �����4+��
� ��	�	+
��� � �	�	<�C ���

��-/����	 	 U��
,���
����	 	V ���	+� 5��� A3�!  ��;B6� :���� � @ a�b!

 +� a � Z! b � N � �-�
��	 ��	��/� �
���� >"	-���
� ����- t ��	=


-�	���	� ���������	� �
��	� :	 ��	���� 

�
��� � ��
,���
����	*

��	 ����

 fa ? b�g���� �	+��4
��� "���	����	� ��	4����	 ��	��/�

�
���� :	G�	�� �	4�	 �/"���� ���������	� � � maxft��3a�bg ���	�!

��	 �
��	 a? b� �������� ��	��/�� &	 +� �	��/� -���������
 �
���

�

5�? �6l
@

b	

5a? b�6l
� l @ �� � � � �m�

�	+��4�� ��	��	� �
��	 a? b� � �������� l! l @ �� � � � �m! �		���������=

�	! 
 � �	 4� ����� -���������
 �
���

�

5� ? �6l
@

b�

5a? b�6l
� � @ �� �� � � � � �� �� l @ �� � � � �m�

�� +������ �� �
��	 a ? b� � �
�� � 	 ��	��	�/ 
 �	��	���� a ? b� �

ja ? b�j +�� ���� � @ �� �� � � � � �� �� :	�� �� � ����� � A3�!  ��;B u @ �!

	�5z6 @ z! v @ m! K @ Q ! �	������! ��	 ,����

 z� f�5z6� � � � � fm5z6

�� �"��
����
 ��-��
�
�/ ��+ C � D���� +	��-����

����� �
�
 +�� ���
��� ���
��� a � Z 
 b � N ����� Dn ����

����
� ��
����"�� ����� ������� �

��

a? b�� � @ �� � � � � n�

$����

lim
n
�

logDn

n
� �5b6�

��� �����
� �5b6 ����������
� �����
���� 5���86�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� ��

�
�����������
 G�	 	 ,���� �/ -�
������� 
- ��"	�/ A37B 5���

+	��-��������	 ��	���/ 8��6� �� 	 ���
�
��� 	"<�	��
! ��
����

a � �! �	��	���� �����4+��
� ����/ �	4�	 +	��-/���� � -����	* a

�� a? b� � � +�� ���	�	�	 	 ,
��
�	����	 	 � � N �

:���� n � N 
 ��-�	4��
�Dn �� ��	��/� ��	4
���
 
���� �
+

Dn @
Y

p�p �

 +�! 	���
+�	! � ���	�	�/� �! � � � � n! �/�	����	

�p �
log5a? b�6

log p
�

log5a ? bn6

log p
�

:	G�	��

Dn �
Y

plog�a�bn�� log p � 5a? bn6Nn �

 +�Nn ���� �	�
�����	 ��	��/� �
��� p! +���<
� a?b� +�� ���	�	�	 	

�! � � � � n� ���+	�������	!

Nn @
X

��j�b

Nn�j @
X

��j�b
�j�b���

Nn�j ?
X

��j�b
�j�b���

Nn�j � 5��36

 +� Nn�j ���� �	�
�����	 ��	��/� �
��� p! �+	�����	��C<
� ������=

�
C p � j mod b 
 +���<
� a? b� +�� ���	�	�	 	 �! � � � � n� :����

��	��	� p �+	�����	���� �	���+�
� +��� ���	�
��� $��
 5j� b6 � �!

�	 
- �������
� p � j mod b �/������! ��	 5p� b6 � �! ���� p ��������

+��
����� �
��� b 
 ��������	 5��36 �	4�	 -��
���� � �
+�

Nn @
X

��j�b
�j�b���

Nn�j ?O5�6�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� ��

 +� -�����
� �	��	���	* O5�6 �� ����	��	+
� �	�
������ +��
��.

��* b� $��
 5j� b6 @ �! �	 +�� ���	�	�/� ���������/� u� v �/�	����	

p � j @ ub 
 pv @ a ? b�� &	 +� jv � a mod b! 
 -���
�! v � ij !  +�

ij � �+
�������	� ���	� ��Q��
� �������
� jij � a mod b � 
��������

� � ij � b� ���+	�������	!

p @
a? b�

v
�

a? bn

ij




Nn�j � �
�
5a? bn6�ij � b� j

�
�

 +� �5x� b� j6 	"	-������ �
��	 ��	��/� p! �� ����	��	+�<
� x! ���
�!

��	 p � j mod b� :	 ��	���� 	 ������+����

 ��	��/� �
��� � ��
,=

���
����	* ��	 ����

 
����

�
�
5a? bn6�ij � b� j

�
�

5a? bn6�ij

	5b6 log
�
5a? bn6�ij

� � b

ij	5b6
�

n

log5a ? bn6

��
 n	�� >�	��������	 �	������0

lim
n
�

logDn

n
�

X
��j�b
�j�b���

lim
n
�

Nn�j log5a ? bn6

n
�

b

	5b6

X
��j�b
�j�b���

�

ij
�

>����	�� -����
��! ��	 �	 +� j ��	"� ��� �	���C �
����� �/���	� �	

�	+��C b �		��������C<
� ij ���4� ��	"� �C� G�� �
����� �/���	��

����� �
�
 -��������
�� �����
	 5���6 ��
�����%
� ���

�

G5�� em��den��6�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� �		

�
�����������

 %�+
�� ��	+
�	��
 �������/� ��+	� 5���6 ��=

��� �� $��
 � @ a�b! a � Z! b � N ! 
 �	���+	�������	��� fDngn�N

+�� -�+���/� a� b �-��� 
- ����/ ��3! �	

Dm
n

5� ? �6l
� Z� l @ �� � � � �m� � @ �� � � � � n�

>����	�� �	��	��-	������ 	����	* ����/ ��3�

�	�	����	��� ,����
* 5���6 �+	�����	���� �
����� �
��*�/� +
,=

,�����
����/� �������
*

d

dz

�BBBB�
y�

y�
���

ym

�CCCCA @

�BBBB�
�

��z

�
���

�

�CCCCA?

�BBBB�
��
z � � � � �
�
z ��

z � � � �
���

� � �
� � �

���

� � � � �
z ��

z

�CCCCA
�BBBB�

y�

y�
���

ym

�CCCCA � 5���6

:	G�	�� ����
�� S @
�
Sjl5z6

�
j�l�������m

�
����/ �
��*�/� +
,,����=

�
����/� �������
* 5����6 
���� �
+ S @ �
zb!  +�

b @

�BBBBBB�

� �� � � � � �

� � �� � � � �

� � �
� � �

���
���

���
���

� � � ��

� � � � � � �

�CCCCCCA 5��76

� �
��	��� ����
���

����� �
�
 !�
�� ����
�� 


���� �
��	��� �
�������
����

��� �������
	 5����6 
���� �
� S @ �
zb! ��� b # �

����� ����
���

$���� ��� ����
�

S�n	 @
�
S
�n	
jl 5z6

�
j�l�������m

� n � N �



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� �	�




��� �
��	��� �
�������
������ �������
	 5����6 
�������
��

����
������
�

S�n	 @ �
znb

�
b�E

��
b� 3E

�
� � �
�
b� 5n� �6E

�
� n � N � 5���6

��� E # ��
�
���� ����
�� ������� m�

�
�����������

 L�+�� +	��-/���� �����4+��
� ����/ 
�+��=

�
�* �	 n � N � :�
 n @ � � 	 
��
��	��� ���	���+������	 �/������ 
-

���	�
�� :���� ���+�������
� 5���6 �/�	����	 +�� ���	�	�	 	 n � N �

�	 ����	 ����������/� �		��	Q��
�� 5����6 
����0

S�n��	 @
d

dz
S�n	 ? S�n	 � S

@ �
n

zn��
b
�
b�E

��
b� 3E

�
� � �
�
b� 5n� �6E

�
?

�

zn��
b
�
b�E

��
b� 3E

�
� � �
�
b� 5n� �6E

�
� b

@
�

zn��
b
�
b�E

��
b� 3E

�
� � �
�
b� 5n� �6E

��
b� nE6�

��	 +	��-/���� �����4+��
� ����/ +�� n ? �! � -���
�! 
 +�� ���� ��=

�������/� n�

>���+��
� ���	-����/* ��	 	����

`n5�6 @
�5�� �65�� 36 � � � 5�� n? �6

nO
� n � N �

�	 ����	 ����� ��7 �/�	����	

znS�n	

nO
@ `n5b6� n � N � 5���6

 +� ����
�� b 	���+������� ��������	� 5��76�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� �	


����� �
�
 !�
�� ����
�� b ����������
� �����
���� 5��76�

$����

`n5b6 @

�BBBBBBB�

���n5�6 ���n5�6 ���n5�6 � � � �m���n5�6

� ���n5�6 ���n5�6 � � � �m���n5�6

� � ���n5�6
� � �

���
���

���
���

� � � ���n5�6

� � � � � � ���n5�6

�CCCCCCCA
� n � N �

���

�j�n5�6 @
5��6j

jO
`�j�
n 5�6� j @ �� �� � � � �m� �� n � N �

� �
�������
�����
� �����
� �� ���������	 ��

�
�����������

 H��
Q�� ��	 	���� `n5�6 � �
+�

`n5�6 @
nX

���

r��n�
� � n � N �


 �	��	��-����� G�
� ��-�	4��
�� � -����	* � �� b0

`n5b6 @
nX

���

r��nb
� � n � N �

:	��	���� ����
�� 5��76 
���� U�	��
 4	�+��	��V ,	���! �� ������


�/ ��+�� +	����	��	 ��	��	! � 
����	0

b� @

�BBBBBBB�

����5�6 ����5�6 ����5�6 � � � �m����5�6

� ����5�6 ����5�6 � � � �m����5�6

� � ����5�6
� � �

���
���

���
���

� � � ����5�6

� � � � � � ����5�6

�CCCCCCCA
� � � N �



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� �	�

 +�

�j��5�6 @

�����
5��6j

�
�

j

�
���j � ���
 j � ��

�� ���
 j � ��

j @ �� �� � � � �m� �� � � N �

&��
� 	"��-	�! ����
�� `n5b6 
���� ���� 	���/* �
+! ���-���/* �

,	����
�	��� ����/ ���! ��
���

�j�n @
nX

���

r��n�j��5�6 @
5��6j

jO

nX
��maxf��jg

r��n
�O

5� � j6O
���j

@
5��6j

jO
`�j�
n 5�6� j @ �� �� � � � �m� �� n � N �

��	 
 ���"	���	���

����� �
 
 +�� � @ a
b ! a � Z! b � N ! 5a� b6 @ �! ����� En �������

�
� ��
����"
	 ���
	 ����������� �

��

b	`
�j�
	 5�6

jO
� j @ �� �� � � � �m� �� � @ �� � � � � n� n � N �

$����

lim
n
�

logEn
n

� �5b6 ?m� ��

��� �����
� �5b6 ����������
� �����
���� 5���86�



x II�� %��	�������� ��	��	���	� ����&����� ���	�����	$��� �	�

�
�����������

 :	�� �� � ��	���� ��"	�/ A8B L @ H @ n!

Q @ b! x @ �a!M @ m� �! b @ �! �	������! ��	 En +��
� �
��	

Y
pjb

p

h
n

p��

i
�Dm��

n � n � N �

 +�Dn � ��
����Q�� 	"<�� �����	� �
��� �� 3� � � � � n� ��
�/���! ��	

Y
pjb

p

h
n

p��

i
� en��b�� n � N �




lim
n
�

logDn

n
� �5�6 @ �

�	 ����	 ����� ��3! �	������ ���"���	��

����� �
!
 -

���� ���������� �
��	��� �
�������
������

�������
	! 
����%����� � ���������	 ��
�
 


���� 5���6! ��
�

�����%
� ���

� G5e��den���m��6�

�
�����������
 ���	���+������	 ���+��� 
- ��������� 5���6! ��=

-������	� ���� ���! ��� 
 �	 	 ,����! ��	 T�5z6 @ den� � z�

�
�����������
 ��������# � �	�������� ������ �	+����	��	*

��-������	� ���� ���! ��8! ���������� 5����6 
 t @ � � ��	���� � +��

,����

 fm5z6�



'	�������� �	�

����������

�
 �������� 	
�
 ������ ����� ����������� �� �������� ������������ 

!������ �"���� ������ ## $������������� �%�&���
 ����
 '
 �������


(�����
 )
 ���*���




 �������� 	
�
 ������ ����� ������+ !�&� �� �������� ������&+ 

G,!������ ## $������������� �������
 ����
 '
 ��
 (�
 )
 ���*��



�
 Galochkin A
 I
 On e-ective bounds for certain linear forms ## New Ad.

vances in Transcendence Theory # ed
 A
 Baker
 Cambridge/ Cambridge

University Press0 ����
 P
 
	�*
��


�
 ����
���� �
�
 '��&�1 ���&��
 $
/ 2����0 ����


�
 ������� �
�
 � &�������3�+ 4&�%��5���1 �������� �"���� ������ ��.

�+ !������ ## $������������� �%�&���
 ����
 '
 ���
 (�
 )
 ��*�
�


�
 ������� �
�
 � &�������3�+ 4&�%��5���1 �������� G,!������ ##

II $�5"���&�"��1 ���!�&����1 67���%&��������0 ��&�1������+�0 ������.

&�������0 ���%�����&�+� � !���������3�+� ����"+ � ���&�� �����8
 '���.

�+ "����"��
 9�&���5/ 9:;0 ����
 )
 ��


�
 ������� �
�
 �% �&�!��������� �������� �������� �%�%<���+ %�.

������3�+ ����������� ## $������������� �������
 ����
 '
 ��
 (�


)
 ��*��


�
 ����� ���� ���
 �% ������ 4�&1"��� ����� ����������� �� ����������.

�� !������ � � 4&���5���� � ������� ��& �������� �&������"��������

�������� E,!������ ## $������������� �%�&���
 ����
 '
 �
	���
�
 (�


)
 ��
*��



�
 ����������  
�
 ������ 4�&1"��� ����� !������ �"���� ������ � � 

4&���5���� � ���&�� �&������"����+ ����� ## =������172)))>
 )�&�1

����������
 ����
 '
 ��
 (

 )
 
��*
��


�	
 ����������  
�
 ������ ����� ����� !������ ������&+ ������� ##

Acta Arithmetica
 ����
 '
 LIII
 (�
 )
 
�*��




'	�������� �	�

��
 ���
���
�����
!
 �%�&�!��������� �������� ��������G,!������

## $������������� �%�&���
 ����
 '
 �� ��
��
 (� ���
 )
 ���*���


�

 ���
���
���� �
!
" #������ �
�
 �% �&�!��������� �������� 

�������� ������&+ !������ ## 9������$:;
 )�&�1 �
 $���������0 �� �.

����
 ����
 (�
 P
 ��*
�? (

 P
 ��*��


��
 $�������� �
	
 �"�!!�&������3��� ��4&���"������ ��������� ���"��.

&�"���� �&������1 ## @����"+72)))>
 ���	
 '
 ���
 (�
 )
 �	��*�	
	


��
 !������ �
%
 D&���&�� ����%&�������� ������������� �������� �"����

������ ��4�&������&������ E,!������ ## $������������� �%�&���
 ���	


'
 ���
 (

 )
 ���*
��


��
 !������ �
%
 2�4&���"�����3 ��4�&������&������ �&������� � ����%.

&�������1 ������������3 �������� E,!������ ## Acta Arithmetica
 ���	


'
 LIII
 (�
 )
 ���*���


��
 !&����'�� �
�
 $��&������1 ���&�1 "��!�����+ 4&�%��5����
 $
/

2����0 ����


��
(���������	
)
 �%������ ��&+�&������"�������� ��������E,!���,

��� ## $������������� �������
 ����
 '
 

 (�
 )
 ��*��


��
(���������	
)
 �%������ ��&+�&������"�������� ��������E,!���,

��� ## ;�4� � ������������� ����
 ����
 '
 


 (������
 )
 
��*
��


��
 Shidlovsky A
B
 On the estimates of the algebraic independence measures

of the values of E,functions ## Journal of Australian Mathematical Society


Series A
 ����
 V
 
�
 P
 ���*�	�



	
(��������� 	
)
 '&������"����+� �����
 $
/ 2����0 ����



�
 Andr*e Y
 G,Functions and Geometry
 Aspects of Mathematics
 V
 E��


Braunshweig/ Vieweg0 ����





 Chudnovsky D
V
" Chudnovsky G
V
 Applications of PadHe approxima,

tions to Diophantine inequalities in values of G,functions ## Lecture Notes in

Mathematics
 ����
 V
 ����
 P
 �*��



�
 Chudnovsky G
V
 On some applications of diophantine approximations

## Proceedings of National Academy of Sciences USA
 ����
 V
 ��
 March


P
 ��
�*���	



�
 Hata M
 On the linear independence of the values of polylogarithmic func,

tions ## Journal de MathHematiques pures et appliquHees
 ���	
 V
 ��
 (



P
 ���*���




'	�������� �	�


�
 Lang S
 Introduction to Transcendental Numbers
 Reading/ AddisonWesley

Publishing Co
0 ����



�
 Siegel C
L
 QUber einige Anwendungen diophantischer Approximationen ##

Abh
 Preuss
 Wiss
 Phys
*Math
 Kl
 ��
�*���	
 (�
 P
 �*�	



�
 Siegel C
L
Transcendental numbers
 Princeton/ PrincetonUniversityPress0

����




�&������,����� "����&�����

4�"�������� ����&�� � ��4��3��������

��"����3���� ������+AMS,TEX ZMUPAH,TEX




