Bull. London Math. Soc. 11 (1979), 268–272 F. Beukers. A note on the irrationality of ı(2) and ı(3)

Ğăňěçăŋĺě őą ĺààăæĺőŋăńìŋőáâĺ ı(2) ĺ ı(3)

Ť. Ąěľłěàá

1. Ććěďěŋĺě. Ć \Journ«ees Arithmetiques", ćëèěďèěň ć Ňăàáěńě{Ńîňĺŋĺ ć ĺîŋě 1978 č., Ř. Ăŕěàĺ ŕàěďńőęĺń ćŋĺňăŋĺî çãďěáŋőě ďőłăğăâěńìáâćő ĺààăæĺőÄ ŋăńìŋőáâĺ ı(3) = 1^{−3} + 2^{−3} + 3^{−3} + · · · . Őŋő ąëńő \çãďěáŋëň" ŕő ďćãň ŕàĺçĺŋăň. Ś őďŋőľ áâőàőŋë, ňŋőčő èăčőć ć ďőłăğăâěńìáâćě ąëńő ŕàőŕãéěŋő, ă á ďàãčőľ áâőÄ àőŋë, ĺáŕőńìğãěňëě äőàňãńë ŋăáâőńìłő áąĺćăńĺ á âőńłã, çâő ąőńìèĺŋáâćő ńîďěľ ŋě ğŋăńő łăł íâő ćáě ŕőŋĺňăâì. Ďćãňï ňěáïæăňĺ ŕőğęě ŋă Ňěęďãŋăàőďŋőň łőŋÄ čàěááě ňăâěňăâĺłőć ć Ţěńìáĺŋłĺ ć ăćčãáâě 1978 č. Č. Łőíŋ ŕàěďáâăćĺń ŕőńŋőě ďőÄ łăğăâěńìáâćő. İâő ďőłăğăâěńìáâćő ąëńő őáŋőćăŋő ŋă ńěłæĺĺ Ăŕěàĺ, ŋő áőďěàęăńő ĺďěĺ Łőíŋă ĺ Ďőŋ Ğăčěàă. Ğă ąőńěě ŕőďàőąŋëň ĺğńőęěŋĺěň íâőľ łőàőâłőľ ĺáâőàĺĺ ï őâáëńăî ł Ă. ćăŋ ďěà Ŕőàâěŋã [1]. Ďőłăğăâěńìáâćő Ăŕěàĺ ďőńęŋő ąëâì őŕãąńĺÄ łőćăŋő ć \Acta Arithmetica".

Ć íâőľ ğăňěâłě ňë ŕàĺćěďěň ĺŋőě ďőłăğăâěńìáâćő ĺààăæĺőŋăńìŋőáâĺ ı(2) ĺ ı(3), ąőńěě łőàőâłőě ĺ, łăł ňŋě łăęěâáï, ąőńěě íńěčăŋâŋőě. İâő ďőłăğăâěńìáâćő őŕĺàăÄ ěâáï ŋă ĺáŕőńìğőćăŋĺě ďćőľŋëå ĺ âàőľŋëå ĺŋâěčàăńőć, ŕőïćńěŋĺě łőâőàëå çăáâĺçÄ ŋő ňőâĺćĺàőćăŋő äőàňãńăňĺ Ăŕěàĺ.

2. Ćáîďã ć íâőľ àăąőâě ŋăĺňěŋìèěě őąéěě łàăâŋőě çĺáěń 1; 2; : : : ; n ňë őąőğŋăÄ çăěň çěàěğ d_n. Ćěńĺçĺŋă d_n ňőęěâ ąëâì ćëçĺáńěŋă łăł

d_n = ∏ p ŕàőáâőě p⩽n p [ log n log p ] ¡ ∏ p ŕàőáâőě p⩽n p^{log nlog p} = n^{ß(n)};

ă ŕőáńěďŋěě çĺáńő ňěŋìèě 3^n ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n.

Ńěňňă 1. Ŕãáâì r ĺ s { ŋěőâàĺæăâěńìŋëě æěńëě çĺáńă. Ěáńĺ r ¿ s, âő a) ∫_1 0 ∫_1 0 x^ry^s 1 − xy dx dy ïćńïěâáï àăæĺőŋăńìŋëň çĺáńőň, ğŋăňěŋăâěńì łőÄ

âőàőčő ďěńĺâ d^2_r; b) ∫_1 0 ∫_1 0 − log xy 1 − xy x^ry^s dx dy ïćńïěâáï àăæĺőŋăńìŋëň çĺáńőň, ğŋăňěŋăÄ

âěńì łőâőàőčő ďěńĺâ d^3_r. Ěáńĺ r = s, âő c) ∫_1 0 ∫_1 0 x^ry^r 1 − xy dx dy = ı(2) − 1 1^2 − · · · − 1 r^2 ; d) ∫_1 0 ∫_1 0 − log xy 1 − xy x^ry^r dx dy = 2 ( ı(3) − 1 1^3 − · · · − 1 r^3 ) .

Ďőłăğăâěńìáâćő. Ŕãáâì œ { ŕàőĺğćőńìŋőě ŋěőâàĺæăâěńìŋőě çĺáńő. ŘăááňőâÄ àĺň ĺŋâěčàăń ∫_1 0 ∫_1 0 x^{r+œ}y^{s+œ} 1 − xy dx dy: (1)

Řăğńőęĺň (1−xy)^{−1} ć čěőňěâàĺçěáłĺľ àïď ĺ őáãéěáâćĺň ďćőľŋőě ĺŋâěčàĺàőćăŋĺě. Ć àěğãńìâăâě ŕőńãçĺň ∞∑ k=0 1 (k + r + œ + 1)(k + s + œ + 1)

: (2)

Ŕàěďŕőńőęĺň, çâő r ¿ s. Šőčďă ňë ňőęěň ğăŕĺáăâì íâã áãňňã ć ćĺďě ∞∑ k=0 1 r − s ( 1 k + s + œ + 1 − 1 k + r + œ + 1 ) = 1 r − s ( 1 s + 1 + œ +· · ·+ 1 r + œ ) : (3)

Ěáńĺ ňë ŕőńőęĺň œ = 0, âő ãâćěàęďěŋĺě a) áńěďãěâ ŋěňěďńěŋŋő. Ěáńĺ ňë ŕàőÄ ďĺääěàěŋæĺàãěň őâŋőáĺâěńìŋő œ ĺ ŕőńőęĺň œ = 0, âő ĺŋâěčàăń (1) ŕěàěŕĺèěâáï ć ćĺďě ∫_1 0 ∫_1 0 log xy 1 − xy x^ry^s dx dy;

ă áãňňă (3) áâăŋěâ àăćŋőľ −1 r − s ( 1 (s + 1)^2 + · · · + 1 r^2 ) :

Şâćěàęďěŋĺě b) ćëâěłăěâ âěŕěàì ŋěŕőáàěďáâćěŋŋő.

Ŕãáâì r = s, âőčďă áőčńăáŋő (1) ĺ (2)

∫_1 0 ∫_1 0 x^{r+œ}y^{r+œ} 1 − xy dx dy = ∞∑ k=0 1 (k + r + œ + 1)^2 :

Ŕőńăčăï œ = 0, ãâćěàęďěŋĺě c) áâăŋőćĺâáï âàĺćĺăńìŋëň. Ŕàőďĺääěàěŋæĺàãěň ŕő œ ĺ ŕőńőęĺň œ = 0. Šőčďă ŕőńãçĺň

∫_1 0 ∫_1 0 log xy 1 − xy x^ry^r dx dy = ∞∑ k=0 −2 (k + r + œ + 1)^3 ;

çâő ďőłăğëćăěâ ãâćěàęďěŋĺě d).

Šěőàěňă 1. ı(2) ĺààăæĺőŋăńìŋő.

ĞĂŇĚŮĂŊĹĚ ŐĄ ĹŘŘĂŰĹŐŊĂŃĲŊŐŚŠĹ ı(2) Ĺ ı(3) 3

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň ĺŋâěčàăń ∫_1 0 ∫_1 0 (1 − y)^nP_n(x) 1 − xy dx dy; (4)

čďě P_n(x) { ňŋőčőçńěŋ Ńěęăŋďàă, ğăďăŋŋëľ äőàňãńőľ n!P_n(x) =

(_d dx )_n x^n(1−x)^n.

Ğăňěâĺň, çâő P_n(x) ∈ Z[x]. Ć íâőň ďőłăğăâěńìáâćě ďćőľŋőě ĺŋâěčàĺàőćăŋĺě ňë ąãďěň őąőğŋăçăâì őďĺŋăàŋëň áĺňćőńőň ∫ . Łăł áńěďãěâ ĺğ ńěňňë 1, ĺŋâěčàăń (4) àăćěŋ ( A_n + B_nı(2) ) d^{−2}_n á ŋěłőâőàëňĺ A_n ∈ Z ĺ B_n ∈ Z. Ŕőáńě n-łàăâŋőčő çăáâÄ ŋőčő ĺŋâěčàĺàőćăŋĺï ŕő ŕěàěňěŋŋőľ x ĺŋâěčàăń (4) ŕàĺňěâ ćĺď

(−1)^n ∫ y^n(1 − y)^nx^n(1 − x)^n (1 − xy)^{n+1} dx dy: (5)

Ś ŕőňőéìî ŕàïňëå ćëçĺáńěŋĺľ ŋěâàãďŋő ŕőłăğăâì, çâő

y(1 − y)x(1 − x) 1 − xy ⩽ ( √ 5 − 1 2 )_5

ďńï ćáěå 0 ⩽ x ⩽ 1; 0 ⩽ y ⩽ 1:

Śńěďőćăâěńìŋő, ĺŋâěčàăń (4) őčàăŋĺçěŋ áćěàåã ćěńĺçĺŋőľ ( √ 5 − 1 2 )_{5n} ∫ 1 1 − xy dx dy = ( √ 5 − 1 2 )_{5n} ı(2):

Ŕőáłőńìłã ĺŋâěčàăń (5) ŋě àăćěŋ ŋãńî, ĺňěěň

0 ¡ |A_n + B_nı(2)|d^{−2}_n ¡ ( √ 5 − 1 2 )_{5n}

ı(2)

ĺ, áńěďőćăâěńìŋő,

0 ¡ |A_n + B_nı(2)| ¡ d^2_n ( √ 5 − 1 2 )_{5n}

ı(2) ¡ 9^n ( √ 5 − 1 2 )_{5n} ı(2) ¡ ( 5 6 )_n ı(2)

ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n, őâłãďă ćëâěłăěâ ĺààăæĺőŋăńìŋőáâì ı(2).

Šěőàěňă 2. ı(3) ĺààăæĺőŋăńìŋő.

Ďőłăğăâěńìáâćő. Řăááňőâàĺň ĺŋâěčàăń ∫_1 0 ∫_1 0 − log xy 1 − xy

P_n(x)P_n(y) dx dy (6)

čďě n!P_n(x) =

(_d dx )_n

x^n(1 − x)^n. Łăł áńěďãěâ ĺğ ńěňňë 1, ĺŋâěčàăń (6) àăćěŋ ( A_n + B_nı(3) ) d^{−3}_n ďńï ŋěłőâőàëå A_n ∈ Z, B_n ∈ Z. Ğăňěçăï, çâő

− log xy 1 − xy = ∫_1 0 1 1 − (1 − xy)z dz;

ĺŋâěčàăń (6) ňőęŋő ğăŕĺáăâì łăł ∫ P_n(x)P_n(y) 1 − (1 − xy)z dx dy dz čďě ∫ őąőğŋăçăěâ âàőľŋőě ĺŋâěčàĺàőćăŋĺě. Ŕőáńě n-łàăâŋőčő çăáâŋőčő ĺŋâěčàĺàőÄ ćăŋĺï ŕő x ŋăè ĺŋâěčàăń ğăŕĺèěâáï ć ćĺďě ∫ (xyz)^n(1 − x)^nP_n(y) ( 1 − (1 − xy)z

)_{n+1} dx dy dz:

Śďěńăěň ŕőďáâăŋőćłã w = 1 − z 1 − (1 − xy)z ; áńěďőćăâěńìŋő, z = 1 − w 1 − (1 − xy)w

; dz =

−xy dw ( 1 − (1 − xy)w

)_2 ; 1 − (1 − xy)z = xy 1 − (1 − xy)w : Ć àěğãńìâăâě ŕőńãçĺň

(−1)^n ∫ (1 − x)^n(1 − w)^n

P_n(y) 1 − (1 − xy)w dx dy dw:

Ŕőáńě n-łàăâŋőčő çăáâŋőčő ĺŋâěčàĺàőćăŋĺï ŕő y ŋăåőďĺň ∫ x^n(1 − x)^ny^n(1 − y)^nw^n(1 − w)^n ( 1 − (1 − xy)w

)_{n+1} dx dy dw: (7)

Őâňěâĺň, çâő x(1 − x)y(1 − y)w(1 − w) ( 1 − (1 − xy)w )_{−1} ňőęěâ ďőáâĺčăâì áćőěčő ňăłáĺňãňă âőńìłő ŕàĺ x = y. Ŕőíâőňã ŋěáńőęŋő ŕőłăğăâì, çâő

x(1 − x)y(1 − y)w(1 − w) 1 − (1 − xy)w ⩽ ( √ 2 − 1)^4 ďńï ćáěå 0 ⩽ x; y; w ⩽ 1:

Śńěďőćăâěńìŋő, ĺŋâěčàăń (6) őčàăŋĺçěŋ áćěàåã ćěńĺçĺŋőľ ( √ 2 − 1)^4 ∫ 1 1 − (1 − xy)w dx dy dw = ( √ 2 − 1)^{4n}

∫_1 0 ∫_1 0 − log xy 1 − xy dx dy

= 2( √ 2 − 1)^{4n}ı(3):

Ŕőáłőńìłã ĺŋâěčàăń (7) őâńĺçěŋ őâ ŋãńï, ĺňěěň

0 ¡ |A_n + B_nı(3)|d^{−3}_n ¡ 2ı(3)( √ 2 − 1)^{4n}

ĺ, ğŋăçĺâ,

0 ¡ |A_n + B_nı(3)| ¡ 2ı(3)d^3_n( √ 2 − 1)^{4n} ¡ 2ı(3)27^n( √ 2 − 1)^{4n} ¡ 2ı(3) ( 4 5 )_n

ďńï ďőáâăâőçŋő ąőńìèĺå n, őâłãďă áńěďãěâ ĺààăæĺőŋăńìŋőáâì ı(3).

Śŕĺáőł ńĺâěàăâãàë 1. Poorten A. van der. A proof that Euler missed : : : Apéry’s proof of the irrationality of ı(3) // Math. Intell. 1979. V. 1. P. 195–203.